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RESUMO

PEREIRA, ROBSON EDVALDO DA SILVA. Algebra linear: seccoes conicas e aplicacoes.
2017. 87 p. Dissertagdo (Mestrado em Ciéncias — Programa de Mestrado Profissional em
Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemdticas e de Computacao, Universidade de Sdo Paulo,
Sao Carlos — SP, 2017.

Neste trabalho desenvolvemos o estudo da dlgebra linear, sec¢des conicas e aplicagdes. Apresen-
tamos os conceitos mais importantes da dlgebra linear, estudando os espagos vetorias, subespacos
vetoriais, matriz de mudancga de base, transformacdes lineares e produto interno. O principal
resultado do trabalho € o teorema espectral que fornece ferramentas para se estudar as sec¢oes
cOnicas ndo elementares, ou seja, aquelas nas quais uma pardbola, elipse ou hipérbole sdo apre-
sentadas com seus eixos nao paralelos aos eixos coordenados do plano cartesiano. Uma vez de
posse deste teorema é mostrado um processo pratico no qual transformamos uma equagio ax> +
bxy+cy* +dx+ey+g =0 naequacio ki(x')?+ky(y')? 4 (dx1 +ey1)x + (dxy +ey2)y +g=0
sem o termo misto xy, onde apds a eliminac¢do deste, podemos deduzir a equagdo da conica identi-
ficando assim esta curva. Apresentamos exemplos de conicas com eixos paralelos e ndo paralelos
aos coordenados do plano cartesiano e utilizamos o software geogebra para visualizagdo. Tam-
bém discutimos algumas aplica¢des das conicas como trajetdria de corpos celestes (planeta Terra
e um cometa), principio de reflexdao da parabola mostrando o porqué das antenas e dos captadores
de ondas sonoras serem parabdlicos. Demonstramos um teorema que denominei de identificador
de uma curva cdnica pois com ele € possivel classificar a conica sem realizar o processo pratico,
apenas para isso identificamos através da equagdo ax? + bxy +cy?> +dx +ey+ g = 0, quais os
valores de a,b ¢ c e feito isto calculamos o “discriminante” b> — 4ac, analisamos os sinais e a
nulidade, ou seja, se € maior que zero, menor que zero ou igual a zero, assim € possivel classificar

a cOnica.

Palavras-chave: Algebra linear , Conicas, Teorema espectral , Transformacdes lineares , Apli-

cacoes.






ABSTRACT

PEREIRA, ROBSON EDVALDO DA SILVA. Linear algebra: conical sections and applica-
tions. 2017. 87 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Programa de Mestrado Profissional em

Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemdticas e de Computacao, Universidade de Sdo Paulo,
Sao Carlos — SP, 2017.

The paper develops the study of linear algebra, conic sections and applications. I present the
most important concepts of linear algebra, studying vector spaces, vector subspaces, base change
matrix, linear transformations, internal product. The main result of the work is the spectral
theorem, which provides tools to study the non-elementary conic sections, that is, those in which
a parabola, ellipse or hyperbola are presented with their axes not parallel to the cartesian plane’s
coordinate axes. Using this theorem we show a practical process in which we transform an
equation ax? + bxy +cy?> +dx+ey+g = 0 into the equation k| (x')> +ka(y')? 4 (dx; + ey )x' +
(dxy +ey2)y +g =0 without the mixed term xy, where after its elimination we can deduce the
conic equation thus identifying the curve we are looking for. I present examples of conic with
parallel and non-parallel axes to the coordinates of the Cartesian plane and use the geogebra
software for visualization. I discuss some applications of the conic as a trajectory of celestial
bodies (planet Earth and a comet), principle of reflection of parabola showing why the antennas
and sound wave pickups are parabolics. I demonstrate a theorem that I named the identifier of a
conic curve, with it it is possible to classify the conic without realizing the practical process only
for this. I identify through the equation ax? 4 bxy + ¢y 4+ dx + ey + g = 0, what are the values of
a,b, and c and, with this done, I compute the discriminant »* — 4ac and analyze the signs and
the nullity, that is, if it is greater than zero, less than zero or equal to zero, therefore is possible to

classify the conic.

Keywords: Linear algebra , Conical , Espectral theorem, Linear transformations , Applications.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Os historiadores atribuem ao matemdtico Menaecmus (380-320 A.C. aproximadamente),
discipulo de Eudéxio na Academia de Platdo, a descoberta das curvas conicas ou sec¢des cOnicas
quando trabalhava na resolucio do problema da duplicacio do cubo. Foi ele o primeiro a mostrar
que as elipses, as pardbolas e as hipérboles sao obtidas como sec¢des de um cone quando cortado

por planos ndo paralelos a sua base conforme figura [1].

Figura 1 — Interseccdes cOnicas

Fonte — http://profleonardomatematica.blogspot.com.br/2011/09/conicas-e-geometria-analitica.html

Nos escritos de Pappus de Alexandria (290-350 aproximadamente), credita-se ao geo-
metra grego Aristeu (370-300 A.C.) a publicacdo do primeiro tratado sobre sec¢des cOnicas.
Mais tarde, o astronomo e matematico grego Apolonio de Perga (262-190 A.C.) recompilou e

aprimorou os resultados conhecidos até entdao sobre o assunto na sua obra Sec¢des Conicas. A
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denominacdo das curvas ndo foi devida a Menaecmus. As curvas somente foram nomeadas na
obra de Apoldnio, mas os nomes pardbola e hipérbole foram usados antes dele. Foi Apolonio
quem considerou as curvas como sec¢des do cone duplo, com o qual a hipérbole adquiriu outro
ramo, tal qual conhecemos hoje em dia. A obra Secc¢des Conicas de Apolonio e os Elementos

de Euclides constituem o dpice da matematica grega.

A motivacdo principal de Pierre de Fermat na elaborac@o da sua obra Ad Locos Planos et
Solidos Isogoge (1636), no qual estabelece um sistema de coordenadas na Geometria Euclidiana
(equivalente ao de Descartes), aconteceu quando restaurara a obra perdida de Apoldnio, Plane
Loci, seguindo o delineamento feito por Pappus. De posse da teoria de equacdes de Frangois
Viete, Fermat fez uso sistemdtico da linguagem algébrica para obter as demonstracdes dos
teoremas enunciados por Pappus na sua descri¢do da obra de Apoldnio. Aplicagdo da algebra
combinada com a natureza particular dos lugares geométricos estudados em Plane Loci e as
técnicas usadas nas demonstragdes dos resultados revelaram a Fermat que todos os lugares
geométricos discutidos por Apoldnio poderiam se exprimir na forma de equacdes algébricas com
duas varidveis, cuja andlise, usando a teoria de Viéte, produziria as propriedades fundamentais
do lugar geométrico assim como a natureza da sua constru¢do. Fermat aplicou os mesmos
procedimentos ao estudar a obra Conicas de Apolonio e, através das propriedades que definem
as seccoes cOnicas, obteve suas equacoes. Seus estudos e analise deram lugar a sete equacoes
que ele podia obter como formas irredutiveis a partir da equacao geral do segundo grau com

duas varidveis, escrita na linguagem atual, é:

ax2+bxy+cy2—|—dx+ey+g20.

Segundo os valores dos coeficientes desta equacao, Fermat classificou os lugares geomé-
tricos obtidos na seguinte nomenclatura: reta, hipérbole equildtera, par de retas concorrentes,

parabola, circulo, elipse e hipérbole.
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CAPITULO

TOPICOS DE ALGEBRA LINEAR

Este capitulo aborda os principais temas da dlgebra linear como: Matrizes, Sistemas

lineares, Espacos vetoriais, Subespagos vetoriais, Produto interno e Transformacdes lineares.

E provado ainda o teorema espectral que é o principal resultado da teoria para o desen-

volvimento dos proximos capitulos, apresento também as propriedades dos topicos acima.

2.1 Matrizes

Uma matriz € uma tabela disposta em m linhas e n colunas, onde m,n € N*, suas entradas
sdo seus elementos, que por sua vez pertencem ao conjunto dos nimeros reais ou dos nimeros
complexos, (neste trabalho estudaremos as matrizes nas quais seus elementos sao nimeros reais).
Dizemos que uma matriz com m linhas e n colunas € do tipo m X n, lendo: matriz do tipo m por
n. Quando em uma matriz qualquer o ndmero de linhas for igual ao de colunas, ou seja, m = n,

diremos que a matriz € de ordem n ou m. Representaremos uma matriz de m linhas e n colunas

por:
aylp aiz2 -+ Aip
az) axp azy
aml Am2 *°° Amn

Ainda, podemos também representar uma matriz de m linhas e n colunas como A =
a@ij]mxn, Ou simplesmente por a = [a;;], quando o tipo da matriz estiver subtendida. O sfmbolo
My xn(R), comm,n € N, denotard o conjunto das matrizes m X n, ou seja, todos os seus elementos
sdo matrizes com m linhas e n colunas. De acordo com os valores de m e n as matrizes recebem um
nome especial. Vamos definir algumas matrizes especiais, que serdo tteis para o desenvolvimento

do texto.
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Definicdo 2.1. (Matriz linha): E uma matriz que possui apenas uma linha, ou seja, m = 1 e

neN.
Exemplo 2.1. (1 -6 9 6 %)

Definicdo 2.2. (Matriz coluna): E uma matriz que possui apenas uma coluna, ou seja, m € N e

n=1

Exemplo 2.2.

AN N o0 O

Definiciio 2.3. (Matriz quadrada): E uma matriz na qual o nimero de linhas é igual ao niimero

de colunas, ou seja, m = n.

Observacgdo: Quando a matriz é quadrada a chamamos comumente de matriz de ordem
m. Assim, por exemplo uma matriz quadrada de ordem 6 é uma matriz onde o nimero de linhas

e colunas é 6.

3 4 5 6
7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36

Exemplo 2.3.

Em uma matriz quadrada, os elementos que tem os indices iguais, ou seja, i = j, formam

a diagonal principal da matriz. Por outro lado, a outra diagonal é denominada secundaria.

Definicdo 2.4. (Matriz diagonal): E uma matriz quadrada na qual os elementos que ndo estdo na

diagonal principal sdo iguais a zero.

9 0
Exemplo 2.4.
0 4

Definicao 2.5. (Matriz identidade): Toda matriz diagonal na qual os elementos na diagonal

principal sdo iguais a 1.

Exemplo 2.5.

o O =
S = O
- O O
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Definiciio 2.6. (Matriz triangular superior): E uma matriz quadrada de ordem n em que todos os

elementos abaixo da diagonal principal s@o iguais a zero.

—10 6 9
Exemplo 2.6. 0 6 8
0o 0 7

Definiciio 2.7. (Matriz triangular inferior): E uma matriz quadrada de ordem n em que todos os

elementos acima da diagonal principal sdo iguais a zero.

6
Exemplo 2.7. 1
3

&~ o O
wm O O

Definicao 2.8. (Matriz nula): E uma matriz na qual todas as suas entradas, (elementos), sao

iguais a zero.
Exemplo 2.8. ( 000 0O )

Definicéo 2.9. (Matriz simétrica): E uma matriz quadrada na qual seus elementos opostos, ou

seja, (a;; = aj;) em relagdo a diagonal principal sdo iguais.

1 07 0

0 3 8 4
Exemplo 2.9.

78 6 9

0 4 9 10

Definicdo 2.10. (Matriz anti-simétrica): E uma matriz na qual os elementos opostos em relacio a

diagonal principal sdo simétricos ou opostos. Analogamente a defini¢do 2.9, teremos a;; = —aj;.
=7

Exemplo 2.10. >
-7 9

2.1.1 Operacées com matrizes

Nesta se¢do estudaremos as operagdes com matrizes no conjunto M,,,(R) .

Definicdo 2.11. Dizemos que duas matrizes A = [@;j]mm € B = [Djj]mxn, do mesmo tipo m X n,
sdo iguais, escrevemos A = B, quando a;; = b;; paratodo 1 <i<me paratodo 1 < j < m com

i,jmneN

Dizer que duas matrizes sdo iguais significa, dizer que elementos correspondentes terdo
0s mesmos valores, ou seja, se um elemento ocupa a primeira linha e primeira coluna, o

correspondente na outra matriz ocupa a primeira linha e primeira coluna, assim so iguais. Por
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exemplo, se k e ¢ sdo elementos que pertencem ao conjunto dos ndmeros reais, as matrizes

k 9 11 9 ...
e serdo iguais se, e somente se, k =11 et =35.
Tt 7 5

Definiremos adi¢iio e multiplicaciio por escalar de matrizes no conjunto M, x,(R)

das matrizes de m linhas e n colunas.

Definiciio 2.12. Se A = [a;;] e B = [b;;] sdo duas matrizes de mesma ordem n, a soma de A e B,
denotada por A + B, é a matriz H = [hij] de ordem n tal que h;; = a;j+b;; paratodo 1 <i<m
eparatodo 1 < j<n.

Dada uma matriz A = [a;;], define-se a matriz oposta de A como a matriz —A = [—a;;].

A adi¢do de matrizes tem propriedades semelhantes a adi¢do dos nimeros reais, ou
a adicdo de elementos em espacos vetoriais (que serd tratado mais adiante), como mostra o
resultado a seguir.
Teorema 2.1. Se A, B,C sdo matrizes de mesma ordem 7, entdo:

i. A+ (B+C) = (A+B)+C (associatividade da adi¢do);

ii. A+ B = B+ A (comutatividade da adi¢do);

iii. A+0=0+A = A, onde (0) denota a matriz nula de orde, n (elemento neutro);

iv.A+(—A) =0.

Admitiremos a validade dos itens no teorema acima sem demonstragdo, pois nossa
inteng@o neste momento € apenas apresentar e construir o embasamento para estudar os espagos

vetoriais, transformagdes lineares, e aplicagdes nas sec¢des cOnicas.

Dada a matriz A = [a;j]mxn, definimos o produto de A pelo nimero real a, como aA =

[aaij]mxn-

321 12 8 4
Exemplo 2.11. 4 =

2 47 8 16 28

Tendo definido a operagdo de adi¢cdo em M,, ,(R), definimos a operagdo de subtragdo da
maneira usual: dadas as matrizes A e B em M, ,(R),A—B=A+(—B).

As seguintes propriedades se verificam para quaisquer A e B em M, ,(R), e a,a’ € R:

Teorema 2.2. i. a(A+ B) = aA +aB;
ii. (a+d)A=aA+dA;
iii. a(d'A) = (ad')A;
iv.1A=A
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Vamos agora definir a operacdo de multiplicacdo de matrizes, conceito este que serd

muito importante no estudo das transformacdes lineares.

Definiciio 2.13. Sejam A = [a;j|mxn © B = [bij]nxp duas matrizes. O produto AB de A por B,

n
denotado por AB, ¢ definido como a matriz C = [¢;j]mxp tal que c¢;j = Z aibyj = anbyj+---+
k=1
ajnbpj, paratodo 1 <i<m eparatodo 1 < j<p.

Vale ressaltar que a multiplicacdo de matrizes ndo € comutativa, e se por acaso duas
matrizes comutarem, ou seja, a igualdade A.B = B.A for verdadeira, diremos que as matrizes A e

B comutam entre si.
Apresentaremos abaixo algumas propriedades para a multiplicacdo de matrizes:
i. A(B+C) = AB+AC; distributividade a esquerda da multiplicacdo em relagéo a adi¢io;
ii. (A+B)C = AC + BC (distributividade a direita da multiplica¢do em relagdo a adi¢éo);
iii. (AB)C = A(BC) (associatividade);
iv. AI = IA = A (existéncia de elemento identidade).

Definicdo 2.14. (Matriz transposta): Dada uma matriz A = [a;]mx», chamamos de transposta

de A, e denotamos por A, a matriz [b,-]-]nxm, onde b;j = aj;, para todo 1 < i < n e para todo
1<j<m.

t 36

321
Exemplo 2.12. = 2 6
6 6 3 | 3

Uma matriz quadrada A é chamada simétrica se A" = A e anti-simétrica se A’ = —A.

Definicao 2.15. (Matriz Inversa): Dada uma matriz quadrada A de ordem n, chamamos de

inversa de A a uma matriz quadrada B de ordem n tal que A.B = B.A = I,,.

25 3 =5
Por exemplo, dada a matriz A = < 3 ) , temos que a matriz B = ( | o > éa

inversade A,jaque AB=B.A=1.

Vale aqui uma observag¢ao muito importante acerca da inversa de uma matriz quadrada de
ordem n: nem toda matriz admite inversa. Por exemplo, uma matriz nula K ndo admite inversa,
(Verifique para uma matriz quadrada de ordem 2), pois ndo existe C tal que K.C = I, I € a matriz
identidade de ordem 2. Mesmo que uma matriz nao seja nula ela pode ndo ter uma inversa.Tendo
em vista, o discorrido, podemos dizer que uma matriz quadrada A de ordem n € invertivel quando
admite inversa, mais ainda, se tal matriz admite inversa esta € tinica. De fato: Suponhamos que B e
C sao duas inversas de uma matriz A de ordem n. Entao A.B =I,, e C.A = I,,. Assim, utilizando as

propriedades de multiplica¢do de matrizes segue-se, C = C.I, = C.(A.B) = (C.A).B=1,.B = B.
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Ja que a inversa, no caso de existir, € Unica, escrevemos A1 para denotar a inversa de A.

Definimos a potenciacdo de matrizes da maneira usual: dados A € M,,x,(R) e k € N, k > 2,

A'=1,, A'=Ae A*=A.A-.-A. Se k pertence ao conjunto dos nimeros naturais e A é uma
—

k fatores

matriz invertivel, definimos A% por : A= = (A=K,

Vejamos algumas propriedades das matrizes inversas: Sejam A e B duas matrizes quadra-

das de ordem n:

i. Se A é invertivel, entdio A~! é também invertivel e (A~!)~! = A.

ii. Se A e B sio invertiveis, entio AB também & invertivel e (AB) ™! = B~1A~1,

2.2 Sistemas lineares

Neste parte do trabalho estudaremos os sistemas lineares e suas propriedades do ponto

de vista matricial, mostrando a relacdo com as matrizes.

Definicao 2.16. Um sistema de equagdes lineares com m equagdes e n incdgnitas € um conjunto

anxy + apx + + aixn =bi
s . ayxy + anxy + + amxn =b
de equacdes do tipo: (1) ) )
amiX1 + amXx2 + + @unXn = Dbm
coma;j, 1 <i<m,1 < j<n,nimeros reais.
Uma solugdo do sistema acima é uma n-upla de ndmeros reais (¢, 0, -, 041, 0)

que satisfazem as m equacoes.

Podemos ainda escrever o sistema (1) na forma matricial, da forma seguinte:

al  apn ain X1
az)y ax azy X2
aml Am2 Amn Xn

¢ a matriz dos coeficientes, X =

dos termos independentes.

Uma outra matriz que podemos associar ao sistema €:

by ap  an aiy
by a axy asy,
=| . |ouAX=B,ondeA=
b aml am2 Amn
x| by
x2 . L by .
, a matriz das Icognitas e B= a matriz
Xn bm
ap  ap ain b
ar; axn ax, by
que
aml am2 Amn b
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¢ comumente chamada matriz ampliada do sistema. Cada linha desta matriz é simplesmente

uma representacao abreviada da equagdo corresponde no sistema.
Vamos explicar de forma breve o que sao matrizes equivalentes.
Seja A uma matriz m x n. Para cada 1 <i < m, denotemos por L; a i-ésima linha de A.

Definimos as transformacoes elementares nas linhas da matriz A como se segue: (para

melhor compreensdo deste assunto consulte [Hefez e Fernandez 2012])

1. Permutacdo das linhas L; e L;.

2. Substituicao de uma linha L; pela adi¢do desta mesma linha com k vezes uma outra linha
L;.

3. Multiplicagdo de uma linha L; por um ntimero real k ndo nulo.

Por exemplo, vamos efetuar algumas transformacgdes elementares nas linhas da matriz

2 1 2 3

2 1 4 0 |.Solugdo:

0 —1 2 3|

[2 1 2 3] 0 -1 23 2 1 23 2 1 2 3
2 1 4 0|LieL; |2 1 40 2 1 4 0 |L—3L|1 1/220
0 —1 2 3| 2 1 23 0 -1 2 3 0 —1 2 3

Definicao 2.17. Sejam A e B duas matrizes de ordem m x n. Uma matriz A € dita ser equivalente
por linhas a matriz B se B pode ser obtida de A pela aplicag@o sucessiva de um nimero finito de

transformacoes elementares sobre linhas.

Observe que a no¢do de equivaléncia de matrizes por linhas corresponde a nocao de equi-
valéncia de sistemas lineares quando se efetuam as respectivas transformagdes sobre equacoes.

De fato, a sistemas equivalentes, correspondem matrizes associadas equivalentes, e vice-versa.

Definicao 2.18. Dois sistemas sdo equivalentes quando possuem 0 mesmo conjunto solugao.

Note que se A € equivalente por linhas a uma matriz B, entdo B é equivalente por linhas
a A, ja que toda transformacgdo elementar sobre linhas € reversivel, ou seja, pode-se realizar as

operagdes na ordem inversa.

Basta realizar as transformacoes elementares opostas (no sentido de que se é somado a
linha 2 a linha 1, a transformacdo oposta € feita realizando a subtrac¢do da linha 2 a linha 1, etc.)

as realizadas de A para B, entdo obteremos a matriz A, partindo de B.

Agora podemos enunciar o seguinte:
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Teorema 2.3. Dois sistemas que possuem matrizes ampliadas equivalentes sdo equivalentes.

Demonstracao: Esta proposi¢do € equivalente a: Sistemas associados a matrizes linha equi-
valentes sdo equivalentes. Pois, matriz ampliada é obtida pelo acréscimo de uma coluna
(termos independentes). Prova: Sejam A e A’ matrizes-linha equivalentes. Assim, A =MA,
onde M é um produto de matrizes elementares e, portanto, invertivel. Os sistemas (I) e (II)
que t€ém A e A" como matrizes ampliadas podem ser escritos respectivamente: N.X = B e
N'.X =B., onde N ¢ a submatriz de A da qual se retirou a dltima coluna e B € esta coluna.
(Idem para N/,A/ e B/.) Além disto, pode-se verificar que N =M.N e B = M.B. Portanto,
N.X =B <= M.NX =M.B<= N X =B . Isto significa que os sistemas (I) e (II) sdo equiva-
X1
lentes, pois toda matriz X = x'z que seja a solucdo do I serd solugdo de I1 e vice-versa. []
Xn

Em outras palavras, a mesma n —upla € solucao de ambos os sistemas.

Definicao 2.19. (Forma Escada) Uma matriz m X n € linha reduzida a forma escada se:

1. O primeiro elemento ndo nulo de uma linha ndo nula é 1.

2. Cada coluna que contém o primeiro elemento nio nulo de alguma linha tem todos os seus

outros elementos iguais a zero.

3. Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas ndo nulas (isto €, daquelas que possuem

pelo menos um elemento ndo nulo).

4. Se as linhas 1,---,r sdo linhas ndo nulas, e se o primeiro elemento nao nulo da linha i

ocorre na coluna k;, entdo k1 < ky < --- < k.

Esta ultima condi¢@o impde a forma escada a matriz. Isto €, o nimero de zeros precedendo
o primeiro elemento ndo nulo de uma linha aumenta a cada linha, até que sobre somente linhas

nulas, se houver.

1 0 0 O
Exemplo2.13. | 0 1 -1 O
00 1

N3ao € linha reduzida a forma escada, pois a segunda condi¢c@o ndo € satisfeita.

02 1
Exemplo2.14. | 1 0 -3
00 O
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N3ao € linha reduzida a forma escada, pois ndo satisfaz a primeira e quarta condicoes.

01 -3 0 1
Exemplo2.15. | 0 0 O 0 O
00 0 -1 2

Nao satisfaz a primeira nem a terceira condicao.

01 -3 0 2
Exemplo2.16. | 0 0 0 1 2
00 0 00O

E linha reduzida a forma escada ja que satisfaz todas as condigdes.

Teorema 2.4. Toda matriz A = [a;j|mx, € linha equivalente a uma tnica matriz-linha reduzida a

forma escada.

Definicao 2.20. Dada uma matriz A de ordem m X n, seja B de ordem m X n a matriz-linha
reduzida a forma escada linha equivalente a A. O posto de A, denotado por p4, € o niimero de

linhas ndo nulas de B, nulidade de A € o nimero n — p.

Em face da defini¢do 2.20, podemos notar que dada uma matriz A do tipo m X n, para
achar seu posto necessitamos encontrar primeiro sua matriz-linha reduzida a forma escada, e
depois contar suas linhas ndo nulas. Este nimero € o posto de A, sendo a nulidade a diferenca

entre o nimero de colunas de A e o posto.

1 2 10
Exemplo 2.17. Desejamos encontrar o posto e a nulidade de A,ondeA= | —1 0 3 5
I -2 11
Assim, efetuamos as seguintes operacdes com as matrizes:

1 2 10 1 2 10 1 2 10 1 0 -3
-1 0 35|—]0 2 45|—|0 1 23|—|01 2
1 -2 11 I -4 1 1 0 -4 0 1 0 0 8

10 -3 -5 100

— 01 2 3 |—]010

00 1 4 001 4

Opostode Aé3eanulidaddedeAé4—3=1.

Observacao: Se interpretarmos a matriz A acima como sendo a matriz ampliada de um
X1 4+ 2x + x3 =0
sistema linear, teremos: ¢ —x; + Oxp + 3x3 =5

X1 — 2x + x3 =1
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A matriz-linha reduzida a forma escada € linha equivalente a matriz A. Assim, o sistema

que ela representa:

X1 = <

7
8
X2 Tl , € equivalente ao sistema inicial, possuindo a mesma solu¢io
11
8

)C3=1

que este.
Dizemos que um sistema linear com m equagdes a n incognitas € homogéneo quando os

seus termos independentes sdo todos nulos.

Um sistema de equagdes lineares AX = B admite solucdo se, e somente se, o posto da
matriz ampliada do sistema tiver posto psp igual a0 (p4) da matriz dos coeficientes do sistema.

Para a demonstracdo desta proposicao consulte: [Hefez e Fernandez 2012]

Em relacdo as solu¢des de um sistema linear ele pode ser: impossivel, ou possivel e deter-
minado, ou possivel e indeterminado. Um sistema linear é chamado impossivel, quando ndo tem
solugdo, possivel e determinado, quando tem uma tnica solugéo e possivel e indeterminado,

quando tem mais de uma solugdo.

Teorema 2.5. Consideremos um sistema linear com m equagdes e n incégnitas AX = B. Sejam
pap 0 posto da matriz ampliada do sistema e p4 o posto da matriz dos coeficientes do sistema.

Entio:
i. O sistema é possivel se, e somente se, pap = pa-
ii. O sistema € possivel e determinado se pap = pa = n.

iii. O sistema € possivel e indeterminado se psp = pa < n.

Neste caso, n — p4 € o numero de incognitas livres do sistema, ou seja, incdgnitas que

podem assumir qualquer valor real.

Corolario 2.1. Seja dado um sistema linear AX = 0 com m equacdes e n incognitas.

i. Se A tem posto n, entdo o sistema possui apenas a solu¢do nula. Em particular, isto

ocorre quando m = n e A € invertivel.

ii. Se A tem posto p < n, entdo o sistema possui infinitas solu¢des. Em particular, isto

sempre ocorre quando m < n.

2.3 Espacos vetoriais

A nocdo de espaco vetorial € a estrutura, terreno, onde serd desenvolvido o estudo
da algebra linear. Um espago vetorial tem uma estrutura bem definida, satisfazendo algumas
condic¢des ou axiomas, que estao norteados por duas operacdes: a adicdo e a multiplicacdo de um

escalar por um elemento deste espaco.
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Antes de falarmos sobre espacos vetoriais, vamos explicar o que ¢ um vetor. Existem dois
tipos de grandezas: as escalares e as vetoriais. As escalares sdo aquelas que ficam completamente
definidas por apenas um nimero real (acompanhado de uma unidade adequada). Comprimento,
area, volume, massa, temperatura, sdo exemplos de grandezas escalares. Assim, quando dizemos
que uma, mesa tem 3m de comprimento, que o volume de uma caixa é de 10 dm> ou que a

temperatura ambiente é de 30°C, estamos determinando perfeitamente estas grandezas.

Existem no entanto, grandezas que ndo ficam completamente definidas apenas pelo
seu mddulo, ou seja, pelo nimero com sua unidade correspondente. Falamos das grandezas
vetoriais, que para serem perfeitamente caracterizadas necessitamos conhecer seu médulo (ou
comprimento ou intensidade), sua dire¢do e seu sentido. Forca, velocidade, aceleracao, siao
exemplos de grandezas vetoriais. Na figura [2] temos a representagdo geométrica de um vetor v e

do vetor u -+ w.

Figura 2 — vetor v e vetor u +w

o+

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um vetor v pode ser representado por suas coordenadas (x,y), se estiver no plano, se no

espago (x,y,7).

Definicao 2.21. Um espago vetorial V é um conjunto nao vazio, cujos elementos sdo chamados
vetores, no qual estdo definidas duas operacdes: a adi¢do, que a cada par de vetores u,v € V
faz corresponder um novo vetor u +v € V, chamado a soma de u e v, € a multiplicagdo por um
nimero real, a € R e para cada vetor v € V faz corresponder um vetor a.v ou av chamado o
produto de a por v. Essas operacdes devem satisfazer, para quaisquer a, b reais e u,v,w em V, as
condi¢Oes abaixo, chamadas os axiomas de espaco vetorial:

comutatividade: u+v=v-+u;
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associatividade: (u+v)+w=u+ (v+w)e (ab)v = a(bv);

vetor nulo: existe um vetor 0 em V, chamado vetor nulo, ou vetor zero, tal que v+ 0 =
O+v=vparatodovemV;

inverso aditivo: para cada vetor v em V existe um vetor -v em V, chamado o inverso
aditivo, ou o simétrico de v, tal que —v+v=v+(—v) =0;

distributividade: (¢ +b)v=av+bvea(u+v)=av+av;

multiplicacdo por 1: l.v=v

Observacdo: O mesmo simbolo 0 representard o vetor nulo e o nimero real zero, serd

discernido de acordo com o contexto.

Definicao 2.22. Seja A um conjunto ndo vazio, uma opera¢ao bindria € definida da seguinte

forma, *: A X A — A, que a todo (u,v) associa a*b € A, isto é *(a,b) = a*b. Ocorrendo ainda
que *(a,* (b,c)) =* (*(a,b),c).

Se V é um espaco vetorial sobre R, definimos a operagdo - : VxR — V, -(u,00) = &t - u,
denominada multiplica¢do por escalar. Assim, um espaco vetorial V sobre R € um conjunto

munido destas duas operagdes e com as propriedades da defini¢ao.

Exemplo 2.18. O conjunto de vetores do plano {(x,y) : x,y € R} = R? é um espago vetorial,

pois tem sua estrutura.

Exemplo 2.19. Para todo ndmero natural n, o simbolo R” representa o espago vetorial eu-
clidiano n-dimensional. Os elementos de R” sdo as listas ordenadas u = (¢, &%, ........ L 0)s

v=(B1,B2, .. , Bn) de nimeros reais.

Por definicdo, a igualdade vetorial u = v significa as n igualdades numéricas o =
ﬁl,OCz:BQ, ....... ,an:B,,.

Os niimeros o, 0, -........ , 0, sdo chamados as coordenadas do vetor u. As operagdes do

espaco vetorial R” sdo definidas pondo:

u—l—V:(OC]—Fﬁl,OCz"’ﬁZ, ......... ,an+ﬁn)
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Observemos mais um exemplo de espago vetorial: O conjunto M, ,(R) de todas as
matrizes m X n € um espago vetorial quando nele se define a soma das matrizes A = [q;;] e
B = [b;j] como A+ B = [a;j+ b;j] ¢ o produto da matriz A pelo nimero real k como kA = [ka;;] .
A matriz nula 0 € M,,»,(R) é aquela formada por zeros e o inverso aditivo da matriz a = [a;;] é
—A = [—aij].

2.3.1 Subespacos vetoriais

Um subespaco vetorial do espaco vetorial V € um subconjunto W C V que, relativamente
as operacgdes de V, € ainda um espaco vetorial. Os subespagos vetoriais constituem uma rica

fonte de exemplos de espacos vetoriais.
Definicao 2.23. Seja V um espaco vetorial. Um subespaco vetorial (ou simplesmente um subes-
paco) de V € um subconjunto W C V com as seguintes propriedades:

i.0eWw;

ii. Seu,v € Wentdou+v € W;

iii. Se v € W entdo, paratodo o € R, v € W.

Segue-se que se u e v pertencem ao subespago W e a, 3 sdo niimeros reais quaisquer,
entdo ou+ Bv € W. Mais geralmente, dados vy, v, -, v, € We ap, 00, -, 0, € R tem-se que
V=0ovi+0vy+---+ vy, €W.

O conjunto {0}, com o dnico elemento 0, e o espago inteiro V sdo exemplos triviais
de subespacos de V. Todo subespaco €, em si mesmo, um espago vetorial, pois seus elementos

satisfazem também as propriedades de espaco vetorial.

Exemplo 2.20. Seja w € V um vetor diferente do vetor nulo. O conjunto W = {aw; a € R}, ou
seja, de todos os multiplos de w € um subespaco vetorial de V, chamado a reta que passa pela

origem e contém w.

E como se o vetor w sofresse na mesma direc@o na qual ele se encontra uma dilatagcao
linear e contracgdo linear, por todos os valores reais, segundo as propriedades ja vista neste texto

de escalar por vetor.
Exemplo 2.21. Seja x um niimero real qualquer, o conjunto K = {(x,0) € V =R?; x € R} é um
subespaco vetorial de V. De fato:

Vamos verificar as trés condicdes:

i. Basta tomar x; = 0 e segue-se que 0 € K

ii. Sejam (x1,0), (x2,0) € K, tais que x;,x € R, assim temos que: (x7,0) + (x2,0) =
(x1 +x2,0+0), assim para dois vetores quaisquer sua soma ainda esta em K.
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iii. Sejam o € R, (x,0) € K, vamos mostrar que o produto de o por (x,0) pertence a
K. De fato: a(x,0) = (ax,a0) = (ax,0) € K. Portanto, como K satisfaz as trés condigdes de

subespaco vetorial, segue-se que K € subespaco vetorial.

Para a proxima defini¢cdo de subespaco gerado precisaremos explicar o que é uma

combinagdo linear. Seja V um espaco vetorial ndo nulo e sejam vy,vy,---,v, vetores de V.
Diremos que um vetor v € V € uma combinacao linear de vy, vy, - ,v, se existirem nimeros
reais ki, ko, - -+ , k, tais que

v=kivi+kyvy+---kyv,.

Definicao 2.24. (Subespacgo gerado) Seja X um subconjunto do espago vetorial V. O subespago

vetorial de V gerado por X é, por defini¢do, o conjunto de todas as combinagdes lineares
oV + 0V + -+ OV

de vetores vi,vp,- -+, v, € X CV.

E facil verificar que o conjunto de todas as combinagdes lineares de vetores do conjunto
X ¢é, de fato, um subespaco vetorial, que € indicado pelo simbolo S(X). O subespago gerado pelo
conjunto X C V, contém o conjunto X e, além disso, é o menor subespago de V que contém X.
Em outras palavras, se W é um subespago vetorial de V e X C W entdo S(X) C W. Claramente,
se X ja é um subespaco vetorial, entdo S(X) = X. Quando o subespaco S(X) coincide com V,

dizemos que X € um conjunto de geradores de V.

Mais claramente: um conjunto X € um conjunto de geradores do espago vetorial V

quando todo vetor u € V pode ser escrito como combinagao linear dos vetores de X, ou seja,

m
u= Z(x,-v,- =0V + 0vy+ -+ OV
i=1

de vetores vy, vy, -+, v, pertencentes a X.

Exemplo 2.22. Se v € V € diferente do vetor nulo, o subespaco gerado por v € a reta que passa

pela origem e contém v.

Exemplo 2.23. Os chamados vetores candnicos e; = (1,0,---,0),e, =(0,1,0,0,---,0),--- ,e, =

(0,0,0,---,1) constituem um conjunto de geradores do espaco vetorial R". De fato: seja
n

v=(vi,--,v) € R" tem-se v = Z oje;. Analogamente os mondémios 1,x,---,x" formam
i=1

um conjunto de geradores de P,, espaco vetorial dos polindmios de grau menor ou igual a n ,

comn € N.

Sejam W; e W, subespacos vetoriais de V. O subespaco vetorial de V gerado pela reunido
Wi UW, é, como se vé facilmente, o conjunto de todas as somas wj + wp, onde w; € Wy e

wy € W,. Ele é representado pelo simbolo Wy + W;.
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Quando os subespagos Wi, W, C V tém em comum apenas o elemento {0}, escreve-se
Wi @& W, em vez de W) + W, e dizemos que W = W & W, € a soma direta de Wy e W5.

Teorema 2.6. Sejam W, W, W, subespacos vetoriais de V, com W; C W e W, C W. As seguintes

afirmacdes sdo equivalentes:
i.W=W &W,;

ii. Todo elemento w € W se escreve, de maneira tinica, como soma w = wj + w», onde
wreWiewy eW,.

Demonstracao: Provaremos primeiramente que i implica ii. Por hipotese, temos que Wi "W, =
{0} e suponhamos que w; +wy = v| + vy, com wy,v; € Wi e wa, vy € Wa. Assim wy — vy =
vy —wyp. Como wy — vy € Wy e vy —wy € W, segue-se que wi — vy € vy — wp pertencem ambos
a Wy e W,. Mas, Wy NW, = {0}. Logo w; —v; = —vy; —wy = 0, ou seja, wy = v| € wy = ;.
Para provar que ii implica i, sejav € Wy NW,. Entao 0+v=0+4+v,com 0,v € W; e v,0 € W,
como 0+ v =v+0 = 0, assim por hipétese todo vetor se escreve de maneira tnica, logo 0 =v,
portanto W; "W, = {0}. O

Exemplo 2.24. Em R*, sejam W; o subespago gerado pelos vetores w; = (1,0,0,0),w3 =
(0,0,1,0) e W, o subespaco gerado pelos vetores wy = (0, 1,0,0),wq = (0,0,0,1). Entdo W) é o
conjunto dos vetores da forma (ki,0,k3,0) enquanto os vetores de W, tém a forma (0,k»,0,k4).
E evidente que RY* =W, & W,.

2.3.2 Base de um espaco vetorial.

Uma base em um espaco vetorial ¢ um conjunto de vetores ordenados, que geram todos
os vetores deste espaco. Em um espaco vetorial pode haver infinitas bases. Trata-se de um
conjunto extremamente importante, pois observando seus elementos podemos identificar como

sdo os vetores quaisquer do espago vetorial.

Seja V um espago vetorial. Diz-se que um conjunto K C V € linearmente independente
(L.I.) quando nenhum vetor v € K é combinagdo linear de outros elementos de K. Para evitar
ambiguidade, no caso em que K = {v} consta de um unico elemento v, dizemos que K é L.I.,
por defini¢do, quando v € diferente do vetor nulo. Quando K € L.I., dizemos também que os seus

elementos sdo vetores linearmente independentes.

Quando K € L.I. seus elementos sdo todos diferentes de 0, pois o vetor nulo € combinagado

linear de quaisquer outros. De fato: o vetor nulo pode-se escrito como 0 = Ovy +0vy + -+ -+ 0vy,.

Teorema 2.7. Seja K um conjunto L./. no espago vetorial V. Se kyvi +kovy +---+ kv, =0
com vy,vp,---,v, € K entdo ky = kp = --- = k;, = 0. Reciprocamente, se a tinica combinagao
linear nula de vetores de K € aquela cujos coeficientes sdo todos iguais a zero, entdo K € um

conjunto L.1.
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Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que se tenha kyv; + kpvo + - -+ + kv, = 0, com
V1,V2, -+, v, € K mas nem todos os k; sejam nulos. Por simplicidade, seja k» # 0. Entdo teremos
vy = — (ki /kp)vi — (k3 /ko)v3 — -+ — (kn/k2)v, = 0, 0 que exprime v, como combinagao linear
de outros elementos de K, o que contradiz a hipétese.

Reciprocamente, se K € nao L.I., algum dos seus vetores seria combinag¢do linear dos

demais: v = kyvy +-- - +k,vy, logo 1v —kyvy —--- — k,v, = 0, uma combinacao linear nula de
vetores em K, na qual pelo menos o primeiro coeficiente ndo € zero. U
Corolario 2.2. Sev=kjvi+---+k,v, =t1jvi + -+ +1,v, € 0s vetores vi,---, Vv, sdo L.I. entdo

kl :tla”'7kn:tn-

Demonstracdo: De fato, tem-se neste caso (k; —#1)vy + -+ (k, —1,)v, = 0, logo k; —1; =
o=k, —t,=0. O

Evidentemente, todo subconjunto ndo vazio de um conjunto L./. é ainda L.1I.

Teorema 2.8. Sejam vy,--- ,v, vetores ordenados ndo-nulos do espacgo vetorial V. Se nenhum

deles é combinagdo linear dos anteriores entdo o conjunto k = {vy,---,v,} é L.I.

Um conjunto K C V diz-se linearmente dependente (abreviadamente L.D.) quando ndo
€ L.I. Isto significa que algum dos vetores v € K é combinagdo linear de outros elementos
de K, ou entdo que K = {0}. Para que K seja L.D. basta que exista uma combinagdo linear
kivi 4 kovy + -+ - + kv, = 0 de vetores vi,va,---v, € K com algum coeficiente k; # 0. Vale
observar que se 0 € um elemento de K entdo K € L.D.

Uma base de um espaco vetorial V € um conjunto B C V linearmente independente que
gera V. Isto significa que todo vetor v € V se exprime, de modo tinico, como combinacao linear
kivi +kava + - -+ kyv, = v de elementos vy, vy, -+, v, da base B. Se B = {vy,---,v,} é uma
base de V e kyvi +kovo + - - - +k,v,, = v, entdo os ndmeros ki, - - - , k, chamam-se as coordenadas

de v na base B, e representamos na forma matricial do seguinte modo:

ki

Diz-se que o espacgo vetorial V tem dimensao finita quando admite uma base B =
{v1,-++, vy} com um nimero finito n de elementos. Este nimero, que € o mesmo para todas as
bases de V, chama-se a dimensao do espaco vetorial V : n = dimV. Por extensao dizemos que o

espaco vetorial V = {0} tem dimensio zero.
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2.4 Transformacoes lineares

As funcdes naturais no contexto dos espagos vetoriais, as chamadas de transformacoes
lineares, formam uma classe muito especial de funcdes que t€ém muitas aplicagdes na fisica,
nas engenharias e em varios ramos da matemadtica. As func¢des nas quais se estd interessado
na dlgebra linear sdo as fungdes cujos dominios e contradominios sdo espagos vetoriais e que,
além disso, preservam as operacdes de adi¢do de vetores e de multiplicacdo de um vetor por um

escalar. Esta € a definicdo que se segue:

Definicao 2.25. Sejam V e W espagos vetoriais. Uma transformacao linear de V. em W € uma

funcdo T : V — W que possui as seguintes propriedades:
i. T(vi+vy)=T(v1)+T(v2), para quaisquer vi,vy € V;

ii. T(av) = aT (v), para quaisquer v € V e a em R.

Para provarmos que 7'(0) = 0 como consequéncia da propriedade i acima, vamos provar
que (—1)u = —u (*). Mas, antes provemos a seguinte afirmacdo: se w4+ u = w + v entdo
u = v. Com efeito, da igualdade w+u = w+v segue-se que u =0+u = (—w+w) +u =
—w+(w+u)=—-w+w+v)=(—w+w)+v=0+v=v. Agora provemos () u+ (—1)u =
lLu+ (—1u=[1+(—1)Ju=0.u =0, logo da igualdade u+ (—1)u = 0 segue que —u = (—1)u.
Como consequéncia da propriedade i , em uma transformagao linear qualquer 7', tem-se que
T(0)=0.Defato:0=T7(0)—T(0)=T(0)+(—1)T(0) =T(1.0—1.0) =T(0).

Uma propriedade importante de uma transformacao linear € que ela fica totalmente
determinada se conhecermos seus valores nos vetores de uma base de seu dominio. Mais

precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.9. Seja B = {vy,v, -+ ,v,} uma base de um espago vetorial V. Sejam wy,wy,--- ,wy,
vetores de um espaco vetorial W. Entdo existe uma unica transformacao linear 7 : V — W tal
que T(vj) =wj,V1<j<n.

Demonstracao: Tomemos v € V. Como B € uma base de V, v se escreve de modo tinico como
uma combinag¢do linear dos vetores de B, digamos v = kyvi +---+k,v,. Defina T : V - W
por T'(v) = kywy + - -+ + k,wy,. A funcdo T estd bem definida, pois os nimeros reais &, - - - , k,
sdo unicamente determinados a partir de v. Além disso, T é uma transformacdo linear. De
fato, tomemos k em R e w em V. Suponhamos que w = byvy + --- + b,v,. Como v+ kw =
(ki +kby)vy + -+ (kn + kby ) vy, segue que T'(v+kw) = (ky +kby)wy + -+ + (ky + kby)wy, =
(kywi + -+ kywy) +k(bywy + - -+ bywy) =T (v) + kT (w).

Para mostrar que 7'(v;) = wj, fixe j,onde 1 < j <n.Comov;=0vi+---+1v;+---+
Ov,. segue que T (v;) = 0wy + -+ 1w+ -+ 0w, = w;.
Vejamos agora que 7 € a unica funcdo com as propriedades desejadas. Para isto,

suponhamos que S : V — W seja uma transformacdo linear tal que S(v;) = w; para todo
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j,com 1 < j<n, tomemos v € V por v e pela linearidade de S (propriedade ii), temos
que S(v) = kiS(vi) + -+ +k,S(vn). Como S(vj) = w; para todo 1 < j < n, obtemos S(v) =
kiwi + -+ kyw, = T(v).

Como v € V foi tomado de modo arbitrédrio, segue que S = T. U

Definicao 2.26. Nicleo de uma Transformagdo linear: Se T : V — W € uma transformacao
linear, o nicleo de T, denotado por KerT, € o conjunto de vetores de V que sdo levados por 7' no
vetor nulo de W, ou seja,

KerT ={veV,;T(v) =0}.

Note que KerT é um subconjunto nao vazio de V, ja que 7(0) = 0. Mais ainda, KerT
¢ um subespaco de V. De fato, se vi,vy € KerT e se a € R, entdao v| +av, € KerT, pois
T(vi+avy)=T(vi)+aT(v2) =0+a.0=0.

Teorema 2.10. Seja T : V — W uma transformacao linear. Temos que 7 € injetiva se, e somente
se, KerT = 0.

Demonstracdo: Suponha que 7 seja injetiva, entdo KerT = {0}. De fato: Sendo, T injetiva e
como T(0) =0, tem-se que 7 (v) = 0 = T(0) implica que v = 0. Reciprocamente, por hipdtese
KerT = {0}. Tomemos u e v vetores em V. Se T'(u) = T(v), entdo T (u) — T (v) = 0. Equivalen-
temente, 7 (¢ —v) = 0. Assim, u — v € KerT. Como KerT = {0}, segue-se que u —v = 0, logo

u = v, mostrando a injetividade de T'. O

Definicao 2.27. A imagem de uma Transformagao linear: A imagem de 7' de uma transformacio
linear 7 : V. — W € o conjunto ImT =T (V).

Teorema 2.11. Teorema do Nicleo e da Imagem: Seja 7 : V — W uma transformacao linear,

onde V tem dimensao finita. Entao:
dim(KerT) +dim(ImT) = dim(V).
Obs: Uma transformacdo linear bijetiva € chamada isomorfismo. Dois espacos vetoriais

que possuem um isomorfismo entre eles serdo ditos isomorfos, o que, em grego, significa:

possu€m mesma forma.

Teorema 2.12. Se V e W sdo espagos vetoriais de dimensao k, entdo V e W sdo isomorfos.

Demonstracao: Para provarmos que V e W sdo isomorfos, devemos mostrar que existe
uma transformagdo linear bijetiva de V em W. Para isto, tomemos @ = {vy,---,v} e B =

{wi, -+ ,wi} bases de V e W, respectivamente. Dado v € V, podemos escrever de modo tinico

v=avy+---+agv,
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comai,---,a; € R.

Defina, entdo, T : V — W por T'(v) = ayw; + -+ + axwy. T estd bem definida e, além
disso, T é uma transformacao linear. Para provarmos que 7" € bijetiva basta provarmos, que 7" é
injetiva, pois V e W tém dimensdo k. Ora, se v=ajvi+---+apvp e 0=T (v) = ayw; +- - - + a@wy,
segue-se que a; = --- = a; = 0, pois {wy,---,wi} é uma base de W. Logo, v = 0, mostrando
que KerT = {0}. O

Definicdo 2.28. Sejam 7 : V — W e §:V — W transformagdes lineares. Definimos a soma de
T e S, denotada por T+ S : V — W dada, paratodov € V, por (T +S)(v) =T (v) +S(v).

Se k € R, definimos o produto de k por T, denotando-o k7', como a fun¢do k7 : V — W
dada, para todov € V, por (kT)(v) = kT (v).

Vamos denotar por L(V,W) o conjunto de todas as transformagdes lineares de V em W.
As operagdes descritas acima definem uma adi¢do e uma multiplica¢@o por escalar em L(V, W),
obedecendo a estrutura de um espago vetorial. Se W = IR, o espago L(V,W) é chamado espago

dual de V e seus elementos sao chamados funcionais lineares em V.

A composicao de duas transformacdes lineares 7 : V — W e S : W — U é a composicao
usual de fungdes:
(SoT)(v)=S(T(v)),veV.

A fungdo SoT é também uma transformacao linear.
Sejam 7 : V — V uma transformacao linear e n € N. Definimos a n-ésima poténcia de 7,

denotando-a por 7", como a fun¢do 7" : V — V dada por

T'=T.T"=To---oT, n>2.

T" também é uma transformacdo linear. Definimos também 7° como a funcéo identidade

em V, ou seja, 70 =1Iy.

Matriz de uma transformacao linear: Seja 7 : V — W uma transformacao linear, em
que dimV = n e dimW = m, com m,n € N. Sejam ot = {vy,---,v,} e B ={wi, -, w,} bases
de V e W, respectivamente. Como 3 é uma base de W, podemos determinar de modo tnico

nimeros reais a;j, com 1 <i<n,1 < j < m, tais que

T(V,’) =aiiw1 + -+ amivn.

Assim para cada vetor v; teremos sua imagem 7 (v;), escrevendo este vetor como combi-
nacao linear dos elementos da base de W, determinamos a coluna 1 da matriz, até encontrarmos

as n colunas com m linhas. Representamos a matriz da transformacgdo 7 nas bases mencionadas
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como:

[T =

aml " Amn

A matriz [T ]g, que representa 7 em relacdo as bases & e 3, é chamada a matriz de T nas
bases a, . Portanto, temos a seguinte expressao para determinar as coordenadas da imagem de

um vetorem V .

[T(v)g =[T]5-[a: v EV.

Observemos que a matriz € do tipo m X n tal que, para cada 1 <i < n, ai-ésima coluna

da matriz da transformacdo é dada pelas coordenadas de 7' (v;) na base 3.

Exemplo 2.25. Sejam o = {(1,1),(0,2)} e B ={(1,0,1),(0,1,0),(1,2,0)}, bases de R? R3,
respectivamente. Calculemos [T]g, onde T : R? — R3 ¢ dada por T (x,y) = (2x,x —y,2y). Ob-

servemos que a matriz desta transformacao € do tipo 3x2. Assim:

app a2
azr ax

asp asp

Pelo que vimos aj1,az1,a3; sdo as coordenadas de T'(1,1) na base B e ajp,az,a3; sdo

as coordenadas de T'(0,2) na base 3. Ou seja,

T(l,l) = (2,0,2) :a11(1,0,1)+a21(0,1,0)+a31(1,2,0)

T(O,Z) = (O, —2,4) = alz(l,o, 1) —|—a22(0, 1,0) —|—a32(1,2,0).
Resolvendo o sistema encontramos os valores dos elementos da matriz, Portanto:
4
g=10 6
—4

S O N

Quando a transformagao linear for de um espago vetorial V nele mesmo, ela serd chamada

de operador em V.

Teorema 2.13. Sejam T e T’ transformacdes lineares de V. em W, onde V e W sdo espagos

vetoriais de dimens3o finita. Se o, 8 sdo bases de V e W respectivamente, entdo:

[T+T']5=[Tlg +[T"]§
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Teorema 2.14. Sejam 7 : V — W e S : W — U transformacgdes lineares, em que V,W e U sdo

espagos vetoriais de dimensao finita. Se a, 3,y sdo bases de V,W e U, respectivamente, entao:

[SoT)$ = [S)5.[T]%

Mudanca de Base: Um problema comum no estudo de espacos vetoriais de dimensao
finita € conhecer as relacdes entre as coordenadas de um vetor em diferentes bases. Como a no¢a@o
de base € a generalizacdo para espagos vetoriais arbitrarios da no¢do de sistemas de coordenadas

em R? ou R3, mudar de base é andlogo a mudar de eixos coordenados.

Dado um espago vetorial V arbitrdrio de dimensao finita e duas bases o e 3 de V,
podemos obter uma relagdo entre as matrizes [v]q, [v]g de um vetor v em V, usando, para isto, o

operador identidade em V. De fato: Vimos que para todo v pertencente a V, temos que
Vg = v]g-Da-

A matriz [Iv]g ¢ chamada matriz mudanga de base o para 3, pois, pela igualdade acima,
esta matriz nos permite obter as coordenadas de um vetor v em V em relagéo a base  uma vez

conhecidas suas coordenadas na base «.

Exemplo 2.26. Considerando a base candnica « de R? e a outra base = {(1,1),(1,2)}, temos

al bl
Ip2]% = ,
=[]

onde ay,az,by,br sdo ndmeros reais satisfazendo o sistema de equacoes

{um::mum-+@@m

que

(0,1) = bi(1,1) + b(1,2)

Resolvendo as equagdes acima, obtemos a; = 2,a, = —1,b; = —1,b, = 1. Portanto,

@%:[51;1.

Se quisermos determinar as coordenadas de um vetor na base 3 em fun¢éo das coorde-
nadas de um vetor na base «, basta multiplicar a matriz pelas coordenadas deste vetor na base

.

Teorema 2.15. Sejam a, 8 duas bases de um espago vetorial de dimens@o finita V. Se T é um
B

operador linear em V, entdo [T]% = P~1.[T] g-P>onde P = [Iv]g.
Obs: A relacdo acima € tdo importante que recebe um nome especial: Se A e B sdo
matrizes quadradas de mesma ordem, dizemos que B € semelhante a A, quando existir uma

matriz inversivel P tal que B = P~ 'AP.
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E f4cil verificar que se uma matriz B é semelhante a uma matriz A, entdo A também ¢é
semelhante a B. De fato: Sendo B semelhante a A tem-se B = P~ !.A.P, multiplicando a esquerda
ambos os membros da igualdade pela matriz P, P.B = PP 'AP=1AP=APonde] éa
matriz identidade, multiplicando 2 direita ambos os membros da igualdade pela matriz P~!,
PB.P~' =A.PP ! =A.I=A, sendo P a matriz mudanca de base e P~! sua inversa, temos que
A= (P~")~1.B.P~!. Assim, dizemos simplesmente que A e B sio semelhantes. Tendo em vista

a igualdade no teorema acima, [T]%, [T]g sdo semelhantes.

2.5 Produto interno

O produto interno, trata-se de uma no¢ao que completa e enriquece a estrutura de um
espaco vetorial, permitindo a utilizacdo de uma linguagem geométrica altamente sugestiva e
o destaque de tipos especiais de operadores, os quais admitem uma andlise profunda de suas

propriedades.

Seja V um espaco vetorial. Um produto interno em V € uma fun¢do que a cada par de

vetores u,v € V associa o nimero real, denotado por (u,v), que satisfaz as seguintes condi¢des:
Para quaisquer vetores u,v,w € V e qualquer nimero real k,
i. (vv) >0;
i. (vv) =0<=v=0;
iii. {(u,v) = (v,u);
. (u+v,w) = (u,w) + (v,w);
v. (ku,v) = k(u,v).

O produto interno usual em R” ou produto escalar de R” é definido como:

<()C1,"' ,)Cn),(yl,'“ 7yn)> =X1y1 +x2y2+ - +XnYn,

onde os vetores (xy,- -+ ,x,), (Y1, ,yn) € R™. Verifique que as condigdes de i a v sdo satisfeitas.

Seja V um espago com produto interno. Define-se a norma do vetor v de V, ou compri-

mento de v, denotado por ||v||, como o ndmero real:
[Vl = v/ (»v).

Se ||v|| = 1, dizemos que v € um vetor unitdrio.

A distancia d(u,v) entre dois vetores u e v de V é definida como

d(u,v) = |lu—v||=+/{u—vu—v).
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Obs: Em posse do produto interno definimos o angulo 6,0 < 6 < x, entre dois vetores

u,v como:
(u,v)

cosf = —————.
e[ [v]]

Teorema 2.16. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se u e v sdo vetores de um espaco com
produto interno V, entao:
[(, )| < [[ul[[IV]];

com igualdade valendo se, e somente se, u € v sdo linearmente dependentes.

Propriedades da norma: Se u e v sdo vetores em um espago V com produto interno e
se k € R, entdo:

i ||ul| > 0;

i. ||ul| =0 <= u=0;

i |[ul| = [k ||ul[;

. [lu+v|| < ||u||+||v|| (desigualdade triangular).

Vamos definir agora a no¢ao de ortogonalidade: Sejam u e v dois vetores ndo nulos de um
espaco com produto interno V e seja 0 o angulo entre eles. Segue do que vimos que se cos8 =0,
entdo o angulo entre u e v serd 90 graus. Convenciona-se que o vetor nulo € perpendicular a

todo vetor de V. Portanto, dizemos que dois vetores u,v quaisquer de V' sdo ortogonais quando
(u,v) =0.

Sejam v um vetor de V e W um subespaco de V. Dizemos que v € ortogonal a W se v
€ ortogonal a cada vetor de W. O conjunto de todos os vetores de V' que sdo ortogonais a W é
chamado complemento ortogonal de W e é denotado por W = {v € V : (v,w) = 0,¥Yw € W}
Teorema 2.17. Seja W um subespago de um espago com produto interno V. Entdo:

i. W+ é um subespaco de V;

i. WNOW+ = {0};

iii. (WH)t =w.
Demonstracio: (i). Primeiramente, é claro que 0 € W-. Tomemos u e vem W+ e a € R. Se

w € W, entdo
(u+av,w) = (u,w) +a(v,w) =0+a0 =0,

mostrando que u + av € ortogonal a w. Como w € W foi tomado de modo arbitrario, temos que
u -+ av é ortogonal a cada vetor de W, ou seja u +av estd em W, Portanto, W é um subespaco
de V.

(ii). Para esta demonstracdo pode-se consultar a referéncia bibliografica [Lima 2009]

(iii). De fato: seja qual for o conjunto ndo-vazio X C V, vale a inclusio X C (X*)*. Em
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particular, o subespago W estd contido em (W+)*. Assim, dim(W+)*+ = dimV — dimW+ =
dimV — (dimV — dimW) = dimW. Logo W = (W+)+. O
Um conjunto de vetores em V é chamado conjunto ortogonal se quaisquer dois vetores distintos

do conjunto sdo ortogonais.

Um conjunto ortogonal no qual cada vetor tem norma 1 é chamado conjunto ortonormal.
Se v é um vetor nio nulo em um espaco com produto interno, segue que o vetor ||v||~!v tem
norma 1. O processo de multiplicar um vetor ndo nulo pelo inverso de sua norma para obter um

vetor de norma 1 € chamado de normalizacao.

Teorema 2.18. Todo conjunto ortogonal de vetores nao nulo de V € linearmente independente.

Demonstracio: Seja {vy,---,v,} um conjunto de vetores ortogonais de V com produto interno.

Consideremos a equagao

ayvi+axvo+---+av, =0.

Vamos mostrar que a; = 0, para todo 1 <i <r. Fixe 1 <i <r. Entao,
(avi+---+ave,vi) = a1 (vi,vi) + - +ai(vi,vi)

+aip1(Vig1,vi) + -+ ar(ve,vi) = ai(vi,vi) (1)

ja que (vj,v;) = 0 sempre que j # i. Por outro lado
(apvi+--+av,vi)y =(0,v) =0. (2)

De 1 e 2 segue que a;(v;,v;) = 0 e como v; é um vetor ndo nulo, temos necessariamente que

a; = 0. Como i foi tomado de modo arbitrario em seu intervalo de variag¢do, segue o resultado.

g

Uma base na qual seus vetores sdo todos ortogonais € dita base ortogonal e se seus

vetores sdo ortonormais ela € dita base ortonormal.
Um exemplo muito simples de base ortonormal € a base candnica do R".

A projecdo do vetor v ao longo de u é denotada por proj,(v) e é definida por:

proj,(v) = ku = ) u

(vu)

onde k = e

A figura [3] ajuda a compreender melhor a proje¢do de v na dire¢do de u.
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Figura 3 — projecdo de v na dire¢do de u

a = proj,t 7

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vamos agora construir uma base ortonormal a partir de uma base qualquer que ndo

€ ortonormal. Este processo é chamado de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, depois basta

normalizar.
Seja {vi,v2,-+,v,} uma base de V. Tomemos: w; = v, wp = vy — le,
w3 =13 — <v3’w1>w1 — <V3’W2>w2 continuamos o processo, até determinarmos o vetor:
[lwil? [lwa[> 722
<Vn7Wn71>

Wy =V — o — =y

n n Hwn—luz n—1
Assim construimos uma base ortogonal de V , o« = {wy,w»,-- ,w, }. Agora para encon-

trar uma base ortonormal basta normalizar os vetores de .

Para demonstrarmos o préximo teorema 2.20 precisaremos do seguinte:

Teorema 2.19. Dado um funcional linear ¢ em V, existe um dnico vetor v € V tal que ¢ = ¢,,.

Para sua demonstracdo consulte [Hefez e Fernandez 2012].

Teorema 2.20. Dado um operador linear 7 em V, existe um tnico operador linear 7* em V tal

que (T (v),w) = (v,T*(w)) para quaisquer v,w € V.

Demonstracao: Tome w € V. Como a funcao definida por v — (T (v),w) é um funcional linear

em V, segue, do teorema 2.19, que existe um tnico vetor w eV tal que

(T(v),w) = (v,w/>,Vv ev.
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Basta definir 7*(w) = w . O teorema 2.19 também nos mostra que {v|,---,v,} é uma base

ortonormal de V, entdo

/
T*(w)=w =(T(v1),w)vi+--+ (T (vy),W)vp.
Dai, vé-se claramente que 7* € linear. O
O operador linear T* é chamado operador adjunto de 7. Assim, o teorema afirma que todo
operador linear 7', em um espaco com produto interno de dimensao finita, possui um operador
adjunto T*. O proximo resultado mostra como podemos obter 7* a partir de uma representagao

matricial de 7.
Teorema 2.21. Para toda base ortonormal o de V e para todo operador linear 7 em V, temos

que [T7]g = ([T]g)"

Um operador linear T : V — V € dito ser um operador simétrico quando 7* = T. Logo
tendo em vista o teorema acima observamos que se 7 é um operador simétrico em V, entdo para

toda base ortonormal ¢ de V temos
04 o\t
[T]e = (IT]a)"-
Concluimos que T : V — V & simétrico se, e somente se, [T é uma matriz simétrica.

Exemplo 2.27. Seja T : R? — R? o operador linear definido por T (x,y,z) = (2x —y+z,—x+
y+3z,x+3y). Se « é a base candnica de R?, entio:

2 11
7%=1{ -1 1 3
13 0

€ uma matriz simétrica e, portanto, 7 € um operador simétrico.

Operador Ortogonal: Um operador linear 7 : V — V € dito ser ortogonal quando

T*T =TT*=1y.

Em outras palavras, T é um operador ortogonal quando T & inversivel e T* = T !.

Diremos que um operador 7 em V preserva norma, preserva distancia, ou preserva pro-
duto interno, quando, para todos u,v € V, se tenha ||T (v)|| = ||v||,d((T (), T (v)) = d(u,v),(T (u), T (v)) =

(u,v), respectivamente.

Obs: Se um operador € ortogonal ele tem as propriedades acima, ainda leva base ortonor-

mal em base ortonormal.

Defini¢ao 2.29. Matriz Ortogonal: Uma matriz K € M, ,(R) é dita ser ortogonal quando cumpre
a condi¢do KK' = K'K = I,.
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Em outras palavras, K é uma matriz ortogonal se K é inversivel e K’ = K~!. Segue
imediatamente da definicdo que uma matriz K é ortogonal se, € somente se, a matriz K' é

ortogonal.

Alguns resultados importantes acerca de matrizes ortogonais e operadores ortogonais
serdo elencados , mas ndo demonstrados, pois este ndo € o objetivo central deste trabalho, para

encontrd-los vocé pode consultar [Hefez e Fernandez 2012]
Seja K = [kjj]nxn uma matriz. Sdo equivalentes as proposigdes:
i. K é ortogonal;
ii. As colunas de K formam um conjunto ortonormal em R”;

iii. As linhas de K formam um conjunto ortonormal em R”".

Teorema 2.22. Se « e 3 sdo bases ortonormais de V, entdo a matriz mudanca de base [Iv]g é

uma matriz ortogonal.

Exemplo 2.28. Sejam o = {(%, %), (—%, %)} e B =1{(1,0),(0,1)}, bases ortonormais de
RR?. Vamos determinar a matriz [IRz]g. Assim: (%, %) =ay1.(1,0)+az.(0,1) e (—%, \%) =
ai2.(1,0) +az;.(0,1), resolvendo as equagdes encontramos a matriz :

1

2
[IRz]g = [ \? f ] , que é ortogonal.

V5o W5

Outro teorema importante sobre operadores lineares segue-se abaixo.

Teorema 2.23. Sejam o uma base ortonormal de V e 7 um operador linear em V. Seja A €

M, »(R). T é ortogonal se, e somente se, [T]5 ¢ ortogonal.

Demonstracdo: Se o« = {v{,vp, -+ ,v,} é uma base ortonormal de V e se T é um operador
ortogonal em V entdo, o conjunto 8 = {T(v;),T(v2), -+ ,T(v,)} é uma base ortonormal de V.
De fato: [T']§ = [a;;], entdo para todo i, com 1 < i <n, temos T (v;) = ay;vi +azva+ -+ auivn.
Como f ¢ ortonormal, segue que (T (v;),T(v;)) =0, sei## je (T(vi),T(v;)) = 1. Por outro

lado, sendo ¢ ortogonal, temos que:

ajalj+axazj+ -+ apidnj = <a1iV1 +axivy+ -+ apivp,aijvi +azjva+- - +anjvn>

0 se i#£]

()
1 se i=j

= (T(v), T(vj)) = {

mostrando assim que as colunas de [T]% formam um conjunto ortonormal em R”. Logo [T]|%

¢ uma matriz ortogonal. Suponhamos agora que [T]% = [a;;] ¢ uma matriz ortogonal. Para

mostrarmos que 7 é ortogonal basta provarmos que o conjunto {7 (v;),T (v2), - ,T(vy)} é
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ortonormal em V, mas isto pode ser verificado facilmente tendo em vista (**). Il

Esta demonstrag¢do encontra-se em [Hefez e Fernandez 2012]

Diremos que um operador definido sobre um espaco vetorial V de dimensao finita é

diagonalizdvel, quando for possivel representd-lo por uma matriz diagonal em alguma base de V.

Definicao 2.30. Seja 7 : V — V um operador linear. Um nidmero real c serd dito um autovalor
de T se existir um vetor ndo nulo v em V tal que 7'(v) = cv. O vetor v é chamado de autovetor de

T associado a c.

Obs: Nem todo operador linear possui autovalores e autovetores. De fato: Seja T : R —
R? o operador linear dado por T(x,y) = (—y,x). Sec € Re v = (x,y) € R2,v # 0, sdo tais que

T(x,y) = c(x,y), entdo (—y,x) = c(x,y). Equivalentemente

cx = -y
cy = X

donde obtemos a equacio (¢?> + 1)y = 0. Como ¢ € R, a equagio (¢ + 1)y = 0 é verificada
somente se y = 0. Mas se y = 0, segue da segunda equac¢ao do sistema acima que x = 0. Como v
nao € o vetor nulo, isso ndo pode ocorrer. Concluimos, entdo, que 7" ndo tem autovalores e nao

tem autovetores.

Teorema 2.24. Seja T : V — V um operador linear e sejam ky,- - - ,k, autovalores distintos de
T. Se vy,--+,v, sdo autovetores associados aos autovalores ki, - - ,k,, respectivamente, entdo
{vi,--+,v,} é linearmente independente.

Demonstracao: A prova sera feita por inducdo sobre r. O resultado é valido para r = 1, pois se
T :V — V é um operador linear com autovalor ¢ e se v € um autovetor de T associado a cy,
entdo {v; } é linearmente independente, pois v; # 0. Suponhamos agora o resultado valido para

r— 1 e vamos prova-lo para r, r > 2. Para isto, consideremos a equagao
apvi+---+av, =0, (4)
onde aj,ay,- -+ ,a, sdo nimeros reais. Aplicando T em (4), obtemos
ai(civi)+---+ar(cvr) =0, (5)

jdque T'(vj) =cjvj, paratodo 1 < j < r. Por outro lado, T possui pelo menos um autovalor ndo

nulo. Sem perda de generalidade, suponhamos que ¢, # 0. Multiplicando (4) por c¢,, obtemos
ai(cvi)+---+ar(cv) =0. (6)

De (5) e (6),
aj(ci—crvi+-+ar—1(c—1—cr)v—1 =0.  (7)
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Pela hipétese de indugdo, {v,va,---,v,—1} € linearmente independente. Portanto, de (7), segue-
se que

aj(cj—c,)=0V1<j<r—1. (8)

Como os autovalores cy,cz,- -, ¢, sdo todos distintos, de (8) obtemos que a; = 0 para todo
1 < j <r—1. Substituindo estes valores em (4), concluimos que a, = 0 também, ja que v, # 0.

Portanto, {v{,v2,---,v,} é independente. O

Corolario 2.3. Seja T : V — V um operador linear. Se dimV = n e T possui n autovalores

distintos, entdo V possui uma base formada por autovetores de 7.

Demonstracao: Pelo teorema 2.24, n autovalores distintos implicam na existéncia de um con-

junto de autovetores {vy,vy,---,v,} linearmente independente. Como G(vy,vp,---,v,) CV e
dim|G(vi,va,- -+ ,vy)] = n = dimV temos que G(vi,va,- -+ ,v,) =V, logo {vi,vz,---,v,} € uma
base de V. 0

Observagao: Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A matriz tI,, — A, onde ¢t € um ntimero real
qualquer, ¢ chamada matriz caracteristica de A. O determinante dessa matriz € um polindmio em
t, chamado polindmio caracteristico da matriz A e denotado por P4 () (para mais sobre defini¢cdes
e propriedades dos determinantes de matrizes consulte [Hefez e Fernandez 2012], [Lima 2009]
e [Costa e Wetzler 1980]). As raizes deste polindmio sao autovalores do operador associado a
esta matriz e dizemos que v € um autovetor de T se [v]y é uma solugdo ndo trivial do sistema

linear A.X = 0, onde A = 1o, — [T]%, sendo t( autovalor de T associado a v.

Teorema 2.25. Um operador linear T : V — V admite uma base 8 em relacdo a qual a matriz

[T]g ¢ diagonal se, e somente se, essa base 3 for formada por autovetores de 7.

p

Demonstracdo: Suponhamos que 8 = {vy,vp, -+ ,v,} é uma base de V tal que [T B é diagonal,
digamos
ay 0 0
0 a) 0
715 = .
0 O a

Como, paracada 1l < j <n, T(Vj) =0vy+--- —}—0ij1 —}—ajvj—i—Oij 4+ 40y, = ajvj,
segue que a; ¢ um autovalor de 7' e v; é um autovetor de T associado a a;. Portanto, 8 é uma

base formada de autovetores de 7.

Suponhamos agora que 8 = {uy,uy,--- ,u,} é uma base de V formada por autovetores
de T. Existem, entdo, nimeros reais ki,kp, - - ,k, tais que, para cada 1 < j <n, T(uj) =kju;.

Observamos que 0s k}s ndo sdo necessariamente todos distintos. Pela defini¢ao de [T]g, temos
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que
ki 0O 0
0 ko 0
115 = . ,
0 O ky
ou seja, [T]g ¢ uma matriz diagonal. O

Se T € um operador linear em um espaco V de dimensao n, o teorema nos diz que 7' €
diagonalizavel se, e somente se, 7 tem n autovetores linearmente independentes. Em particular, se
T tem n autovalores distintos, entdo 7 € diagonalizavel. Dizemos que uma matriz € diagonalizével

quando o operador associado a ela € diagonalizivel.

Teorema 2.26. Uma matriz K € M,,,.,(R) é diagonalizavel se, e somente se, existe uma matriz

P invertivel de ordem 7 tal que P~'KP é uma matriz diagonal.

Demonstracdo: Para provarmos a condigdo suficiente, tomemos 8 = {v{,v2,---,v,}, onde v; é

o vetor j—é&sima coluna de P. Seja & a base candnica de R". Assim

(Tall = [Hg) (7] [Pz ]

Equivalentemente,
[Taly = P~'AP,
ja que [an]ﬁ = P pela maneira como S foi construida. Como P~'AP é uma matriz diagonal,
B

segue-se que [T}4] B ¢ uma matriz diagonal. Portanto, 74 €é diagonalizdvel e, entdo, A também. []

2
Exemplo 2.29. Consideremos a matriz K = ] , a matriz que diagonaliza K é a matriz
o 1| De fato: Seja D a matriz diagonal procurada, e observando que P ¢ invertivel, pois

. ) 1 O
seu determinante € diferente de zero, temos que: D = P lKP =

] que € uma matriz

diagonal.

Obs: A matriz P é chamada de matriz que diagonaliza K.

O teorema logo a seguir € o resultado principal deste texto, pois com ele temos ferramen-

tas suficientes para trabalharmos com as aplicacoes.

Teorema 2.27. (Espectral) Para todo operador simétrico 7 : V — V, num espaco vetorial de
dimensio finita munido de produto interno, existe uma base ortonormal {uy,--- ,u,} C V formada

por autovetores de 7.
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Demonstracao: Usaremos indu¢do na dimensado de V. O teorema € claro se dimV = 1. Supondo-
o verdadeiro em dimensdo n — 1 , seja dimV = n. Existe um autovetor unitario u,, portanto
o subespaco F C V, de dimensdo 1, invariante por T. O complemento ortogonal F- também
é invariante por T. Como dim(F*) = n— 1, a hipétese de indugdo assegura a existéncia de
uma base ortonormal {uy, - ,u,_1} CF L formada por autovetores da restricdo 7" : F LS FL
Segue-se que {uy,- - ,uy,—1,u,} CV é uma base ortonormal formada por autovetores de 7. [J

Esta demonstragdo encontra-se em [Lima 2009]

A importancia deste teorema reside no fato de que com ele podemos caracterizar alguns
lugares geométricos conhecendo sua equagao geral, que neste trabalho serd do segundo grau,
para isto precisaremos de alguns elementos que serdo utilizados como ferramentas para entdao
discorrer algumas aplicacdes, determinar os autovalores e em seguida os autovetores que nos

dardo as direcdes dos novos eixos ortogonais.

Dada uma funcio f : R — R, o conjunto f~'(c) = {(x,y) € R?|f(x,y) = c} é acurva

de nivel ¢ da fung¢do f, onde ¢ € im(f).

Se f:R? — R é a funcio linear f(x,y) = ax+ by, com (a,b) # (0,0), as curvas de nivel
de f sdo retas do plano perpendiculares ao vetor v = (a,b). Mostraremos no préximo capitulo
que as curvas de nivel de uma funcdo quadratica de duas varidveis, ou seja, de uma fungao
f:R? — R dada por: f(x,y) = ax’ +bxy+cy* +dx+ey+g, onde a # 0,b # 0 ou ¢ # 0, sdo

as cOnicas ou suas degeneracoes.

Para tal, quando b # 0, basta mostrar que existe um sistema de eixos ortogonais OX Y,
que tem as dire¢des dos autovetores, para o qual a fungdo f, nas coordenadas x’, yl, se escreve na
forma: f(x,y) = A1 (x )2+ ()2 +dx +ey +g.

No caso particular em que se tem d = g = ¢ = 0, a fun¢o quadritica f(x,y) = ax? +
bxy + cy* é um polindmio homogéneo do segundo grau (todos os termos tem grau 2). Estes

polindmios sdo chamados formas quadraticas de duas variaveis.

Vamos ver alguns exemplos:

Exemplo 2.30. Determine o lugar geométrico em R? determinado pela equagio 2x* + 2v/2xy +
2
y—12=0.

Solucdo: Observemos que na equagdo, embora o termo b = 2\/5, trata-se de um trindmio
quadrado perfeito, ou seja, (\/ix +y)? = 12, que também pode ser reescrita da maneira seguinte
(V2x+y—+/12)(v/2x+y++/12) = 0, onde o conjunto solugio sio os pares ordenados (x,y)
do plano cartesiano que a satisfazem. Concluimos, entdo que sdo pontos das retas paralelas
rivV2x+y—12=0, s: (\/§x+y—|— \/ﬁ) = (. Observagao: como neste exemplo a equacao
representa duas retas paralelas, segue que a conica é degenerada.

Exemplo 2.31. Determine o lugar geométrico em R? representado pela equagio 2x? + 2xy +
2% +7v/2x+5v2y+10 = 0.
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Notemos que neste exemplo b 7 0 e ja ndo € mais possivel completar os quadrados (um
na varidvel x e o outro na varidvel y), surge, entdo a pergunta natural, como identificar a curva
associada a esta equacao?. Isto € assunto do préximo capitulo e ainda definiremos as conicas e

demonstraremos suas equagdes.
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CAPITULO

CONICAS

Neste capitulo vamos estudar os tipos de curvas cOnicas e suas aplicacdes, bem como
apresentar alguns exemplos. Para melhor compreensao deste capitulo consulte [Hefez e Fernan-
dez 2012], [Delgado, Frensel e Crissaff 2013], [Costa e Wetzler 1980] e [Iezzi 2005]

Como vimos na introduc¢do do trabalho: uma sec¢do cOnica € uma curva obtida pela
intersecdo de um plano com um cone de duas folhas, esta sec¢do pode ser uma elipse, pardbola,
hipérbole ou suas degeneracdes. Conforme figura [4].Vejamos quais sdo os tipos de intersecgdes

e demonstrar suas equagoes.

Figura 4 — Seccdes cOnicas em cones de duas folhas

Fonte — http://astro.if.ufrgs.br/conica.jpg

Definicao 3.1. (Elipse) Dados dois pontos fixos F, F,, pertencentes a um plano «, seja 2¢ a
distancia entre eles. Elipse € o conjunto dos pontos de & cuja soma das distancias a Fi,F, € a
constante 2a, (sendo 2a > 2¢), em notagdo de conjunto {P € o : PF| + PF, = 2a}, onde PF

denota a distancia do ponto P ao ponto F1, PF; a distancia do ponto P ao ponto F3.
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Elementos da Elipse:

I : distancia focal: distancia entre os focos FjF> = 2c;

11 : focos: os pontos F| e F»;

111 : centro O : ponto médio do segmento focal F1F>;

IV : vértices A| e A;: intersecao da elipse com a reta focal;

V . vértices B e B;: intersecao da elipse com a mediatriz de AjA»;
VI : eixo maior: segmento AjA; de medida 2a;

VII : eixo menor: segmento BB, de medida 2b;

VIII : excentricidade: o nimero 0 < e = % < 1.

Figura 5 — Elipse de centro O

Fonte: Elaborada pelo autor.

relacdo notdvel, temos: a® = b* + 2.

Vamos deduzir a equagdo de uma elipse com centro na origem do plano cartesiano,
focos F| = (¢,0); F; = (—¢,0), onde P = (x,y), eixo maior no eixo das abscissas. A deducio é
imediata: P € elipse < PF| + PF, =2a
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Figura 6 — Ponto P pertencente a elipse

IJ

I

Fonte: Elaborada pelo autor.

\/(X+C)2+(y—0)2+\/(x—c)2+(y—0)2=2a
\ (x4e)2+y2=2a—1/(x—c)?+)?
(x+c)2+y2:4‘12_4‘“/(X—C)2+y2+(x—c)2+y2

X4 2xc+ 4y =4a? —day/(x— )2 +y2 4+ x* —2ex+ A +y?

a\/(x—c)24+y2 =a* —cx = a*(x—¢)? +a*y? = (a* — cx)?

a*x* —2d%cx +a*c + azy2 =a* —2d%cx+ 2P

2.2 2.2 4 2.2

ax"—cx +a2y2:a —ac

(a* — AP+ a*y? = d®(a* - 2)
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D22 + %y = a*b?

Analogamente quando uma elipse tem seu maior eixo no eixo das ordenadas sua equacio
sera:
N
a* b2

ERY)
Quando seu centro é o ponto de coordenadas (xg,yp) suas equagdes sdo (x aﬁ(’) +

RY) RY) RV
(ybgo) =1, (yazo) +(xb)§o)

= 1, com eixo maior paralelo aos eixos x e y respectivamente.

Definicao 3.2. (Hipérbole) Dados dois pontos fixos Fj,F> pertencentes a um plano «, seja
2c¢ a distancia entre eles. Hipérbole é o conjunto dos pontos de o cuja diferenca (em valor
absoluto) das distancias a Fj e F; é a constante 2a (sendo 0 < 2a < 2¢), em notagdo de conjunto
{P € o : |PF; — PF,| = 2a}, onde PF; denota a distancia do ponto P ao ponto F;, PF, do ponto
P ao ponto F,.

Elementos da Hipérbole:

1. Fi, F;: focos;

11. O: Centro;

111. A{A,: eixo real ou transverso;
1V. B1B,: eixo imagindrio;

V. 2c¢ : distancia focal;

V1. 2b : medida do eixo imagindrio
VII. ¢: excentricidade.

relacdo notavel: ¢ = a® + b°.
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Figura 7 — Hipérbole de centro O
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Vamos deduzir a equagdo de uma hipérbole com centro na origem do plano cartesiano,
focos F; = (—c¢,0),F, = (0,c), onde P = (x,y), eixo real no eixo das abscissas. A dedugdo é
imediata: P € hipérbole <= |PF; — PF;| = 2a, entdo:

Figura 8 — Ponto P pertencente a hipérbole

Iy

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vx4 (=02 = (x= )2+ (- 0)2 = F2a

Vi3 =/ w=c)+)* F2a




56 Capitulo 3. CONICAS

() +3° = (x—¢)* +y* Fday/(x—c)> +)? +4a*

4ex —4a® = Faay/ (x—c)? +y? = cx—a®> = Far/ (x — )2 +)?

(ex —a®)? = a*(x—¢)* +d?y?

2

2t — 2azcx—|—a4 = g2

x* —2d%cx +a*c? + a2y2

(=) — a2y = (P — ) = D22 — Py = P
2 2 »
a? b2

As equacdes em que as posicdes da hipérbole mudam estdo descritas abaixo:

Hipérbole com centro na origem do plano cartesiano e eixo real contido no eixo das

ordenadas.

y2 x2

=—-—=1
a’> b?
Hipérbole com centro no ponto (xg,yo) do plano cartesiano e eixo real paralelo ao eixo

(x=x0)*> _ (—y0)* _ 1
a? »2 T

das abscissas:

Hipérbole com centro no ponto (xp,yp) € eixo real paralelo ao eixo das ordenadas:

(—y0)* _ (x=x0)* _ 1
a? b2 T

Definicao 3.3. (Pardbola) Dados um ponto F e uma reta d, pertencentes a um plano o, com
F ¢ d, seja p a distincia entre F e d. Parabola € o conjunto dos pontos de o que estdo a mesma
distincia de F e d, em notaca@o de conjunto {P € o : PF = Pd}, onde PF denota a distincia do

ponto P ao ponto F e Pd a distancia do ponto P a reta d (diretriz).

Elementos da Parabola:
1.F : Foco;

11.d : diretriz;

I11.p : parametro;

1V.V : vértice;

V. reta VF: eixo de simetria

relagdo notdvel VF = .
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Figura 9 — Pardbola

Fonte: Elaborada pelo autor.

Antes de deduzir a equagdo de uma pardbola vamos definir a distancia entre um ponto P
e um conjunto como a menor das distancias entre o ponto e os pontos do conjunto, assim por
exemplo para determinarmos a distancia entre um ponto P e uma reta d, basta determinarmos
a distancia entre P, e Q € d , onde PQ € o segmento ortogonal a d. Vamos deduzir a equacao
de uma pardbola de vértice V = (0,0), foco F = (5,0) e a diretriz d tem equagdo x = 5%. A
deducdo é imediata: P € parabola <= PF = PP, entdo:

S L2002 = f 2R+ (P

Py Py
=224y = (x4 D)

2 2

xz—px~|—%+y2:x2+px+%

y? = 2px.

As equacdes em que as posi¢des da pardbola mudam estio descritas abaixo:

Equacdo da parabola com foco no eixo y.

x? = 2py.

Equagdes da pardbola com focos fora da origem e eixo de simetria paralelo aos eixos das

ordenadas e abscissas respectivamente:

(x—x0)*=2p(y—y0) , (y—y0)> =2p(x—xo)
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Vamos mostrar agora um processo no qual serd possivel dada uma fun¢do quadratica do
segundo grau com termo misto xy, reduzi-14 a uma das equagdes das cOnicas: pardbola, elipse ou
hipérbole.

Seja dada a equacdo
ax2+bxy+cy2+dx+ey+g =0.

Esta € equivalente a equacao matricial
X X
Exl wld || 7] +l=101®
y y

Seja A = [ . Como A é uma matriz simétrica, pelo Teorema Espectral, existe

(STIS
o NI

o NI

DI Q

uma base ortonormal 3 de R? formada por autovetores da T4. Assim, se t1,#, sdo autovetores
da transformacao (pode ser que t; = 1), existem autovetores vi, v, associados a t1,1,, respec-
tivamente, tais que 8 = {v1,v,} é uma base ortonormal de R?. A matriz P = [IRz]g, onde a é

a base canonica de R?, diagonaliza A ortogonalmente, ja que D = P~'AP é a matriz diagonal

ki 0 —1 t t
0 & com P~" = P'. Portanto, A = PDP*. (*%)
2

Substituindo (**) em (*), obtemos a equag¢do matricial ( [ Xy ]P)D (P [ * ])4.
y

d e [x]ﬂg]:[oy(***)

y

. . X - . .
O produto matricial P’ [ ] , que aparece na equagao (***), € a matriz das coordenadas

de um vetor v = (x,y) € R? em relacdo a base 3, pois

Pl

y] = [Iz2]% Vo

xl
/

Chamemos [v]g de [
y

] . Substituindo em (¥*%*), obtemos [ Xy } D

[ x: ]+ [g] = [0] (+%%)
Yy

uma vez que
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implica que

Se vi = (x1,y1) € v2 = (x2,y2), obtemos de (****) a equagdo
ky O x| X
[ Xy } 1 + [ d e ] b
0 ko Yoy

ou seja, obtemos a equagao

x/

yl

ki (X)) + ko ()2 + (dxy +eyi)x’ + (dxy +ey2)y +g = 0.

Como a equagdo acima ndo apresenta o termo misto x'y’, podemos reduzi-1d a uma das
equacdes deduzidas nesta se¢do ou os casos degenerados, e assim determinar o lugar geométrico
em R? dado por ax® + bxy +cy* +dx+ey+g =0.

Vamos dar um exemplo de uma curva conica onde seu eixo ndo € paralelo ao eixo das

abscissas ou ordenadas.

Exemplo 3.1. Que lugar geométrico em R? a equacio 5x” + 4xy +2y? — 12 = 0 representa?

Solugdo: Vamos reescrever a equagdo na forma matricial:

5 2 X X
ERat A 400 ] | +=120=[01.01)
2 2 y y
SejaA = . Como A é uma matriz simétrica, pelo Teorema Espectral, A € ortogonalmente

diagonalizavel. De fato, os autovalores de A sdo ¢t = 1 e t, = 6.Vamos determinar os autovetores
associados a estes autovalores. Pela observacdo apds o coroldrio 2.3 basta determinar uma

solu¢do ndo trivial da equacdo A.X = 0, tomando #; = 1.

-4 -2 X 0 - ..
) E = NE resolvendo a equagdo matricial chegamos a
—s = Yy

solucdo y = —2x, que nos dé o autovetor (1,—2) apds normalizar obtemos o autovetor unitério

Temos que : [
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(L _2 _ drio 1 — (2 L
vi=( 75 \6) e analogamente para t, = 6, encontramos o autovetor unitario vy = ( 7 \/5)

que sdo autovetores de 1,1, , respectivamente. Assim 3 = {v|,v>} é uma base ortonormal de
R? formada por autovetores da transformacio. Seja P = [IRz]g, onde & é a base candnica de R2.
Chamemos D =P~ ' A.P.

12
—2z L 0 6
NERVA]
Como A = P.D.P', pois P~ = P!, a equacio (1), fica:
1 10
ERAE: P 00| T 1121 =0l
] 0 6 y y

y

x , . s
Observando que P'. [ é a matriz das coordenadas de um vetor v = (x,y) € R? em relagio a

!

X L. - .. .
base f3, chamemos [v] B de [ , ] . Substituindo na equacao matricial anterior, teremos:
y

RNt

Resolvendo o produto matricial acima, chegamos a equagio (x')? +6(y')? = 12, dividindo ambos

/
X

/

y

+[—12] = [0].

os membros da equagdo por 12, teremos:

N2 /\2
CONCO
12 2
Concluimos que a equagdo (1) é uma elipse, podemos visualizar o grifico com a ajuda do

software Geogebra na figura [10] abaixo.

Figura 10 — Elipse com eixos nao paralelos aos eixos coordenados

24

~44

Fonte: Elaborada pelo autor.
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No exemplo 3.1 observe que os eixos maior e menor da elipse ndo sdo paralelos aos
eixos coordenados, isto se deve ao fato da mudanga da base o para a base 3, onde os eixos nesta
base tem a direcdo dos autovetores do operador simétrico conforme o teorema espectral. Observe
a figura [11], os vetores u,v sdo da base o e os vetores a,w da base 3, apés a mudanca de base
tudo se passa como se estivessemos realizando os cédlculos no espaco vetorial nesta base 3, com
a ajuda do processo descrito acima € possivel mudar de eixos coordenados e eliminar o termo

. ~ L. . . ro
misto x.y na equagdo quadrdtica nas varidveis x e y e passar a trabalhar com as variaveis x ,y .

Figura 11 — mudanca de base

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na préxima se¢do mostraremos os tipos de curvas conicas, determinadas com o processo
acima e com a ajuda do software Geogebra plotamos o grafico para visualizar a curva.

3.1 Aplicacoes e seccoes conicas.

Nesta se¢do utilizaremos os contetdos desenvolvidos ao longo do trabalho, como ferra-

menta para determinar a cOnica através de sua equacao.

3.1.1 Algumas curiosidades

Como vimos neste capitulo as cOnicas apresentam algumas propriedades interessantes,
evidentemente cada qual tem as suas respectivas, com base nestas propriedades vamos mostrar

algumas aplicagdes que estio presentes em nosso dia a dia.



62 Capitulo 3. CONICAS

Aplicagoes da parabola.
Para compreender melhor estas aplicacdes pode-se consultar [Wagner 1997]

Como vimos a pardbola € um conjunto de pontos com uma propriedade especifica, onde
sdo dados uma reta d (diretriz) e um ponto fixo F (foco), com F fora de d tal que todos os pontos

da pardbola estdo a mesma distancia de F e d.

Figura 12 — Parébola de foco F e diretirz d

Fonte — http://rpm.org.br/cdrpm/33/3.htm

As pardbolas sdo curvas bem conhecidas e estdo presentes em nosso cotidiano na natureza,
tecnologia, etc. Por exemplo: nos faréis dos carros, espelhos de telescopios, trajetdria de uma
bola (é proxima de uma parabola, pois precisariamos de condi¢des ideais),de futebol ao ser
chutada, etc. Como podemos ver sdo varios os exemplos, vamos discorrer este assunto para

justificarmos o porqué destes objetos serem parabolicos.

Na figura [12], como PD = PF segue-se que P pertence a pardbola de foco F e diretriz
d. Para que possamos obter os infinitos pontos da pardbola de foco F e diretriz d tracemos uma

reta r passando por F e perpendicular a d obtendo assim o ponto r(\d = D.
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Figura 13 — Construcdo da pardbola

Fonte — http://rpm.org.br/cdrpm/33/3.htm

O segmento DF chama-se pardmetro da pardbola e o ponto V, médio de DF, é o vértice
da pardbola. Para cada ponto A da semi-reta VF, trace areta s, perpendicular a r. A circunferéncia
de centro F e raio AD corta s nos pontos P e P, que pertencem a parabola. Como PF = AD, a

distancia de P ao foco € igual a sua distancia a diretriz.

Voltando em alguns objetos jé citados, observemos dois em especial: os faréis e espelhos
astrondmicos. Os sinais que sdo recebidos (ondas de radio ou luz) que sabemos se propagar
pelo ar, sdo muito fracos. Por este motivo € necessario captd-los em uma 4area relativamente
grande e concentra-los em um Unico ponto para que sejam naturalmente amplificados. Portanto,
a superficie da antena ou do espelho deve ser de tal modo que todos os sinais recebidos de uma

mesma dire¢do sejam direcionados para um tnico ponto apds a reflexao.

Figura 14 — A antena ideal converge todos os sinais recebidos a um ponto fixo

Fonte — http://rpm.org.br/cdrpm/33/3.htm

A pardbola possui exatamente esta propriedade e, por isso, as antenas e os espelhos
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precisam ser parabdlicos. Para demonstrar esta afirmagdo, vejamos duas propriedades da pardbola

que vao confirmar o que dissemos.

Primeira propriedade: Notemos que inicialmente uma pardbola separa o plano em
duas regides: uma, onde cada ponto tem distancia ao foco menor que a sua distancia a diretriz
(comumente chamada regido interior) e outra onde a distancia de cada ponto ao foco € maior que

a distincia a diretriz (chamada regido exterior).

Figura 15 — Primeira propriedade da pardbola

Fonte — http://rpm.org.br/cdrpm/33/3.htm

A figura anterior mostra uma pardbola de foco F' e diretriz d e uma reta r paralela
a d cortando a curva em P e P'. Se o ponto P; da reta r € interior ao segmento PP’, entdo
P F < PF = PD = P|D; e, portanto, P; € interior a parabola. Por outro lado, se P, ¢ um ponto

da reta r exterior ao segmento PP’, entdo P,F > PF = PD = P,D; e P, é exterior a parabola.

Segunda propriedade: Os raios de luz e as ondas de rddio propagam-se no espago
em linha reta. Alids, isso ndo € inteiramente verdadeiro, mas para o observador da Terra é
praticamente.Quando esses sinais sdo refletidos em um ponto de uma superficie, tudo se passa
como se estivessem sendo refletidos em um plano tangente a superficie nesse ponto, de acordo

com a famosa lei da Fisica: “o angulo de incidéncia € igual ao angulo de reflexdo”

Consideremos agora um ponto P qualquer da pardbola de foco F e diretriz d, e ainda a

reta ¢, bissetriz do angulo F'PD. Vamos mostrar geometricamente que ¢ € tangente a pardbola.
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Figura 16 — Segunda propriedade da pardbola

Fonte — http://rpm.org.br/cdrpm/33/3.htm

No tridngulo PF D, como PF = PD, aretat, bissetriz do angulo F'PD, é também mediana
e altura. Em outras palavras, a reta t € mediatriz do segmento FD. Seja agora (O, um ponto
qualquer da reta ¢, distinto de P. Se D' é a projecao de Q sobre d, temos: QF = QD > QD'
Portanto , Q € exterior a pardbola. Ora, o ponto P da reta ¢ pertence a pardbola e todos os outros

pontos de ¢ sdo exteriores. Logo, ¢ € tangente a pardabola em P.

Figura 17 — Segunda propriedade da parabola: reflexao

g dn
pardhola

F tmpemte
v emF

by

- - -

Fonte — http://rpm.org.br/cdrpm/33/3.htm

Observe , na figura acima, a semi-reta PY, prolongamento do segmento DP. Como a
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tangente a pardbola em P € bissetriz do angulo FPD, temos que PY e PF fazem angulos iguais
com essa tangente. Por isso, todo sinal recebido na direcdo do eixo da pardbola toma a dire¢ao

do foco ap6s a reflexdo.

Figura 18 — Antena parabdlica-telescépio de radio

Fonte — https://pt.dreamstime.com/fotografia-de-stock-antena-parabC3B3lica-telescC3B3pio-de-
rC3Aldio-image31205822

Figura 19 — Farol de carro

Fardis de carros

* Ao ligar fardis de carro, os raios de luz, provenientes da limpada que se
encontra no foco da parabola, incidem num espelho parabdlico e sdo
refletidos paralelamente ao eixo de simetria

+ Eixo de simetria

Fonte — fonte:http://sites.unicentro.br/wp/petfisica/2016/03/30/parabolas-as-curvas-misteriosas/

Nos dois casos acima: Farol de carro e Antena parabdlica-telescopio de radio, suas
superficies sao denominadas paraboldides, a pardbola estd na intersecdo de um plano com esta
superficie, o plano que contém o raio luminoso ou no outro caso (contém as ondas sonoras), € o

vértice do paraboldide.
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Aplicacoes da elipse
Para compreender melhor estas aplicacdes pode-se consultar [Esquef e Ribeiro 2012].

Assim como a pardbola a elipse também esta presente em nosso cotidiano nas mais
diversas situacdes. Pode-se encontrar aplicagdes da elipse na Astronomia, Fisica, Engenharia
Civil, Odontologia, Ciéncias , etc. Por exemplo, a trajetéria que o planeta Terra descreve ao
redor do Sol € eliptica, arcos em forma de semi-elipse na construcdo de pontes de concretos e
de pedras, Resisténcia dos materiais, teoria de correntes elétricas estaciondrias, dispositivo de
iluminacgdo de dentistas. Vamos mostrar algumas aplicacdes bem conhecidas. Aprende-se em
geral no ensino médio que as Orbitas dos planetas ao redor do Sol sdo elipticas, ou seja, sao
regidas pelas trés leis de Kepler das quais a primeira afirma que: “a orbita de qualquer planeta ao
redor do Sol € eliptica com o Sol em um dos focos”. Vamos Criar um sistema cartesiano em um

plano orbital. Antes vamos definir, o que € afélio e periélio.
Afélio: O ponto da 6rbita em que o planeta estd mais afastado do Sol.
Periélio: O ponto da 6rbita em que o planeta estd mais préximo do Sol.

Algumas distancias astrondmicas sao encontradas em livros de Astronomia ou em sites

confiaveis.

No plano orbital do planeta (plano que contém sua 6rbita), vamos imaginar com o auxilio
da figura [20], um eixo x passando pelos dois focos da elipse: um o Sol, S, € o outro o pequeno
ponto a direita. O eixo y € perpendicular ao x e passa pelo Sol, (o Sol € “fixo”"), também temos
o planeta Terra, no seu afélio e periélio, sendo A e P, respectivamente,a distancia do afélio e

periélio ao Sol.

Figura 20 — Planeta Terra nos pontos afélio e periélio

'\' ]

Fonte — http://rpm.org.br/cdrpm/77/7.html

Vamos agora determinar a posi¢do do planeta em fun¢do de A e P. Partindo da equagdo
(x=x0)* | (y=y0)?
a? + b?

da elipse, conforme demonstrado no capitulo 3, tem-se = 1 em que a é metade
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do eixo maior e b metade do eixo menor e xp,yo sdo as coordenadas do centro da elipse no

sistema cartesiano. A distancia entre os focos € 2¢. No caso da figura [20], temos que xo = c €

2
yo = 0. Portanto, a equacgao da elipse fica (X;—f) + Z—i =1.(%

Da figura, temos que A+ P =2a e P+2c = A, o0 que permite obter a € ¢c em funcio de A
eP:a= ‘# ec—= ‘%. Substituindo esses valores de a e ¢ na relagdo conhecida entre a,b e c,
ou seja, a® = b* + ¢2, obtemos b em funcdode Ae P:

A+P

( A—P
2

)= ()

isolando b e fazendo os célculos chegamos a b*> = A.P. A equacio (*) da elipse pode ser reescrita

em funcdo de A e P, da seguinte maneira:

(X_A%P)z + Y = 1.(xx)
(#)2 A.P
A—P
A excentricidade e = ¢ da elipse € dada por e = ? = ﬁ%.

A tabela a seguir mostra, em Unidade Astrondmica (U.A @), as medidas A, as medidas

P e as excentricidades dos planetas, calculadas usando as relacdes acima.

Figura 21 — Tabela com as excentricidades dos planetas

Planeta AUA) P(U.A) e

Merciirio 046670 | 030750 | 0.20563
Me)

Nenus (V) 072823 | 0.71834 | 0.00677
Terra (T) 101671 | 098329 | 0.01671
Marte (M) 166500 | 138133 | 0.09341
Tepiter (1) 545517 | 295156 | 0.04839
Saturno (S) | 1005351 | 9.02063 | 0.05413
Crano (U) 30.00647 | 18.28606 | 0.04717
Netuno (N) | 3032713 | 20.81080 | 0.00859

Fonte — http://rpm.org.br/cdrpm/77/7.html

@Unidade Astrondmica (U.A): medida de distancia utilizada em Astronomia. A unidade
Astrondmica € definida como a distancia média entre a Terra e o Sol.Uma U.A equivale a
149597870, 7km. Observando a tabela podemos analisar alguns aspectos das excentricidades das
orbitas. Como vimos a excentricidade de uma elipse € tal que 0 < e < 1; para e =0, a € uma
elipse degenerada em uma circunferéncia e, para e = 1, um segmento de reta. Se a excentricidade
se aproxima de zero, entdo A se aproxima de P e a equagdo (**) tende a equacgdo da circunferéncia
X2 4+y? =R?, com R> 2 A> >~ P2,

Observando as excentricidades na figura [21], vemos que , exceto Merctirio, elas estdo

na ordem dos centésimos ou milésimos, ou seja, todas bem proximas de zero. Portanto, podemos
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auferir que as 6rbitas (trajetérias) tem aspectos parecidos com circunferéncias. Na figura a seguir

podemos observar as 6rbitas de alguns planetas.

Figura 22 — Orbitas de alguns planetas

figura 2 figura 3
escala: 3mm=1TA escala: 3cm=1TUA

Fonte — http://rpm.org.br/cdrpm/77/7.html

Observe que , na orbita de Mercurio (Me), o Sol aparece bem mais deslocado do centro
da elipse do que na da Terra ou na de Vénus; € isso porque a excentricidade de Merctrio € cerca

de 12 vezes maior que a da Terra e cerca de 30 vezes maior que a de Vénus.

Seguem abaixo duas imagens de objetos elipticos:

Figura 23 — Orbita eliptica dos planetas e do planeta X(O "planeta X"é um suposto corpo celeste do
sistema solar cuja Orbita estaria além da de Netuno)

Orbita eliptica do Planeta X
Fonte — http://mixtokent.wixsite.com/blog/single-post/2016/09/09/Nibiru-ou-Planeta-X-na-busca-pelo-
planeta-astrC3B4nomos-descobrem-objetos-nos-confins-do-Sistema-Solar
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Figura 24 — estrutura de um 4tomo: 6rbita dos elétrons eliptica

Fonte — http://etevm.g12.br/blogs/matematica/page/18/

Aplicacoes da hipérbole

Vamos mostrar agora algumas aplicacdes da hipérbole, assim como foi discorrido na

pardbola e elipse.

Ja ouvimos ou até mesmo vimos cometas, uma aplicacao interessante da hipérbole esta
nas Orbitas dos cometas. Vamos explicar o que € um cometa: Sdo pedras “pedras de gelo sujo”,
o gelo dessas pedras € formado principalmente por material volatil (passa direto do estado
solido para o estado gasoso) e a “sujeira” é constituida principalmente por poeira e pedras (dos

tamanhos mais variados). (consulte [Casas 2004])

Um fato curioso € que os cometas podem descrever trés tipos de Orbitas: elipticas, para-
bolicas ou hiperbdlicas. Pelo fato de os cometas possuirem massa muito pequena a influéncia
gravitacional sobre os planetas € quase nula. Entretanto, em virtude das perturbacdes gravita-
cionais do Sol e de alguns planetas muito grandes como Jupiter e Saturno, a Orbita de alguns
cometas podem ser alteradas. Os cometas cujas Orbitas sao hiperbdlicas ou parabdlicas ndo sao
periddicos pois sua Orbita ndo € fechada, € o mesmo que imaginarmos um ponto P descrevendo a
trajetoria de um ramo da hipérbole e se deslocando para o infinito, ou seja, para as profundezas

do nosso sistema solar.

Na figura abaixo esta registrado em tempo real a imagem do cometa (na data da figura)
C/2012 S1 ISON.
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Figura 25 — Trajetdria hiperbdlica do cometa C/2102 S1 ISON

Cometa C/2012 S1 ISON

Posicao atual simulacao em tempo real

MODEL HOMEPAGE

Fonte — http://www.apolo11.com/ison.php

Na engenharia civil destaca-se também a utilizacdo da hipérbole em estruturas de cons-
trucdes, como no hiperboldide (s6lido limitado obtido pela rotacdo de uma hipérbole em torno
do seu eixo). Por exemplo, na imagem abaixo temos uma torre de refrigeracdo de uma usina

nuclear, os hiperboldides sdo utilizados devido a sua estrutura fisica e rigidez.

Figura 26 — Torre de refrigeracdo de uma usina nuclear

Fonte — http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2013/04/conicas-nocoes-intuitivas-e-aplicacoes.html:
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3.1.2 Identificando cénicas através de suas equacoes

Nesta parte do trabalho iremos encontrar a conica determinada pelas curvas de nivel
de uma funcdo quadritica de duas varidveis, ou seja, de uma funcio f : R? — R dada por
f(x,y) = ax®> +bxy+cy* +dx+ey+g,onde a # 0, b # 0 ou ¢ # 0, sdo as cOnicas ou as conicas

degeneradas.

Exemplo 3.2. Caracterize a conica representada pela equagio 4x> 4 9y> = 36 e esboce seu

grafico.

Solugdo: Dividindo por 36, temos:

4x? N 9y* 36
36 36 36
2 2
ull + Y =1
9 4
portanto a cOnica é uma elipse com centro na origem e eixo maior horizontal tal que:
a = 9
2 4}:>c:\/a2—b =5

Figura 27 — Elipse com centro em (0,0)
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Exemplo 3.3. Caracterize a cOnica representada pela equacdo 4x> — 9y? = 36, em seguida faca

um esboco do seu grafico.

2 2 L o
Solucdo: 4x% —9y? =36 = 5~ 2 = 1 portanto a conica é uma hipérbole com centro
2
) _ ) , L a = 9= a = 3
(0,0), eixo real horizontal, pois a diferenca é feita de x? paray’ e } ==

P = 4= b = 2
c=+13

Figura 28 — Hipérbole com centro na origem

-1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.4. Qual é a conica representada pela equacio y> = 6x ? esboge seu grafico.

Solugdo : y* = 6x = y?> = 2.3.x ,portanto a cOnica é uma paribola com vértice na

origem, eixo horizontal e parametro p = 3.
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Figura 29 — Pardbola com centro na origem

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.5. Qual é a conica representada pela equacio 9x* + 16y> — 90x — 160y + 481 = 0?

Esboce seu grafico.

Solugdo: Para encontrarmos a conica representada por tal equagdo vamos completar os

quadrados nas varidveis x € y. Assim :

9x% — 90x + 16y> — 160y +481 =0

9.(x* — 10x+5%) 4 16.(y> — 10y + 5%) = —481 4225 + 400

9.(x—5)+16.(y —5)* = 144

(x=5)?%  (»=57°_
6 9 =1

Portanto, a cOnica representada pela equagdo € uma elipse de centro (5,5). Observe o

gréfico abaixo.
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Figura 30 — Elipse com centro no ponto (5,5)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.6. Qual é a conica representada pela equacio 4x> — y*> — 32x + 8y + 52 = 0? Esboce

seu gréfico.

Solu¢do: Vamos completar os quadrados nas varidveis x e y. Assim:

4x* —32x —y* 4+ 8y = —52

4.(x* —8y+4%) — 1.(y? —8y+4%) = —52+ 64— 16

4(x—4)P—(y—4)7=—4

-4 =47 _,
4 1

Portanto a conica representada pela equagéo é uma hipérbole de centro (4,4) e eixo real

paralelo ao eixo das ordenadas. Observe o grafico abaixo:



76 Capitulo 3. CONICAS

Figura 31 — Hipérbole com centro no ponto (4,4)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Daqui para frente apresentaremos exemplos nos quais as equagdes estdo munidas do

termo misto (xy), ou seja, sdo cOnicas onde seus eixos ndo sdo paralelos aos eixos coordenados.

Para determinarmos o tipo de cOnica associada a equacdo precisaremos utilizar o processo
descrito neste capitulo .

Exemplo 3.7. Determine o lugar geométrico em R? representado pela equagio 2x% + 2xy +2y* +
7V2x+5v2y + 10 =0 (*)

Solugdo: Notemos que a equacdo (*) é equivalente a equacao matricial

L1 ][2]rve se)

Lol w10 ]=0]@

y
1]

Chame A = .
1 2

Como A € uma matriz simétrica, pelo Teorema Espectral, A é ortogonalmente diagonali-
zavel. De fato, os autovalores de A sdo t; = 3,7, = 1. O vetor unitdrio v = (\%, %) € 0 vetor

unitario vp = (—%, %) sdo autovetores de 7] e 1, respectivamente. Assim, 8 = {v;,v,} é uma
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base ortonormal de R? formada por autovetores da transformagio. Seja P = [IRz]g, onde a € a
base canonica de R?. Chame D = P~!AP. Temos

I
NG 0 1
Como A = PDP', jd que P~" = P, segue de (**) que

3 O]'Pt

X

y

X

y

BRI vz sva || T [0 ] =] 0]t

.. X
Observemos que o produto matricial P’ [

€ a matriz das coordenadas de um vetor
y

v = (x,y) € R? em relaciio a base 3, pois
Plr
y

Chamemos [v]ﬁ de [ x, . Substituindo em (***), obtemos

SISHES

!

S

ou seja,

I !
o sal[3 2
V22

3(75/)2 + (y/)z + 12x — 2y/ + 10 = 0. (k% %x)

Com a mudancga da base canonica o para a base 3, reduzimos a equagdo (*) a equa-
cdo (****) que ndo apresenta o termo misto x/y/. Agora, vamos reduzir (****) completando
quadrados. Ora,

3¢ )2+ (v)2+12x =2y +10=0

equivale a equacdo
3(x +2)2+ (v —1)2 =3,

ou seja,

, )2
(x +2)2+%:1.

Portanto, a equacdo (*) representa uma elipse. Para esbocarmos o grafico dessa elipse, precisamos
. I I . . .

considerar as novas coordenadas x e y. Assim, nesse sistema de coordenadas, a elipse tem

centro (-2,1), semi-eixo menor medindo 1 e semi-eixo maior medindo V/3, sendo este semi-eixo

paralelo ao eixo y/. Conforme figura abaixo:
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Figura 32 — Elipse rotacionada

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.8. Que lugar geométrico em R? a equagdo 4x> — 3y + 24xy — 156 = 0 representa?
Solugdo: A equagdo 4x% — 3y? + 24xy — 156 = 0 equivale a equagiio matricial

[xy”142 i

X

X +|-156 | =[o]. ()

. 4 12 . . .
A matriz [ 1 ] ¢ simétrica. Logo, pelo teorema Espectral, A € ortogonalmente diagonali-
zavel. De fato, ¢y = 13 e ¢, = —12 sdo os autovalores de A. O vetor v| = (%‘, %) é um autovetor
associado acy = 13 e o vetor vy = (—%, %‘) € um autovetor associado a ¢ = —12. Logo, a base

B = {v1,v2} é uma base ortonormal de R? formada por autovetores. Seja P = [IRz]g, onde o é

_3
5 —
>D_

N |~

a base canonica de R%. Chamemos D = P~ !.A.P. Temos:
4
3

P:[ 13 0 ]'(2)

0 —12
Chamando [v]g de [ ) ] ,onde v = (x,y) € R?, de (1) e (2) obtemos a equagio matricial
y

LRl

que equivale a equagao

/
X
/

y

13(x )2 —12(y )> = 156 =0,
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ou seja,

Portanto, a equacio 4x> — 3y” 4 24xy — 156 = 0 representa uma hipérbole. Com a utilizagéo
do software Geogebra podemos visualizar, observe o grifico abaixo correspondente a equacao

acima.

Figura 33 — Hipérbole rotacionada

-2

-

-10 -

-12 ]

] REP
Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.9. Determine o lugar geométrico em R? determinado pela equacio 2x* +2+/2xy +
2
y—12=0.

Solugdo: Vamos reescrever a equagao na forma matricial:

[xy][ji ?].[;]4—[0]

X

y

+[-12] = [0)].
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2 V2

Chame A = | .(1) Como A é uma matriz simétrica, pelo Teorema Espectral, A é

V2

ortogonalmente diagonalizavel. De fato, os autovalores de A sdo t; = 0 e t, = 3. O vetor unitério

vy = (\/Tg, —\/Tg) e o vetor unitdrio vy = (?, \/Tg) sdo autovetores de 71, 1,, respectivamente.

Assim 8 = {v{,v,} é uma base ortonormal de R? formada por autovetores da transfor-

magdo. Seja P = [IRz]g, onde « é a base candnica de R?. Chamemos D = P~ A.P.

PZ@@ _foo

+[=12] = [0].

Observando que P'. [ *

] é a matriz das coordenadas de um vetor v = (x,y) € R? em relago a
y

!

X L. - .. .
base f3, chamemos [v] B de [ , ] . Substituindo na equacao matricial anterior, teremos:
y

b 00 X ? \/Tg X
ERd [0 3”y,] 0 [_é %g] RSNV

Portanto, realizando os produtos matriciais a equagéo (2), fica:

3(y)>—12=0.

Concluimos que a curva determinada pela equacdo € um par de retas paralelas. Podemos

visualizar a curva com a ajuda do software Geogebra, conforme imagem abaixo:
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Figura 34 — Retas paralelas

- -5 -4 -3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Identificador de conicas

Nesta parte do trabalho mostraremos como identificar uma conica nos casos nao degene-
rados, (mesmo que seja degenerada esta formula trata-se de um processo bem pratico que nos
ajuda orientando, j4 que existe uma relacao entre a conica e sua degeneragdo) uma vez conhecida
sua equagdo, a vantagem estd no fato de que podemos saber de que curva estamos falando antes
mesmo de realizar todos os processos elaborados ao longo do trabalho, assim chamaremos esta

férmula de identificador de conica. Entretanto, antes precisaremos enunciar o seguinte:

Teorema 3.1. (Identificador de cdnica) Dada uma conica definida pela equagio ax® + bxy -+

cy? +dx+ey—+g =0. Sejam t1,1, os autovalores associados a sua matriz simétrica; entdo:

i. Se t1.tp > 0 esta equagdo representa uma elipse, ou suas degeneracdes (um ponto ou o

vazio).

ii. Se t1.1p < 0 esta equagdo representa uma hipérbole ou sua degeneracao (par de retas

concorrentes).

iii. Se t1.t = 0 esta equagdo representa uma parabola ou suas degeneragdes (par de retas

paralelas, uma reta ou o vazio).

Demonstracao: Vimos que a equacio ax® + bxy + cy2 +dx+ ey + g = 0 pode ser representada,
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ap6s mudanca de base (ortonormal), como:
h O X X
[ Xy ] ! + [ d e ] b
0 n yir o2

ou seja, obtemos a equagao:
() +12(y')? + (dxy + ey1)¥ + (doa + €y2)y + g = 0.(+)

xl

/

y

i. Vamos analisar primeiramente o caso em que 71 # 0 e t; # 0. Note que podemos reescrever a
equagio (*) como t1(x')2 +1,(y')> +k = 0, onde k = (dx| + ey;)x' + (dxy +ey,)y’ +g. Assim,

temos que se:

1. t; e t, forem ambos positivos, teremos para k < 0 uma elipse; para kK = 0 teremos um

ponto e para k > 0 teremos o conjunto vazio.

2. 11 e tp forem ambos negativos, também teremos uma elipse, um ponto ou o vazio,

conforme k seja positivo, negativo ou nulo.

ii. 1] et tiverem sinais opostos, poderemos ter uma hipérbole, quando k # 0, ou um par
de retas concorrentes se k = 0.

iii.Vamos considerar agora a situa¢ido em que t; = 0 (e, portanto #, # 0). Como vimos
partindo da equacio (*), chegamos a equacio t5(y')? 4 (dx; +ey; )x' + (dx +ey; )y +g. Notemos

que se:
1. (dx; +ey;) # O teremos uma pardbola.
2. (dx; +ey;) =0, poderemos ter um par de retas paralelas, uma reta ou o vazio.

3. O caso em que #; = 0 € analisado de maneira analoga. U

[SUNN SIS

Teorema 3.2. O determinante associado a matriz [ ] € igual ao produto de seus autovalo-

IS Q

res ty .t

. . b2
, temos que seu determinante € dado por: a.c — 7 =

o DIS

Demonstracao: De fato: SejaA = [

NI Q

b

t—a -2
(4ac — b*) /4, por outro lado, o polindmio caracteristico é dado por p4(t) = det [ b 2 ] ,
—5 —c

2
assim p(t) = (t —a).(t —c¢) — %2 =t?>—t(a+c)+ac— Z—z, sendo 11,1 as raizes, que s30 0s
autovalores de A,desta fun¢do quadritica , o produto das raizes é dado por: ac — %2 = (dac—b?)/4.
U
Assim o sinal de #1.t, ¢ 0 mesmo de —(% — ac), que também tem o mesmo sinal de — (b — 4ac).

Portanto, podemos reescrever o teorema anterior em fungio do “discriminante” b* — 4ac.

Teorema 3.3. (Identificador de conica) Dada a equacio 11 (x')% +12(y')? + (dx1 + eyy)x’ + (dx +

ey2)y' + g = 0., esta equagdo no plano representara:
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i. uma elipse ou suas degeneracdes, se b> —4ac < 0
ii. uma parabola ou suas degeneracdes, se b*> —4ac =0

iii. uma hipérbole ou suas degeneracdes, se b*> — 4ac > 0.

Exemplo 3.10. Classifique a conica representada pela equagdo 3x> + 10xy + 3y> — 16 = 0.

Solugdo: Vamos utilizar o teorema 3.3, para classificar a conica dada pela equagdo acima,
temos que a = 3,b = 10 e ¢ = 3. Calculemos o discriminante 5> — 4ac. Temos : 10> —4.3.3 =
100 —96 = 4 > 0, assim pelo teorema 3.3 trata-se de uma hipérbole. Podemos visualizar o

gréfico [35] desta equacdo, plotado no software Geogebra.

Figura 35 — Hipérbole rotacionada

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

] A~ Ol <=4

b Janela de.—&lgebra X | » Janela de Visualizagdo

Cédnica
@ C3IE+10xy+3y =16

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.11. Classifique a conica definida pela equagio x> +2v/2xy +2y? + 61/3x+3 = 0.

Solucdo: Vamos utilizar o teorema 3.3 , para classificar a conica determinada pela
equacio. Observemos que a = 1,b = 2+/2,¢ = 2, assim temos que o discriminante é: (21/2)? —
4.1.2 =8 -8 =0, logo pelo teorema 3.3, concluimos que se trata de uma pardbola. Podemos

visualizar o grafico [36] desta equagdo, com a ajuda do software Geogebra.
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Figura 36 — Parabola rotacionada
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- @ d:x+2.83ky +2y* +10.39)

Parébola d

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.12. Classifique a conica determinada pela equagio x> + 2xy +y* = 0.

Solugdo: Temos que a = 1,b =2 e ¢ = 1. Assim calculando o discriminante, temos
que: b> —4dac =22 —4.1.1 = 0, assim trata-se de uma parabola ou suas degeneracdes, podemos

visualizar o grafico [37] desta equac@o, plotado no software Geogebra.

Figura 37 — reta bissetriz dos quadrantes pares

€7 GeoGebra — [m] *
Arquivo Editar Exibir Opgbes Femamentas Janela Ajuda Entrar...
A LA elo]4l N =) o
» Janela de Algebra 3 | » Janela de Visualizagio =

Cénica &
Ll 2y +y=0

[ 5

-1

Y

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Conclusao

Esperamos que com este trabalho o leitor desenvolva mais seu conceitual tedrico na
algebra linear principalmente nas sec¢cdes conicas. Investigue situacdes do cotidiano na qual
possa descobrir as aplicacdes das cOnicas e com isto explora-las , resolva exercicios e faga uso
dos métodos apresentados para identificar uma conica através de sua equagdo, plotando em
seguida no Geogebra para visualizar o gréfico. Portanto, descubra por meio desta dissertacao que
as seccoes conicas nao se limitam aos casos nos quais os eixos sdo paralelos aos coordenados,
ou seja, notem que tem-se casos em que os eixos maior € menor da elipse ndo tem a dire¢ao
paralela aos eixos cartesianos, os eixos real e imaginario da hipérbole ndo tem a direcdo paralela
aos eixos cartesianos, o eixo de simetria da pardbola ndo € paralelo a um dos eixos cartesianos e

descubram o prazer de identificar curvas em que suas equagdes ndo siao elementares.
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