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RESUMO

O presente trabalho tem como principal objetivo discutir o ensino da Andlise Combi-
natéria. A justificativa para a escolha da teméatica advém da minha experiéncia docente
no Ensino Médio ao perceber que grande parte dos alunos tem dificuldade em aprender
o conteudo desta disciplina ou tem pouco interesse pela mesma, o que é um fator pre-
ocupante, pois tais contetidos sao importantes na formacao do aluno. Para isto fizemos
uma revisao sobre conteidos basicos como nogoes de conjuntos e um comparativo entre os
principais conceitos da Anélise Combinatéria. Os conceitos e problemas sao discutidos na
perspectiva dos PCNEM e os PCNEM +. Sugerimos problemas e atividades do universo
recreativo e/ou de interesse do aluno que podem ser trabalhadas em sala de aula de forma
a contribuir com a aprendizagem do tema em estudo. Vale ressaltar que este trabalho tem
como publico alvo estudantes do Ensino Médio, logo o contetdo é abordado de maneira

simples e detalhada.

Palavras-chave: Combinatoria. Revisao. Conjuntos. Problemas recreativos.



ABSTRACT

The main objective of this work is to discuss the teaching of Combinatorial Analysis.
The justification for choosing the subject comes from my teaching experience in High
School when realizing that most of the students have difficulty learning the content of
this subject or have little interest in it, which is a worrying factor, since such contents
are important in Training. For this we did a review on basic contents as notions of sets
and a comparison between the main concepts of Combinatorial Analysis. The concepts
and problems are discussed in the perspective of PCNEM and PCNEM +. We suggest
problems and activities in the universe of recreation and / or student interest that can be
worked in the classroom in order to contribute to the learning of the topic being studied.
It is worth mentioning that this work has as a target high school students, so the content

is addressed in a simple and detailed manner.

Keywords: Combinatorics. Review. Sets. Recreation problems.
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1 INTRODUCAO

A Anélise Combinatéria desenvolveu-se a partir da necessidade de resolver proble-
mas da humanidade. Nesse sentido, enquanto conjunto de procedimentos que possibilita
a construcao de grupos diferentes, formados por um nimero finito de elementos de um
conjunto em circunstancias determinadas, auxilia na resolucao de problemas de contagem.
A resolucao de problemas combinatoérios amplia-se por meio da utilizacao de técnicas que
foram uteis no desenvolvimento de outros campos da Matematica, como a prépria Teoria
dos Conjuntos, a Teoria dos Numeros, Investigacao Operativa, Geometria, etc.. Nesse
sentido, é uma forma de contagem utilizada como alternativa a impossibilidade de contar
pelo método usual em funcao do nimero de elementos do conjunto ser muito grande.

A Anélise Combinatéria surgiu na Idade Média, em parte pela necessidade de se
conhecer as possibilidades de resultados dos jogos de azar que eram bastante disseminados
e praticados através de apostas. Dessa forma, a necessidade de elaboragao de calculos a
partir da Analise Combinatoria resultou do interesse de se conhecer as possibilidades dos
resultados dos jogos. Com o seu desenvolvimento, surgiram outras aplicacoes e usos.

A utilizacao de regras bésicas de contar e suas aplicacoes, contudo, durante muito
tempo tiveram destaque por meio de problemas com énfase na memorizacao. Um exemplo
é o Problema 79 do Papiro Egipcio de Rhind (cerca de 1650 a. C.) que segue: Hd sete
casas, cada uma com sete gatos, cada gato mata sete ratos, cada rato teria comido sete
safras de trigo, cada qual teria produzido sete hekaﬂ de graos; quantos itens tém ao todo?

Esse “problema do papiro de Rhind” trata-se de um problema combinatério e pode
ser utilizado pelo professor como base para a introducao do estudo da Anélise Combi-
natoria, pelos seus histéricos e surgimento, mas também pela caracterizacao como proble-
mas do dia a dia, para a partir dele, desenvolver o ensino dos seus conceitos e aplicagoes,
uma vez que estes sao importantes para outros calculos matematicos em outros campos
da Matematica e em outras areas do conhecimento.

Na minha experiéncia docente no Ensino Médio percebo que uma grande parte
dos alunos nao gosta de combinatoéria e isso se deve a falta de dominio de conceitos
matematicos basilares necessarios a compreensao desses contetidos. Isso em grande medida
tem levado as dificuldades de aprendizagem de combinatéria e mistificagao por parte
do aluno de que os conteidos e habilidades desse campo da Matematica sao de dificil
compreensao € aquisicao.

Ao constatar essa realidade e compreender que a Analise Combinatéria tem funcao
formativa, a partir da estruturagao do pensamento e do raciocinio dedutivo do aluno,
assim como tem papel instrumental na resolucao de outros problemas matematicos e
do dia a dia, considero que tais conteiudos precisam ser trabalhados em sala de aula

de uma forma que potencialize a aprendizagem do aluno. Dessa forma, essa realidade

'Hekat ¢ uma unidade de medida de graos utilizada no Egito Antigo que equivale a 4,8 litros.
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constitui justificativa suficiente para escolher a Anélise Combinatéria como tematica para
desenvolver este trabalho.

Dessa forma, o presente trabalho tem como objetivo tratar da necessidade de re-
visao de conceitos matematicos basicos necessarios a compreensao das nocoes e conceitos
de combinatoria, fazer comparagao entre os conceitos de Permutacao simples, Permutacao
com elementos repetidos, Arranjos e Combinagoes e apontar sugestoes de problemas e/ou
atividades que, por envolverem elementos recreativos ou por fazerem parte do quotidi-
ano dos alunos, quando desenvolvidas em sala de aula, despertam o interesse do aluno e
potencializam a aprendizagem destes conteudos.

Os resultados apontam para a necessidade do professor, antes de introduzir o es-
tudo de combinatéria, fazer revisao da matematica basica necessaria a compreensao dos
principios aditivo e multiplicativo, bem como revisar os conceitos de conjuntos, principal-
mente no que se refere a utilizacao dos conectivos “e” e “ou”.

O trabalho divide-se em cinco partes: o capitulo 1 é este texto introdutério; o
capitulo 2 apresenta uma breve revisao da matematica basica com énfase nos conceitos
de conjuntos que sao utilizados na Analise Combinatoria e suas principais notagoes; o
capitulo 3 trata do estudo do principio aditivo e principio fundamental da contagem,
bem como dos conceitos de Permutacao simples, Permutacao circular, Permutagao com
repeticao, Arranjos e Combinacao simples, fazendo também um comparativo entre eles;
o capitulo 4 trata de como os PCNEM e PCNEM + abordam o estudo de Combinatéria
e traz algumas sugestoes de problemas/atividades as quais julga-se que podem potencia-
lizar a aprendizagem dos alunos; em seguida, o texto conclusivo onde sao feitas algumas
consideragoes a respeito dos resultados do trabalho e as suas possibilidades de uso.

A perspectiva é de que esse trabalho, a partir do seu contetido e forma de aborda-
gem, seja 1til aos professores e alunos e que possa contribuir para a melhoria do ensino
de combinatéria, bem como melhorar a relagao dos alunos com os contetidos desse campo

do conhecimento matemético em funcao disso e da melhoria da aprendizagem.
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2 MATEMATICA BASICA

Neste capitulo apresentaremos uma breve revisao sobre as nocoes elementares da
teoria de conjuntos que sao utilizadas no estudo de Andlise Combinatoéria. Tais nogoes sao
restritas aquelas notagoes e conceitos necessarios a compreensao do Capitulo referente a
Anélise Combinatéria e sao os seguintes: nogao de conjunto; relagao de inclusao; igualdade
entre conjuntos; reuniao e intersecgao; conjuntos disjuntos; conjunto dos niimeros natu-

rais; sequéncias e produto cartesiano. Para maiores detalhes sobre o assunto sugerimos
(LIMA] 2014)), (LIMA] 2016)) e (IEZZI and MURAKAMI, [1985)).

2.1 A Nogao de Conjunto

A compreensao da nocao de conjunto, suas notacoes e conceitos é essencial ao
entendimento de conceitos de outros campos do conhecimento matematico. Nesse aspecto
a abordagem da Matematica contemporanea tem sido feita por meio da linguagem de
conjuntos.

Podemos dizer que um conjunto é uma colegao qualquer de objetos. Por exemplo, o
conjunto das vogais, o conjunto dos algarismos romanos, etc. Cada objeto que constitui o
conjunto é chamado de elemento, podendo ser um niimero, uma letra, um nome etc. Neste
trabalho para representar conjuntos, utilizamos as letras maiusculas do nosso alfabeto,
como por exemplo, A, B, C, D, etc. Podemos representar os elementos desses conjuntos
pelas letras mintusculas, como por exemplo, a, b, ¢, w, z, etc.

Em uma situacao determinada é necessario representar o conjunto universal. Nesse
caso, a sua representagao serd feita pela letra 2 (6mega) do alfabeto grego.

Para indicar a relagao de pertinéncia de um elemento em relagao a um conjunto
utilizamos o simbolo €. Por exemplo, quando um elemento x pertencer a um conjunto A,

escrevemos, neste caso que
x € A

Por outro lado, para indicar a relacao de nao pertinéncia de x ao conjunto A,

eSCrevemos
x ¢ A.

Para nomear os elementos de um conjunto ou descrever suas propriedades, coloca-
mos no interior das chaves. Quando um conjunto tiver um nimero pequeno de elementos,

podemos simplesmente lista-los.
Exemplo 1 Conjunto dos nomes de Estados que compoem a regiao do Nordeste.

A = {Alagoas, Bahia, Ceara, Maranhao, Paraiba, Pernambuco, Piaui, Rio Grande

do Norte, Sergipe}.
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Exemplo 2 Conjunto dos niumeros impares positivos.

A={1,351709, .}

Exemplo 3 Conjunto dos algarismos romanos.
A=A, V,X, L, C, D, M}.
o

Um conjunto também pode ser descrito por uma propriedade P, comum a todos

os seus elementos. Nesse caso escrevemos
A = {x |  tem a propriedade P}.

Entendemos esse conjunto como os elementos = pertencentes ao conjunto A, tal que x

tem a propriedade P.
Exemplo 1 A = {z | z é um divisor de 5}. Como a propriedade é ser divisor de 5 entao
A=1{1,-1,5 -5
o

Exemplo 2 A = {z | z é um naipe das cartas de um baralho}. Se x é um naipe de cartas

de um baralho entao
A = {paus, ouro, copas, espada}.
o

O conjunto vazio serd representado pelo simbolo ), é aquele conjunto que nao
possui elemento algum. Por exemplo, o conjunto dos objetos x tais que x ¢é diferente de
si mesmo ¢ um conjunto vazio.

Indicaremos por #A para representar cardinalidade de um conjunto A, isto é, o

numero de elementos do conjunto A.
Exemplo 1 O conjunto das vogais
A ={a, e i, 0, u}

possui 5 elementos, logo #A = 5.

Exemplo 2 O conjunto dos naipes das cartas de um baralho
B = {paus, ouro, copas, espada}

possui 4 elementos, entao #B = 4.
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2.2 A Relagao de Inclusao

Considere dois conjuntos, A e B. Se todos os elementos de A forem também
elementos de B, diz-se que A é um subconjunto de B ou que A estd contido em B ou,

ainda que A é parte de B. Indicamos esse fato por
A C B.
Observe a Figura[I]

Figura 1 — Ilustracdo de A C B
<2

Fonte: Tlustragao do autor

Se A nao for subconjunto de B, escrevemos A ¢ B. Nesse caso, existe pelo menos
um elemento z tal que © € A e que = ¢ B.
Diremos que um conjunto A é um subconjunto de B se, e somente se, todo elemento

de A pertencer também a B.

Exemplo 1 Dados os conjuntos A = {1,2,3,4}, B = {2,3} e C = {1}. Note que os
conjuntos B e C sao subconjuntos de A, istoé, BC Ae(C C A.

2.3 Igualdade entre Conjuntos

Diremos que um conjunto A é igual a um conjunto B, quando todo elemento de A
for elemento de B, e reciprocamente, quando todo elemento de B for elemento de A, ou

seja, quando A C B e B C A. Por exemplo,
{1,234} = {4, 3,2, 1}

{z | 3z -2 =10} = {4}.

Observe que os conjuntos sao iguais independentemente da ordem dos elementos,
isto é, {1, 2, 3,4} = {4, 3,2, 1} = {1, 3, 4, 2}.

Nesse aspecto, é importante perceber que a ordem dos elementos nao diferencia
os conjuntos. Contudo, na resolucao de alguns problemas matematicos a ordem desses

elementos precisam ser consideradas.
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2.4 Reuniao e Intersecao

Indicaremos por A U B a reuniao dos conjuntos A e B, isto é, o conjunto dos
elementos que pertencem a A ou a B, ou ainda, o conjunto dos elementos que pertencem

a pelo menos um dos conjuntos A ou B.
AUB={x|x € Aouz € B}.
Note que, z € A U B quando ocorrer ao menos uma das condigdes seguintes:

r € Aoux € B.

Exemplo 1 Sejam A = {1,2} e B = {3,4}, entdo temos
AUB = {1, 2,3, 4}.

Exemplo 2 Sejam A = {a,e,i,0} e B = {o,u}, entiao temos
AUB=/{a,eio,u}.
o

A parte hachurada da Figura [2]ilustra os casos de unido entre os conjuntos A e B.

Figura 2 — Ilustracao de A U B
Q Q Q

@ (®) ©

Fonte: Ilustracao do autor

Indicaremos por A N B a intersecgao dos conjuntos A e B, isto é, o conjunto dos

elementos que pertencem simultaneamente a A e a B. Se considerarmos as afirmagoes
re€ Aex € B,

teremos que x € A N B, quando ambas afirmacoes forem verdadeira.
Exemplo 1 Sejam A = {1,2,3} e B = {2,3}, entao

AN B = {2, 3}.

Exemplo 2 Sejam A = {a,e,i} e B = {o,u}. Neste caso
AN B=0.
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A parte hachurada da Figura [3]ilustra a interseccao de A e B.
Figura 3 — Ilustracao de A N B

Q Q Q

y o ™

@AI’]B#G @AHB=B \"JANB=0

Fonte: Tlustracao do autor

Segue entao que

xr € AU B significa que “c € Aoux € B”
r € AN B significa que “c € Aex € B”.

[P

E importante notar que os conectivos légicos “ou” e “e” estao interligados as
operacoes A U B e A N B entre conjuntos.

Considere um conjunto A constituido pelos elementos que possuem a propriedade
P e B um conjunto constituido pelos elementos que possuem a propriedade @), entao A
U B é definido pela propriedade “P ou Q7 e A N B é definido pela propriedade “P e Q)”.

E importante deixar claro que em Matematica, a afirmacao “P ou )7 significa que
pelo menos uma das afirmagoes P ou () é vélida, podendo ser até mesmo as duas.

O conectivo “ou” possui um significado diferente na linguagem matematica daquele
que ¢ utilizado na linguagem comum. No dia a dia a palavra “ou” geralmente é atribuida
a alternativas excludentes entre si. Por exemplo (prefere suco ou refrigerante?), esta
pergunta é feita para se referir apenas a um tipo de bebida. Ja no uso matematico, pode
ser os dois.

Por outro lado, o conectivo “e” assume o mesmo significado, tanto na linguagem
matematica quanto da lingua materna.

Para trés conjuntos quaisquer, digamos A, B e C valem as seguintes propriedades
da reuniao:

1. AU B = B U A (comutativa).
2. (AUB)UC =AU (BUQCQ) (associativa).

Também sao validas as propriedades comutativa e associativa da interseccao, com
relacao a trés conjuntos quaisquer, isto é:

1. AN B =B nN A (comutativa).
2. (AnB)NC =An(BnNC) (associativa).
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2.5 Conjuntos Disjuntos

Quando os conjuntos A e B, ndao possuirem elementos em comum, isto é, A N B =
(), serao denominados conjuntos disjuntos. Quando tivermos mais de dois conjuntos, eles
serao disjuntos quando forem disjuntos tomados 2 a 2. Observe a Figura 4| que mostra o

caso de trés conjuntos disjuntos.

Figura 4 — Ilustracao de trés conjuntos disjuntos dois a dois

Q

Fonte: Tlustracao do autor

Note que quando os trés conjuntos sao disjuntos, entao,
ANnBnNC=0.

2.6 Conjunto dos Numeros Naturais

Representado pelo simbolo N, o conjunto dos niimeros naturais é formado pelos

numeros 1, 2, 3, 4, 5...
N={1,234,..}

Em N, estao definidas duas operacoes a adicao e a multiplicacao. Para quaisquer
a, b e ¢ pertencentes aos nimeros naturais, estas operagoes estendem-se as propriedades:
1. (@ +b) + ¢ =a+ (b+ c) (associativa da adi¢do).
2. a + b =0+ a (comutativa da adi¢ao).
3. (a-b)-c=a-(b-c) (associativa da multiplica¢do).

4. a - b=1>-a (comutativa da multiplicagao).

2.7 Sequéncia

Uma sequéncia é uma fungao f: N — R cujo dominio é o conjunto dos nimeros
Naturais e o contradominio é o conjunto dos nimeros Reais.
Perceba que a cada nimero natural n associamos um ndmero real a,. Vejamos

dois exemplos.

Exemplo 1 A sequéncia dos nimeros naturais (1, 2, 3, 4, 5, 6, ...).
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Exemplo 2 A sequéncia dos anos, a partir de 1998, nos quais a copa do mundo de futebol
¢ realizada (1998, 2002, 2006, 2010, 2014, ...).

o
Em uma sequéncia os elementos sao denominados termos. No exemplo 2, o primeiro
termo é 1998, o segundo termo é 2002, o terceiro termo ¢é 2006 e assim sucessivamente.

De um modo geral, uma sequéncia pode ser representada da seguinte forma:
(a1, ag, ag, ..., p, -..).

O indice n indica a posicao do elemento na sequéncia. Dessa maneira, o primeiro
termo ¢ indicado por a;, o segundo por as e assim sucessivamente.

O que diferencia sequéncia de conjuntos é que na sequéncia os elementos obede-
cem a uma ordem, podemos dizer quem é o primeiro elemento da sequéncia, o segundo
elemento, etc.. Ja os elementos de um conjunto nao tem ordem. Nao existe um primeiro

elemento. Vejamos um exemplo.

Exemplo 3 O conjunto dos nomes dos alunos de uma turma. Nesse caso, podemos dispor

os nomes dos alunos em qualquer ordem. Por exemplo,
{Beatriz, Vitor, Ana, ..., Carlos} ou { Vitor, Beatriz, Carlos, ..., Ana}.

Porém, se procurassemos a sequéncia dos nomes dos alunos de uma turma, disposto em
ordem alfabética. Nesse caso, os nomes dos alunos devem ser dispostos em apenas uma
ordem,

(Ana, Beatriz, Carlos, ..., Vitor).

2.8 Produto Cartesiano

Chamaremos de produto cartesiano dos conjuntos A por B o conjunto denotado
por A x B constituidos pelos pares ordenados (a, b) onde a é um elemento de A e b é um

elemento de B.
AxB={(a,b)|acAebec B}.
Exemplo 1 Se A = {1, 2} e B = {1, 2, 3} temos

Ax B={(11),(1,2)(1,3) (2, 1) (2 2) (2, 3)}

BxA={(11),(12) (2 1) (22 (3 1) (3, 2}

Note que produto cartesiano de dois conjuntos A e B, com A # B nao possui a

propriedade comutativa, isto é, A x B # B x A.
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De forma semelhante, o produto cartesiano de trés conjuntos é obtido tomando
ternos em vez de pares. No caso geral, se temos n conjuntos Ay, As, As, ..., A,, o produto
cartesiano A; X A; x Az x...x A, é definido como o conjunto das n-uplas, isto é, uma

sequéncia com n elementos (a1, as, ..., a,), onde a; € Ay, as € Ay, ..., a, € A,.
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3 ANALISE COMBINATORIA

No Ensino Médio, uma das dificuldade dos alunos em compreender questoes envol-
vendo problemas de contagem, esta relacionada ao entendimento dos principios bésicos
da Combinatéria. Duas perguntas bem frequentes que surgem quando os alunos do En-
sino Médio estao resolvendo problemas de combinatéria sao as seguintes: “Os resultados
obtidos devem ser somados ou multiplicados?”, “Fsse problema é de Arranjo ou Com-
binacao?”. Isso decorre do fato de que os alunos nao compreenderam bem a defini¢ao dos
principios e confundem-os. Para compreendé-los devemos ter uma boa compreensao sobre
as nocgoes basicas de conjuntos. O objetivo deste capitulo é estudar os principios basicos
da contagem tais como o principio aditivo, o principio da inclusao-exclusao, o principio
fundamental da contagem, permutagao simples, arranjos simples, combinacao simples,
permutacao circular e permutagao com repeticao. Trabalharemos com tais principios,
pois através deles podemos resolver uma grande quantidade de problemas de contagem e

desta forma facilitar a compreensao destes conceitos.

3.1 Principio Aditivo

Podemos enunciar o Principio Aditivo ou o Principio da Adigao da seguinte forma:
Principio Aditivo: Se A e B sao dois conjuntos disjuntos, (A N B = (}) com um nimero
p e q de elementos, respectivamente, entao A U B possui p + ¢ elementos.

Para a compreensao do principio aditivo é necessario que o aluno compreenda a

linguagem bésica dos conjuntos. Vejamos um exemplo.

Exemplo 1 Numa lanchonete, hd 3 tipos de salgados e 2 sabores de doces. Suponha
que Mdrio so tenha permissao para comer um desses lanches. Determine quantas sao as

possiveis escolhas que Mdrio possa fazer?

Solugao: Como ele tem permissao para comer apenas um lanche, entao ou Mario escolhe
um dos trés tipos de salgados ou escolhe um dos dois tipos de doces. Considere que A

seja o conjunto dos salgados e B seja o conjunto dos doces, isto é:

A = {s| s éumsalgado} = {s1, s2, 3}, €
B ={d | d éum doce} = {d;, do}.

Se Mério escolher um salgado, ele tera 3 opgoes ou caso ele escolher comer um doce,

terd 2 opcoes. Podemos perceber que os elementos destes dois conjuntos sao distintos,

logo os conjuntos sao disjuntos. Entao podemos utilizar o Principio Aditivo. Como

estamos querendo saber o niimero de formas de escolher um evento ou outro, entao estamos

procurando a uniao dos conjuntos A e B e mais, como os conjuntos sao disjuntos, temos
A UB= {81, S92, 83, dl, dg}

Assim ao todo sao:
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3 + 2 = 5 possibilidades de escolhas.
o
Percebemos que o entendimento das nogoes basicas de conjuntos facilita o estudo
de problemas evolvendo o Principio Aditivo. Para identificar problemas envolvendo o
Principio da Aditivo, temos uma ferramenta muito util que é o conectivo “ou”, pois esta
diretamente relacionado a tal principio. Owu escolhe s;, ou escolhe sy, ou escolhe s3, e

assim por diante.

Exemplo 2 Joao ofereceu a Mdario 3 livros de /[lgebm, 7 livros de Combinatoria e 5 livros
de Geometria e pediu-lhe para escolher um unico livro. De quantas maneiras Mdrio pode

realizar essa escolha?

Antes de apresentarmos a solucao deste exemplo facamos algumas ponderagoes.
A dificuldade encontrada pelos alunos neste caso acima é que o principio fala apenas de
dois conjuntos disjuntos e no problema a seguir temos trés conjuntos. Denotemos por
A o conjunto dos livros de algebra, por C' o conjunto dos livros de combinatoéria e G o
conjunto dos livros de geometria. Podemos pensar da seguinte maneira: Ou Mario escolhe
um livro de Algebra ou Mério escolhe um livro de Combinatoéria ou Mério escolhe um livro
de Geometria. Perceba que os conjuntos sao disjuntos dois a dois, isto é, os elementos de
um conjunto nao pertencem a outro. Entao poderiamos fazer a seguinte pergunta: “Na
resolucao do problema acima, podemos aplicar o Principio Aditivo?”. A resposta para
essa pergunta é sim! Vamos resolver o problema em duas etapas:
1° etapa: Calcularemos de quantas maneiras Mario pode escolher ou um livro de Algebra
ou um livro de Combinatéria. Como os conjuntos sao disjuntos, basta somar seus elemen-
tos, isto é, #(AUC) = #A + #C =3 + 7 = 10.

Chamaremos de D o conjunto formado pelos livros de Algebra ou os livros de
Combinatoéria, isto é, D = AU C'". Logo,

#D = #(AUC)=10.

2° etapa: Calcularemos de quantas maneiras Mario pode escolher ou um livro do conjunto
D (livro de Algebra ou Combinatéria) ou um livro do conjunto G. Note que agora
temos dois conjuntos, D e G. Temos ainda que os conjuntos sao disjuntos, ou seja, nao
possuem elementos em comum, entao podemos aplicar o Principio Aditivo. Dessa forma,
calcularemos o nimero de modo de Mario escolher ou um livro do conjunto D ou um livro

do conjunto G, e para isso bastar somar seus elementos. Portanto,
#(DUG) =#D + #G =10+ 5 = 15.
Usando a associatividade segue que,
H#AUCO)UG) =#AUC)+ #G =H#A+ #C + #G =3+ 7+ 5 = 15.

Observe que a expressao acima equivale a soma das possibilidades individuais de

cada um dos trés conjuntos.
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Poderiamos também resolver o problema anterior da seguinte forma. Considere os
trés conjuntos de livros:
A = {ay, as, ag}, conjunto dos livros de Algebra.
C = {c, ¢, c3, ¢4, cs, Cg, ¢7}, conjunto dos livros de Combinatéria.
G = {91, 92, 93, 91, g5}, conjunto dos livros de Geometria.

Como os conjuntos sao disjuntos dois a dois, queremos:

AUCUG = {ala a2, a3, C1, C2, C3, C4, C5, Cg, C7, g1, 92, g3, g4, 95}7

cuja quantidade de elementos é igual a nimero de elementos de A, somado com o nimero

de elementos de C, e o niimero de elemento de GG. Assim segue que:

#AUCUG)=3+T7+5=15.
o
Note que seguindo o mesmo raciocinio dos itens precedentes, chegamos a conclusao
de que o Principio Aditivo pode se estender a n conjuntos disjuntos dois a dois. Cuja
demonstracao pode ser encontrada em (BEZFERRA| |2013).

Principio Aditivo:(Caso geral) Se Ay, As, ..., A, sdo conjuntos disjuntos dois a dois e

se #A; =4;,1 =1,2,3, ..., n, entao
HALU AU .. UA) =71+ Jo + . + Jn

Novamente, vale ressaltar que compreender as noc¢oes basicas de conjuntos, facilita
bastante o entendimento do Principio Aditivo. E muito comum no Ensino Médio, os
alunos resolverem problemas apenas substituindo valores em férmulas ja prontas, por
isso, ha uma dificuldade na compreensao dos conceitos de Analise Combinatéria, pois
esta disciplina exige, compreensao de outros conteidos de matematica basica.

Uma pergunta que surge naturalmente em sala de aula com relacao ao principio
aditivo é a seguinte: “F se 0s conjuntos nao fossem disjuntos, como contar o numero de
elementos da unidgo dos conjuntos?’. Para esse tipo de situagao introduziremos a seguir

o principio da Inclusao-Exclusao.

3.2 O Principio da Inclusao-Exclusao

Sabemos que o principio aditivo é um método para contar o nimero de elementos
da uniao de conjuntos disjuntos e para isso, basta somar o nimero de elementos de cada
conjunto.

O Principio da Inclusao-Exclusao é uma ferramenta que permite contar o niimero
de elementos que pertencem a uniao de varios conjuntos disjuntos ou nao. A sua versao

mais simples, diz o seguinte.
O Principio da Inclusao-Exclusao: Sejam A e B conjuntos quaisquer. Entao

#(AUB) = #A + #B - #(AN B).
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A justificativa para o resultado acima é a seguinte. Para contarmos o ntimero de
elementos pertencentes a uniao de dois conjuntos A e B. Contamos o niimero de elementos
do conjunto A e contamos o nimero de elementos do conjunto B. Mas quando fazemos
isso, estamos contando o ntimero de elementos que pertencem a interseccao dos conjuntos
A e B duas vezes, ou seja, quando contamos o nimero de elementos do conjunto A e outra
vez quando contamos o nimero de elementos do conjunto B. Para corrigir o excesso, basta

descartar a segunda contagem, dessa forma obtemos
#(AUB) = #A + #B - #(ANB).
Vejamos o exemplo seguinte.

Exemplo 1 Em um grupo de jovens, 30 dos jovens gostam de volei, 40 gostam de futebol
e 10 gostam de ambos. Sabendo que todos os jovens gostam de pelo menos um desses dois

esportes, qual € o numero de jovens do grupo?

Solucao: Note que o principio aditivo nao pode ser utilizado nesse problema, pois os
dois conjuntos envolvidos nao sao disjuntos, isto é, o conjunto dos jovens que gostam
de volei e o conjunto dos jovens que gostam de futebol possuem elementos em comum.
Denotemos por V' o conjunto dos jovens que gostam de volei e por F' o conjunto dos jovens
que gostam de futebol. Note que #(V U F') é ntimero de elementos que pertencem a pelo
menos um dos conjuntos. Para contar os elementos de V' U F' contamos #V', que ¢é igual
30 jovens e #F, que é igual a 40 jovens. Mas quando fazemos isso, estamos contando o
numero de jovens que gostam de volei e futebol duas vezes. Uma vez quando contamos o
numero de elementos do conjunto V' e outra vez quando contamos o nimero de elementos
do conjunto F'. Para corrigir o excesso, basta descartar a segunda contagem. Dessa forma
obtemos
#(VUF) =30+ 40 - 10 = 60 jovens.

Para trés conjuntos A, B e C o principio da Inclusao-Exclusao, diz que
O Principio da Inclusao-Exclusao: Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Entao
#(AUBUC) =#A+ #B + #C - #(ANDB) - #(ANC) - #(BNC) + #(ANBNC).

A justificativa para o resultado acima é a seguinte. Para contar os elementos de
AU B UC, contamos o nimero de elementos de A, o nimero de elementos de B e o
numero de elementos de C'. Mas entao os elementos de A N B foram contados duas vezes
(uma em #A e outra em #B), o mesmo ocorre com os elementos de ANC e BNC. Mas
entao os elementos de AN B N C foram contados trés vezes (em #A, em #B e em #C')
e descontado trés vezes (em #(AN B), em #(ANC) e em #(BNC)). Contados trés
vezes e descontados trés vezes significa que eles nao estao sendo contados. Para corrigir

devemos inclui-los na contagem e assim obtemos
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#(AUBUC) = #A + #B + #C - #(ANB) - #(ANC) - #(BNC) + #(ANBNC).

No caso geral o numero de elementos da uniao é obtido somando os nimeros de
elementos de cada conjunto, subtraindo os nimeros de elementos das intersecgoes dois a

dois, somando as interseccoes trés a trés, subtraindo as intersecgoes quatro a quatro etc..

Para maiores detalhes consulta (MORGADOet al.l |1991)).

3.3 Principio Fundamental da Contagem

O Principio Fundamental da Contagem ou Principio da Multiplicagao é uma ferra-
menta muito 1til para resolver problemas de contagem. Podemos enuncia-lo da seguinte
forma:

Principio Fundamental da Contagem: Se um evento A puder ocorrer de m maneiras,
um evento B puder ocorrer de n maneiras e A for independente de B, entao a quantidade
de maneiras em que os dois ocorrem simultaneamente, isto é, ao mesmo tempo, é m - n.

Observe o seguinte exemplo:

Exemplo 1 Quantos nimeros de dois algarismos distintos ou nao podem ser formados,

usando os digitos 1, 2, 3 e 47

Solucao: Sem perda de generalidade chamaremos de A o evento da escolha do algarismo
que ocupard a ordem das dezenas. Chamaremos de B o evento da escolha do algarismo
que ocupara a ordem das unidades. O problema consiste em determinar o nimero de
modos de escolher o evento A e o nimero de modos de escolher o evento B. Note que
uma vez escolhido o algarismo que ocupara a ordem das dezenas, nao impedira a escolha
do algarismo que ocupard a ordem das unidades. Para cada escolha do algarismo que ocu-
para a ordem das dezenas teremos a mesma quantidade de possibilidades para a escolha
do algarismo que ocupara a ordem das unidades. Portanto os eventos A e B sao indepen-
dentes. Podemos representar o resultado de acordo com o conjunto abaixo, formado por
pares onde o primeiro elemento representa o niimero que ocupara a ordem das dezenas e

o segundo elemento ocupard a ordem das unidades. O conjunto é o seguinte:
{11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 24, 31, 32, 33, 34, 41, 42, 43, 44}.

Como os numeros sao formados por dois algarismos, podemos considerar cada
nimero como um par de digitos (a, b) em quea € A = {1,2,3, 4} eb e B = {1, 2, 3,
4}. Logo o nimero de pares ordenados (ou modos de formar niimeros de dois algarismos
com os digitos 1, 2, 3 e 4) sera igual ao nimero de modos de formar sequéncias (a, b) com
a € Aeb € B, o que pode ser feito multiplicando o niimero de elementos do conjunto A
pelo nimero de elementos do conjunto B, dessa forma segue que,

4 -4 =16.
o

Para identificar problemas envolvendo o Principio Fundamental da Contagem, te-
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mos uma ferramenta muito 1til que é o conectivo “e”, pois esta diretamente relacionado a
tal principio. Queremos o nimero de modos de escolher o evento A e o nimero de modos
de escolher o evento B. Dessa forma estamos dividindo o nosso problema em casos onde

aparecera o conectivo “e”. Vejamos outro exemplo.

Exemplo 2 Maria deseja ir a uma festa. Sabendo que ela dispoe de 3 blusas e 2 calcgas.

De quantas maneiras ela poderd arrumar-se vestindo uma blusa e uma cal¢a?

Solugao: Denotaremos por B = {by, by, b3}, o evento escolha das blusas e por C' = {¢;,

c2}, o evento escolha das calgas. Se Maria vestir qualquer uma das 3 blusas, isso nao

impedira de escolher entre as duas calcas distintas, isto é, para qualquer escolha da blusa,

existe o mesmo numero de escolha de calgas, portanto esses eventos sao independentes.

Dessa forma, pelo Principio Fundamental da Contagem, basta multiplicar o nimero de

blusas pelo ntimero de calgas. Portanto, o nimero de modos de Maria se vestir (escolher
uma blusa e escolher uma calga) é:

3 - 2 = 6 maneiras.
o
Podemos visualizar a solu¢ao do problema através do esquema representado na

Figura [5], também conhecido por &rvore das possibilidades.

Figura 5 — Ilustracao da solucao do exemplo II

Cy

— (B,,C)) —_

— (B;,C,)

—» (8, C,)

N

——» 6 possibilidades

— (B,,C,)

— (B3, C)

w

N

— (B,,C,) 4

Fonte: Tlustragao do autor

Vejamos outra situacao envolvendo trés eventos.

Exemplo 3 Maria deseja ir a uma festa. Sabendo que ela dispoe de 3 blusas, 2 calcas e 2
pares de sanddlias diferentes. De quantas maneiras ela poderd arrumar-se vestindo uma

blusa, uma calca e calgando uma sanddlia?
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Solucgao: Note que agora temos trés eventos, a escolha da blusa, a escolha da calca e a
escolha da sandalia. Na definicao do Principio Fundamental da Contagem trata-se apenas
de dois eventos independentes.

Para resolver este problema podemos usar a propriedade associativa (A U B) U C
= AU (B UC). Vejamos: Temos agora, dois eventos: a escolha da roupa (blusa e calga)
e a escolha da sandélia. Para cada escolha da roupa nao impedira a escolha da sandalia.
Para calcular o nimero de modos de escolher a roupa (escolha da blusa e calga), basta
multiplicarmos o nimero de blusas pelo nimero de calca, como ja foi feito no exemplo
anterior, temos 6 possibilidades. Utilizando o Principio Fundamental da Contagem, o
nimero de modos de escolher a roupa e escolher a sandalia é:

6 - 2 = 12 possibilidades.

Podemos observar que essa solugdo encontrada é a expressao (2 - 3)- 2. Pela
propriedade associativa da multiplicacao, essa expressao equivale a 2 - 3 - 2, isto é, a
multiplicagao das possibilidades individuais de cada uma dos trés eventos: Escolha da
blusa (2 possibilidades), a escolha da calga (3 possibilidades) e a escolha da sandélia (2
possibilidades). Dessa forma, o niimero total de Maria se vestir é

(2-3)-2=2-3-2 =12 possibilidades.

Podemos visualizar a solu¢ao do problema através da Figura [6]

Figura 6 — Ilustracao da solucao do exemplo 111
S,

—» (;,C;,S)

— (B11 C']v 32)

— 12 possibilidades

— (B3, C,], 81)

— (B3, C']v 32)

» (B3, C,, Sy

—» (B;C,8,) 1
Fonte: Ilustragao do autor
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Note que na medida em que é acrescida uma quantidade de novos itens a disposicao
de Maria para arrumar-se, o nimero total de possibilidades aumenta de modo proporcional
a quantidade de itens acrescentados.

De forma analoga, esse raciocinio podera ser aplicado para problemas com n eventos
independentes. Sendo assim, o Principio Fundamental da Contagem pode ser enunciado
de forma geral:

Principio Fundamental da Contagem:(Caso geral) Se eventos Ay, Ay, Az, ..., A,
puderem ocorrer de, respectivamente, ji, ja, J3, ..., jn maneiras e se Ay, As, Az, ..., A,
forem todos eventos independentes entre si, entao a quantidade de maneiras distintas em

que 0s n eventos ocorrem simultaneamente, isto €, ao mesmo tempo, € dada pelo produto

JuJ2 3 n

3.4 Permutacao Simples

Para melhor compreendermos a férmula de permutacao simples e os demais principios
da Anélise Combinatoria, definiremos o fatorial de um nimero natural n, da seguinte
forma.

Definicao 1 O fatorial de um nimero natural n, cuja notacao € n!, € o produto de todos

0s numeros naturais de 1 até n, isto é
n!l=n-(n-1)-(n-2)-...-1, paran> 1.

Observe que 1! = 1 e, temos por convencao que 0! = 1.
Segue entao que
21=2-1=2
3=3-2-1=6
A1=4-3-2-1=24
Permutacao simples sao os diferentes agrupamentos ordenados que podem se for-

mar com todos os n elementos de um conjunto dado, diferenciados apenas pela ordem.

Definicao 2 Permutacao simples: Considere n objetos distintos. Qualquer colecdo orde-

nada desses n objetos € denominada permutacao simples de n.

Indiquemos por P, a quantidade de permutacoes simples de n objetos.
Um problema genérico que ocorre com frequéncia nos livros do Ensino Médio, é o

seguinte:

Problema das Permutacoes Simples De quantos modos € possivel permutar os ele-
mentos de um conjunto, com n objetos distintos?

Por exemplo, se tivermos trés objetos distintos a, b e ¢, de quantos modos ¢é possivel
ordend-los em fila? Listando todas as configuragoes em fila teremos as seguintes possibi-
lidades
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abe, acb, bac, beca, cab, cba.

Logo temos seis maneiras de ordena-los em fila. Poderiamos ter respondido a
esta pergunta sem ter a necessidade de visualizar todas as maneiras, utilizando o seguinte
raciocinio. Para a escolha do objeto que ocupara a primeira posi¢ao temos 3 possibilidades
(a, b ou c), para a escolha do objeto que ocupard a segunda posi¢ao temos 2 possibilidades,
uma vez que nao poderd mais utilizar o objeto que ocupou a primeira posicao, e para a
escolha do objeto que ocupard a terceira posicao teremos 1 possibilidade, uma vez que ja
foram utilizados dois objetos nas posigoes anteriores. Assim, pelo Principio Fundamental
da contagem teremos 3 - 2 - 1 = 6 possibilidades.

Podemos utilizar o mesmo raciocinio desse caso particular para responder a per-
gunta anterior. Queremos encontrar a quantidade de agrupamentos envolvendo todos os
n elementos de um conjunto. Note que, temos n modos para a escolha do objeto que ocu-
para o primeiro lugar. Uma vez escolhido o objeto que ocupard o primeiro lugar, restam
(n - 1) modos de escolher o objeto que ocupard o segundo lugar. Uma vez escolhido os
dois objetos que ocuparao os dois primeiros lugares, restam (n - 2) modos de escolher o
objeto que ocupara o terceiro lugar. Continuando com este processo até que seja ocupada
a n-ésima posigao teremos [n - (n - 1)] = 1 modos de escolher o objeto que ocupara esta

posicao. Pelo Principio Fundamental da Contagem, a quantidade de permutagoes é:
Po=n-(n-1)-(n-2)-... -In-n-2)]-n-(n-1)]=n-(n-1)-n-2)-...-1

Portanto, o niimero de modos possiveis para permutar os elementos de um conjunto

com n objetos distintos é

P, =n!

Exemplo 1 Quantos sio os anagramas da palavra ESTUDQO?

Solugao: Denotemos por M = { E, S, T, U, D, O }. Assim, #M = 6 e todos os objetos

sao distintos dois a dois, dessa forma segue que:

Pg=6/=6-5-4-3-2-1="720.

Exemplo 2 De quantas formas podem 5 pessoas ficar em fila indiana?

Solucao: Perceba que cada forma de ficar em fila indiana, é uma permutacao das 5

pessoas. O nimero de permutagoes (modos de ficar em fila indiana) sera:

P;=5l=5-4-3-2-1=120.
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3.5 Arranjo Simples

Arranjos simples de elementos tomados por partes sao os diferentes agrupamentos
ordenados que podem se formar com uma quantidade fixa de elementos de um conjunto

dado é o objeto de estudo desta secao.

Definigao 3 Arranjos Simples: Dado um conjunto M com n elementos. Chamaremos de
arranjo simples a qualquer r-upla (sequéncia de r elementos) formada com elementos de
M, com 1 <r<n.

Para a compreensao do conceito de arranjos simples é necessario que o aluno com-
preenda o que é uma sequéncia e, dessa forma, perceber que a ordem dos elementos produz

um novo agrupamento. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 1 Ezistem 4 cadeiras enumeradas de 1 a 4. De quantas formas trés pessoas

podem sentar-se messas cadeiras?

Solucao: Inicialmente notemos que cada maneira delas sentarem, corresponde a uma
tripla ordenada (sequéncia de 3 elementos) de nimeros distintos escolhidos entre 1, 2, 3

e 4. Por exemplo, a tripla

a pessoa A senta na cadeira 1
(1,2,3) ¢ a pessoa B senta na cadeira 2

a pessoa C' senta na cadeira 3

Listando todas triplas, temos

(1,2,3) (1,2, 4) (1, 3,4) (1, 3,2) (1,4,2) (1,4,3) (2,3,4) (2,4, 3)
(2,1,3)(2,1,4) (2,4,1) (2,3, 1) (3,1,4) (3,2, 4) (3,4, 1) (3, 4, 2)
(3,1,2) (3,2,1) (4,1,3) (4,3,1) (4,2,3) (4,3,2) (4,1,2) (4,2, 1)

Portanto, temos um total de 24 maneiras das pessoas sentarem.
o
Podemos observar que, mesmo com uma quantidade pequena de pessoas e de ca-
deiras, nao é tao facil listar todas as maneiras. Por essa razao devemos buscar outra
maneira para solucionar o problema.
Outro problema genérico que aparece com muita frequéncia nos livros do Ensino

Meédio, é o problema dos arranjos simples.

Problema dos Arranjos Simples Seja M um conjunto com n elementos. Qual € o
numero total de arranjos simples, isto €, sequéncia de r elementos, formado com elementos
desse conjunto?

Utilizaremos a notagao A, , para indicar a quantidade de arranjos de n elementos
tomados r a r.

Para escolher o primeiro dos r elementos temos n opgoes; como ja foi escolhido

um dos n elementos ndo podemos mais utilizéd-lo, sendo assim, restam (n - 1) opgoes
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para a escolha do segundo elemento. Repetimos este processo até a escolha do r-ésimo
elemento, que pode ser feita de [n - (r - 1)] maneiras. Entao pelo Principio Fundamental

da Contagem temos:
Ayy,=n-(n-1)-(n-2)-...-[n-(r-1)].
Note que a multiplicacao se repete por r fatores. Dessa forma temos
Apr=n-(n-1)-(n-2)-...-(n-r+1).

—
(n r);’ chega-se a

(n—r)!

App=n-(n-1)-n-2) ... - (n-r+1)

)

Multiplicando essa expressao por

(n—r)!

(n—r)l’

n-n—1)-n—=2)-..-(n—(r—=1)-n—r)-n—(r+1) -...-(n—(n—1))
(n—r)! '

An,r -

Assim temos:

Em particular se:

| | |
o n = r ¢é facil perceber que A,,, = m 0= 1" n! = P,, que é a permutacao

de n elementos tomados n a n. Desse caso particular, perceba que se 0! nao fosse igual a
1, nao terfamos A,,, = P,.
n! n-(n—1)
er =1, temos A, = = ( ) = n.
’ (n—1)! (n—1)!

Exemplo 2 Um clube tem 30 membros. A diretoria € formada por um presidente, um

vice-presidente, um secretdrio e um tesoureiro. De quantas maneiras € possivel formar

uma diretoria?

Solucao: Procuramos agrupamento de 4 elementos em que a ordem é importante, pois,
por exemplo, se tivermos quatro pessoas A, B, C e D. Com A (presidente), B (Vice-
presidente), C (secretario) e D (tesoureiro) e mudarmos essa ordem, isto é, B (presidente),
C (vice-presidente), A (secretério) e D (tesoureiro) obteremos um agrupamento diferente.
Dessa forma temos 30 elementos para serem arranjados 4 a 4. Assim,

30! 301 30-29-28-27- 26!

A = — = — =
01T 30— 4) 26! 26!

=30-29 - 28 - 27 = 657 720 maneiras.

o

Podemos resolver problemas de Arranjos Simples utilizando apenas o Principio

Fundamental da Contagem. Observe.

Outra Solugao: Como o clube possui 30 membros e a diretoria é composta por 4 inte-
grantes, entao para o cargo de presidente temos 30 opgoes. Uma vez escolhido o cargo

de presidente, para o cargo de Vice-presidente, restam 29 opgoes. Uma vez escolhido os
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dois primeiros cargos, para o cargo de secretario, restam 28 opcoes. Finalmente, uma vez
ocupados os trés primeiros cargos, para o cargo de tesoureiro, restam 27 opgoes. Usando

o Principio Fundamental da Contagem, o resultado procurado sera
30 - 29 - 28 - 27 = 657 720 maneiras.

Exemplo 3 As 5 finalistas do concurso para Miss Universo sao: Miss Japao; Miss Brasil;
Miss Finlandia; Miss Argentina; Miss Noruega. De quantas formas os juizes poderao

escolher o primeiro, sequndo e o terceiro lugares neste concurso?

Solucao: Cada maneira de escolher os trés primeiros lugares consiste de uma sequéncia
de trés mulheres (sequéncia, porque as posigoes estao numa ordem) escolhidas entre as

cinco existentes. Logo, esse nimero de sequéncias procurado é:

5! 5! 5.4-3-2l )
A5,3:m=§=T=5-4-3:60mane1ras.

Sem uso da férmula, podemos resolvé-lo da seguinte forma.

Outra Solucao: Como sao 5 finalistas. Para escolhermos a miss que ocupard o primeiro
lugar temos 5 possibilidades. Uma vez escolhida a miss que ocupard o primeiro lugar,
para a miss que ocupara o segundo lugar restam 4 possibilidades. Uma vez escolhidos os
dois primeiros lugares, restam 3 possibilidades para a miss que ocupara o terceiro lugar.

Usando o Principio Fundamental da Contagem, o resultado procurado serd

5 -4 -3 = 60 maneiras.

3.6 Combinacao Simples

Combinagao simples de elementos tomados por partes sao os diferentes agrupa-
mentos ou subconjuntos que podem se formar com uma quantidade fixa de elementos de

um conjunto dado. Mais precisamente.

Definicao 4 Combinacao Simples: Seja M um conjunto com n elementos. Chamamos de
combinagoes simples dos n elementos, tomados r a r, os subconjuntos de M constituidos
de 1 elementos, com ( r < n ).

Para a compreensao do conceito de combinacao simples é necessario que o aluno
compreenda o que ¢ um subconjunto e que, alterando a ordem dos elementos, nao obtemos

um novo subconjunto e portanto, um novo agrupamento. Vejamos um exemplo.

Exemplo 1 Hd 6 pontos distintos marcados sobre uma circunferéncia. Quantos segmen-

tos de reta podem ser tracados utilizando-se esses 6 pontos?

Solugao: O problema consiste em determinar de quantos modos podemos escolher dois
pontos para tracarmos um segmento de reta. Para resolveé-lo, vamos dividi-lo em duas
etapas.

1° etapa: Calcularemos o nimero de maneiras para escolher a primeira extremidade do
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segmento. Como sao seis pontos, temos
6 possibilidades.

2° etapa: Calcularemos o nimero de maneiras para escolher a segunda extremidade,
uma vez que ja foi escolhida a primeira extremidade. Como ja foi escolhida a primeira

extremidade, restam cinco pontos para a segunda extremidade, portanto temos
5 possibilidades.
Dessa forma, pelo Principio Fundamental da Contagem, temos
6 - 5 = 30 possibilidades

Note que, nomeando os pontos por A, B, C, D, E, F temos, dentre essas 30 pos-
sibilidades, casos que representam o mesmo segmento de reta, isto é, os pontos (A, C) e

(C, A) representam o mesmo segmento. Observe a Figura .

Figura 7 — Ilustracao da solugao do exemplo I

Fonte: Tlustracao do autor

Dessa forma cada segmento foi contado (2!) vezes. Para descartar o que foi contado
a mais, basta dividir o nosso problema por (2!). Portanto,

6-5

Para melhor compreensao, vejamos outro exemplo com trés etapas.
Exemplo 2 Em uma equipe de 5 alunos, 3 serao escolhidos para representar a equipe na
apresentacao de um trabalho de Matemdtica. De quantas maneiras distintas esses alunos

poderdao ser escolhidos?

Solugao: O problema consiste em determinar de quantos modos podemos escolher trés
alunos em um grupo de cinco alunos. Para resolver esse problema, vamos dividi-lo em
trés etapas.

1° etapa: Calcularemos o nimero de modos de escolher o primeiro aluno para compor a
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equipe, como sao ao todo 5 alunos, temos
5 possibilidades.

2° etapa: Calcularemos o nimero de modos de escolher o segundo aluno para compor a

equipe. Uma vez que ja foi escolhido o primeiro aluno, restam 4 alunos. Entao temos
4 possibilidades.

3° etapa: Calcularemos o ntimero de modos de escolher o terceiro aluno para compor a

equipe. Como ja foram escolhido dois alunos restam agora 3 alunos. Assim ha
3 possibilidades.
Portanto, pelo Principio Fundamental da Contagem temos
5 -4 -3 = 60 possibilidades.

Note que, nomeando os alunos por A, B, C, D e E, dentre essas 60 possibilidades,
existem casos que representam a mesma equipe, isto é, as equipes {A, B, C}, {A, C, B},
{B, A, C}, {B, C, A}, {C, A, B} e {C, B, A} representam a mesma equipe. Nesse caso a
ordem em que os alunos formam as equipes com 3 integrantes nao importa, por isso, temos
que pensar que a equipe é um conjunto com cinco elementos e o grupo que apresentar o
trabalho s@ao subconjuntos com trés elementos. Note que cada grupo escolhido foi contado
(3!) vezes. Portanto, para corrigir o que foi contado a mais, basta dividir por (3!).

60 60
ETR 10.

Apartir dos exemplos anteriores o seguinte problema pode ser formulado.

Problema das Combinacgoes Simples Quantos sao os subconjuntos com r elementos
de um conjunto M, com n elementos?

Utilizaremos a notagao C,,, ou (:L) para representar o nimero de combinacoes de
n elementos tomados r a r.

Podemos dividir o nosso problema em r etapas. Temos n possibilidades de definir
o primeiro elemento que ira compor o subconjunto, uma vez escolhido o primeiro, temos
(n - 1) possibilidades de escolher o segundo elemento. Uma vez escolhido o segundo,
temos (n - 2) possibilidades de escolha do terceiro, e assim sucessivamente até teremos (n
- r + 1) possibilidade de escolha do r-ésimo elemento para compor o subconjunto. Pelo
Principio Fundamental da Contagem, teriamos

n-(n-1)-(n-2)-..(n-r+ 1) subconjuntos distintos.
Perceba que, para cada escolha de r elementos, podemos mudar a ordem desses de
r-(r-1)-(r-2)-..-3-2-1=r!

formas distintas, pois para ocupar a primeira posicado temos r opgoes, uma vez esco-
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lhida a primeira posi¢ao, temos (r - 1) opgoes de escolher a segunda posi¢ao, e assim
sucessivamente até teremos 1 possibilidade de escolha da r-ésima posicao. Todas essas r!
permutacoes dos r elementos representam o mesmo subconjunto e foram contadas a mais.
Como cada subconjunto estd sendo contado (r!) vezes. Para descartar o excesso devemos

dividir o resultado encontrado por r!. Portanto

n!
o n-(n—1)-(n—2)-..-(n—r+1) A, (n—r)
e 7! o
Logo,
n!
Cnr =
’ rl(n —r)!

Observe os casos particulares:
1° Caso: n e r pertencem ao conjunto dos niimeros naturais e n = r, temos
n! n!

Con = = -
’ nl(n —n)l  nl0!

Ou seja, a quantidade de subconjuntos com n elementos de um conjunto M com n ele-

mentos s6 podera ser 1, que é o propio conjunto.

2° Caso: n é um namero natural nao nulo e r = 0, logo
n! n!

Of(n—0)l _ Oln!l

Assim, a quantidade de subconjunto com 0 elementos de um conjunto M é exatamente

Cn,O =

1, pois este subconjunto é o conjunto vazio. Isto justifica o porqué de 0!= 1.
3° Caso: Sen=1r=0. Logo M =0 e

0!
C = —— =
*0 7010 — 0)!

Isto significa que o tnico subconjunto do conjunto vazio é o propio conjunto vazio.

1.

Exemplo 3 Deseja-se formar uma comissao de trés membros e dispoe-se de dez fun-

ciondrios. Quantas comissoes podem ser formadas?

Solucao: Seja M o conjunto dos 10 funciondrios, vamos representar os dez funcionérios
pelas letras A, B, C, D, E, F, G, H, I e J. Note que a comissao formada com os funcionarios
{A, B, C} é a mesma que a comissao formada por {C, B, A}, isto é, a ordem dos elementos
nao mudou a decisao a ser tomada. Logo temos uma combinagao dos 10 elementos de M
tomados 3 a 3. Dessa forma, temos:

10! o 10-9-8-7" 720

_ - = =2 = 120.
3.(10—3)! 3.7 3.-2-1-71 6

Cios =

o
Observe que se atribuissemos uma fun¢ao ou cargo, para os funcionérios que parti-
ciparao das comissoes teriamos um problema de arranjos simples, pois nesse caso, a ordem

dos elementos importaria. Vejamos o exemplo.
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Exemplo 4 Se 10 funciondrios, tivessem que ocupar um cargo de presidende, vice-

presidente e secretdrio. De quantas formas poderia serem feita essa escolha?

Solucgao: Procuramos agrupamento de 3 elementos em que a ordem é importante, pois, se
tivermos trés pessoas A, B e C. Com A (presidente), B (Vice-presidente) e C (secretério)
e mudarmos essa ordem, isto é, C (presidente), B (vice-presidente) e A (secretédrio) obte-
remos um agrupamento diferente. Dessa forma temos 10 elementos para serem arranjados
3 a 3. Assim, temos de calcular:

10 10! 10-9.8-7!

m =y = o = 720 maneiras.

A10,3 =

o

E muito comum os alunos, na resolucao das questoes de Combinatoria, iniciantes

no assunto, inverterem as féormulas de arranjos e combinacoes simples. Um dos motivos

para que isso ocorra, é estes nao perceberem que, a ordem dos elementos esta relacionada

aos conceitos de arranjos e combinagao simples. Diante disso, é importante fazer uma

breve revisao sobre os conceitos de subconjuntos e sequéncias, ja que estao profundamente

interligados aos conceitos de arranjos e combinagoes simples. Outro motivo é que muitas

vezes, estas formulas sao ensinadas sem relaciona-las. Isso faz com que a diferenca entre
tais conceitos nao seja percebida.

Para fazer a comparagao entre os conceitos e fazer a diferenciacao entre eles obser-

vamos a Figura [§] a seguir:

Figura 8 — Tipos de agrupamentos

Identifique ne
ide ntifique r.

Construa um agrupamento e

inverta a ordem

Aordem é relevante?

Sim Mo

n=r n#r Combinacdo simples

Permutacao simples Arranjossimples

Fonte: Ilustragao do autor

A Figura [8 é importante para fazer o comparativo entre os principais conceitos
de combinatoria, contudo, no caso das permutagoes, outros dois tipos especificos serao

tratados a seguir.
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3.7 Permutagao Circular

Permutacoes circulares de n objetos distintos é qualquer modo de colocar esses n

objetos em n lugares equiespacados em torno de um circulo. Mais precisamente.

Definicao 5 Seja um conjunto M com n elementos. Uma permutacao circular de n

objetos distintos, ¢ toda arrumagao desses objetos, em torno de um circulo, de modo que

0s objetos estejam dispostos em exatamente n lugares, igualmente espacados.
Indicaremos por (PC'), o nimero total de permutagoes circulares de n objetos

distintos.
Exemplo 1 Quantas rodas de ciranda podem ser formadas com 8 criancas?

Solugao: Temos 3 opcoes para colocar a primeira crianga na roda de ciranda. Uma vez
colocada a primeira crianca na roda de ciranda, restam 2 opcoes para colocar a segunda
crianca. Uma vez colocadas as duas primeiras criancas, resta apenas uma opgao para

colocar a terceira crianca. Pelo Principio Fundamental da contagem, temos
3-2-1=3! =6 possibilidades.
Observe a Figura [0

Figura 9 — Ilustracao da permutacao circular

Fonte: Ilustragao do autor
No entanto, na primeira linha, as trés primeiras possibilidades que as criancas estao

dispostas podem coincidir entre si por rotagao e o mesmo ocorre com as trés ultimas. Dessa

forma, para corrigir o excesso basta dividir o nimero de possibilidades por 3. Logo,

6

&

A partir da definicao e do caso particular anterior o seguinte problema pode ser

formulado.
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Problema das Permutagoes Circulares: De quantos modos podemos colocar n objetos
distintos em n lugares equiespacados em torno de um circulo, se considerarmos equiva-

mentes disposicoes que possam coincidir por rotacdao?

Solucao: Para colocar o primeiro objeto, temos n modos. Uma vez colocado o primeiro
objeto, restam (n-1) modos para colocar o segundo objeto. Repetindo o processo até
termos [n-(n-1)] modos para ocupar a n-ésima posi¢ao. Pelo Principio Fundamental da
Contagem temos n -(n-1)- (n-2)...[n-(n-1)] = P, = n! formas diferentes. Como temos uma
permutacao circular, o circulo terd n espagos para serem ocupados pelos n elementos. Uma
vez escolhida qualquer uma das n! permutacoes dos n elementos, podemos fazer com esta
n rotagoes pelo circulo obtendo apenas permutacgoes iguais. Dessa forma cada uma das
n! permutacoes pode ser colocada de n formas diferentes, assim para corrigir o excesso

basta dividir o nimero de possibilidades por n. Logo,

(pcy, =M =

. - = (n- 1)
Portanto (PC),, = (n - 1)L
o
Exemplo 2 De quantas formas diferentes 6 pessoas podem sentar-se em torno de uma

mesa circular?

Solugao: (PC)s = (6 - 1)! = 5! = 120.

3.8 Permutacao com Repeticao

Permutagao de elementos repetidos é uma variacao da permutacao simples e ocorre
quando, dentre o total de elementos do conjunto existe algum ou alguns deles que se
repetem. Nesse caso, esses elementos repetidos ou iguais, nao permutam entre si. Assim,
Permutacao de elementos repetidos deve seguir uma forma diferente da permutagao, pois
elementos repetidos permutam entre si. Nesse caso a formula é diferente.

Definicao 5 Permutacao com Repeticao: Uma permutacao com repeticao de n objetos,
com ny deles iguais a ay, ny deles iguais a as, ..., n,. deles iguais a a,, € qualquer coleg¢ao
ordenada desses n objetos.

1 n1,M2,...
Indiquemos por P

" o numero de modos de permutar n objetos dos quais n;
sao iguais a aj, ng Sao iguais a as, ..., N, SA0 iguais a a,.

Na permutacao simples devemos ter todos os elementos, que serao permutados,
distintos. No entanto, em algumas situagoes encontraremos casos em que a permutacao
ocorre com elementos repetidos, nesse caso, devemos ter cuidado no calculo da mesma.

Observe o exemplo.

Exemplo 1 Quantos anagramas possui a palavra “BARBARA"?
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Solugao: Como a palavra“BARBARA”possui letras repetidas, nao podemos utilizar per-
mutagoes simples, pois nesse caso, os anagramas BiARB;ARA e BoARB;ARA seriam

considerados diferentes. Para compor os anagramas da palavra “BARBARA” devemos

colocar 34, 2B e 2R em 7 lugares. Vejamos os lugares: ’ | | | | | | \ A quantidade

de maneiras de escolher os lugares onde serao dispostos a letra A é Cy 3, pois sao 7 lugares

e 3A. Suponha que os lugares onde serdo colocados os 34 sejam |[A| [A] [ JA] |

Depois de colocadas a letra A, temos Cyo formas de escolher os lugares para colocar a
letra B, pois restam 4 lugares e 2B. Finalmente, uma tinica maneira de escolher os lugares
para a letra R.
Portanto temos,
P3*? = Cry - Cyp-1=135-6-1=210.

<

Exemplo 2 Quantos nimeros de 6 algarismos podemos formar permutando os algarismos
4, 4, 5,5, 5e87

Solucgao: Para formar um nimero de seis algarismos devemos arrumar os 2 algarismos
quatro, os 3 algarismos cinco e 1 algarismo oito em 6 lugares. O nimero de modos de
escolher os lugares onde serao colocados os algarismos 4 é Cgo. Depois de colocados os
algarismos 4, temos C43 modos de escolher os lugares para colocar os algarismos 5 e,
finalmente, um tnico modo de escolher o lugar para colocar o algarismo 8.

Portanto temos,

Pé’g’l = G2 - Cy3-1=15-4-1=60.
&

Problema das Permutagoes com Repeticao Quantas sao as permutacoes de n objetos
onde cada elemento a; se repete n; vezes, para i = 1, 2, ..., r, eny +ng + ... +n, =n?

Seguindo o mesmo raciocinio dos exemplos 1 e 2, o numero de modos de escolher
os lugares onde serao colocados os objetos a; é C,, ,,,. Depois de colocados os objetos ay,
temos C,,_y, n, modos de escolher os lugares para colocar os objetos ay e assim sucessiva-

mente, obtendo dessa forma:

P217n27m7nr - Cn,m ’ Cn—m,nz : Cn—m—m,ns e Cn_nl_nZ_n-_nrflynr

n! ' (n—mnq)! ‘ (n—ny —ny)!

Pn1,n2,.‘.,nr —
" nil(n —ny)! nol(n —ng —ng)! n3l(n —ny —ng — ng)!

(n—mny—ng — ... —ny_q)!

nd(n—ny —ng — ... —np_g —n,)!
Como ny + ng + ... + n,. =n el =1, segue que,

n!

Pn11n27-~7nr — .
n n gl - mgl -]
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Exemplo 3 Quantos anagramas existem da palavra ANALITICA?

Solucgao: Como temos 3 letras A, 2 letras I, 1 letra N, 1 letra L, 1 letra T e 1 letra C, a

resposta é

9!
3,2,1,1,1,1 B
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4 SUGESTOES DE ATIVIDADES DO UNIVERSO RECREATIVO DO ALUNO
PARA O ENSINO DE COMBINATORIA

Nesse capitulo apresentamos algumas sugestoes de problemas e/ou atividades do
universo recreativo e de interesse do aluno para serem trabalhadas em sala de aula que po-
dem contribuir para apontar caminhos para o professor trabalhar os contetidos de Anélise
Combinatoéria e possibilitar a mitigacao das dificuldades de aprendizagem dos alunos.
Tais problemas e/ou atividades quando trabalhados em sala de aula facilitam a compre-
ensao dos alunos com relagao a alguns conceitos basicos de Combinatéria, bem como a
diferenciacao entre eles. Ao ensinar dessa forma, o professor demonstra para o aluno a
associacao entre os elementos conceituais de Combinatéria com a sua aplicacao concreta
em problemas préticos. A perspectiva de melhoria da aprendizagem se da em func¢ao dos
problemas e/ou atividades propostas fazerem parte do universo recreativo do aluno, ou
ainda de situagoes do seu quotidiano. Faremos inicialmente uma introdugao sobre como os
Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) e os Parametros Cur-
riculares Nacionais Mais - Ensino Médio (PCNEM +) abordam o estudo de Combinatéria
e em seguida sugere-se os problemas/atividades recreativas que julgamos relevantes para

facilitar o ensino e aprendizagem desses contetidos.

4.1 Combinatéria nos PCNEM e PCNEM +

As necessidades sociais, culturais e profissionais contemporaneas, independente da
area de atuagao, apontam para a necessidade do dominio de competéncias em Matematica.
Nesse sentido a Matematica do Ensino Médio, no seu aspecto formativo, contribui para
a estruturagdo do pensamento e do raciocinio dedutivo. Além disso, assume um papel
instrumental, uma vez que serve como ferramenta para resolver problemas do quotidiano,
independente da atividade humana.

Sobre isso os PCNEM (BRASIL, 2000, p. 40) reafirmam que:

[...] todas as dreas requerem alguma competéncia em Matemadtica e a
possibilidade de compreender conceitos e procedimentos mateméticos
¢é necessaria tanto para tirar conclusoes e fazer argumentacoes, quanto
para o cidadao agir como consumidor prudente ou tomar decisoes em
sua vida pessoal e profissional.

Dessa forma, o papel formativo da Matematica no Ensino esta ligado ao desen-
volvimento de processos de pensamento e a aquisicao de atitudes que sao uteis tanto
nessa area do conhecimento quanto fora dela, a partir de quando o aluno desenvolve a
sua capacidade de resolver problemas genuinos e adquire habitos de investigacdo. Ao
falar do carater instrumental da Matemadtica no Ensino Médio, os PCNEM (BRASIL,
2000, p. 40) destacam: “[...] deve ser vista pelo aluno como um conjunto de técnicas

e estratégias para serem aplicadas a outras areas do conhecimento, assim como para a
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atividade profissional”.

A Matemaética do Ensino Médio possui cardter formativo e instrumental, com ca-
racteristicas estruturais especificas. Assim, para efeito do ensino de Matemaética, a orga-
nizagao dos conteuidos em eixos ou temas estruturadores possibilita a sua compreensao
em universos finitos especialmente ligados a sua compreensao.

Os temas estruturadores sao Algebra: Numeros e Funcgoes, Geometria e Medidas e
Analise de Dados. Dentro de tais eixos é importante que o aluno perceba que as definigoes,
demonstragoes e encadeamentos conceituais e légicos tém a funcao de construir novos
conceitos e estruturas a partir de outros e que servem para validar intuigoes e dar sentido
as técnicas aplicadas. Cada tema é organizado em unidades tematicas e a Contagem faz
parte da Analise de dados.

Nessa unidade tematica os PCNEM + (BRASIL, 2002, p. 127) destacam os se-

guintes contetdos e habilidades:

Contagem: principio multiplicativo; problemas de contagem.
Habilidades: Decidir sobre a forma mais adequada de organizar nimeros
e informagoes com o objetivo de simplificar cdlculos em situagdes reais
envolvendo grande quantidade de dados ou de eventos.

Identificar regularidades para estabelecer regras e propriedades em pro-
cessos nos quais se fazem necessarios os processos de contagem.
Identificar dados e relacoes envolvidas numa situagao-problema que en-
volva o raciocinio combinatério, utilizando os processos de contagem.

A Anadlise Combinatoria faz parte da Contagem e tem grande importancia para
o desenvolvimento das habilidades cognitivas do estudante, sendo requisito necessario
a aprendizagem de outros conhecimentos dessa area do conhecimento e destaca-se pela
vasta possibilidade de aplicacao em problemas do quotidiano, sendo, portanto, util a

desmistificacao da Matematica.
A esse respeito os PCNEM + (BRASIL, 2002, p. 126-127) complementam:

A Contagem, ao mesmo tempo que possibilita uma abordagem mais
completa da probabilidade por si s, permite também o desenvolvimento
de uma nova forma de pensar em Matematica denominada raciocinio
combinatério. Ou seja, decidir sobre a forma mais adequada de orga-
nizar nimeros ou informagoes para poder contar os casos possiveis nao
deve ser aprendido como uma lista de férmulas, mas como um processo
que exige a construcao de um modelo simplificado e explicativo da si-
tuacao. As férmulas devem ser consequéncia do raciocinio combinatério
desenvolvido frente a resolucao de problemas diversos e devem ter a
funcao de simplificar calculos quando a quantidade de dados é muito
grande.

Essa proposicao dos PCNEM + aponta para a importancia do raciocinio com-
binatério na formacao do aluno, principalmente no Ensino Médio, inclusive a atengao
que o professor precisa ter no sentido de desenvolver o ensino desse contetdo de forma

a potencializar a aprendizagem e o desenvolvimento das competéncias e habilidades dos
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alunos.

A abordagem dos conteidos de Andlise combinatéria deve ser precedida de uma
revisao dos conteudos basilares, principalmente no que se refere a Mateméatica bésica e
a nocao e conceitos elementares de conjunto. A partir dai, no ensino de Analise Combi-
natéria, a utilizagdo de atividades recreativas e/ou de interesse dos alunos s@o contribu-
tivas para melhorar a aprendizagem do aluno porque chamam a sua atencao por fazerem
parte do seu dia a dia.

Ao utilizar em sua aula os problemas de contagem que fazem parte do quotidiano
dos alunos, por meio de atividades recreativas e/ou de seu interesse, o professor possibilita
aos mesmos a compreensao de que os conteiidos relativos a estes tém utilidade pratica e,
portanto, encontram sentido em aprende-las.

Segue-se sugestoes de atividades com essas caracteristicas e que podem ser aplica-

das pelo professor no ensino de Analise Combinatéria.

4.2 Problemas e/ou atividades para o Ensino de Combinatéria

Esse exemplo trata de um problema pratico muito presente no Ensino Médio porque
faz parte da realidade das elei¢coes dos grémios estudantis que ocorrem todos os anos nas
escolas.

Problema 1. Para a composicao da chapa para concorrer as eleicoes do Grémio Estu-
dantil de uma Escola de Ensino Médio WY dez alunos se propuseram a participar. Como
precisam ser preenchidos apenas os cargos de Presidente, vice presidente, 1° secretério,
2° secretario, 1° tesoureiro e 2° tesoureiro, precisam ser escolhidos dentre os dez alu-
nos, apenas seis deles, para em seguida fazer a distribuigao nos cargos. Nestas condigoes

determine:

Item 1. Quantas sao as maneiras diferentes de escolher as seis pessoas que participarao

da chapa?

Item 2. De quantas maneiras diferentes as seis pessoas escolhidas podem ser distribuidas

nos cargos da chapa?

Item 3. Na hipdtese de serem escolhidos um Presidente, um wvice presidente, dois se-
cretarios, sem distin¢ao de ordem e dois tesoureiros também sem distincao de ordem, de

quantas maneiras diferentes essa escolha poderia ser feita?

Solucao:
Item 1

Para a escolha das seis pessoas que participarao da chapa, como inicialmente nao
serao distribuidos os cargos, a posicao de cada um no grupo escolhido nao tem im-

portancia. Nesse caso utilizamos uma combinacao de 10 elementos, tomados 6 a 6.
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Entao, temos:
10! 100 10-9-8-7-6!
6!-(10—-6)! 6.4  4-.3.2-1-6!

Logo, para a escolha dos seis alunos dentre os dez que se propuseram a participar

Cio6 = = 10-3 -7 =210 possibilidades.

da chapa, temos 210 maneiras diferentes.
Item 2

Para a distribuicao dos seis alunos escolhidos para participar da chapa, nos seis
cargos e, considerando que todos tem interesse em concorrer a quaisquer dos cargos na
chapa e, a posicao de cada um na distribuicao dos cargos tém importancia, logo temos
um arranjo de 6 elementos, tomados 6 a 6.

Nesse caso, como envolve todos os elementos do conjunto, o arranjo ¢ uma per-
mutacao simples de 6 elementos.

Entao, temos:
Ps=6!'=6-5-4-3-2-1= 720 possibilidades.

No caso de considerarmos um arranjo de 6 elementos, tomados 6 a 6 e optarmos

pela resolucao por esse mecanismo, entao temos:
6! 6! 6-5-4-3-2-1
Asp = m =1 1 = 720 possibilidades.

Logo, para a distribuicao dos seis alunos nos seis cargos da chapa temos 720 ma-

neiras diferentes de fazé-lo.
Item 3

Para a distribuicao dos seis alunos escolhidos para participar da chapa, nos seis
cargos e, na hipdtese de ter dois cargos de secretarios sem distingao entre eles e dois
cargos de tesoureiro também sem distingao. Nesse caso a posi¢ao entre os dois secretarios
nao importa, assim como a posicao entre os dois tesoureiros também nao importa. Dessa
forma, temos um caso de Permutac¢do com 6 elementos, com elementos repetidos (dois
secretarios e dois tesoureiros).

Entao, temos:

6! 6-5-4-3-2!
21.21  2.1.2
Logo, para a distribuicao dos seis alunos nos seis cargos da chapa, na hipdtese de

Py? = = 180 possibilidades.

nao haver distin¢ao entre os dois cargos de secretario e entre os dois cargos de tesoureiro,
temos 180 maneiras diferentes de faze-lo.

o

O problema a seguir consiste na realizacao dos Jogos Interclasses de FUTSAL, onde

o professor pode atribuir a um grupo de alunos, a tarefa de elaborar a tabela do torneio
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a partir de um regulamento. O problema pode consistir em determinar a quantidade
de jogos e preparar um “esquema’ para explicar junto aos demais interessados como foi
determinado esse total de jogos.

Entao vejamos:

Problema 2. Os jogos Interclasses de FUTSAL serao realizados durante todo o semestre
letivo 2017.2 e deles participarao equipes das doze salas de aula (1° A, 1° B, 1° C, 1° D, 1°
E,2°A,2°B,2°C,2°D, 3° A, 3° B e 3° C) da nossa escola. Para que os resultados finais
do torneio sejam alcancados todas as equipes se enfrentarao entre si em partida tnica
entre elas na primeira fase. Ao final desta, as quatro salas melhores classificadas, em
ordem decrescente de pontuacao e/ou pelos demais critérios do regulamento participarao
das partidas semifinais e finais da seguinte forma: 1° colocado enfrenta o 4° colocado
em partida unica e o 2° colocado enfrenta o 3° colocado também em partida tnica; os
perdedores disputarao os 3° e 4° lugares em mais uma partida tinica e os ganhadores farao
uma partida para decidir qual equipe sera vice campea e campea, respectivamente. Os
representantes das equipes do 2° A, 2° B, 2° C e 2° D, — supervisionados pelos represen-
tantes dos terceiros anos e acompanhados pelos representantes dos primeiros anos —, serao

responsaveis por elaborar a tabela com o total de jogos. Nestas condigoes:
Item 1. Determine o numero total de jogos.

Item 2. Construa uma tabela com os jogos da primeira fase.

Item 3. Construa uma tabela com as datas dos jogos da primeira fase.
Item 4. Construa uma tabela com os jogos das semifinais e finais.

Item 5. Calcule a quantidades de maneiras de se obter a classificagao dos quatros semi-

finalistas.

Item 6. Calcule a quantidades de maneiras de se obter a classificagao dos trés primeiros

colocados a partir dos quatro semifinalistas.

Solucgao:
Item 1

Para saber o nimero total de jogos, faremos uma combinacao das 12 equipes
tomadas 2 a 2 (duas a duas) em turno unico, ou seja, C29.
Essa combinacao é a seguinte:
12! 120 12-11-100 132

ol-(12—2)l  2-100  2-1-100 2

Cigp =

Logo, na primeira fase serao realizadas 66 partidas e, como se classificam para as
semifinais quatro equipes que jogarao duas a duas, sao mais duas partidas e, nas finais

serao também mais duas partidas, o total de partidas sera dado pela soma de:
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66 partidas da primeira fase;
02 partidas das semifinais;
02 partidas das finais.

Ou seja,

Total de partidas = 66 partidas + 02 partidas + 02 partidas = 70 partidas
Item 2

Como é necessario montar a tabela, nao é suficiente saber qual o nimero de partidas
a serem realizadas no torneio, mas, quais sao essas partidas. Nesse sentido, para obter o

esquema de jogos basta fazer a seguinte tabela, representada na Figura [10}

Figura 10 — Jogos de cada equipe na 1? fase

= FA[TPA [ IPFA|TPA|PA|TPA [ IFA[TPA [ TFA [ TFA | 1PA
glé:-"' x X x X x X x x x X x
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Fonte: elaborada pelo autor Ano: 2017.

Note que a tabela apresenta a quantidade de jogos calculada pela combinagao
Crap
referente aos jogos da primeira fase. Para os demais jogos, acrescenta-se o cruzamento

colocado pela proposi¢ao do problema, ou seja,

Semifinais
jogo 67: 2° colocado X 3° colocado

jogo 68: 1° colocado X 4° colocado
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Finais
jogo 69: Perdedor do jogo 67 X Perdedor do jogo 68
jogo 70: Ganhador do jogo 67 X Ganhador do jogo 68

Item 3

Montagem da Tabela da 1* fase em cada uma das rodadas:
— A tabela com as datas e jogos é preenchida conforme o exemplo a seguir. Para facilitar
o preenchimento quando for utilizada uma planilha no computador, marca-se com cores
diferentes cada equipe ja posta na tabela, conforme o exemplo a seguir. Quando for
utilizada uma planilha impressa, usa-se como fonte de dados a tabela anterior, eliminando

os jogos ja marcados nesta tabela. Observe a Figura

Figura 11 — Jogos da 1* fase

1 I"A PG e IEE BT
Rodada Diata: X x X x x
i 1B | 1°*D »C | 2D | B
23 1"A | 1B FE PR D
Rodada Data: X x b4 x x
I A 1°C [l FB | 3tA (B3
K 1A 1B i e [ T | Rl
Rodada Data X X X x X
S "D (B A | 3FC | 2D
4 1A P1I®B | P& | 1°D 2B 3°B
Rodada Data: X x x X x X
i 1"E [BESEORROSEe 3° A (WSS 3°C
& 1A [BifEN I=C | I'D [
Rodada Data: X X X X X LE
b A [IBEE | 2°B | °D BB E
6" 1" A |BEEEAREEY 1°D :
Rodada Data: X x X X
bl 2B [EENEEIIE R 37 C
T 1" A [BEESNIEEY 1°D
Rodada DET-'! X x ¥ X
LT 22C [FaEES SR 1*E
S I"A TEE | IPC | I"D BIEER- IR
Rodada Diata: X X x X x X
& 22D [EESS RG] 2 A [
o 1A IRE 180 | 1°D [N
Rodada Data: X x x X x
- A |3TH | 3°€ | 2°B A
10 1A [FIEESTIECH 1°D [SiEE
Rodada Data X X x X x
R S B |ESRENSTA N 2°C (RS
11* 1"A PR B 1°D [FEERD R
Rodada Data: X x X X x X
L FC PR 2MA | 3B (A

Fonte: tabela elaborada pelo autor Ano: 2017.

E importante destacar que essa ultima tabela é uma resposta ao problema. Podem
existir outras, com mudancas das datas e ordens dos jogos, no entanto, o niimero de jogos
e os cruzamentos das equipes serao exatamente estes, independente dessas mudangas.
Por outro lado, no cruzamento dos jogos das semifinais e finais, serao exatamente quatro
jogos. As equipes que participarao destes jogos é que podem mudar, dentre as equipes

que disputam os Jogos Interclasses.
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Item 4

Montagem da Tabela das semifinais e finais:
— Como ainda nao sao conhecidas as equipes classificadas a tabela deve ser organizada
pelo nimero do jogo. E como na primeira fase serao realizados 66 jogos, os jogos das
semifinais serao os de nimero 67 e 68 e os jogos das finais serao os de nimero 69 e 70,

conforme a tabela a seguir:

Figura 12 — Jogos das semifinais e finais
Semifinais Diara; Togo 67- 7° colocado x 3 colocado

——— | Jogo 68:1* colocado 4° colocado

X
Finais Dizta: Jopo 6%: Perdedor dojogo 67 =x  Perdedor do jogo 68
——'— | Jogo 70: Ganhador dojogo 67 = Genhador do jogo 68

Fonte: tabela elaborada pelo autor Ano: 2017.

Item 5

Calcular a quantidade de maneiras de se obter a classificagao dos quatro semifina-
listas:

Para a classificacao dos quatro primeiros colocados perceba que a ordem de posicao
é relevante para a classificacao das equipes. Nesse sentido, a contagem devera ser feita por
meio de um arranjo de 12 elementos tomados de 4 em 4. Assim, como nao nos interessa
saber quais sao esses arranjos, mas, apenas a sua quantidade, utilizamos a férmula:

n!
T (n—r)l

Substituindo, temos:

12! 120 12-11-10-9-8!
App=———=— = =12-11-10-9 = 11.880
AT 2—a) T wl 8!
Logo, sao 11.880 maneiras de se obter a classificagao das quatro equipes semifina-
listas.
Item 6

Calcular a quantidade de maneiras de se obter a classificacao dos trés primeiros
colocados, a partir dos quatro semifinalistas:

Para calcular a quantidade de maneiras de se obter os trés primeiros classificados
a partir dos quatro semifinalistas, utilizamos o principio multiplicativo.

Assim, para ocupar a primeira posicao temos 4 possibilidades, para ocupar a se-
gunda posi¢ao temos 3 possibilidades e para ocupar a terceira posicao resta 2 possibilida-
des. Logo,

4-3-2=24.

Dessa forma, sao 24 maneiras de se obter a classificacao dos trés primeiros colocados
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a partir das semifinais.

o
Problema 3. Este problema foi retirado da Revista do Professor de Matemética (RPM)
90 (2016) e diz respeito ao Xadrez 960 que é uma variante do Xadrez tradicional e j& foi
reconhecido pela Federacao Internacional de Xadrez (FIDE).

Santos (2016, p. 24-25) destaca que segundo a FIDE, as regras do jogo do Xadrez
960 sao as seguintes:

Os pedes brancos sao colocados como no xadrez tradicional, na segunda
fila. As pecas brancas restantes sao colocadas randomicamente na pri-
meira fila, mas com as seguintes restrigoes:

i) O rei é colocado entre as duas torres.

ii) Os bispos s@o colocados em casas de cores opostas.

iii) As pegas pretas do oponente sdo colocadas exatamente na posigao
oposta das pecas brancas.

A posigao inicial pode ser gerada antes da partida tanto por um pro-
grama de computador ou usando dados, moedas, cartas, etc.

O desenvolvimento da partida é o mesmo do xadrez tradicional.

Antes de iniciar a resolucao do problema convém apresentar as pecas brancas e
pretas do Xadrez com os seus respectivos nomes, conforme pode-se observar na figura a

seguir:

Figura 13 — Pecas do jogo de Xadrez

Brancas Mome Pretas

& m . L\l'-x‘\l Cavalo &]a\]
AARRARAA o 221424242412

Fonte:http://projetoxadreznaescolal(.blogspot.com.br/2010/ Acesso em 10 de Julho de 2017.

Na resolucao do problema devemos considerar que, como as posicoes das pecas
pretas ficam determinadas a partir das pecas brancas, pela regra iii), basta contarmos
quantas disposicoes de pecas sao possiveis paras as brancas, no inicio do jogo. A partir
dai saberemos as quantidade de disposicoes das pecas pretas e em seguida a quantidade
de disposicoes de todas as pecgas do jogo.

Na Figura a seguir mostramos uma disposicao inicial das pecas do jogo de
Xadrez, no entanto, existem muitas outras disposigoes, cuja quantidade sera calculada na
resolucao do problema proposto. Pode-se perceber ainda que os peoes sao colocados na
segunda fila, portanto, nao tém interferéncia na disposicao das demais pecas que serao

colocadas na primeira fila e constituem o objeto do presente problema.



52

Figura 14 — Imagem de uma disposicao inicial das pegas do Jogo de Xadrez

Fonte:http://projetoxadreznaescolal(.blogspot.com.br/2010/ Acesso em 10 de Julho de 2017.

1° Passo:

Colocagao dos dois bispos:

Como sao quatro casas brancas e quatro pretas disponiveis para os bispos por ii).

Utilizamos o principio multiplicativo, obtemos
4 - 4 = 16 possibilidades.

Logo sao 16 possibilidades para a colocacao dos dois bispos.

2° Passo:

Colocacao dos dois cavalos:

Como sao dois cavalos e das oito casas iniciais, duas foram ocupadas pelos bispos,
restam seis casas que podem ser utilizadas para a colocacgao dos cavalos sem restricoes Em
seguida, colocamos os dois cavalos, sobre os quais nao ha restricao, nesse caso utilizamos
uma combinacao de 6 elementos tomados 2 a 2.

Entao, temos:

6! 6!
C pu— p—
279 (6—2)! 2.4l

Logo, para a colocacao dos dois cavalos temos 15 possibilidades.

= 15 possibilidades.

3° Passo:

Colocagao da rainha:

Como das oito casas, quatro delas foram ocupadas pelos dois bispos e pelos dois
cavalos, restam quatro casas que, em qualquer uma delas pode ser colocada a rainha.

Entao, temos:
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4 possibilidades.

Logo, para a colocagao da rainha temos 4 possibilidades.

4° Passo:

Colocacao das duas torres e do rei:

Das oito casas restantes, cinco delas ja foram ocupadas, restando apenas trés casas,
sendo elas destinadas para as duas torres e o rei. Pela condigao i) o rei deve ficar entre

as duas torres e, nesse caso passamos a ter apenas uma possibilidade.
1.

Logo, para a colocagao do rei e das duas torres temos apenas 1 possibilidade.

5° Passo:

Calculo de todas as diferentes maneiras de se disporem as pecas no Xadrez 960.

As possibilidades calculadas foram feitas para as pecas brancas e, como as pecas
pretas sao em igual quantidade e dependem da colocacao das pecas brancas pela regra
iii), entao aplicamos o principio multiplicativo utilizando como fatores as possibilidades

até entao encontradas. Entao temos:
16 - 15 -4 - 1 = 960 possibilidades.

Logo, sao 960 maneiras diferentes de se disporem as pecas no Xadrez 960. E dessas

possibilidades que advém o nome dessa variante do xadrez tradicional (RPM 90).
o

Problema 4. Este problema também foi proposto na Revista do Professor de Matematica
(RPM) N° 90 que destaca os padroes permitidos para bloquear o acesso inadequado a
dispositivos méveis como celulares, tablets, etc.. Esse bloqueio de tela é definido, de modo
que a sua liberagao para o uso so6 é feita depois da confirmagao desse padrao cadastrado de
modo prévio (RPM 90. 2016). Esse padrao, de acordo com Dutenhefner e Cadar (2016,
p. 39), “é um desenho formado por segmentos de reta que unem alguns dos nove pontos
apresentados em um quadrado 3 x 3”.

Esse padrao segue regras predefinidas e fez parte de um questionamento de uma
aluna do nivel I da OBMEP que foi premiada em 2015. A sua pergunta foi: “Quantos sao
aqueles desenhos para desbloquear um celular?” Essa pergunta partindo de uma aluna
desse nivel parece ser um exemplo claro de que os alunos associam conceitos matematicos
a situacoes do dia a dia.

Para uma melhor compreensao, vamos numerar os nove pontos do quadrado 3x3
como na Figura |15 e vamos representar o padrao como uma sequéncia de niimeros escrita

entre parénteses. Por exemplo, na Figura |16] vemos o padrao (1687).
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Figura 15 — Padrao desbloqueio I

©©®©
© ©©®
© ©®©

Fonte: Ilustragao do autor

Figura 16 — Padrao desbloqueio II

© @

Fonte: Ilustragao do autor

Essa notacao estabelece uma correspondéncia entre uma figura de um padrao e
uma sequéncia de algarismos. Nessa notagdo, uma sequéncia (ap, ag, ..., a) de algarismos
entre 1 e 9 correspondente a um padrao valido de comprimento k se:

(R1) os algarismos ay, ag, ..., a; sdo dois a dois distintos.

(R2) k > 4.

(R3) se o segmento que conecta dois pontos consecutivos a; e a;1; da sequéncia
possuir como ponto médio um dos pontos do quadrado 3x3, entao esse ponto médio deve

ser um dos pontos visitados anteriormente:
a1, a2, ..., A1

Para compreender melhor essas restrigoes, principalmente (R3), vamos alguns
exemplos.
1. (1365) nao é uma sequéncia valida, pois, para conectar os pontos 1 e 3, devemos

passar obrigatoriamente pelo ponto 2. Observe a Figura a[I7]
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Figura 17 — Padrao desbloqueio 11T
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Fonte: Ilustragao do autor

2. (2413) é uma sequéncia valida, pois, para conectar os pontos 1 e 3, passamos pelo
ponto 2 e esse é um ponto que foi visitado anteriormente.

3. (1285) nao é uma sequencia vélida, pois, para passar pelo ponto 2 para o ponto 8,
devemos passar anteriormente pelo ponto 5.

Para facilitar a contagem dos padroes permitidos e para ilustrar que existem pontos
com caracteristicas diferentes no quadrado 3x3, vamos classificar esses pontos da seguinte
maneira:

e Os pontos 1, 3, 7 e 9 s@o pontos de vértice.

Observe que um ponto de vértice pode ser conectado a outros cinco pontos. Por
exemplo, o ponto de vértice 1 pode ser conectado aos pontos 2, 4, 5, 6 e 8. Para conectar
o ponto 1 aos pontos 3, 7 e 9, existe a restrigao (R3)

e Os pontos 2, 4, 6 e 8 sao pontos de aresta.

Um ponto de aresta pode ser conectado a outros sete pontos. Por exemplo, o ponto
2 pode ser conectado aos pontos 1, 3, 4, 5, 6, 7 e 9. Para conectar 2 a 8 existe a restricao
(R3)

e O ponto 5 é o ponto central. Ele pode ser conectado, sem restricao, a qualquer
um dos outros oito pontos.

Nosso objetivo é contar quantas sdo as sequéncias de algarismos distintos (aj, as,
.y 8g), com k > 4, que definem um padrao valido. Neste caso, como as restrigoes (R1) e
(R2) ja s@o condigoes satisfeitas, devemos pensar apenas na condi¢do (R3). Pensando de
maneira indireta, para que uma tal sequéncia nao seja um padrao valido, devem existir
dois pontos consecutivos a; e a;;; tais que o ponto médio do segmento (a;, a;,1) é diferente
dos pontos anteriores ai, as, ..., a;_1. Para caracterizar essa condi¢ao, dentre todos os
segmentos que unem os 3x3 pontos, vamos chamar de pulos os segmentos que possuem
como ponto médio um dos ponto do quadrado 3x3. Mais especificamente, existem pulos

de aresta e pulos de vértice dependendo se as extremidades do segmento sao pontos de
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aresta ou pontos de vértice. Existem 4 pulos de aresta e existem 12 pulos de vértice a
saber:

Pulos de aresta: (28),(82),(46) e (64).

Pulos de vértice: (13),(17),(19),(31),(37),(39),(71),(73),(79),(91),(93),(97)

Vistos esses entendimentos iniciais, vamos apenas explicitar a contagem de padroes
de comprimento 4. Para que uma tal sequéncia nao defina um padrao valido, ela deve
pertencer a um dos trés conjuntos definidos a seguir:

(1) Seja A o conjunto dessas sequéncias (abcd) tais que (ab) é um pulo.

(2) Seja B o conjunto dessas sequéncias (abcd) tais que (be) é um pulo e a nao é o
ponto médio do segmento (b, c).

(3) Seja C' o conjunto dessas sequéncias (abcd) tais que (cd) é um pulo e a e b nao
sao iguais ao ponto médio do segmento (c, d).

Nestas condigoes:

Item 1. Determine quantas sequéncias (abcd) estd no conjunto A.

Item 2. Determine quantas sequéncias (abed) estd no conjunto B.

Item 3. Determine quantas sequéncias (abed) estd no conjunto C'.

Item 4. Determine quantas sequéncias (abed) estd no conjunto AN B.
Item 5. Determine quantas sequéncias (abed) estd no conjunto A N C.
Item 6. Determine quantas sequéncias (abed) estd no conjunto B N C.
Item 7. Determine quantas sequéncias (abed) estd no conjunto A N B N C.

Item 8. Determine a quantidade de padroes vdlidos de comprimento 4.
Solucao:
Item 1

Vamos determinar quantas sequéncias (abed) estd no conjunto A.

Uma sequéncia (abed) estd no conjunto A se (ab) é um pulo. Podemos escolher esse
pulo de 16 maneiras diferentes. Em seguida, evitando os pontos a e b, podemos escolher ¢
de 7 maneiras e, evitando os pontos a, b e ¢, podemos escolher d de 6 maneiras diferentes.
Dali,

H#A=16-7-6 =672
Item 2

Vamos determinar quantas sequéncias (abed) estd no conjunto B.
Uma sequéncia (abed) esta no conjunto B se (bc) é um pulo e se a ndo é o ponto

médio do segmento (bc). Podemos escolher esse pulo de 16 maneiras diferentes. Uma
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vez escolhido o pulo, sobram 6 possibilidades para a, pois devemos evitar os pontos b, ¢
e o ponto médio do segmento (b,c). Em seguida, sobram 6 possibilidades para d, pois

devemos evitar os pontos a,b e c. Assim,

#B =16 - 6 - 6 = 576.
Item 3

Vamos determinar quantas sequéncias (abcd) esta no conjunto C.

Uma sequéncia (abed) estéd no conjunto C' se (cd) é um pulo e se a e b sao diferentes
do ponto médio do segmento (¢, d). O pulo pode ser escolhido de 16 maneiras diferentes.
Uma vez escolhido o pulo, sobram 6 possibilidades para a, pois devemos evitar os pontos
¢, d e o ponto médio do segmento (¢, d). Em seguida, sobram 5 possibilidades para b, pois

devemos evitar os pontos a, ¢, d e o ponto médio do segmento (¢, d). Dai

#C =16 - 6 - 5 = 480.
Item 4

Vamos determinar quantas sequéncias (abcd) estd no conjunto A N B.

Uma sequéncia (abed) esta no conjunto A N B se (ab) e se (be) sao pulos. A tnica
possibilidade de conectar consecutivamente dois pulos é ligando trés pontos de vértice.
Dai, os pontos a,b e ¢ podem ser escolhidos de 4 - 3 - 2 maneiras diferentes. Evitando

esses vértices, o ponto d pode ser escolhido de 6 maneiras diferentes. Assim,

#ANDB)=4-3-2-6=144.
Item 5

Vamos determinar quantas sequéncias (abcd) estd no conjunto A N C.

Uma sequéncia (abed) estd no conjunto A N C' se (ab) e se (ed) sdo pulos e se a
e b sao diferentes do ponto médio do segmento (¢, d). Para calcular #(A N C'), vamos
analisar duas possibilidades dependendo se (ab) é um pulo de vértice ou pulo de aresta.

- Se (ab) é um pulo de vértice, entdo podemos escolher (ab) de 12 maneiras diferen-
tes. Em seguida, podemos escolher (cd) como qualquer pulo que nao contém os pontos a
e b. isso implica que podemos escolher (cd) de 6 maneiras diferentes e nesse caso obtemos
12 - 6 = 72 possibilidades.

- Se (ab) é um pulo de aresta, podemos escolher (ab) de 4 maneiras diferentes.
Em seguida, podemos escolher (cd) como qualquer pulo que nao tem a ou b como ponto
médio. Isso implica que podemos escolher (cd) de 10 maneiras diferentes e, nesse caso,
temos 4 - 10 = 40 possibilidades.

Somando esses dois subtotais, obtemos:

#(ANC) =72+ 40 = 112.
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Item 6

Vamos determinar quantas sequéncias (abed) estd no conjunto B N C'.

Uma sequéncia (abed) estd no conjunto B N C se (be) e se (ed) sao pulos e se
a € diferente é diferente dos pontos médios desses pulos. Sabemos que, para conectar
um pulo (bc) imediatamente em um pulo (cd), os pontos b, c e d devem ser pontos de
vértice. Para escolher temos 4 possibilidades. Uma vez escolhido o primeiro vértice, resta 3
possibilidades para o segundo vértice. Uma vez escolhidos os dois primeiros vértices, resta
2 possibilidades para o terceiro vértice. Pelo Principio Fundamental da Contagem, temos
4 - 3 - 2 maneiras diferentes. Agora, para escolher o ponto a, existem 4 possibilidades,
pois precisamos evitar os trés vértices ja escolhidos e os dois pontos médios dos pulos (bc)

e (cd). Portanto, o total de possibilidades nesse caso é igual a

#BNC)=4-3-2-4=96.
Item 7

Vamos determinar quantas sequéncias (abed) estd no conjunto A N B N C.

No conjunto A N B N C, uma sequéncia (abcd) é formada por quatro pontos de
vértice. Assim, temos 4 opgoes para escolher o primeiro vértice. Uma vez escolhido o
primeiro vértice, restam 3 opgoes para escolher o segundo vértice. Uma vez escolhidos
os dois primeiros vértices, restam 2 opcoes para escolher o terceiro vértice. Finalmente,
uma vez escolhidos os trés primeiros vértices, resta apenas 1 op¢ao para escolher o quarto

vértice. Utilizando o Principio Fundamental da Contagem, temos,

#ANBNC)=4-3-2-1=24.
Item 8

Vamos contar quantas sequéncias (abcd) de quatro algarismos distintos, escolhidos
entre 1 e 9, definem um padrao valido.

Para escolher o primeiro termo da sequéncia temos 9 possibilidades. Uma vez
escolhido o primeiro termo, restam 8 possibilidades para escolher o segundo termo. Uma
vez escolhido os dois primeiros termos, restam 7 possibilidades para escolher o terceiro
termo. Finalmente, como ja foi escolhido trés termos, restam 6 possibilidades para escolher
o quarto termo. Pelo principio multiplicativo, a quantidade total de tais sequéncias é igual

a
9.-8-7-6=3024.

Porém, dentre essas sequéncias, existe algumas que nao define um padrao vélido.
Desse modo, para contar quantos sao os padroes validos, vamos subtrair desse total, 3024,

a quantidade de sequéncias que nao definem um padrao valido.
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A quantidade de padroes vélidos de comprimento 4 é, igual a
3024 - #(AU B U C).

Para calcular a quantidade de elementos da uniao A U B U C, vamos utilizar o

principio da Inclusao-Exclusao:
H#AUBUCQ) =#A+ #B+ #C- #(AN B)- #(ANC)-#BNO)+ #ANn BNO).

A quantidade de elementos de cada um dos conjuntos que aparece no lado direito
da igualdade acima ja foram calculadas nos itens precedentes. Dessa forma, utilizando

como fatores as possibilidades até entao encontradas. Segue que,
#(AUBUC) =672+ 576 + 480 - 144 - 112 - 96 + 24 = 1400.

Logo, existem 1400 sequéncias (abcd) de quatro algarismos distintos que nao defi-
nem um padrao.

Portanto, a quantidade de padroes validos de comprimento 4 ¢ igual a
3024 - 1400 = 1624.

Dessa forma, concluimos que existem 1624 sequéncias (abcd) de quatro algarismos

distintos que definem um padrao valido de comprimento 4.
o

De forma andloga, analisando cada vez mais conjuntos e cada vez mais quanti-
dades de interseccoes, é possivel calcular a quantidade de padroes validos de quaisquer
comprimentos. Veja na tabela abaixo, a quantidade de padroes vélidos de comprimento

4,5,6,7,8¢e9.

Tabela 1 — Quantidade de padroes validos

comprimento | quantidade
4 1624
5 7 152
6 26 016
7 72 912
8 140 704
9 140 704
Total 389 112

Fonte: (RPM) 90 (2016)
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Os problemas de contagem que envolvem a combinatoria fazem parte dos contetidos
mais importantes do Ensino Médio, uma vez que estao presentes no Eixo Anélise de
Dados dos PCNEM, assim, como sao tratados nos PCNEM +. Essa presenca nestes
documentos orientadores da educacao brasileira ocorre em funcao do seu carater formativo
na estruturacao do pensamento e raciocinio dedutivo do aluno, bem como do seu papel
instrumental na resolucao de problemas do quotidiano e, ainda por auxiliar na resolucao
de outros problemas do campo da Matematica.

E muito frequente problemas de contagem em provas de concursos, provas de ves-
tibulares de universidades piblicas e privadas, em avaliacoes externas, exames nacionais e
outros. Essas demandas dos problemas de contagem fortalecem ainda mais a necessidade
dos alunos aprenderem esses conteidos no Ensino Médio.

No decorrer do trabalho é possivel observar que, para aprender Anélise Combi-
natoria e os problemas de contagem, o aluno precisa ter dominio de contetidos basilares
de Matematica, principalmente as nocgoes e conceitos de conjuntos, uma vez que estes
contribuem para a compreensao dos conceitos de combinatoria. Nesse caso, apontamos
também a necessidade do professor fazer revisao desses conteidos para que possa facilitar
a aprendizagem do aluno.

Apresentamos ainda, os principais conceitos de combinatoria, visando melhorar a
compreensao do aluno, e possibilitar ao mesmo fazer a distingao entre esses conceitos e
identificar qual ou quais deles aplicar diante de um problema.

Apontamos ainda a visao dos PCNEM e PCNEM + sobre os contetidos de Analise
Combinatoria e a partir dos exemplos podemos verificar o quanto os problemas de conta-
gem fazem parte dos problemas do quotidiano e, dessa forma é interessante apresentar nas
praticas de ensino destes conteidos esses problemas, uma vez que podem caracterizar-se
atividades recreativas dos préprios alunos e ainda podem destacar-se como “problemas
de interesse dos alunos” em funcao de fazer parte da sua vida.

Enfim, apontamos alguns problemas e/ou atividades que podem ser utilizadas pelos
professores em sala de aula visando mitigar algumas dificuldades de aprendizagem dos
alunos, incentivar o gosto pela Matematica e contetiidos de Combinatéria e potencializar
a sua aprendizagem. Acreditamos que os exemplos de problemas de contagem apontados
podem ser uteis porque demonstra a aplicabilidade dos contetidos, o que sugere ao aluno
a necessidade de utiliza-los e, portanto, de aprendeé-los.

Acreditamos ainda, que os problemas e/ou atividades recreativas e que envolvem
a sua interatividade, bem como aqueles que fazem parte do seu dia a dia constituem
problemas do “seu interesse” e podem potencializar a sua aprendizagem. As discussoes a
respeito do seu uso e resultados nao encerram no presente trabalho, mas, espera-se que as

discussoes sobre Combinatéria e as proposicoes de abordagem desses conteidos possam
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ser uteis ao professor para melhorar o ensino de Combinatoria e, ao aluno para que possa

melhorar sua compreensao acerca destes conteidos.
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