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Resumo

O presente trabalho mostra a importancia da Algebra Linear e em particular da
Teoria de Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares para resolver problemas praticos
e contextualizados. Mostramos aplicacoes em circuitos elétricos, no balanceamento de
equacoes quimicas, nos modelos aberto e fechado de Leontief, e no funcionamento
do GPS. Ainda, foi aplicado um plano de aula para os alunos do segundo ano do
Ensino Médio e apresentamos sugestoes de exercicios de vestibulares sobre os topicos

estudados, para serem abordados em sala de aula.

Palavras-chave: Algebra Linear, Matrizes, Determinante, Sistemas Lineares.



Abstract

The present work shows the importance of Linear Algebra and in particular of
Matrix Theory, Determinants and Linear Systems to solve practical and contextualized
problems. We show applications in electrical circuits, in the balancing of chemical
equations, in the open and closed models of Leontief, and in the operation of GPS.
Also, a lesson plan was applied to the students of the second year of high school and
we presented suggestions of exercises of vestibular about the topics studied, to be

approached in the classroom.

Keywords: Linear Algebra, Matrices, Determinant, Linear Systems.
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Introducao

A matemaética é uma ciéncia que nao se limita a um ambiente restrito, sem aplicacao
ou finalidade, ela é ampla em sua magnitude e todas as outras ciéncias estao direta-
mente relacionadas a ela. A importancia da Algebra Linear tem crescido nas ultimas
décadas, os modelos matematicos lineares assumiram um importante papel juntamente
com o desenvolvimento da informética e como seria de se esperar, esse desenvolvimento
estimulou um notavel crescimento de interesse em Algebra Linear.

Intimeras aplicagoes foram sendo consolidadas ao longo dos séculos, desde os pri-
meiros indicios do surgimento dos Sistemas Lineares, Determinantes e Matrizes, até
os dias atuais, onde é possivel constatar a consagracao da Ciéncia Matemaética, que
engloba a Algebra Linear.

A transicao da matemética desenvolvida no Ensino Médio para a do ensino uni-
versitario apresenta uma série de dificuldades para os alunos. A introducao de ideias
abstratas implica numa mudanca profunda de como o aluno deve mudar sua forma
de raciocinar. Considerando a forma de abordagem apresentada em livros didaticos
de assuntos especificos do Ensino Médio, em especial, Matrizes, Sistemas Lineares e
Determinante, hé a necessidade de apresentar de forma simples, aplicagoes desses con-
ceitos. Desta forma, o objetivo deste trabalho é realizar um estudo sobre topicos da
Algebra Linear, como Matrizes, Determinantes, Sistemas Lineares e mostrar a inter-
disciplinaridade e aplicagoes desses topicos, que auxiliam em alguns cursos como o de
Quimica, Fisica, Engenharia e Economia.

Esse trabalho foi dividido em trés partes: na primeira parte foi feita uma fun-
damentacao tedrica dos temas supracitados, na segunda parte apresentamos algumas
aplicagoes e na terceira parte propostas de aulas para o Ensino Médio.

Mais especificamente, o presente trabalho esta estruturado como segue.

No Capitulo 1, apresentamos conceitos e propriedades envolvendo Matrizes como,
adicao e multiplicacao, matrizes especiais, matriz transposta e matriz inversa.

No Capitulo 2, fizemos um estudo de Sistemas Lineares sobre o corpo dos ntimeros
reais.

No Capfitulo 3, apresentamos a teoria de Determinantes, incluindo suas aplicagoes
em sistemas lineares (regra de Cramer) e no calculo da matriz inversa.

No Capitulo 4, sao apresentadas duas aplicacoes onde se faz necessario o uso de

Sistemas Lineares: uma aplicacdo na engenharia elétrica, onde abordamos os circuitos
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elétricos e uma aplicacao na engenharia quimica, onde abordamos o balanceamento
de equagoes quimicas. Para tanto, apresentamos definicoes de alguns conceitos fisi-
cos e quimicos para uma melhor compreensio das aplicacoes que abordamos aqui. E
apresentado também uma aplicacao onde se faz necessario o uso de Matrizes: em um
sistema econdmico de Leontief, e finalmente apresentamos uma aplicagao de Determi-
nante no funcionamento do GPS. Um professor de Matemética do Ensino Médio ou
um aluno de graduacao em Ciéncias Exatas, encontrard aqui exemplos com aplicagoes
de conceitos vistos na disciplina de Algebra Linear.

No Capitulo 5, abordamos um plano de aula que foi aplicado aos alunos do segundo
ano do Ensino Médio e também foi feita uma andlise das resolucoes apresentadas pe-
los alunos. Posteriormente, apresentamos sugestoes de exercicios envolvendo situagoes
reais e cuja solucoes se dao a partir dos temas estudados e por fim, apresentamos exer-
cicios de vestibulares, o que justifica que é necessario uma aprendizagem significativa
da tematica deste trabalho.

Espera-se contribuir com o ensino de Algebra Linear nas areas afins da matematica,
de modo que as aplicagoes expostas aqui sejam utilizadas e que inspirem a elaboracao
de outros projetos, nao apenas no contetido de sistemas lineares, sua representacao e
solucao matricial mas também em outros, onde seja possivel discutir a contribuicao da

matematica na solucao de problemas reais.



1 Matrizes

Historicamente, ha indicios que os chineses, por volta de 2500 a.C., ja desenvolviam
alguns tipos de problemas com célculos efetuados sobre uma tabela, mas foi o Matema-
tico inglés James Joseph Sylvester (1814-1897) que deu o nome de Matrizes para esses
calculos. Sylvester viveu na idade durea da Matemaética e desenvolveu um importante
papel nos avancos cientificos. O estudo de Matrizes esta ligado & Matematica, Fisica e
também abrange o campo da Computagao.

Neste capitulo apresentamos as principais defini¢oes e propriedades envolvendo ma-
trizes. Posteriormente faremos o uso de matrizes em problemas praticos na Economia,
Fisica e Quimica.

As principais referéncias para o desenvolvimento deste capitulo foram [1] e [2].

1.1 Definicoes

Definicao 1.1. Sejam m > 1 en > 1 dois nimeros inteiros. Uma matriz m X n € um
agrupamento retangular de nimeros com m linhas e n colunas, formando uma tabela

que se indica do sequinte modo:

a1 a12 QA1n
921 929 o Qop

(1.1)
Am1 Am2 ... Gmnp

Notagoes: Indicaremos por A uma matriz m xncomi=1,..mej=1,...n. O
elemento que ocupa a linha i e a coluna j da matriz A é denotado por (a;;).

Cada matriz serd representada por uma letra maituscula do nosso alfabeto.

As m sequéncias horizontais sao chamadas de linhas da matriz, enquanto as n

sequéncias verticais sao chamadas de colunas da matriz.

Exemplo 1.2. A matriz A abaixo é uma matriz 3 x 2. Logo A € Mj3ys.
1 4

A=12 5

3 6

11
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Definicao 1.3. (Igualdade de Matrizes). Duas matrizes A = (a;;) e B = (by;), de
ordem m X n s@o iguais se, e somente se, a;; = b;; (i=1,2,...,m ; j=1,2,...,n), para todo

par (i,7) em quei=1,...mej=1, ..n.

r=1
5 6 ¢ =2
Exemplo 1.4. ~ = Y
Ty 1 2 =5
t=206

0 2 -1 2

1 -1 1
Exemplo 1.5. ] + [ X

1.2 Matrizes Especiais

Defini¢ao 1.6. (Matriz linha). Uma matriz que possui apenas uma linha, ou seja,

uma matriz de ordem 1 X n:

Miyn = [au Q12 Az -+ Aip|,
€ chamada de matriz linha.

Definicao 1.7. (Matriz coluna). Uma matriz que possui apenas uma coluna, ou seja,

uma matriz de ordem m x 1:

a1
21

M1 = | @3 |,

Am1

¢ chamada de matriz coluna.

Definicao 1.8. (Matriz quadrada). Uma matriz que tem o mesmo nimero de linhas e
colunas € chamada de matriz quadrada. Usaremos a notacao M, e a chamaremos de

matriz quadrada de ordem n:

a1 Q12 - Aip

Q21 Q22 -+ A2y
M, =

Ap1 Ap2 - Ann

Definicao 1.9. (Diagonal principal). Seja A = (a;;) uma matriz quadrada n x n. Os

elementos a;; em que 1 = j, com i,5 = 1,...,n sdo os elementos da diagonal principal.
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Defini¢ao 1.10. (Matriz triangular superior). Uma matriz quadrada, em que os ele-

mentos abaizo da diagonal principal sao nulos, ou seja, os elementos a;; em que, i > 7,

sao nulos:
11 a2 -+ Qip
0 agp -+ a
A4ﬁ = . . . . )
0 0 - am

¢ chamada de matriz triangular superior.

Defini¢ao 1.11. (Matriz triangular inferior). Uma matriz quadrada, em que os ele-

mentos acima da diagonal principal sao nulos, ou seja, os elementos a;; em que, i < j,

sao nulos:
a;; 0 .- 0
Q21 Qg2 ¢ 0
Mn = . . ., . )
Ap1 Ap2 - Ann

¢ chamada de matriz triangular inferior.

Defini¢ao 1.12. (Matriz Diagonal). Uma matriz quadrada, em que os elementos

acima e abaizo da diagonal principal sao nulos:

a1 0 0
Mn _ 0 CL'QQ 0 7
0 0 Ann

€ chamada de matriz diagonal.

Definicao 1.13. (Matriz identidade). A matriz identidade é denotada por I, onde
n € a sua ordem, e é uma matriz quadrada (a;;) em que os elementos a;; da diagonal

principal (i = j) sdo iguais a 1 e os elementos a;; com i # j sdo iguais a 0, com

ij=1,..n:
0 0
0
I, = _
00 - 1

10
Exemplo 1.14. [,= [O 1] , I3=

O O =
O = O
_ O O
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Definicao 1.15. (Matriz nula). Uma matriz em que todos os elementos sao iguais a

Zero:

00 -0
00
Omxn_ . Y
00 -0

¢ chamada de matriz nula.

1.3 Operacoes com Matrizes

1.3.1 Adicgao

Dadas as matrizes A = (a;;) € Myxn € B = (b;j) € M,x, chamamos de soma da
matriz A com a matriz B e indicamos por A 4+ B, a matriz m X n, cujo termo geral é

a;j + bi;, ou seja:

ayp +bnn ap+bie .. ap, + by,
A4 B a21%.—621 a22—.|-522 a2n_.{_b2n (1.3)
Am1 + bml Am2 + bm2 v Qmp + bmn
-1 2 8 11 7 13
Exemplo 1.16. Se A— B= entdao A+B= i
-3 5 4 5
a b c 1—a -0 —c 1 00
Exemplo 1.17. |m n+1 p|+ | -m —-n —p =10 1 0
x y oz - -y —z+1 0 01

Definigao 1.18. (Matriz oposta). Dada uma matriz A = (a;;), a matriz B = (b;;), em

que bj; = —a;; (1 <i<m,1<j<n), échamada oposta de A, e indicamos por -A.

Definicao 1.19. A diferenca entre a matriz A e a matriz B, indicada por A— B € a
soma de A com -B (A+ (—B)).

Proposigao 1.20. Sejam A = (a;;), B = (bi;) e C = (¢;j) matrizes de ordem m x n.
Entao as propriedades abaixo sao vdlidas:

P1) Comutatividade: A+ B = B + A.

P2) Associativa: (A+ B)+C =A+ (B+C).

P3) A+0=A.

Pj) A+ (—A)=0.

Demonstracao: P1) Sejam A = (a;;) e B = (b;;), entdo A+ B = (a;; + b;j) =
(bij -+ Clij) =B + A.



Operacoes com Matrizes

15

P2> Sejam A= (aij), B = (bZJ) e C = (Cz’j) entao (A + B) +C = (aij + sz> + Cij =
((aij +bi) + cij) = (ai; + (b + ¢i3)) = (ai;) + (b + ¢i5) = A+ (B+C).

P3) Sejam A = (a;;) e 0 = (0;;) entdo A+ 0 = (a;; + 0;5) = (a;; +0) = (a;;) = A

P4) Sejam A = (a;j), —A = (—a;j) e B = A+ (—A), com B = (b;;) entao
bij:aij+(—aij) :>bl-j:aij—aij :>bz]:0:>B:0:>A+(—A>:O [ |

1.3.2 Multiplicacao de um Numero por uma Matriz

Definigao 1.21. Dada uma matriz real A = (a;;) de ordem m X n, e um nimero real

t, o produto de t por A € a matriz real de ordem m x n dada por:

tCLH taln
tA=1| + .. . (1.4)
tam1 tamn
7T =2 3 —-35 10 —15
Exemplo 1.22. Seja a matriz A = .Entao —HA = .
10 8 —4 =50 —40 20

Proposigao 1.23. Sejam as matrizes A = (a;;) e B = (b;;) matrizes de ordem m x n

e a e [ niumeros reats. Entdo as propriedades abaizo sao vdlidas:

P1) (aBf)A= a(f A)

P2) (a + B) A=a A+ (A
P3)a(A+B)=aA+aB
P4) 1A=A

Demonstracao: P1) Seja A = (a;;). Entdo (af)A = af(a;j) = aba;; = o(Bai;) =
a(BA).

P2) Seja A = (a;;). Entdo (o + B)A = (o + Bay) = (aay; + Paij) = («ai;) +
(Baij) = a A + B A.

P3) Sejam A = (a;;) e B = (b;;). Entdo a(A + B) = a(a;; + b;;) = aa;; + ab; =
aA+ aB.

P4) Seja A = (a;;). Entao 1A = la;; = a;; = A. [ ]

1.3.3 Multiplicagao de Matrizes
Definigao 1.24. Sejam A = (a;;) de ordem m x n e B = (bj,) de ordem n x p.
Chama-se produto de A por B (indica-se AB) a matriz C = (c;) de ordem m X p, onde

n

Cik = g aijbik.

=1
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Exemplo 1.25. Sejam

210 3405
A:[ ]eB:OOO. (1.5)
01 2
100
Entao
AB_ [273F1040:1 2:441:040-0 2:5+1-0+0-1] |6 8 10
0-3+1-04+2-1 0:44+1-04+2-0 0-5+1-0+2-1| |2 0 2|

(1.6)
Proposicao 1.26. (Propriedades da Multiplicagio de Matrizes) Sejam A = (a;;) de

ordem m x n e B = (bj) de ordem n X p as sequintes propriedades sao vdlidas:
P1) Se C = (cgs) de ordem p x q entao A(BC)=(AB)C.

P2) Se C = (cji) de ordem n x p entao A(B+C)=AB+AC.

P3) Se C = (cjx) de ordem n X p entdo (A+B)C=AC+BC.

Pj) I, x A= A.
Demonstracao: P1) O termo geral de A(BC) ¢ dado por:
n p n p
Z Q5 (Z bjkcks) = Z Z azijbjkas.
=1 k=1 j=1 k=1

ao passo que o termo geral de (AB)C é dado por:

p n p n n p
Z(Z a;jbjk)crs = Z Z a;jbjkCrs = Z Z @bk Chs.

k=1 j=1 k=1 j=1 7j=1 k=1
P2)
A(B + C) = Z aij(bjk + Cjk) = Z aijbjk + Z aijcjk = AB + AC
j=1 7=1 j=1
P3)

n

(A+B)C = (ay+bi)ejp = Y agep+ Y _ ey = AC + BC.

j=1 j=1 j=1

P4) Seja I = (Nij) e A= (aj)

1=3"" /

Nj = 0,0 # j
In x A= Z;n:l Aijjk = Ain@ik + NigGog + -+ Ni@ik + 0 N = @i = g = A
Entao, I,, x A=A [ |

Observacoes: 1) Sejam A = (a;;) € My,xn € B = (bji) € M,,xp,. Podemos multiplicar
A por B, mas nao podemos multiplicar B por A.
2) Se A e B forem matrizes quadradas de ordem n, entdo podemos fazer os produtos
AB e BA, mas AB e BA nao serao necessariamente iguais. Quando AB = BA dizemos

que as matrizes A e B comutam.
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1.4 Matriz Transposta

Definicao 1.27. Dada uma matriz A = (a;j) € Myxn, chama-se transposta da matriz
A, e indica-se por A' a matrizn x m em que A' = (a;;), A® € Myuym onde a;; = aj
(i=1,..., m; j=1,..., n).

210

. A transposta de A é Al =
01 2

Exemplo 1.28. Seja a matriz A =

0
1
2

S =N

Proposicao 1.29. (Propriedades da matriz transposta) Sejam as matrizes A = (a;;),
B = (by), A' = (@;;) e B* = (bj;). Valem as seguintes propriedades:

P1) (A+ B)t = A' + B".
P2) (MNA)' = )\At AeR.
P3) (A" =

Pj) (AB)! = BtAt

Demonstracdo: P1) Chamaremos a matriz C = A4+B, C = (¢;) e C* = (¢;;). Por
definicao, a;; = @i, by = l_)jl-, Cij = Cj; e ¢jj = a; + byj. Logo, €j; = ¢ij = a;j + by =
@j; + bji. Portanto, ¢;; = @j; + bj;. Como ¢;; = @j; + bj;, Vi, j, entdo C* = Al + Bt =
(A+ B)' = A"+ B

P2) Sejam A = (a;j)mxn € A" = (@ji)nxm- Como a;; = ay;, Vi, j, entdo (AA)" = A,
AeRR.

P3) Sejam A = (a;j), A® = (a;;) e (A")" = D = (d;;). Quero mostrar que d;; = a;;.
Como D é a transposta da matriz A’, entdo a;; = d;; (1). Mas, A" é transposta de A,
entdo, a;; = a;; (2). De (1) e (2) temos que d;; = a;5. Logo, D = A = (A")! = A.

P4) Sejam A = (a;;), B = (b;), A" = (@;;) e B' = (b;;). Chamaremos de E =
AB = (e;) e F = BIA" =
a transposta de E, entao e;; = €;;.

Como €j; = e;; = Y71y aijby; = Y7 @b = Y7y bjiji = fji. Portanto, €; = f;; =
(AB) = B' A", n

(fji) e E" = (€;;). Queremos mostrar que €;; = fj;. Se E' &

Definicao 1.30. Uma matriz quadrada A diz-se simétrica se A' = A.

3 -2 -1
Exemplo 1.31. Seja a matriz A = |—2 5 1 |. A transposta de A sera A’ =
-1 1 6
3 -2 -1
—2 5 1 |.A matriz A é simétrica, pois A = A"
-1 1 6

Definicao 1.32. Uma matriz quadrada A diz-se antissimétrica se A® = —A.
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0 5 2
Exemplo 1.33. Seja a matriz A = |—-5 0 —1|. A transposta de A sera A' =
-2 1 0
0 —5 -2
5 0 1 |.A matriz A é anti-simétrica, pois A’ = —A.
2 —1 0

1.5 Matriz Inversa

Definicao 1.34. Uma matriz A de ordem n se diz inversivel se, e somente se, existe

uma matriz B, também de ordem n, de modo que
AB=BA=1,.
Esta matriz B, caso exista, é inica e chama-se inversa de A, e indica-se por A™'.

Proposicao 1.35. (Propriedades da matriz inversa) Dadas as matrizes A = (a;;),
B = (b;), A* = (a;;) e B = (bj;) valem as sequintes propriedades:

P1)I=1"

P2) Se a matriz A admite inversa A™', entdo sua transposta A' também admite uma
inversa (AN~ e (A7t = (A7)

P3) Se as matrizes A e B, de mesma ordem, admitem inversas A~' e B™1, entdo o
produto AB também admite inversa, e (AB)™' = B~1A-1L.

P4) Se A ¢ inversivel, entao A™" também ¢é, e vale a sequinte igualdade: (A~1)~! = A.

Demonstragao: P1) Seja B a inversa de I, ou seja, B =11
Bl=IB=]l<1"'=1
P2) Sabemos que AA'=Tel=1"'
(AN (A =T & (AHA Y =T & AHAY = 1.
Entao a matriz (A™1)! é a matriz inversa A’.
Logo, (A) 1= (A1)’
P3) (AB)(AB)™ =1 & AY(AB)(AB)™' = A7'l & (A'A)B(AB)™ = A7l &
[B(AB)' = A"\ & B(AB)' = A"\l & B'B(AB)™' = B A"\ & [(AB)"' =
B'A ' & (AB)"' = B'A,
P4) Sabemos que AA'=Tel=1"
AAT =T (AAN T = [ o (AN)A D) = [ o AA ) A ) = Al &
AN = Al & (A D)L = A, n

Para determinar a inversa de uma matriz, caso ela exista, podem ser usadas as

operacoes da proxima definicao.

Definicao 1.36. Dada uma matriz A, entendemos por operagoes elementares com as

linhas de A, uma qualquer das sequintes alternativas:
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(I) Permutar duas linhas de A;
(II) Multiplicar uma linha de A por wm nimero diferente de zero.

(III) Somar a uma linha de A uma outra linha de A multiplicada por um nimero.

Quando obtemos uma matriz A" através de alguma dessas operagoes, dizemos que
A’ é equivalente a A, e escreve-se A’ ~ A.

Exemplo 1.37. Vamos verificar se a matriz A =

1 =2
¢ inversivel e determinar

3 5
A~1 caso ela exista.
O objetivo é transformar a matriz A na matriz I, por meio das operacoes elemen-

tares citadas acima, e com as mesmas operacoes transformaremos a matriz I, em A~!,

entdo reuniremos A e Iy numa mesma matriz:
1 0
_>
-3 1

1 -211 0 1 -2
(3 5 >—>L2:—3L1+L2<

01 0 11

1 0|2 2 . 1 0|3 2

%L:lL—l—L 1 11 L, = L2 11 11

T 0 11| -3 1 o 1|82 L
Portanto, a matriz inversa A~! é:

=3

11

5
A7l = [ﬁ

T
__|>—A le
4



2 Sistemas Lineares

Documentos histéricos comprovam que o estudo de sistemas lineares desenvolveu-
se, com maior intensidade nas civilizacoes orientais, como a babilonica e a chinesa.
Esse estudo foi se aprofundando no século XVII, a partir de um artigo do alemao
Gottfrield W. Leibniz (1646-1716), que estabeleceu condigoes para associar o sistema
de equacoes lineares a um determinante, contando com a colaboracao do suico Gabriel
Cramer(1704-1752), que resolveu um sistema de equagoes em um caso particular. Ja o
alemao Carl Jacobi(1804-1851) fez a leitura dessa teoria que é estudada hoje.

Neste capitulo faremos um estudo de equacao linear e sistema linear sobre o corpo
dos nimeros reais R. Usaremos esses conceitos no Capitulo 4, quando abordaremos
problemas sobre circuitos elétricos, balanceamento de equacoes quimicas e funciona-

mento do GPS. As principais referéncias para o desenvolvimento deste capitulo foram
[1], [2] e [3]-

2.1 Equacao Linear
Uma equacao algébrica linear nas variaveis z1, x5 e x3 é

Para resolver esta equacao temos que determinar todos os valores reais para x1, zs e
x3 que tornam verdadeira a igualdade. Explicitando x; em relacao a x5 e x3 na Equacao
(2.1), obtemos x; = 10 — 325 + 4x3. Basta substituirmos em z; = 10 — 325 + 4x3 para
quaisquer xo e x3 reais obteremos uma solucao. Nesse exemplo temos uma infinidade

de solucoes, onde podemos variar livremente x5 e 3.

De modo geral, dados os niimeros reais ay,...,a, e b, uma equacao da forma
a1 x] + asxy + -+ apTy, =b (2.2)
¢ chamada de equacao algébrica linear nas variaveis xq, o, ..., x,. As varidveis tam-

bém sao chamadas de incégnitas por serem valores a serem determinados para valer a
igualdade. Os nimeros reais a; sao chamados de coeficientes e b ¢ o termo independente
da Equacao (2.2)

20
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t
Uma matriz coluna real [yl . yn} é solugao de (2.2) quando
aryr + -+ apyn = b.

Diz-se ainda que a n — upla de nimeros reais (yi, ..., y,) satisfaz a Equacio (2.2).
Uma equacao
Oxy+---+0x,=0

em que todos os coeﬁciente§ sao nulos ¢ degenerada. Se b for igual a zero, entao toda
matriz coluna [:cl . :cn} é solugao. Se b for diferente de zero, a equacao degenerada
nao possui solucao.

As equactes nao degeneradas com duas ou mais variaveis possuem infinitas solucoes.

Uma equac¢ao nao degenerada com uma tnica variavel possui uma tnica solugao.

t
Exemplo 2.1. Para todo [ real, a matriz coluna [3 —2[ l]} é solucao de 4z, +8xy =
12 que, portanto, possui infinitas solucoes. A variavel [ que aparece neste exemplo é

chamada de pardmetro.

O conjunto de todas as solugoes de uma equacao é chamado conjunto solucao ou
solugao geral. Cada elemento deste conjunto é, evidentemente, uma solugao e, quando

for conveniente, serd chamado de solucao particular.

Exemplo 2.2. Para determinar a solugao geral de z; + 8xy — 923 = 2, basta explicitar

x1 para obter 7y = 2 — 8xy + 9x3. A solucao geral é o conjunto de matrizes coluna

T 2 —8x9 + 9x3 2 -8 9
To| = To = |0] + ) 1 + x3 0
T3 I3 0 0 1

A equacao
arry + -+ apt, =0
¢ denominada de equacao homogénea. Ela esta associada a equa¢ao nao homogénea

(2.2) e, por esse motivo, é chamada de equacdo homogénea associada & equacdo nao

homogénea
a2y + -+ a,z, =b.
O uso de matrizes pode simplificar a notagdo. Sendo a = [ay,...,a,]" a matriz
dos coeficientes e x = [x1,...,x,]" a matriz das variaveis, a equagao acima pode ser

colocada na forma

atr = b.

Exemplo 2.3. Consideremos novamente a equacao do Exemplo 2.2, z1+8x5—9x3 = 2,
cuja solucao geral é
T 2 — 81’2 + 91’3 2 —8 9

To| = T = |0 + X2 1 + T3 0
T3 XT3 0 0 1
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) t t
E interessante observar que [2 0 0] é solucao da equacao e que tanto [11 0 1]

t
quanto [3 1 1] sao solugoes da equacao homogénea associada.
O Exemplo 2.3 apresenta um fato geral.

Se yi,...,y, forem solucoes da equacao homogénea a'z = 0, entao

ayyr+ Yy

continua sendo solucao, para qualquer escolha dos nimeros reais cy, ..., c,. Esta soma
¢ chamada de combinagao linear das matrizes yi, ..., y,.
Se um conjunto i, . .., y, de solugoes da equagao homogénea for tal que toda solugao

da equacao homogénea ¢ uma combinagao linear dos seus elementos, diremos que ele é

um conjunto gerador das solugoes da equacao homogénea.

Exemplo 2.4. Explicitando x na equacao z1+4x,—3x3 = 0, obtemos x1 = —4xo+3x3,
cuja solucao geral é

1 —4xy + 313 —4 3
To| = ) = X2 1 + x3 0
T3 T3 0 1

t

7 t
Portanto, [—4 1 0] e [3 0 1} formam um conjunto gerador de solugoes para a

equacao dada.

Se zg for uma soluc¢ao da equacao nao homogénea a'x = b e y for uma solucao da
equac¢ao homogénea Ax = 0, entao zg + y € solucao da equacao nao homogénea. Além
disso, se z; for outra solucao de Ax = b, entao existe uma solucao u de Ax = 0 tal que

z1 = zo + u. Esta outra solucao u é exatamente z; — z;.

2.1.1 Sistemas Lineares

Dados os ntimeros reais a;; e b;, com ¢ = 1,...,m e j = 1,...,n, o sistema de

equagoes

a1y + ... +apT, = bl

Am1T1 + ...+ QnTn = by,
¢ chamado de sistema de equagoes algébricas lineares com m equagoes e n incognitas.

Os nimeros a;; sao denominados coeficientes do sistema, b; sao os termos constantes e

x; sa0 as incognitas ou varidveis do sistema.

Exemplo 2.5. Dado o sistema abaixo, encontremos os valores de x; e x5 que tornam

verdadeiras as duas igualdades do sistema.
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433'1 — T9 = 10
(2.3)
T+ 29 = 15
Explicitando z; na segunda equagio do sistema (2.3) teremos x; = 15 — x5 e

substituindo na primeira equagao do sistema (2.3) teremos que 4(15 —x9) — 2o = 10 =
60 —4xy —x9 = 10 = 60 — by = 10 = 50 = bxy = x9 = 10. Assim, x; = 5. Portanto,
os valores de x; e x5 que tornam verdadeiras as duas igualdades do sistema sao z; =5

e Ty = 10.

De modo anélogo a equacoes lineares, podemos simplificar a notacao de sistemas

lineares usando matrizes. Se

Q11+ Ain X1 by
A= : ,r=1|..leb=1:1,

Am1 *** Amn Ln bn

denomina-se A de matriz dos coeficientes, x de matriz das incognitas e b de matriz
dos termos constantes do sistema. Na forma matricial, o sistema do exemplo 2.5 se
reduz a

Az =b.

A matriz [A|b] obtida acrescentando-se & matriz A uma coluna final com os elementos
de b, é chamada de matriz aumentada do sistema linear.
Um vetor coluna real z tal que az = b é chamado solucao do sistema Az = b. Isto

significa que z é uma solucao de cada equacao do sistema. Um sistema como este pode

-

nao admite solucao, pois nao existem x; e x5 que tornam verdadeira a segunda equacao.

-

possui uma tnica solu¢ao r; = 1 e x5 = 2. Para obté-la, basta observar que, da segunda

ter ou nao uma solugao.

Exemplo 2.6. O sistema

Exemplo 2.7. O sistema

equacgao, ro = 2 e, da primeira, 4z, 4+ 5z = 14. Como x5 = 2, devemos ter z; = 1.

-k

possui infinitas solucoes. Explicitando x; na primeira equacao segue que x; = 10 —5x,.

Exemplo 2.8. O sistema

Substituindo esta expressdo na segunda obtém-se 2(10 — 5xg) + 10z2 = 20 que se
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simplifica em 20 = 20, ou seja, é sempre verdadeira. Logo, qualquer matriz coluna
t

t
[931 .@2} = [10 — by :EQ] é¢ uma solucao do sistema. A variavel xo pode variar

livremente nos reais.

Definicao 2.9. O conjunto de todas as solugoes do sistema € chamado de conjunto
solucao ou solucao geral do sistema. FEste conjunto pode ser vazio, ter um unico ele-
mento ou possuir infinitos elementos. O sistema de equagoes que nao possui solu¢ao
€ chamado de impossivel. Quando possui uma unica solucao € possivel determinado e,
quando possui infinitas solucoes, € chamado de possivel indeterminado.

O sistema de equagoes Ax = 0 € chamado de homogéneo. Quando b # 0, o sistema
de equacoes Ax = b € chamado de nao homogéneo. Um sistema estd intimamente
ligado ao outro e, por esta razao, Ax = 0 € chamado de sistema homogéneo de equagoes

associado ao sistema Ax = b.

A equacao homogénea Axr = 0 possui sempre a solucao trivial x = 0. Entretanto,
quando o sistema homogéneo Axr = 0 possui uma solucdo v nao trivial, ela possuira

infinitas solucoes pois cv sera solucao para qualquer nimero real c.

2.1.2 Sistemas Escalonados

Sejam
a1y + ... +apT, = bl
Am1T1 F ...+ QnTn = by,
um sistema de equagoes lineares com coeficientes a;; e bj em R, i =1,--- ,'m,
7 =1,---.n, e incognitas xq,--- ,x,. Resolver esse sistema é encontrar n elementos
ALy, A € R tais que

all)\l + ..+ aln)\n = bl

aml)\l + ...+ amn)\n = bn

Uma possivel estratégia para resolver esse sistema é por meio do processo de es-
calonamento. Apoés efetuarmos certas operacoes nestas equacoes, chegaremos em um
outro sistema que seja mais facil resolver e que tenha o mesmo conjunto de solugoes.

As operagoes usadas sao as seguintes:

1) Troca de posigoes de duas equagoes;

2) Multiplicagao de uma equagao por um escalar nao nulo;

3) Substituicao de uma equagao pela soma desta equacao com alguma outra.

Essas operacoes sao chamadas de operacoes elementares.

Dizemos que dois sistemas de equagoes a n incognitas sao equivalentes se tiverem

as mesmas solugoes.
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Definicao 2.10. Um sistema linear

a11T1 + -+ ATy = bl

S =
Am1T1 + -+ + Gpp Ty = bn
Serd chamado de escalonado se existirem 1 <y <ly < --- <, < n tais que a;li # 0,
para cada t =1,--- mea;; =0sel <7 <l.

Exemplo 2.11. Considere o sistema linear, formado por trés equagoes e trés incogni-

tas:

14+ 2094+ 323 =17
—3x1 + 19 — T3 = =5 (2.4)
—4x7 — 319+ dxr3 =6
Chamaremos a primeira equagao do sistema (2.4) de L;, a segunda equacdo de Lo e a

terceira equacao de Ls. Fazendo Lo = 3L + Lo, teremos:

1+ 209+ 33 =17
O0xy + 7wy + 813 = 16 (2.5)
—4x7 — 329 + DHr3 =6
Agora, fazendo L3 = 4L, + L3, teremos:
r1+2x9+ 303 =17
01 + T2y + 8x3 = 16 (2.6)
Ox1 4+ 52y + 1723 = 34
Agora, fazendo L3 = 5Ly — 7L3, teremos:
1+ 2209+ 3x3=17
O0xy + Txg 4 8x5 = 16 (2.7)
0xq1 + 0xo + 7923 = 158

Este tltimo sistema esta na forma escalonada. Observe que, da terceira equacao
do sistema (2.7) chegamos que z3 = 2, da segunda equacao chegamos que xo = 0 e
da primeira equacao chegamos que x; = 1. Nao ¢ dificil verificar que as solugdes do

sistema inicial e deste ltimo sistema sao as mesmas.
Proposicao 2.12. Todo sistema linear S € equivalente a um sistema escalonado.

Demonstracao: Sem perder a generalidade podemos supor:

4
T+ Q%o + -+ Q1T = P

Q2121 + Q%o + -+ + Qo y, = B

[ Q11 + 2y + -+ -+ Q@ = By
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Para cada a;; # 0 (i = 2,3,--- ,m) multipliquemos por (—a;;) a primeira equacao e
somemos o resultado a i-ésima equacao. Com algumas permutagoes convenientes de

equagoes (se for o caso) obteremos um sistema S; do seguinte tipo:

)
Ty 4 Qg o QT =

’727‘1$7‘1 + -+ TonTn = 6;
Sl . .

\ Ymr1Lrq + -+ YmnTn = 6;n

onde 7y, # 0 e 11 > 2, que é equivalente a S.

Dividindo a segunda equacao de S; por 7,,, obtemos um sistema Ss, ainda equiva-
lente a S7, com o qual comecamos a repetir o raciocinio feito até aqui, porém a partir
da sua segunda equacao. Evidentemente, depois de aplicar um certo ntmero finito de

vezes esse raciocinio chegaremos a um sistema escalonado equivalente a S. |

Exemplo 2.13. Escalonemos o sistema:

r+y+z=1
S T—y+2z=2
r+06y+3z2=3

Fazendo, Ly = Ly — Ly e Ly = Ly — L3 obtemos o sistema S; ~ S:

r+y+z=1
Sy 2y —z=—1
=0y — 2z = -2

Fazendo, L3 = 5Ly 4+ 2L3, obtemos o sistema Sy ~ S; ~ S

r+y+z=1
Sy 2y —z=—1
-9z =-9

Este ultimo sistema estd na forma escalonada. Chegamos em z =1,y =0e z = 0.

Entao a terna ordenada, (0,0, 1) é solugao do sistema.



3 Determinantes

O uso de Determinantes teve inicio com um trabalho de Gottfries Wilhelm Leibniz
(1646-1716), ligado também ao uso de sistemas lineares. O francés Etienne Bézout
(1730-1783) foi quem estabeleceu o processo dos sinais dos termos de um determinante.
O termo Determinante, como vemos hoje, surgiu em 1812, em um trabalho sobre o
assunto realizado por Augustin Louis Cauchy (1789-1857).

Neste capitulo faremos um estudo de Determinantes e suas aplicagoes em Matrizes
e Sistemas Lineares, pois simplificam e sistematizam algumas resolucoes. Usaremos
também esses conceitos no Capitulo 4, quando abordaremos problemas sobre o funcio-
namento de um GPS. A principal referéncia para o desenvolvimento deste capitulo foi
6].

3.1 Permutacao

Definicao 3.1. Chama-se permutacao uma aplicacio biunivoca o do conjunto N, =
{1,2,--- ,n} sobre si mesmo.

Notacao: Denotamos a permutacao o por:

1 2 n
7= [0(1) o(2) .. J(n)] (3.1)

Exemplo 3.2. Se n = 3, existem 3! = 6 permutagoes de N3 = {1,2,3}, a saber,
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
12 37|11 3 2[7|2 13723 1|[3 1232 1]

1 2 n |
o(l) o(2) ... a(n) de Ny. Seja

r o ndmero de pares ordenados (i,7) com 1 <1i < j <n tais que o(i) > o(j). Chama-se

Definicao 3.3. Consideremos a permutacao o =

sinal da permutagdo o o numero inteiro representado por sgn(o), que é:
e sgn(o) =1, ser é par
e sgn(o) = —1, se r é impar
Diz que uma permutagio o é par se sgn(c) = 1 e impar se sgn(o) = —1.

27
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1 2 3

3 1 2
sdo (1,2) e (1,3); logo r =2 e sgn(o) = 1.

Exemplo 3.4. Seja 0 = [ . Os pares (i,j) com 1 <1< j<3eo(j) > o(i)

3.2 Determinante

Seja A = (a;;) uma matriz real de ordem n. O determinante da matriz A de ordem

n é o nimero real
det(A) = Z SgN(0)A16(1)A20(2) * - - - * Gno(n)

onde o percorre todas as permutagoes de N,={1, 2, 3, ..., n}.

Exemplo 3.5. Se A = (aj1), entdo N; tem somente uma permutagao, a permutagao
identidade, que é par. Assim det(A) = aq;.

aix a2

Exemplo 3.6. Seja A= € Ms(R). As permutagoes do conjunto {1, 2} e seus

Q21 Q22

sinais sao id = [ (sinal -1). Logo, det(A) = a11a92 — a12a91.

1
(sinal 1) e 0 = [2

Definigao 3.7. Assim, podemos obter o det(A) formando o produto dos coeficientes da
diagonal da esquerda para a direita no diagrama a sequir e subtraindo disto o produto

dos coeficientes da diagonal da direita para a esquerda.

a11)<L12

a21 as3

2
Exemplo 3.8. Se A =

—53]7 entdo, det(A) = (2) - (5) — (=3) - (4) = 22.

Defini¢ao 3.9. Sendo A uma matriz de ordem 3 x 3, podemos obter det(A) como se
seque. Repita a primeira e a sequnda colunas de A como mostrado abaizo. Forme
a soma dos produtos dos coeficientes sobre as diagonais da esquerda para a direita e
subtraia disto os produtos dos coeficientes sobre as diagonais da direita para a esquerda
(verifique a regra na Figura 3.1).

Entao, para calcular det(A) escrevemos os seis termos:

det(A) = 11022033 + Q12023031 + Q13021032 — Q11023032 — A12021033 — (13022031 -

2 3 4

Exemplo 3.10. Seja A= |5 6 7|. Determine det(A).

1 1 2
Solugao: Pela defini¢ao 3.9, det(A) = (2)(6)(2) + (3)(7)(1) + (4)(5)(1) — (3)(5)(2) —
2)(M(1) = @)(6)(1) = =3.
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a,, a a a a,
y ay
a3 a3 33 a3 a3

Figura 3.1: Regra da Definicao 3.9

Corolario 3.11. O determinante da matriz identidade € iqual a 1.

Proposicao 3.12. (Propriedades dos Determinantes).

P1) Se uma linha ou uma coluna de uma matriz quadrada for nula, seu determinante
€ zero.

P2) Se duas linhas ou duas colunas de uma matriz quadrada forem iguais, seu deter-
minante € zero.

P3) O determinante de uma matriz € igual ao determinante de sua transposta.

Pj) Sejam A e B matrizes de ordem n. Entao, det(AB) = det(A) - det(B).

P5) Se A for uma matriz quadrada inversivel, det(A™') = #(A).

Demonstracao: P1) Quando a linha i for nula, a;,;) = 0 para toda permutacao
o e assim, det(A) = 0. Uma coluna nula em uma matriz é uma linha nula em sua
transposta. Assim, det(A") = 0 e, portanto, det(A) = 0.

P2) Se duas linhas da matriz A sdo iguais, ao trocar uma linha pela outra, a matriz
A permanece inalterada e seu determinante troca de sinal. Logo, det(A) = —det(A), o
que resulta em det(A) = 0.

P3) Seja uma matriz A = (a;;) e B = (bj;) sua transposta, entdo a;; = b;;. Assim:

det(A) = Z Sign(a)ala(l)a2a(2) ** Qpo(n)

= Z Sign(d)bg(l)lba(g)g tee bg(n)n = det(B).

P4) Se A for inversivel, A = E\FEy--- Ey, onde Ey, Fy, -+, E} sdo matrizes elemen-
tares. Assim det(AB) = det(E\Ey--- ExB) = det(Ey)det(Es) - - det(Ey)det(B) =
det(A)det(B). Se A ou B for singular, AB é singular e det(AB) = 0 e det(A)det(B) = 0.
P5) Se A ¢ invertivel, temos que A- A™' =T, como det(I) = 1, det(A)det(A™) =1, e

portanto, det(A™') = detl(A).

O proéximo teorema mostra como o determinante de uma matriz é afetado pelas

operacoes elementares de linha e coluna.

Teorema 3.13. Suponha B obtido de A por uma operagao elementar de linha (coluna).
(a) Permutando-se duas linhas (colunas) de A, entio det(B) = —det(A).
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(b) Multiplicando-se uma linha (coluna) de A por um escalar (B, entio det(B) =
pdet(A).
(¢c) Somando-se a uma linha (coluna) um mailtiplo de outra linha (coluna), entdo
det(B) = det(A).
Demonstracao: (a) Demonstramos o teorema para o caso em que se permutam duas
colunas. Seja p a transposicao que permuta os dois nimeros correspondentes as duas
colunas de A que sdo permutadas. Se A = (a;;) e B = (b;;), entdo b;; = a;,(j). Logo,
para qualquer permutacao o, biy(1)b20(2) - * bro(n) = Aiue(1)02u0(2) * = * Anpo(n)- Assim,

det(B) = Y es, (510)b10(1)b20(2) - bro(n) = Dges, (510)A1110(1) A2p10(2) *  * Gnpo(n)

Como a transposicao p é uma permutacao impar, sh 4 ¢ — sn g - Sh ¢ — -Sn 0.
Assimsn 0 = -sn p o, e det(B) = =Y o Qlu0(1)02u0(2) " * * Cnpo(n)-

Mas, quando o percorre todos os elementos de S,,, po também percorre todos os
elementos de S,,; logo det(B) = - det(A).
(b) Se a j-ésima linha de A é multiplicada por /3, entao todo termo de det(A) é multi-
plicado por 3 e assim det(B) = /3 det(A). Isto &,

det(B) =) (590)ay;, a9, - - - (Bags,) - - - ani, = B, (510)a13,a2i, - * -+ Oy, = Bdet(A).
(¢) Suponhamos que se some a j-ésima linha de A ¢ vezes a k-ésima linha.

detB =) _(sn0)a1i, ag;, - - - (Capiy +aji;) -+ - Qpi, = € (SN0)a14, A2z, * *  Qpeiy, * * * Oy, +
Yo (8n0)ay, agiy -+ - aji; - Gy,

A primeira soma é o determinante de uma matriz cujas k-ésima e j-ésima linhas sao

idénticas, logo, pela propriedade P, a soma é zero. A segunda soma é o determinante
de A. Assim det(B) = ¢ -0+ det(A) = det(A). |

Proposicao 3.14. Se B é equivalente por linhas a uma matriz quadrada A, entdao
det(B) = 0 se, e somente se, det(A) = 0.

Demonstracao: Pelo Teorema 3.13, o efeito de uma operacao por linhas é mudar o
sinal do determinante ou multiplicar o determinante por um escalar nao nulo. Portanto,
det(B) = 0 se, e somente se, det(A) = 0. |

Teorema 3.15. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. FEntdo, as proposi¢oes
sequintes sao equivalentes:

(i) A € invertivel, isto €, A tem uma inversa A~

(ii)) AX = 0 tem apenas a solugio zero.

(111) O determinante de A nao é zero, ou seja, det(A) # 0.

Demonstracao: A prova se faz pelo algoritmo Gaussiano. Se A é invertivel, é equi-
valente por linhas a I. Mas det(I) # 0; logo, pela proposicao 3.14, det(A) # 0. Se
A nao é invertivel, é equivalente por linhas a uma matriz com uma linha zero; logo,
det(A) = 0. Assim (i) e (iii) se equivalem.

Se AX = 0 tem apenas a solucao X = 0, entao A é equivalente por linhas a [ e A

¢ invertivel. Reciprocamente, se A é invertivel com inversa A~!, entao

X=IX=(A,A)X =A"(AX)=A"0=0
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¢ a tnica solugdo de AX = 0. Assim, (i) e (ii) sdo equivalentes. |

3.3 Cofator

Defini¢ao 3.16. Chama-se cofator do elemento a;j da matriz A, o nimero real A;j. A
submatriz A;; de ordem n—1 € uma matriz obtida de A pela supressao da linha i-ésima

e da coluna j-ésina, multiplicado por (—1)"*. Dessa forma o cofator de a;; € dado por:

Aij = (—1)1+Jdet(AU)

3 —1 2
Exemplo 3.17. Seja A= |4 5 6
7T 1 2
Assim, Ay = e det(Ajp) =8 — 42 = —34,
_3 _1_
A23: 7 1 edet(A23)23+7:21e
:_1 2:
A31 = 5 6 (& d@t(Agl) =—-06—10= —16,
Além disso,
A12 = (—1)1+2d€t(1412> = (-1)(—34) = 34,
Agz = (—1)*3det(Ags) = (—1)(10) = —10,
Az = (—1)**det(As) = (1)(—16) = —16.

Se imaginarmos o sinal (—1)""/ como estando na posigao (i, j) de uma matriz n X n,
entao os sinais + e - formam um quadro em que se alternam, partindo de + na posicao
(1,1). Os quadros para n = 3 e n = 4 sdo os seguintes:

+ - + -
+ - +

-+ - +
— _|_ i

+ - + -
+ - +

+ - +

Definicao 3.18. Seja A = (a;;) uma matriz de ordem n e seja A;; o cofator do

elemento a;;. Chama-se adjunta de A a matriz transposta da matriz de cofatores de A:

All A21 Anl
Ap Ay -+ A,
wija | A

Aln AQn Ann
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Exemplo 3.19. Seja A = 3 —34 _24 . Os cofatores dos nove elementos de A sdo:
] 1 -1

Ay = _:le i] e det(Ayy) = —18;

Ay = __31 _54_ e det(Ag) = —11;

Az = _34 _24_ e det(As) = —10;

0 2
A12 = 1 5] e det(Alg) = 27

_2 _4_
A22 = 1 5 (& det(AQQ) = 14,
_2 _4_
A32 = 0 9 (& d@t(Agg) = —4,
_O _4_
Alg = (S d@t(Alg) = 4,
1 -1
2 3
Agg = (S det(Agg) = 5;
1 -1
_2 5 =
A33 = 0 —4 (S d€t(A33) = —8&.

A transposta da matriz de cofatores é a adjunta de A:

~18 —11 —10
ajA=| 2 14 —4
4 5 -8

Teorema 3.20. O determinante da matriz A = (a;;) € igual & soma dos produtos
obtidos pela multiplicagao dos elementos de qualquer linha (coluna) por seus respectivos

cofatores:

det(A) = anAin + apAip+ -+ apndin, (1)
det(A) = alelj + GQjAQj + -+ anjAnj (2)

Demonstracao: Demonstraremos o caso (1). O caso (2) demonstra-se de modo ana-
logo.

Cada termo em det(A) contém um e um s6 elemento da i-ésima linha (a;1, @iz, - - - , a;n)
de A. Logo, podemos escrever det(A) na forma

det(A) = an Afy + apAl + - + anAj,.

(Note que Aj; é uma soma de termos que nao envolvem nenhum elemento da i-ésima
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linha de A.) Assim, o teorema estara demonstrado se mostrarmos que
Ay = Ay = (1) det(My;),

onde M;; é a matriz obtida omitindo-se a linha e a coluna que contém A;;. Historica-
mente a expressao Aj; foi definida como o cofator de a;;: assim, o teorema reduz-se a
mostrar a equivaléncia das duas defini¢oes de cofator.)

Consideremos primeiro o caso em que ¢ = n, j = n. Entdo, a soma dos termos de

det(A) que contém a,, é

annAjm = Qpp Z(Sng)ala(l)GQU(Q) T CLn—l,a(n—l)
ag
onde a soma estende-se por todas as permutagbes o # S,, para os quais o(n) = n.
Todavia, isto é, equivalente a somar sobre todas as permutagoes de [1,--- ,n — 1].
Assim, A = det(M,,) = (—1)"""det(M,,).

Consideremos agora ¢ e j quaisquer. Permutamos a i-ésima linha com cada linha
sucessiva até a tltima, e permutamos a j-ésima coluna com cada coluna sucessiva até
a tultima. Note-se que o determinante det(M;;) nao é afetado, porque as posigoes
relativas das outras linhas e colunas nao sao afetadas por essas permutas. Entretanto,

o "sinal"de det(A) e de Aj; é mudado n —1 e n + 1 vezes. Consequentemente,

Al = (1) det (M) = (—1)" det(M;)

Teorema 3.21. Sejam A = (a;;) e B a matriz de A subtraindo-se a i-ésima linha de
A pelo vetor linha (b1, -+ ,by). Entao, det(B) = bj1Ain + bin Ao + + -+ + b A

Além disso, para j # 1,

ajnAi + ajplio + -+ ajpnAi =0 € a1jAy + agjAsi + - - - + ayjAni = 0.

Demonstracao: Seja B = (b;;). Pelo Teorema 3.20
det(B) = bi Biy + bigBig + - - + bin Bin

Como B;; nao depende da i-ésima linha de B, b;; = a;; para j = 1,--- ,n. Logo,
det(B) = binAin + bioAis + -+ - + binAin.

Suponhamos agora A’ obtida de A pela substitui¢do da i-ésima linha pela j-ésima
coluna de A. Como A’ tem duas linhas idénticas, det(A’) = 0. Assim, pelo resultado
acima,

det(A") = aj1Ain + ajpAio + -+ + bjn Ay, = 0 Usando det(A’) = det(A), obtemos
também ay;Aq; + agjAgi + - 4+ bpj A =0 [ |
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3.4 Obtencao da Matriz Inversa por Determinante

Teorema 3.22. Para qualquer matriz quadrada A, A-(adjA) = (adjA)- A = det(A)-1
onde I é a matriz identidade. Assim se det(A) # 0,

1
 det(A)

Al adjA.
Demonstracao: Sejam A = (a;j) e A- (adjA) = (b;;). A i-ésima linha de A é

(Gﬂ, 275 PR 7Gm) (1)

Como adjA é a transposta da matriz dos cofatores, a j-ésima coluna da adjA é a

transposta dos cofatores da j-ésima linha de A: Isto é,
(Aji Ajp, o Ag) T (2)
Mas b;;, o elemento de ordem ij em A - (adjA), obtém-se multiplicando (1) e (2):
bij = anAj + aigAjo + -+ anAjp

Pelo Teorema 3.20 e Teorema 3.21,

det(A) se i=j
v 0 sei#j

Consequentemente, A - (adjA) é a matriz diagonal em cada elemento diagonal det(A).
Em outras palavras, A - (adjA) = AI. Analogamente, (adjA) - A = det(A)I. Logo,

A7l = djA.
det(A)"Y
|
Exemplo 3.23. Considere a matriz do Exemplo 3.19 para a qual det(A) = —46.
Temos:
2 3 —4| [—-18 —11 -10 —46 0 0
A(adjA) = |0 —4 2 2 14 —4|=|0 —46 0 | =
1 -1 5 4 5 -8 0 0 —46
1 00
—46 |10 1 0| = —461 =det(A)I
0 01
Além disso, pelo Teorema 3.22,
F 18 11 10 T 9 11 5
—46 —46 —46 52 16 o2
PR B (50 (5 =P 23 46 3
det(A (—46 —46 —46 2 23 2
@ S0l I PR
| (—46) —46  (—46) ] 23 46 23
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3.5 Aplicacao de Determinantes em Sistemas Linea-

res - Regra de Cramer

Nesta secao veremos um teorema que fornece uma férmula para a solucao de certos
sistemas de n equacdes e n incognitas. Essa formula, conhecida como Regra de Cra-
mer, é de interesse para fins computacionais, mas é 1til para estudar as propriedades
matematicas de uma solugao sem precisar resolver o sistema.

Consideremos um sistema de n equacgoes lineares e n incognitas:

(
a1 + a19T9 + ...+ ATy — b1

a21T1 + Q22X + ... + QonTy = b2

{ An1T1 + Aoy + ...+ App®y = by

ou, equivalentemente,

Ar=1b
t t
Temos que, X = [a:l To ... xn] e B = [bl by ... b,| e (a;) é a matriz

(quadrada) de coeficientes.
Seja A; a matriz obtida de A substituindo-se a i-ésima coluna de A pelo vetor coluna
B. Seja D = det(A) e N; = det(A;), parai =1,2,--- ,n. Segue a relagdo fundamental

entre determinantes e a solucao do sistema acima.

Teorema 3.24. O sistema acima tem soluc¢dao unica se, e somente se, D # 0. Em tal
caso, a solucao (unica) é dada por

Ny Ny N,

D’ B D’

Demonstracao: Pelos resultados anteriores, Ax = b tem solucao tinica se e somente

r =

se A é invertivel, e A ¢ invertivel se e somente se D = det(A) # 0.

Seja D # 0. Pelo Teorema 3.22, A~ = (3)(adjA). Multiplicando Az = b por A~!
obtemos

v =A"1Azr = ($)(adjA)b (1)

Note-se que a i-ésima linha de (5)(adjA) é (5)(Aw, Agi, -+, Ang).

Se b= [bl by - bnr entdo, por (1),

z; = (5) (1A + byAg; + - + by Ayy)

Entretanto, tal como no Teorema 3.22, by Ay; + byAg + -+ + b A = N;, 0o de-
terminante da matriz obtida substituindo a i-ésima coluna de A pelo vetor b. Assim,

O Teorema 3.24 é conhecido como "regra de Cramer"para resolugdo de sistemas de
equacoes lineares. Observamos que o teorema se refere apenas a um sistema com o

mesmo ntmero de equagoes e de incognitas, e que s6 da a solugao quando D # 0.
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20 + 3y + 32 = 18
Exemplo 3.25. Resolva, utilizando determinantes: { 3z + 2y + 5z = 23.

ox +4y + 22 =27
2 3 3
Calcule primeiro o determinante D da matriz de coeficientes |3 2 5| e D = 31.

5 4 2
Como D # 0, o sistema tem solucao tnica. Para calcular N,, N,, N,, substitua os

Coeﬁciente_s de x, Y,z na matriz de coeficientes pelos termos constantes:
18 3 3
A, =123 2 5| e N, =093.
|27 4 2]
2 18 3]
A, =13 23 5
|5 27 2]
2 3 18]
A, =3 2 23| e N, =62
|5 4 27]

e N, = 62.

N, 93 N, 62 N, 62
Assim,asolugéoﬁnicaézzf2523,y:3y:3—1:2ez:3:3—1:2



4 Aplicacoes Envolvendo Matrizes,

Determinante e Sistemas Lineares

Neste capitulo mostraremos algumas aplicagoes da Algebra Linear envolvendo Ma-
trizes, Determinantes e Sistemas Lineares, que sao utilizadas na Engenharia, na Qui-

mica, na Fisica, na Economia, na utilizacao do GPS, entre outros.

4.1 Circuitos Elétricos

Nesta sessao, apresentamos a aplicacao de Sistemas Lineares na Fisica, para calcular
corrente elétrica. Para isso usaremos os conceitos e resultados do Capitulo 2. As
principais referéncias utilizadas para o desenvolvimento desta se¢ao foram [1], [3], [5] e
[7].

4.1.1 Breve Introducao aos Circuitos Elétricos

Inicialmente apresentamos alguns conceitos relacionados a circuitos elétricos.
Um circuito elétrico é constituido por um (ou mais) gerador, fios condutores e um

(ou mais) resistor.

Definigao 4.1. O Gerador € o aparelho que fornece energia (ver Figura 4.1). Exemplo:

pilhas, baterias.

Figura 4.1: Representacao de um gerador

Definicao 4.2. O Resistor pode ser usado para controlar a corrente elétrica em um

circuito ou para transformar energia elétrica em energia térmica (calor) (ver Figura

4.2).

37
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—WW— o1 — 31—

Figura 4.2: Representacao de um resistor

Associacao de Resistores: Podemos associar os resistores em série, em paralelo ou

mista (combinagao de associagdo em série e em paralelo).

Definicao 4.3. (Associacio em série) Os resistores estdo ligados um apds o outro, de

modo que a corrente elétrica é a mesma e a tensao € dividida proporcionalmente.

Definicao 4.4. (Associacdo em paralelo) Nessa ligacao todos os elementos se encon-
tram paralelo com a fonte de energia, a tensao é a mesma em todos os pontos do

circutto e a corrente se alterna de acordo com a resisténcia.

4.1.2 Leis de Kirchhoff e Lei de Ohm

Uma série de leis se aplicam em circuitos elétricos. Destacaremos aqui duas delas:
as Leis de Kirchhoff e a Lei de Ohm.

Em um circuito elétrico completo, onde nao ¢ possivel substituir ramificacoes por
trechos equivalentes (circuito multimalhas), devem ser usadas equagbes especificas,
conhecidas como as Leis de Kirchhoff. Essas leis sao utilizadas para determinar a
intensidade da corrente elétrica em cada parte do circuito. Vamos caracterizar as

componentes de um circuito multimalhas:
1) N6 é um ponto onde trés (ou mais) condutores estao ligados.
2) Malha é um trecho entre dois nos.

3) Ramo é qualquer caminho de condutor fechado.

Leis de Kirchhoff:

A1) Em cada né, a soma das correntes de dentro é igual a soma das correntes de fora
do né.

A2) Em um ciclo fechado, a diferenga de potencial total é igual a zero.

Ao se usar as Leis de Kirchhoff na resolucao de circuitos elétricos, obtém-se um

sistema de equagoes lineares.
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Lei de Ohm:

A lei de Ohm foi descoberta pelo fisico Georg Simon Ohm, que relaciona trés gran-

dezas elétricas:
1) V=tensao elétrica, unidade Volt (V é a letra que representa a unidade).
2) I=corrente elétrica, unidade ampére (A é a letra que representa a unidade).
3) R—resisténcia elétrica, unidade ohm (2 ¢ a letra grega que representa a unidade).

A formula da Lei de Ohm é:

V =1 x R.

Exemplo 4.5. Vamos utilizar sistemas lineares para determinar as correntes elétricas

11,19 € i3 do circuito elétrico, representado na Figura 4.3.

8 volts
| 1
| |

A 4 4 ohms

2 ohms

y
€ mlb—
—

9 volts

Figura 4.3: Circuito elétrico.

Da primeira Lei de Kirchhoff obtemos:
11—y +1i3 =0
—il —|— iQ - ig = O
Da Segunda Lei de Kirchhoff obtemos:

4i1 +222 == 8
2ip + 513 =9
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Com isso, formamos o sistema linear:

il - 7;2 + 23 - O
—i1+1iy—13=0
1t122—13 (4.1)
4ip + 29 = 8
Escalonando esse sistema, obtemos:
’il - iQ —|— 7;3 - 0
—6iy + 413 = —8 (4.2)
19i5 =19

Assim, vemos que iy = 1A,iy = 2A e i3 = 1A.

Exemplo 4.6. Vamos determinar as correntes elétricas 71,75 e i3 no circuito elétrico

abaixo:

1 ohm

4 ohms

Figura 4.4: Circuito elétrico.

Da primeira Lei de Kirchhoff temos:
?:1 - iQ + ig = O
—i1 +ig — i3 =0
Da Segunda Lei de Kirchhoff obtemos:

i+ iy =8
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Com isso, formamos o sistema linear:
il - 7;2 + Zg, - 0
—i1+ iy —13 =0
1+ 12 —13 (4.3)
le + iQ =38
Escalonando esse sistema, obtemos:
’il - i2 + ig - 0

Assim, vemos que i; = 3A,15 = 5A e i3 = 2A.

4.2 Modelos Economicos de Leontief

Nesta secao, vamos abordar os Modelos Econémicos do economista Russo Wassily
Leontief, que em 1973 ganhou o Prémio Nobel pelo seu trabalho em modelagem econd-
mica, onde utiliza métodos matriciais para estudar as relacoes em diferentes setores da

economia. A principal referéncia utilizada para o desenvolvimento desta secao foi [3].

4.2.1 O Modelo Fechado (de input-output) de Leontief

Esse modelo é constituido de um ntmero finito de n industrias e cada industria
produz uma quantidade fixa de um produto ou servico que ¢é usado pelas n industrias.
O objetivo desse modelo é determinar um preco para cada produto de tal forma que
o total de gastos se iguala ao total recebido. Tal estrutura de precos representa um

equilibrio para a economia.

Exemplo 4.7. Trés proprietarios de casas, um pedreiro, um serralheiro e um pintor,
pretendem fazer concertos em suas casas. Eles concordam em trabalhar um total de

dez dias cada, de acordo com a tabela dada.

Pedreiro | Serralheiro | Pintor
Casa do Pedreiro 5 4 2
Casa do Serralheiro 3 4 2
Casa do Pintor 2 2 6

Os trabalhadores precisam declarar e pagar um ao outro um salario diario. Seus

salarios diarios, sao aproximadamente de R$100,00, mas eles concordam em ajustar
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esses salarios de modo que o total pago por cada um seja igual ao total recebido.
Vamos determinar o salario de cada um.

Chamaremos de x; o salario do pedreiro, de x5 o salario do serralheiro e de x3 o
salario do pintor. Para satisfazer a condigdo de equilibrio, em que o total gasto seja

igual ao total recebido para cada um dos proprietarios no periodo de dez dias, temos:

5ZL’1 + 41‘2 + 2I3 = 101’1 —55131 + 4%2 + 2ZL’3 =0
3r1 + 4xg + 223 = 1029 ~ 311 — 629 + 225 =0 (4.5)
2x1 4+ 2x9 + 623 = 1023 201 + 229 — 423 =0

Fazendo Ly, = 3L + 5Lo, temos:

—5x1 +4x9 + 2253 =0
OZEI - ]_8{172 + 161]3 =0
2x1 + 229 — 423 =0

Fazendo L3 = 2L, + 5L3, temos:

—5.1’1 -+ 45(]2 -+ 2373 =0
O0x1 — 18z + 1623 =0
OZEI + 181’2 — 161’3 =0

Fazendo L3 = L3 + Lo, temos:

—51‘1 + 4£L‘2 + 2I3 =0
0.751 — 183)2 + 16563 =0
O.fl?l + OZCQ — 01’3 =0

Chamando z3 = 8, temos que 5 = £ ¢ 2 = %

5 , onde [ pode ser um valor qualquer

real.

Note que o sistema de equacoes tem infinitas solugoes dadas por:

T 10
i) =t]|8
xT3 9

onde t é uma constante qualquer em que os proprietarios podem escolher de acordo
com sua conveniéncia. Nesse exemplo como o salario de cada um é aproximadamente
R$100,00, entdo escolhe-se t = 10. Entao o salario do pedreiro serd de R$100,00, o

salario do serralheiro sera de R$80,00 e o salario do pintor sera de R$90,00.

4.2.2 O Modelo Aberto (de producao) de Leontief

Ao contrario do modelo fechado, em que os produtos das n industrias sao dis-

tribuidos somente entre as proprias indistrias, o modelo aberto tenta satisfazer uma
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demanda externa para os produtos. Uma parte dessa producao pode ser distribuida
entre as proprias industrias, mas deve haver algum excesso para satisfazer a demanda
externa.

Nesse modelo, os precos é que sao fixados e o objetivo é determinar os niveis de
producao das industrias para satisfazer a demanda externa.

Para um melhor entendimento do proximo exemplo apresentamos algumas consi-
deracoes sobre o modelo aberto de Leontief.

Vamos denotar por:
x: um vetor-producao
x;: valor monetario da producao total da i-ésima industria
d = [d;]: o vetor-demanda
d;: valor necessario para a i-ésima industria satisfazer a demanda externa
C = [¢;j]: a matriz de consumo quadrada
c;j: valor monetario da producao da i-ésima industria que é necessaria para a j-ésima
industria produzir uma unidade do valor monetéario de seu proéoprio produto.

O vetor Cx é denominado vetor demanda intermediaria da economia. Uma vez
atendida a demanda intermediaria, a porcao da producao que resta para satisfazer as
necessidades da demanda externa é x — C'z. Assim, se o vetor demanda externa for d,

entao x deve satisfazer a equacao:

z—Cr=d=
= I-C)x=d (4.6)

A matriz [ — C ¢ denominada matriz de Leontief e (4.6) ¢ denominada equacao de

Leontief.

Exemplo 4.8. Duas oficinas de concerto de veiculos, uma que trata da parte mecanica
(M) e outra de lataria (L), utilizam uma os servigos da outra. Para cada R$ 1,00 de
negocios que M faz, M utiliza R$ 0,50 de seus proprios servigos e R$ 0,25 dos servigos
de L e, para cada R$ 1,00 de negocios que L faz, L utiliza R$ 0,10 de seus proprios
servigos e R$ 0,25 dos servigos de M.

(a) Construa uma matriz de consumo para essa economia.

(b) Quais valores de M e L devem ser produzidos para essa economia gerar negocios
de R$ 7.000,00 de servigos mecéanicos e R$ 14.000,00 de servigos de lataria?

Resolucao:

(a) A matriz consumo sera

0,5 0,25
=12 "7, (4.7)
0,25 0,1
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(b) A matriz I — C sera

10/ |05 025 |05 —025 (18)
0 1 0,25 0,1 [=0,25 0,9 | '

Para calcular os valores de M e L que devem ser produzidos para essa economia

I-C=

gerar uma demanda de R$ 7.000,00 de servigos mecanicos e R$ 14.000,00 de servigos

de lataria, utilizamos (I — C')x = d, onde x; representa M e xq representa L, isto é,

—0,2
0,5 0,25 N 7000 . (4.9)
-0,25 0,9 T2 14000

Resolvendo o sistema abaixo

0,521 — 0,25z, = 7000
(4.10)

—0,25x1 4+ 0,92, = 14000
obtemos 1 = 12.645 e x5 = 22.581. Entao, M= R$12645,00 e L= R$22581,00.

4.3 Aplicacoes em Quimica

Nesta secao apresentamos uma aplicacao de sistemas lineares dentro da Quimica,
mais especificamente em balanceamento quimico. As principais referéncias para o de-

senvolvimento desta segdo foram [3] e [4].

4.3.1 Balanceamento de Equacoes Quimicas

Um composto quimico é representado simbolicamente por sua formula quimica. Por
exemplo, a adgua é representada por HyO (2 atomos de hidrogénio para cada atomo de
oxigénio).

As equagbes quimicas mostram as transformacoes que ocorrem durante as reagoes

quimicas. Por exemplo, a equacao
Zn+ S — ZnS

descreve uma reagdo na qual o zinco (Zn) reage com o enxofre (S) para produzir o
sulfeto de zinco (ZnS).

As substancias do lado esquerdo da seta s@o os reagentes e as substancias do lado
direito da seta, os produtos. Uma equacao esta balanceada quando contém o mesmo
ntimero de dtomos de cada elemento em ambos os lados da seta.

Exemplo 4.9. A equagao
2H2 -+ 02 — 2H20

esta balanceada, indicando que dois mols de moléculas de hidrogénio se combinam com

um mol de molécula de oxigénio para formar dois mols moléculas de agua.
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Para balancear uma equacao escrevemos primeiro a equagao nao balanceada e de-
pois ajustamos os coeficientes estequiométricos que precedem as formulas. Podemos
balancear as equacoes quimicas mais simples por inspecao, por tentativa e erro. Para
isso examinamos a equagao e ajustamos os coeficientes até que nimeros iguais de cada
elemento estejam presentes nos reagentes e produtos.

O processo de balanceamento de equacoes quimicas na verdade envolve a resolu-
¢ao de um sistema de equacoes lineares homogéneo, e assim podemos evitar muitas

tentativas e erros.

Exemplo 4.10. A combustao de amoénia (N Hj) em oxigénio produz nitrogénio (N)
e agua (H20). Vamos encontrar uma equacao quimica balanceada para essa reacao.
Primeiro escrevemos a equagao e colocamos incégnitas nos coeficientes para reali-

zarmos o balanceamento.
l'NHg + y02 — wNQ + ZHQO

Comparando o niimero de dtomos de nitrogénio, hidrogénio e oxigénio nos reagentes

e nos produtos, obtemos o seguinte sistema de equagoes:

Nitrogénio: © = 2w
Hidrogénio: 3z = 2z
Oxigénio: 2y = 2

Reescrevendo o sistema teremos:

r—2w=20
3r—22=0 (4.11)
2y —2z=0

Esse ¢ um sistema onde o niimero de incoégnitas é maior que o nimero de equacoes,

entdo ele tem infinitas solucoes. Chamando z = 3, teremos que y = g, xr = % ew = §

Precisamos achar a menor solucao inteira para a equacao ficar balanceada, para
isso calculamos o minimo multiplo comum entre os denominadores, nesse caso, 6, entao
B = 6. Assim, chegaremos que r =4,y =3, w=2e z =6.

A equacao balanceada ficara assim:
ANH3 + 305 — 2Ny + 6 H,0
Exemplo 4.11. Vamos descrever a equacao equilibrada para a reacao quimica abaixo:
Cs3Hg + Oy — CO5 + H50O
Sejam x, y, z e w inteiros positivos que equilibram a equacao
xC3Hg + yOy — zC Oy + wH>0O

[gualando o niimero de atomos de cada tipo de ambos os lados, resulta
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Hidrogénio: 8z = 2w
Carbono: 3z = z
Oxigénio: 2y = 2z + w,

e obtemos o sistema linear homogéneo

8r+0y+0z—2w=0
3x+0y —24+0w=0 (4.12)
Or+2y—2z—w=20
Escalonando esse sistema obtemos:
84+ 0y+0z—-2w=0
Oz +2y —2z—w=0 (4.13)
Ox 4+ Oy 4+ 8z — 6w = 0,

donde obtemos que z = 2, y = °F e ¥ = 7. Entao a solugao geral desse sistema ¢

(w Sw 3w
40740 4
Para obtermos os menores valores inteiros positivos que equilibram a equacao, cal-

w).

culamos o minimo miltiplo comum entre os denominadores, nesse caso, 4. Entao,

A equacao balanceada ficara

C3H8 + 502 — 3002 + 4HQO

4.4 Aplicacao no Funcionamento do GPS

Uma das aplicagoes de Sistemas Lineares e Determinantes, junto com outras areas
da Matematica, é no funcionamento de um GPS, um aparelho muito usado nos dias

atuais. As principais referéncias para o desenvolvimento desta se¢ao foram [8] e [10].

Alguns fatos sobre o GPS

A humanidade tem desenvolvido sistemas cada vez mais complexos e precisos para
determinar a localizacao exata de um individuo ou algo sobre a Terra. O sistema de
Posicionamento Global GPS (Global Positioning System) foi terminado em Julho de
1995 pelo Departamento de Defesa dos EUA, e seu uso foi autorizado pelo publico
geral. O sistema consiste de uma parte espacial (os satélites), uma parte de controle
(as estagOes terrestres de gerenciamento) e uma parte do usuario. Em 2005, o sistema
consistia de 32 satélites, onde 24 deles estariam em funcionamento, e o restante fica-
vam prontos para entrar em acao em caso de falha. Os satélites estao posicionados a

20.200km da superficie da Terra, em seis planos orbitais.
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Figura 4.5: Posigoes dos satélites e suas Orbitas

Os satélites completam uma Orbita a cada 12 horas e cada satélite tem 28° de
visualizacao sobre a Terra. Isso garante que qualquer ponto da superficie terrestre,
em qualquer instante, seja visualizado por pelo menos quatro satélites. Todos os vinte
e quatro satélites sao controlados pelas estacoes terrestres de gerenciamento. Existe
uma “estacao master”, localizada no Colorado (Estados Unidos), que com o auxilio de
cinco estagoes de gerenciamento espalhadas pelo planeta, monitoram o desempenho
total do sistema, corrigindo as posicoes dos satélites e reprogramando o sistema com
o padrao necessario. Apos o processamento de todos esses dados, as correcoes e sinais

de controle sao transferidas de volta para os satélites.

Dados para o Satélite
Dados para o

Usudrio

Drados para
a Base de
Controle

—
Receptor - GPS

Estagiio Gerenciamento

Controle e Uso do GPS

Figura 4.6: Esquema de transmissao do GPS.

Quando se adquire um GPS, na verdade se adquire um dispositivo (que chamamos
de receptor) que recebe os sinais GPS e usa a informagiao neles para calcular sua
localizacao. Cada um dos satélites do GPS transmite por radio um padrao fixado
que é recebido por um receptor na Terra (parte do usuario) funcionando como um
cronOmetro.

Cada satélite é programado para emitir o que se chama efeméride, que informa a
sua posicao exata, naquele instante, em relacao a um sistema ortogonal de coordena-

das. Esta posicao é rastreada e conferida pelas estacoes terrestres de gerenciamento e
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a unidade receptora processa estes sinais. Com a posicao do satélite e a distancia cal-
culada obtém-se a equacao geral da superficie esférica imaginéria. Coletando-se sinais
emitidos por quatro satélites, o receptor determina a posi¢ao do usuario calculando-a
como interseccao das quatro superficies esféricas obtidas.

A localizacao é dada, nao em coordenadas cartesianas, mas por meio das coordena-
das geogréficas (latitude, longitude) e a elevacao. A precisao do tempo é essencial na
operagao do GPS. Um erro de um micro segundo (107¢ segundos) no registro do lapso
de tempo desde a transmissao até a sua recepcao, resulta num erro de 300 metros.
Unidades receptoras do GPS extremamente precisas podem determinar sua posicao a
menos de um metro.

A navegacao é a principal funcao do GPS, que pode ser usado em aeronaves, navios,

veiculos e por individuos que usam o receptor portatil.

A teoria por tras do GPS

Assumindo que os relégios do receptor e de todos os satélites estao perfeitamente
sincronizados, o receptor calcula sua posicao por triangulacao.

O receptor mede o tempo (t1) que leva para o sinal obtido pelo satélite P, chegar. O
sinal viaja & velocidade da luz (v) e a distancia (d;) do receptor ao satélite é d; = vt;.
O conjunto de pontos situados a distancia d; do satélite P; formam uma esfera S; de
centro P, e raio di, entao o receptor estd em S;. Consideremos tais pontos em um
sistema de coordenadas cartesianas. Seja (z,y, z) a posi¢ao desconhecida do receptor e
(21,41, 21) a posigao conhecida do satélite P;. Entao, (z,y, z) deve satisfazer a equagao
da esfera Sy:

(z—21)+(y—n)’+ (z— ) =d; =0t (4.14)

As informacoes acima ainda nao sao suficientes para determinar a posicao precisa do
receptor. O receptor grava, ainda, o sinal de outro satélite P, que leva um tempo t5 e
determina a distancia do receptor ao satélite que é dy = vt,. Como acima, o receptor

deve estar na esfera Sy de raio dy, centrada em (z9, Yo, 22):
(x—22)* + (y —12)* + (2 — 2)* = di = v*ta. (4.15)

Como a interseccao de duas esferas é uma circunferéncia, reduziremos as informacoes,
mas ainda nao sao suficientes para determinar uma posicao exata do receptor nessa
circunferéncia.

Para calcular essa posicao exata, necessita capturar e processar o sinal recebido de
um terceiro satélite P;. O receptor mede o tempo t3 para o sinal chegar e calcula sua

distancia d3 = vtz. O receptor esta em alguma esfera S3 de raio d3 e centro (x3,ys3, 23):
(x—23)* + (y —y3)> + (2 — 23)° = dj = v*t3. (4.16)

Agora, o receptor estard na interseccao da circunferéncia e da esfera S3. Sabemos que

uma circunferéncia e uma esfera se interceptam em dois pontos, mas os satélites foram
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posicionados de forma que uma das solucoes seja completamente irreal, estando bem
longe da superficie da Terra.

Para determinar esses dois pontos, basta encontrar as duas solucoes do sistema
formado pelas equagoes (4.14), (4.15) e (4.16), e depois eliminando a solugao irreal, o

receptor determina sua posicao precisa:

(=)’ + (Y —n)*+(z-2)=di =1

(x— )+ (y— 1)+ (2 —2) =d5 =0t

(x—23)? + (y —y3)* + (2 — 2)? = d ="t
O Sistema de equagoes acima é quadratico, nao linear, vamos realizar operacoes
elementares nele e transformé-lo em um sistema linear. Substituiremos a primeira

linha pela subtragao de (4.14) pela (4.16) e a segunda linha pela subtragdo de (4.15)

pela (4.16), e manteremos a terceira linha, formando o sistema:

2(w3 — 21)w 4+ 2(ys — Y1)y + 2(23 — 21)z = C4
2(xg — x9)x + 2(ys — Yo)y + 2(23 — 22)2 = Cy
(z—23)* + (y —y)* + (2 —2)* =dj =0t}

onde,
Cy =v*(t7 = 13) + (a3 — o) + (45 — i) + (25 — 27),

Co = v*(t; — t3) + (w5 — 23) + (45 — v3) + (25 — ).

Como os satélites foram posicionados de forma que nunca trés satélites serao coli-
neares, esta propriedade garante que pelo menos um dos determinantes 2 x 2 abaixo é

diferente de zero.

(z3 —22) (y3 — 12) ’ (3 —x2) (23— 22) || (Y3 —42) (23— 22) '

Suponha que o primeiro determinante seja diferente de zero. Usando a regra de

(3 —x1) (ys—w) || (w3 —21) (z3—21) || (ys—wy1) (23— 21)

Cramer e as duas primeiras equacoes do sistema acima, teremos solucoes para x e y

em funcao de z.

Cr—2(z3 —21)z 2(ys — 1)
Cy —2(z3 — 20)2 2(ys — y2)

Tr =
2

2

z3—x1) 2(ys — 1)
2(1/3 - yz)

T3 — X2

2 T3 — X9 02 — 2(2’3 — ZQ)Z

(
( )

2(753 — [L‘l) Cl — 2(2’3 — Zl)Z
( )

. 2(z3 — 1) 2(y3 — w1)

2(1‘3 - xz) 2(ys — ?J2)
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Substituindo esses dois valores na terceira equacao do sistema acima, obteremos
uma equacao quadratica em z, a qual podemos resolver e encontrar duas solucoes: 2z’
e 2”. Substituindo z pelos valores de 2z’ e z” nas duas equagbes acima encontraremos
Jf/, SL‘”, y/ e y//.

As coordenadas geograficas de um ponto do espaco.

Escolhendo os eixos de nosso sistema de coordenadas, a origem O serd o centro
da Terra, o eixo z positivo orientado na posicao Norte; os eixos z e y ficam no plano
equatorial, sendo o eixo x positivo passando pelo ponto de longitude 0°, e o eixo y
positivo passando pelo ponto de longitude 90° oeste.

Dado um ponto P = (z,y,z) do espago, sejam 6 e ¢ as medidas dos angulos
assinalados na Figura 4.7.

Z A
(0,0,2)= B

P=(xV 2
8 = m(<AOP)
@ = m(<COA)

(x,0,0) =
/ A=(xv,0)

X

Figura 4.7: Coordenadas Cartesianas

O valor de 0 corresponde a latitude do ponto P, o valor de ¢ corresponde a longitude
do ponto P, e a diferenca entre OP = d(O, P) = \/m e o raio da Terra é a
altitude de P.

Como o raio da Terra é aproximadamente 6365km, uma solugao (z,y, z) é conside-
rada aceitavel se 22 +y* + 2% & (6365 + 50)%. A incerteza de 50km permite uma janela
de altitude para montanhas e avioes.

A latitude, a longitude e a altitude sao chamadas de coordenadas graficas do
ponto P. Vejamos como relacioné-las com as coordenadas cartesianas de P.

No triangulo retangulo OPB da Figura 4.7, temos:

cos(90 — 0) = \/ﬁ e como cos(90 — 0) = send, temos que:
24y’ +z
z

/x2+y2—|—22.

Essa expressao atribui a # um tnico valor entre 0 e 90 quando z > 0 e um 1nico

senf =

valor entre -90 e 0 quando z < 0.
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Por outro lado, no triangulo retangulo OAC temos:

AC ocC
senyp = =

Y z
= e cosp = =
OA /2 + 92 ¥ OA /2 + 2

Essas duas expressoes definem um tinico ¢ entre 0 e 180 quando y > 0 e um 1nico

valor de ¢ entre -180 e 0 quando y < 0.

4.4.1 Uma Situacao Real

O exemplo abaixo, extraido da referéncia [8|, retrata uma situagdo real em que
um usuéario do GPS é detectado por quatro satélites. A tabela indica as efemérides
(em metros) de cada satélite tomadas em relagdo ao nosso fixado sistema ortogonal de
coordenadas cartesianas.

T Y Z
Satélite 1 | 1,877191188 x 10° | —1, 064608026 x 107 | 2,428036099 x 107
Satélite 2 | 1,098145713 x 107 | —1, 308719098 x 107 | 2,036005484 x 107
Satélite 3 | 2,459587359 x 107 | —4,336916128 x 10° | 9,090267461 x 105
Satélite 4 | 3,855818937 x 10° | 7,251740720 x 108 | 2,527733606 x 107

O receptor GPS registra os seguintes lapsos de tempo (em segundos) entre a trans-

missao e a recepcao do sinal de cada satélite.

t1 do Satélite 1 | t5 do Satélite 2 | 3 do Satélite 3 | t4 do Satélite 4
0,08251731391 | 0,07718558331 | 0,06890629029 | 0,07815826940

As informacoes transmitidas no sistema GPS envolvem dez ou mais digitos, por
uma questao de precisao. Por isso ¢ indispensavel a utilizacao de calculadoras ou
software com capacidade de resolver sistemas lineares com coeficientes dessa ordem.
Outra alternativa, ¢ trabalhar com um ntmero menor de digitos e utilizar a notacao
cientifica, com isso abriremos mao da precisao.

Como citado anteriormente, o raio das esferas é o tempo multiplicado pela veloci-
dade da luz que é de 2,99792458 x 10%m/s.

Escrevendo as equacoes reduzidas, temos:

Sy (z—1,8%x 1092+ (y+ 10,7 x 10°)% + (2 — 24,2 x 10%)? = 611, 9 x 10'2
Sy (x— 10,9 x 109)% 4+ (y 4+ 13,0 x 10%)% + (2 — 20,3 x 109)? = 535,4 x 10
Sz (x—24,5 x 109)? 4+ (y + 4,3 x 10°)2 + (2 — 9,0 x 10°)? = 426,7 x 10'2
Sy:(z—3,8%x10%%+ (y — 7,2 x 109)% + (2 — 25,2 x 10%)? = 549, 0 x 102

Podemos utilizar operacoes elementares para substituir trés dessas equagoes qua-

draticas por equacoes lineares.
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Para isto, subtraimos a primeira equacao de cada uma das trés dltimas, resultando

ems:

(2 — 1,8 x 1092 + (y + 10,7 x 10%)2 + (2 — 24,2 x 10°)2 = 611,9 x 10'2
18,22 — 4,88y — 7,842 = 76,52 x 10°

45,43x 4+ 12,61y — 30,38z = 185,23 x 10°
3,952 + 35, 79y + 1,992 = 62,95 x 10°

\

No sistema acima, a regra de Cramer, aplicada as trés ultimas equagoes, permite-nos
determinar os valores de z, y e z.

Cousidere as matrizes:
18,2 —4,88 —7,84

A= [45,43 12,61 —30,38], det(A) = 8915, 49.
3,95 35,79 1,99
[ 76,52 x 106 —4,88 —7,84
Ay = 185,23 x 105 12,61 —30,38|, det(A;) = 50500, 85 x 106.
| 62,95 x 10° 35,79 1,99
18,2 76,52 x 106 —7,84
Ay = [45,43 185,23 x 105 —30,38], det(Ay) = 8729, 62 x 106,
3,95 62,95 x 10° 1,99
18,2 —4,88 76,52 x 106
Ay = [45,43 12,61 185,23 x 10|, det(As) = 24783, 3 x 10°.

3,95 35,79 62,95 x 108
Entao temos que:

det(Al) 7
= = 1
det(A) 0,566 x 10
B d@t(Ag) o 7
V= Gua = 00979 % 10
Z—W—O,277X10

Com isso chegaremos a latitude 8 = 26° Norte, longitude ¢ = 10° Leste e altitude
de 919,71 metros.

Consultando um atlas geografico ou um globo terrestre, identificamos a posicao
desse usuario do GPS como sendo da cidade de Djanet, localizada nos Montes Téssali,

na fronteira entre Argélia e Libia.



5 Experiéncias no Ensino Médio

Neste capitulo abordaremos um plano de aula aplicado no Ensino Médio utilizando
os conceitos de soma e multiplicacdao de matrizes. Abordaremos ainda algumas su-
gestoes de problemas contextualizados para se trabalhar matrizes, sistemas lineares e
determinantes, e alguns exercicios extraidos de vestibulares sobre esses assuntos, evi-

denciando a importancia do aprendizado significativo desses contetidos.

5.1 Plano de Aula

Nesta secao apresentaremos um plano de aula o qual foi aplicado por mim, em uma
escola publica da rede estadual para uma turma de 22 alunos do segundo ano do Ensino
Médio. Essa abordagem evidencia o aspecto motivacional ao trabalhar com matrizes,
uma vez que os alunos estarao contextualizando a aprendizagem com situacoes reais
de seu cotidiano.

Primeiramente foram apresentadas aos alunos as defini¢oes formais de matriz, ma-
trizes especiais e operagoes envolvendo matrizes. Este contetido foi abordado no Capi-
tulo 1 desta dissertacao e o professor podera usé-lo como referéncia. Foram utilizadas
aproximadamente 3 aulas de 50 minutos. Percebeu-se que os alunos tiveram dificulda-
des em entender o processo de multiplicacao de matrizes.

A principal pergunta feita pelos alunos foi sobre a aplicabilidade do contetdo apre-
sentado. Assim, para que os alunos pudessem contextualizar o tema, foi aplicado a
cada um dos alunos a sequéncia de atividades apresentadas abaixo.

Questao 1-) As tabelas abaixo representam as vendas, em uma concessionéaria, de
dois veiculos Okm, modelos A e B, de acordo com o tipo de combustivel, durante os

dois primeiros meses de um ano:

Janeiro

Combustivel | Flex | Gasolina | Alcool
Modelo A | 4453 1985 415
Modelo B | 2693 1378 289

53
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Fevereiro
Combustivel | Flex | Gasolina | Alcool
Modelo A | 5893 2031 531
Modelo B 3412 1597 402

Determine, por meio de uma matriz, o total de vendas de cada tipo de veiculo no
primeiro bimestre desse ano.

Resolucao: Espera-se que o aluno identifique que é um problema de soma de ma-
trizes. Identificando a tabela de Janeiro como uma matriz M; e a tabela de fevereiro

como uma matriz Ms, e efetuando a soma dessas duas matrizes:

4453 1985 415
M, =

2693 1378 289

5893 2031 531
My =

3412 1597 402

Fazendo M; 4+ M, obteremos a resposta:

10346 4016 946
6105 2975 691’

onde, a primeira linha representa o modelo A, a segunda linha representa o modelo B,
a primeira coluna representa Flex, a segunda coluna representa Gasolina e a terceira
coluna representa Alcool.

Questao 2-) Durante as Olimpiadas, realizadas em Londres em 2012, o grupo C
do futebol masculino era formado por quatro paises: Brasil, Egito, Bielorriissia e Nova
Zelandia. Observe os resultados (ntimero de vitorias, empates e derrotas) de cada um,
registrados na Tabela 5.1. Pelo regulamento das Olimpiadas, cada resultado (vitoria,
empate ou derrota) tem pontuagdo correspondente (3 pontos, 1 ponto e 0 ponto), que
esta registrado na Tabela 5.2. Determine o total de pontos dos paises participantes por

meio de uma matriz.

Tabela 5.1: Resultados

Vitorias | Empates | Derrotas
Brasil 3 0 0
Egito 1 1 1
Bielorrussia 1 0 2
Nova Zelandia 0 1 2

Resolucao: Espera-se que o aluno identifique que é um problema de multiplicacao

de matrizes. Identificando a Tabela 5.1 como uma matriz M; de ordem (4 x 3) e a
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Tabela 5.2: Pontuacao correspondente

Numero de pontos
Vitoria 3
Empate 1
Derrota 0

Tabela 5.2 como uma matriz My de ordem (3 x 1), e efetuamos a multiplica¢ao entre
essas duas matrizes:

3
1
1

o = O

My - My =

N DN = O
S = W
I
— W R~ O

0 1

onde a primeira linha representa os pontos do Brasil, a segunda linha os pontos do
Egito, a terceira linha os pontos da Bielorrissia e a quarta linha os pontos da Nova
Zelandia.

Questao 3-)(ENEM-2012) Um aluno registrou as notas bimestrais de algumas
de suas disciplinas numa tabela. Ele observou que as entradas numéricas da tabela
formavam uma matriz 4 x 4, e que poderia calcular as médias anuais dessas disciplinas
usando produto de matrizes. Todas as provas possuiam o mesmo peso, e a tabela que
ele conseguiu é mostrada a seguir.

1° Bim | 2° Bim | 3° Bim | 4° Bim
Mateméatica 5,9 6,2 4,5 5,5
Portugués 6,6 7,1 6,5 8,4
Geografia 8,6 6,8 7,8 9,0
Historia 6,2 5,6 5,9 7,7

Para obter essas médias ele multiplicou a matriz obtida a partir da tabela por:
1

a) 5]

b)

"
N =

= N
= N
=
—_

Nl N N= o= R

o
~—r
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Resolucao: Da tabela extraimos uma matriz 4 x 4. Para calcularmos a média
1

aritmética entre 4 notas, somamos as 4 e dividimos por 4, ou multiplicamos por ;.
Entao ficariamos entre as alternativas b e e. Pela definicao de multiplicacao de matrizes
a multiplicacao de uma matriz 4 x 4 tem que ser feita por uma matriz 4 x 1 e nao 1 x 4.
Portanto, a alternativa correta ¢ a letra e.

Com essas atividades os alunos puderam aprimorar as habilidades relacionadas a
adicao e multiplicacao de matrizes, uma vez que eles ja tinham conhecimentos prévios
sobre este contetdo.

As Figuras 5.1, 5.2 e 5.3 sao registros dos erros cometidos na primeira questao.
Percebe-se que houve dificuldade em representar a resposta por meio de uma matriz,
erro nos calculos e o erro mais grave foi fazer a diferenca entre as matrizes ao invés
de soma-las. Dentre os 22 alunos, 16 acertaram completamente a questao e somente 1

aluno errou totalmente.

Figura 5.1: Erro cometido na Questao 1.

Figura 5.2: Erro cometido na Questao 1.

As Figuras 5.4, 5.5 e 5.6 sdo registros dos erros cometidos na segunda questao.
Houve dificuldade no conceito de multiplicacao de matrizes, alguns alunos erraram os

calculos ou nao resolveram a questao, houve erro na representacao da matriz resposta
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Figura 5.3: Erro cometido na Questao 1.

que deveria ser uma matriz 4 X 1 e nao 1 x 4. Dentre os 22 alunos, 8 acertaram

completamente a questao e 11 erraram completamente.

Figura 5.4: Erro cometido na Questao 2.

Figura 5.5: Erro cometido na Questao 2.

Figura 5.6: Erro cometido na Questao 2.

A Figura 5.7 é um registro dos erros cometidos na terceira questao. Apesar da obser-
vacao colocada na folha de questoes para deixar os calculos registrados, nenhum aluno
registrou os célculos nesta questao. Dentre os 22 alunos, 12 acertaram completamente

a questao e 10 erraram completamente.
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Figura 5.7: Erro cometido na Questao 3.

Apesar de 54,5% dos alunos terem assinalado a resposta correta, os dados da questao
acima ainda sao preocupantes, pois um total de 45,5% optou por outras alternativas.

A partir destas atividades pode-se concluir que os alunos apresentam dificuldades
no que concerne ao produto entre matrizes.

Os alunos confundem o produto entre matrizes, porque muitos nao analisam o
ntumero de linhas e colunas das matrizes — para verificar se ha ou nao possibilidade
de resolver a operacao — nem os artificios para multiplicar os elementos das linhas e
colunas (elementos da 1* linha da matriz A com os elementos da 1* coluna da matriz
B, e assim sucessivamente).

Com relacao a questao de miltipla escolha, como os alunos nao deixaram o céalculo
registrado, nao é possivel concluir que os 12 alunos que acertaram realmente sabiam
resolver a questao, ou apenas tiveram sorte na escolha da alternativa. Com isso, optar
por aplicar uma prova de multipla escolha pode nao ser uma boa alternativa para
avaliar a aprendizagem dos alunos. A aprendizagem é um processo cognitivo, inerente
ao ser humano, mas nao observavel diretamente. Para avalid-la é necessario que se
tenha visibilidade. Dai estd a importancia de realizar avaliacoes em que os alunos
possam manifestar seus conhecimentos e habilidades para que seja possivel avaliar de
forma adequada a aprendizagem dos alunos.

Como conclusao geral das atividades apresentadas, constatou-se que os alunos apre-
sentaram dificuldades no tema e para sanar as duvidas foram dedicadas mais aulas no
estudo de matrizes, abordando outros exemplos praticos.

E claro que, para que isso ocorra, o professor deve avaliar a realidade da sala de
aula para que ele se certifique de qual seria a melhor decisao a ser tomada. Além disso,
é necessario um estudo mais profundo no que concerne ao ensino de matrizes para que
este se torne ainda mais agradavel e eficaz.

A expectativa é que as atividades propostas e as demais aulas dedicadas a con-
textualizacao das operagoes de matrizes no cotidiano, tenham permitido ao aluno um
melhor entendimento do assunto e tenham motivado o aluno a procurar e estudar

outras aplicacoes relacionadas ao tema.
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5.1.1 Sugestoes de Exercicios Contextualizados

Nessa se¢ao apresentaremos mais alguns exercicios (sequéncias didaticas) para apli-
car em sala de aula, contextualizando o ensino de Matrizes.

Esse objeto de aprendizagem apresentado a seguir, foi retirado da referéncia [9] e
adaptado. A situacao foi desenvolvida tendo como contexto, situacdes que ocorrem
dentro de um shopping center.

O aluno, na interagao com o objeto, faz o papel de um cliente de determinada loja
do shopping center. Criaram-se essa situacdo em que ocorre o estudo de produto de
matrizes: um quiosque de venda de bombons.

A situacao é descrita por uma vendedora que oferece trés tipos de bombons e, que
podem ser vendidos em quatro tipos de kits: um com quatro bombons, outro com seis,
o terceiro com oito e o quarto com dez bombons.

A interacao proposta para o estudo de produto de matrizes, nessa situagao, é que o
aluno é quem forma o kit desejado. O produto de matrizes ocorrera por intermédio da
tabela do tipo de kit de bombons versus espécies de bombons e, espécies de bombons
versus valor e peso. A tabela espécies de bombons versus valor e peso serd apresentada
ao aluno, quando o mesmo tiver escolhido o kit.

O aluno escolherd um kit, tendo escolhido o kit, o mesmo tem a possibilidade de
escolher entre trés tipos de bombons (ao leite, branco e diet). Os kits nao escolhidos
serao preenchidos pelo aluno com a quantidade “zero” na tabela.

A tabela contendo espécies de bombons versus valor e peso é dada, entao o aluno
preenche a tabela do tipo de kit de bombons versus espécies de bombons, efetua a
multiplicacao das duas matrizes obtendo como resultado uma matriz contendo o tipo
de kit de bombom versus valor e peso.

Em um exercicio como esse, cada aluno terd uma construido uma tabela diferente,

chegando em resultados diferentes.

Exemplo 5.1. Simulando a escolha de um aluno, teremos:

Kits | Ao Leite | Branco | Diet
Kit 1 5 0 1
Kit 2 0 2 1
Kit 3 1 0 1
Kit 4 0 1 1

A Tabela 5.3, espécies de bombons versus valor e peso, ¢ dada no exercicio:

Fazendo a multiplicacao dessas matrizes, obteremos:

50 1 7,00 140
1,00 25

021 5,00 55
1,50 20| =

101 3,00 40
2,00 15

01 1 3,50 35
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Tabela 5.3: espécie de bombons versus valor e peso

Bombons | Valor por unidade | Peso por unidade
Ao Leite R$1,00 25g
Branco R$1,50 20g
Diet R$2,00 15g

A tabela resposta desse problema seria:

Kits | Valor por unidade | Peso por unidade
Kit 1 R$7,00 140g
Kit 2 R$5,00 b5g
Kit 3 R$3,00 40g
Kit 4 R$3,50 35g

Exemplo 5.2. Uma empresa especializada em calcados é formada por trés lojas A, B e
C. Realizado um estudo de vendas de trés modelos de sapatos nos meses de Novembro e
Dezembro de 2016 nessas lojas, foram obtidos os resultados representados nas seguintes

tabelas:

Tabela 5.4: Vendas do més de Novembro/2016

Loja A | Loja B | Loja C
Modelo 1 100 98 105
Modelo 2 150 120 121
Modelo 3 89 93 99

Quanto cada loja vendeu de cada modelo nesses dois meses? Qual loja vendeu mais
o modelo A? Qual loja vendeu mais o modelo B?

Resolucao: As tabelas 5.4 e 5.5 podem ser representadas pelas matrizes

100 98 105 130 110 133
A= {150 120 121| e B= [148 120 100 (5.1)
89 93 99 100 80 100

Para se obter quanto cada loja vendeu de cada modelo nesses dois meses, faremos

a soma dessas matrizes, obtendo a matriz resposta R.

230 208 238
298 240 221
189 173 199

R=A+B=

Analisando a matriz R, vemos que a loja A vendeu mais o modelo 2 e a loja B

vendeu mais os modelos 1 e 3.
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Tabela 5.5: Vendas do meés de Dezembro/2016
Loja A | Loja B | Loja C
Modelo 1 130 110 133
Modelo 2 148 120 100
Modelo 3 100 80 100

Exemplo 5.3. O Campeonato Brasileiro comecou no dia 13 de Maio de 2017. A
regra para classificacao dos times é pela quantidade de pontos obtidos ao longo do
campeonato. Sao trés pontos a cada vitoria, um ponto a cada empate e zero ponto a
cada derrota. Na 11? rodada, a tabela obtida é a Figura 5.8. Determine a pontuagao

dos quatro primeiros colocados no campeonato.

TABELA

1 Corinthians [ ] 9 2 0
2 Grémio . 7 1 3
3 Flamengo ® 5 5

4 Palmeiras ' 11 6 1 4

Figura 5.8: Classificacao - 11a. rodada do Campeonato Brasileiro

Resolucao: Extraindo uma matriz A4 3 da tabela, sendo a primeira coluna o niimero

de vitorias, a segunda coluna o nimero de empates e a terceira coluna o numero de

9 2 0
1 3 . . .
derrotas, temos: A = 5 5 1l Obtendo a matriz B3y, da pontuacao de cada jogo,
6 1 4
temos, 3 pontos a cada vitoria, 1 ponto a cada empate e 0 ponto a cada derrota,
3
teremos: B = |1
0

Para chegarmos na pontuacao de cada time, precisamos multiplicar as matrizes

Ayxs por Bsy:

9 20 5 29
1 22
AB = ’ X 1] =
5 5 1 0 20
6 1 4 19
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Concluimos entao que o primeiro colocado tem 29 pontos, o segundo colocado 22
pontos, o terceiro colocado 20 pontos e o quarto colocado 19 pontos.

Esse é um exercicio de uma situagao real, a tabela foi retirada do seguinte site com
ultimo acesso em 05 de Julho de 2017:

http://globoesporte.globo.com/futebol/brasileirao-serie-a/

5.2 Exercicios Extraidos de Vestibulares

Nesta secao apresentaremos exemplos de alguns exercicios envolvendo matrizes e

sistemas lineares que foram cobrados em vestibulares.

Exemplo 5.4. (FUVEST) Dadas as matrizes:
1) A = (aij)ax7, definida por a;; =i — j
2) B = (b;j)7x9, definida por b;; =i
3) C = (c;); C=AB
O elemento Cgs é:
a) -112
) -18
) -9
) 112

e) nao existe

a8 o o

Resolucao: Na multiplicacdo da matriz Ay ela matriz B obtemos uma matriz
X7 7X99

Cyxg, que ¢ uma matriz de 4 linhas e 9 colunas. Portanto o elemento Cgz nao existe,

pois seria um elemento da sexta linha, a qual nao existe, logo a alternativa correta ¢é a

letra e.

Exemplo 5.5. (UFLA) Dadas as seguintes matrizes

A TH+y T—y B [1 0]'
1 1 2 1

Os valores de x e y, de modo que A% = B, s3o:
a)r=1,y=
b)z=0,y=1
c)r=y=
d)x:y:%
e)r=y=0

Resolucao: Fazendo a multiplicacao entre a matriz A pela propria matriz A acima,

g

obtemos a matriz A? e igualando com a matriz B, temos:

x2+2xy+y2+x—y xz—yz—i-x—y
r+y+1 r—y+1

Com isso, obtemos o sistema abaixo:
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r+y+1=2
r—y+1=1

Resolvendo o sistema, chegaremos em =z = % ey = %, logo a alternativa correta é a
letra d.

Exemplo 5.6. (ITA-2006) Em uma mesa de uma lanchonete, o consumo de 3 san-
duiches, 7 xicaras de café e 1 pedaco de torta totalizou R$31,50. Em outra mesa, o
consumo de 4 sanduiches, 10 xicaras de café e 1 pedaco de torta totalizou R$42,00.
Entao, o consumo de 1 sanduiche, 1 xicara de café e 1 pedaco de torta totaliza o valor
de:

a) R$17,50

b) R$16,50

c) R$12,50

d) R$10,50

e) R$9,50

Resolucao: Chamando x de sanduiche, y de 1 xicara de café e z de 1 pedaco de torta,

montamos o sistema linear abaixo:
3z +Ty+2=231,50 (1)
dr + 10y + z = 42,00 (I1)

Fazendo a linha (I) multiplicada por 3 e a linha (IT) multiplicada por 2, obtemos o

seguinte sistema linear:

Oz + 21y + 32 = 94,50  (II])
8z + 20y + 22 = 84,00  (IV)
Subtraindo a linha (IV) da linha (III), obtemos:

r+y+z=10,50.
Portanto, a alternativa correta ¢ a letra d.

O proximo exemplo, é um exercicio da matéria de quimica, o qual na resolucao se

usa Sistemas Lineares.

Exemplo 5.7. (FUVEST-2016) Uma dieta de emagrecimento atribui a cada alimento
um certo ntimero de pontos, que equivale ao valor calérico do alimento ao ser ingerido.

Assim, por exemplo, as combinac¢oes abaixo somam, cada uma, 85 pontos:
* 4 colheres de arroz + 2 colheres de azeite + 1 fatia de queijo branco.
* 1 colher de arroz + 1 bife + 2 fatias de queijo branco.

* 4 colheres de arroz + 1 colher de bife + 2 fatias de queijo branco.
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Note e adote:

1 colher 1 colher .
. 1 bife
de arroz de azeite
M d
viassa e 20 5 100
alimento (g)
% de umidade +
trient
ma‘cmn.u'r{en e 75 0 60
minoritario +
micronutrientes
% de
macronutriente 25 100 40
majoritario

Sdo macronutrientes as proteinas, os carboidratos e os lipideos.

* 4 colheres de arroz + 1 bife
Com base nas informacoes fornecidas, e na composicao nutricional dos alimentos,

considere as seguintes informacoes:
I. A pontuagao de um bife de 100g é de 45.
IT. O macronutriente presente em maior quantidade no arroz sao os carboidratos.

III. Para uma mesma massa de lipideo de origem vegetal e de carboidrato,
nimero de pontos do lipideo 615
numero de pontos do carboidrato o

E correto o que se afirma em

a) I, apenas.

b) II, apenas.

c¢) I e II, apenas.
d) IT e II1, apenas.
e) I, T e III.

Resolucao: Para resolver esse exercicio, precisamos encontrar a pontuacao de cada
alimento. Chamamos de z: 20 g de arroz; y: 5 g de azeite; z: 1 fatia de queijo e w:
1 bife. E sabendo que as combinacdes citadas somam 85 pontos, formamos o seguinte
sistema linear: )

4o 4+ 2y +2 =85
rT+w+22=2385
4o +y+ 22 =85

dor +w = 85

Da relacao entre a primeira linha e a terceira linha, segue que:
de+2y+z=4r+y+2z <= y==z.

Logo, o azeite e o queijo apresentam o mesmo valor energético. Da relacao entre a

segunda linha e a quarta linha, segue que:
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3z
a:—l—w+2z:4x+w<:>z:7.
Substituindo na primeira linha:
3 3 17
4x+2-§+§:85<:>7x:85<:>x:10.

Calculando a pontuacdo do bife (w), segue:
dr+w=8<=4-10+w =85 <+= 40+ w = 85 <= w = 45.

Calculando as pontuacgoes do queijo (2) e do azeite (y)

3-10
=2 — —15=y.

Entao temos que:

I - CORRETA. A pontuacao de 1 bife de 100 g é 45.

II - CORRETA. O macronutriente presente no arroz é o carboidrato.

IIT - CORRETA. Uma colher de arroz possui 0,25 - 20g = 5¢. Isso vale 10 pontos. A
mesma quantidade de lipideos esta presente em uma colher de azeite e vale 15 pontos.

Portanto, 12 = 1, 5.

T
Logo, a alternativa correta ¢ a letra e.
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