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Resumo

NOGUEIRA JUNIOR, Dércio Costa, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro
de 2017. Grafos e problemas de caminhos. Orientador: Luis Felipe Gongalves
Fonseca. Coorientador: Luis Alberto D’Afonseca.

A Teoria dos Grafos estd associada a situacoes que podem ser descritas por meio de
diagramas representados por um conjunto de pontos (vértices) e linhas que ligam
alguns pares destes pontos (arestas). Seu inicio remonta a visita de Leonhard Euler
a cidade de Konigsberg, em 1736, quando foi apresentado a ele um desafio que
intrigava os moradores da cidade. Eles se perguntavam se era possivel sair de casa,
passar em cada ponte, apenas uma vez, e retornar ao ponto inicial. O diagrama
montado por Euler para representar o mapa das sete pontes da cidade é um esquema
de grafo. O desenvolvimento e a consolidacao da Teoria dos Grafos proporcionou
significativas contribuigoes para a Fisica, Quimica, Biologia e Ciéncia da Computacao.
Os algoritmos associados a problemas de caminho minimo, coloracao e busca de
arvore geradora minima sao amplamente utilizados na pratica de linguagem de
programacao. Nessa pesquisa, o problema de caminho minimo e a busca da arvore
geradora minima sao usados para o trabalho de algoritmos envolvendo grafos com
alunos do Ensino Médio em uma escola de Belo Horizonte. Uma sequéncia didatica
com trés aulas foi aplicada, sendo a primeira aula sobre a introducao a teoria dos
grafos, a segunda aula sobre algoritmos e grafos e a terceira aula com a implementacao
desses algoritmos usando a linguagem de programacao C. Os algoritmos utilizados
foram Dijkstra, Prim, Kruskal e Floyd. Resultados apontam para a possibilidade de
inclusao da Teoria dos Grafos no Ensino Médio tendo em vista as interagoes com
Andlise Combinatéria, Probabilidade e Poliedros. O estudo de grafos por meio de
algoritmos e sua aplicagao em linguagem de programacao ¢ uma nova abordagem a

ser considerada para o Ensino Médio.
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Abstract

NOGUEIRA JUNIOR, Dércio Costa, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, Febru-
ary, 2017. Graphs and path problems. Adviser: Luis Felipe Gongalves Fonseca.
Co-adviser: Luis Alberto D’Afonseca.

The Theory of Graphs is associated with situations that can be described by means
of diagrams represented by a set of points (vertices) and lines that connect some pairs
of these points (edges). Its beginning dates back to Leonhard Euler’s visit to the
town of Koénigsberg in 1736, when he was presented with a challenge that intrigued
the city’s residents. They wondered if it was possible to get out of the house, pass
on each bridge only once, and return to the starting point. The diagram assembled
by Euler represent the map of the city’s seven bridges is a graph diagram. The
development and consolidation of Graph Theory provided significant contributions
to Physics, Chemistry, Biology and Computer Science. The algorithms associated
with minimum path, coloring, and minimum generation tree search algorithms are
widely used in programming language practice. In this research, the minimum path
problem and the minimum generation tree search are used to work with algorithms
involving graphs with high school students in a school in Belo Horizonte. A didactic
sequence with three sections was applied, being the first class on the introduction
to the graph theory, the second class on algorithms and graphs and the third class
with the implementation of these algorithms using the C programming language.
The algorithms used were Dijkstra, Prim, Kruskal and Floyd. Results point to
the possibility of including the Theory of Graphs in High School in view of the
interactions with Combinatorial Analysis, Probability and Polyhedra. The study of
graphs through algorithms and their application in programming language is a new

approach to be considered for High School.
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Introducao

Os grafos, devido a sua natureza combinatéria, servem de modelos para varios
problemas na Matematica. A teoria dos grafos se mostrou um eficiente assunto para
abordar aplicacao de algoritmos para resolucao de problemas praticos.

A historia da Matemaética teve um episoédio especifico quando Euler foi visitar a
cidade de Konigsberg em meados da primeira metade do século XVIII. A teoria dos
grafos surgiu de um problema, proposto como uma desafio pelos moradores daquela
cidade. O desafio, conhecido como o “Problema das Sete Pontes de Konigsberg”,
consistia em saber se era possivel sair de casa, passar uma vez em cada ponte e
voltar para casa. Euler resolveu o desafio e publicou a resolucao em um artigo no
ano de 1741. Apds um século sem registros relevantes, além dos publicados por
Euler, o século XIX foi um momento de retomada e desenvolvimento dos grafos. Os
problemas foram se tornando notodrios devido as suas implicagoes praticas.

Figura 1.1: As sete pontes de Konigsberg e o grafo associado. [35]

Ao longo da histéria, muitos dos problemas da teoria dos grafos foram associados
a algoritmos, o que resultou em questoes de complexidade computacional. O teorema
das quatro cores mostra que é possivel colorir um mapa com apenas quatro cores,
de modo que paises vizinhos nao sejam coloridos com a mesma cor. Esse teorema
exemplifica tal complexidade, ja& que um periodo de varias décadas separa a primeira
tentativa de demonstracao da prova em que se utilizou computadores.

Nesta dissertacao, a teoria dos grafos é introduzida por meio de um breve contexto
histoérico, ressaltando sua origem em problema de aplicacao préatica. Apos a definicao,
alguns elementos e as suas representagoes sao descritos. Os conceitos fundamentais
antecedem os tipos de grafos, que sao abordados de acordo com suas utilizagoes nos
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algoritmos propostos. Ha uma preocupagao em apresentar teoremas e lemas, com
suas respectivas demonstragoes matematicas.

Os algoritmos sao apresentados de maneira sucinta, seguido da definigao e aplica-
¢ao da matriz de adjacéncia. Dois algoritmos (Dijkstra e Floyd) sao propostos para
problemas que buscam o caminho minimo e dois algoritmos (Kruskal e Prim) para
a arvore geradora minima. Os algoritmos apresentados podem ser adaptados para
qualquer linguagem de programacao.

A teoria dos grafos e as possibilidades de interagoes com outras areas da Mate-
matica foram balizadores para uma sequéncia didatica. Dividida em trés aulas, cada
uma de 100 minutos, as atividades permearam cada passo da sequéncia. A primeira
aula trouxe uma introdugao a teoria dos grafos, enquanto a segunda aula iniciou
a aplicagao de algoritmos como Dijkstra e Kruskal, por exemplo. A terceira aula
aborda a linguagem de programacao C, escolhida para essa pesquisa devido ao seu
uso na Olimpiada Brasileira de Informética (OBI).

As aulas ocorreram numa escola federal de Belo Horizonte ao longo de duas
semanas. Dezesseis alunos do segundo ano do Ensino Médio foram voluntarios para
participar das aulas. Os dados coletados por meio de observacao das aulas, execucao
e recolhimento das atividades, assim como as anotagoes da socializacao realizada
duas semanas ap0s a tltima das trés aulas, foram analisados com viés de pesquisa
qualitativa.

Esses dados foram analisados e os resultados mostraram a possibilidade de
inclusao de grafos no Ensino Médio, tendo em vista a série em que se ensina Andlise
Combinatoria, Probabilidades e Poliedros.

O uso da linguagem C para a programagcao dos algoritmos se mostrou eficiente
apenas para alunos com conhecimento prévio. Nesse contexto, destacam-se aqueles
que ja participaram da OBI ou que estao matriculados em algum curso técnico.

Algumas questoes levantadas na observacao e anélise de dados sao apresentadas
nas consideragoes finais. A oportunidade de inserir grafos nos curriculos pode trazer
beneficios para o estudo de algoritmos, a demonstracao de teoremas e a resolucao de
problemas praticos.

Figura 1.2: As oito pontes no centro de Recife e o grafo associado. [11]

O caminho para as aplicacoes é repleto de possibilidades de contextualizacao de
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grafos tendo em vista as regionalidades de nossa nacao. Uma delas esta representada
na figura 1.2, que pode ser considerada a Konigsberg brasileira do século XXI. A
mesma impossibilidade encontrada por Euler pode ser percebida em Recife, uma
vez que € impossivel obter um ciclo euleriano, isto é, um caminho que passasse por
todas as pontes apenas uma vez e retornasse ao ponto inicial. Esse exemplo de
contextualizacao atesta a relevancia e as possibilidades de trabalho quando se introduz
grafos na Educagao Bésica, em especial, no Ensino Médio, conforme abordado na
pesquisa.



Nocoes de Grafos

A Teoria dos Grafos é relativamente contemporanea na Matematica. Seus registros
iniciais remontam a um problema que foi resolvido por Leonhard Euler ao visitar a
cidade de Konigsberg em 1736. Localizada numa pequena regiao da Russia, a cidade
possuia uma intensa atividade intelectual e um relevante comércio maritimo. E nesse
contexto que Euler, ao visitar a cidade, se depara com um problema de aparéncia
simples, mas que estava sendo amplamente discutido pela elite intelectual da cidade.
O desafio consistia em determinar um trajeto iniciado em uma das margens do
Pregel, rio que corta a cidade, e passasse por todas as pontes apenas uma tUnica vez,
retornando ao ponto de partida.

® o
|| )
@ @ grafo b -
| . Ju]

® :

Figura 2.1: O problema de Euler: as pontes de Konigsberg. [14]

Ele mostrou que era impossivel realizar tal trajeto, a nao ser que cada margem
fosse ligada a uma ilha por um nimero par de pontes. O desafio proposto a Euler
resultou num artigo escrito em 1736 [17]. Mais tarde, o esquema apresentado por
Euler recebeu o nome de grafo.

Apenas 111 anos mais tarde, o fisico alemao Gustav Kirchhoff pensou em algo
parecido quando publicou alguns resultados em que se utilizava modelos de grafos.
Na figura 2.3, pode ver-se o uso de “arvores matematicas” para a investigacao de
circuitos elétricos. A lei das correntes de Kirchhoff pode ser enunciada como “para
qualquer rede de parametros concentrados, para qualquer de seus cortes, e a qualquer
instante, a soma algébrica de todas as correntes através dos bracos do corte é zero”.

[27]
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| CGomment: Aead. i B VI 2 VI 5708

Figura 2.2: Desenho no artigo de Euler, de 1736, mas publicado apenas em
1741. [15]

11 + 14 = i + 13

Figura 2.3: O problema de Kirchhoff. [27]

Alguns anos depois, mas precisamente em 1857, o matematico britanico Arthur
Cayley usou a ideia de grafos para enumerar todos os isomeros dos hidrocarbonetos
alifaticos, sendo estes compostos de carbono e hidrogénio com cadeias abertas,
conforme indicado na figura 2.4. Neles, a cadeia carbonica é aciclica e por serem
isomeros, possuem a mesma formula molecular mesmo com férmulas estruturais

distintas.
H H H
H H H H ‘
‘ ‘ ‘ H c c c H
H C (o3 c c H ‘
‘ ‘ ‘ H H——C—H H
C fo; o C
H
Butano
Isobutano

Figura 2.4: O problema de Cayley. [27]
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Nessa mesma época, Francis Guthrie apresentou a conjectura das quatro cores
enquanto tentava colorir um mapa dos condados da Inglaterra. Ele notou que
apenas quatro cores eram suficientes para colorir o mapa, sendo que cada regiao
nao apresentava a mesma cor das demais regioes com as quais se fazia fronteira.
Associando pontos a cada condado, Guthrie uniu dois pontos por uma linha se as
duas regioes faziam fronteira, conforme a figura 2.5. Cerca de 124 anos se passaram
e muitos métodos foram desenvolvidos para resolver o problema das quatro cores.
Apenas em 1976, com a ajuda de um IBM 360, Kenneth Appel e Wolfgang Haken
apresentaram uma demonstracao para o teorema das quatro cores [10)].

Figura 2.5: O problema de Guthrie. [11]

No século XX, muitos matematicos contribuiram com Teoria dos Grafos. Diversas
areas do conhecimento como a Ciéncia da Computacao, Biologia e a estrutura do
DNA, Quimica e o projeto de novos compostos quimicos foram beneficiadas.

2.1 Primeiras ideias de Grafos

A seguir, uma breve apresentagao da Teoria Matematica dos Grafos.

Definigao 2.1.1. Um grafo nao direcionado G = (V, E') é uma estrutura matematica
formada por dois conjuntos, o conjunto V' dos vértices e o conjunto E das arestas.
Uma aresta existe se dois vértices estao associados a ela.

A compreensao de um grafo depende de saber quais sao os vértices e como eles
se interligam dois a dois. Isso proporciona uma rapida visualizacao grafica devido a
facilidade na sua representagao por meio de esquemas. A seguir, alguns conceitos
sobre grafos.
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Figura 2.6: Definigao de grafo. [11]

e Lago: aresta da forma {v,v};

e Vértices adjacentes: vértices de uma mesma aresta;
e Aresta incidente ao vértice v: aresta que contém v;
e Extremidade de uma aresta: vértice da aresta;

e Grafo nulo: aquele para o qual V = (.

e Ordem de um grafo G = (V, E): ¢ a cardinalidade do seu conjunto de vértices,
ou seja, o numero de vértices de G.

e Tamanho de um grafo G = (V, E): é o numero de arestas de G.

O vértice de um grafo é representado por um circulo ou ponto; a aresta é
representada por uma linha.

Exemplo 2.1.2. No grafo G = (V,F) temos trés vértices e cinco arestas. A ordem
de G é 3.

e G=(V,E), em que:

-V ={ab,c};
— E = {{a,b},{a,c},{b.ct{b,c} {cc}}

e Uma representacao geométrica:

b

Figura 2.7: Exemplo de grafo com arestas multiplas e laco
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Em um grafo, o grau do vértice v é o nimero de vezes que as arestas incidem
sobre v, sendo representado por d(v). No exemplo da figura 2.7, d(a) = 2, d(b) = 3 e
d(c) = 5. Observe que cada lago é contado duas vezes e que se a figura apresentasse
algum vértice isolado, esse vértice apresentaria grau zero. Um resultado, conhecido
como o Lema do Aperto de Maos foi provado por Leonhard Euler em 1736. [17]

Lema 2.1.3. do Aperto de Maos: A soma dos graus dos vértices de um grafo é
sempre o dobro do ntimero de arestas.

Prova. Por definicao, basta notar que cada aresta, incluindo os lagos, contribui com
duas unidades para a soma. [

Corolario 2.1.4. Todo grafo G possui um nimero par de vértices de grau impar.

Prova. Uma soma de nimeros naturais é par, se, e somente se, a quantidade de
numeros impares é par. Assim, pelo lema do aperto de maos, a soma dos graus é par
e, portanto, o nimero de vértices de grau impar é par. [

2.2 Alguns tipos de grafos

Os conceitos de grafos sao relativamente simples e podem ser utilizados na
resolucao de problemas de Analise Combinatéria, Probabilidades, Geometria e
Programacao de Computadores.

e Um grafo simples é aquele que nao apresenta lacos e nem arestas multiplas.
e Um grafo valorado é aquele em que cada aresta possui um valor (peso) associado.

e Um grafo direcionado ou orientado apresenta arestas determinadas por pares
ordenados. Nesse caso, a aresta (a,b) deve ser desenhada por meio de uma seta
que vai de a até b.

Um dos tipos de grafos que pode ser aplicado a representagao de mapas de bairros
de uma cidade é o grafo planar. Se o bairro nao apresentar nenhum viaduto, as
ruas se Cruzarao apenas nos cruzamentos. E um caso de grafo em que as arestas se
interceptam apenas nas extremidades, quando representado em um plano.

e Quando um grafo GG admite uma representacao numa superficie S
sem que existam arestas que se interceptam, diz que ele é realizavel
em S. Um grafo diz-se planar se é realizavel no plano. [32]

Os poliedros platonicos sao exemplos de grafos planares. Da associagao com cada
planificacao dessas figuras espaciais é possivel identificar a quantidade de vértices,
arestas e faces de um poliedro.
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grafos simples grafo direcionado

grafo valorado

Figura 2.8: Grafos simples, valorado e direcionado. No grafo direcionado temos
as arestas (a,b); (b,c); (¢,d); (d,e); (a,e).

Figura 2.9: Grafos planares.

e Um grafo é dito regular se todos os seus vértices apresentam o mesmo grau.

e Um grafo é completo se qualquer par de vértices é conectado por uma aresta.
Sao denotados por K,, sendo n a ordem do grafo. Todo grafo completo K,
¢ também regular de ordem n — 1, visto que todos os seus vértices tem grau
n— 1.

e Um grafo é conexo (ou conectado) quando existe um caminho entre qualquer
par de vértices. Caso contrario, demonina-se desconexo. Se todos os vértices
apresentam grau zero, temos um grafo totalmente desconexo.

e Um grafo é bipartido quando seu conjunto de vértices V' pode ser particionado
em dois subconjuntos V; e V5 tais que toda aresta do grafo associa um vértice de
V1 a outro vértice de V5. Um grafo é bipartido completo quando todos os vértices
de um subconjunto estao ligados a todos os vértices do outro subconjunto.

e Um grafo é rotulado em vértices ou arestas quando a cada vértice ou aresta,
respectivamente, um rotulo estiver associado.
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grafo regular grafo completo grafo bipartido completo

grafo rotulado

Figura 2.10: Grafos regular, completo, bipartido e rotulado.

e Um multigrafo é um grafo que apresenta miltiplas arestas entre pares de seus
vértices.

e Subgrafo de um grafo é aquele em que o conjunto de seus vértices e o conjunto
de suas arestas sao, respectivamente, subconjuntos do conjunto de vértices e
do conjunto de arestas do grafo dado.

Subgrafo
Multigrafo Grafo dado g

Figura 2.11: Multigrafo e subgrafo.
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2.3 Isomorfismo

Dois grafos G e G’ sao isomorfos (G = G') quando existe uma fungao bijetora

f:V(G) = V(G) tal que se (uw) € E(G), entao (f(u), f(v)) € E(G").

fi:l—=c fo:a
2—e ao
3—d as
4 —b a4

5—a as

ag

ar

L

asg
Figura 2.12: Exemplo de isomorfismo em grafos [30].

Ou seja, dois grafos sao isomorfos quando existe uma correspondéncia vértice a
vértice, de modo a preservar as adjacéncias, como visto na figura 2.12

Determinar se dois grafos sao isomorfos nem sempre é uma tarefa simples. Apesar
da possibilidade de se fazer correspondéncia vértice a vértice, preservando as adjacén-
cias, a quantidade de permutacoes possivel pode revelar uma alta complexidade em
problemas desse tipo. No entanto, ha uma técnica [5] (nao simples de implementar)
que mantém os rotulos dos vértices, mas no entanto modifica o seu desenho, obtendo
um novo grafo. Na figura 2.13, os vértices f, g, h, i, j foram colocados para fora e os
vértices a, b, ¢, d, e foram colocados no meio, obtendo um grafo isomorfo.

fa} (b (c)

Figura 2.13: Exemplo de isomorfismo em grafos [5].

O isomorfismo, denotado por =, é uma relacao de equivaléncia no conjunto dos
grafos, pois satisfaz as propriedades:
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1) a simetria (G; = Gy para todo o grafo G1);
2) reflexidade (Se G; = Go, entao Gy = Gy, para quaisquer grafos G; e Gy);
3) transitividade (G; = Gy e Gy = Gz — G1 = G3).

2.4 Definicoes relacionadas a caminhos e ciclos

Um passeio em um grafo G = (V,E) é uma sequéncia de vértices consecutivos
ligados por meio de arestas ou arcos. Desse modo, uma sequéncia vq,...v, € V', é um
passeio de vy a vy, se (vj,vj41) € E para todo j = 1,...,m — 1. Logo, um passeio com
7 vértices apresenta 7 — 1 arestas. Essa quantidade de arestas é o comprimento do
passeio. Se as arestas sao todas distintas, esse passeio denomina-se trilha.

Um caminho é um passeio que nao contém vértices repetidos. Seu comprimento
¢ dado pelo nimero de arestas desse passeio.

Um circuito é um passeio em que o vértice de partida coincide com o vértice de
chegada. O ciclo, por sua vez, é um circuito com todos os vértices distintos entre o
primeiro e o ultimo.

Na figura 2.14, por exemplo, temos o passeio a, b, c,d, e, b, c, a trilha a, b, e, d, a,
o caminho a,d, ¢, b, e, o circuito a,c,e,b,c,d,a, o ciclo a,b,e,c,d,a e o triangulo
c,d, e, c.

Figura 2.14: Caminhos e ciclos em grafos

Um grafo conexo ¢é euleriano quando existe uma trilha fechada contendo cada
uma das suas arestas.

Teorema 2.4.1. Teorema de Euler [17]: Um grafo conexo é euleriano se, e
somente se o grau de cada vértice é par.

Prova [21]. (=) Seja G um grafo euleriano. Logo, ele contém um circuito euleriano.
Por cada vértice desse caminho, existe uma aresta que chega nesse vértice e outra que
sai desse vértice. Uma vez que toda aresta faz parte do caminho, necessariamente o
nimero de arestas por cada vértice é par.

(<) Suponha que todos os vértices possuem grau par. Seja v; um vértice qualquer
do grafo. A partir de v;, tenta-se construir um caminho que nao passa duas vezes
pela mesma aresta, até que nao seja mais possivel continuar. Se os vértices possuem
grau par, é possivel entrar e sair de um vértice, com excecao de v;, onde o caminho
vai terminar. Se esse caminho C] contém todas as arestas de (G, temos um circuito
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euleriano. Caso contrario, retira-se todas as arestas de GG que fazem parte de C.
No grafo resultante G’, todos os vértices tem grau par e um deles necessariamente
faz parte de C; (a fim de garantir que o grafo seja conexo). Recomec¢ando o mesmo
processo em G’ a partir do vértice comum com C, obtendo Cy. Portanto, temos um
circuito tnico que contém todas as arestas de G'. [

Um circuito ou caminho é euleriano quando todas as suas arestas sao contempladas
no circuito ou caminho uma tunica vez, respectivamente. Ora, se um grafo nao
apresenta circuito euleriano, mas apresenta um caminho euleriano, esse grafo é
denominado semieuleriano.

d e

Euleriano Semi-euleriano
Figura 2.15: Grafo euleriano e semieuleriano. [21]

Com a defini¢ao de grafos eulerianos e o teorema 2.4.1, o problema das sete pontes
de Konigsberg se torna trivial. Como o grafo nao é euleriano, fica impossivel partir
de um lugar, atravessar todas as pontes uma tnica vez e voltar ao ponto de partida,
conforme indicado na figura 2.1.

Um caminho é hamiltoniano quando é possivel passar por todos os vértices sem
repeticao. No caso em que comeca e termina no mesmo ponto, temos um ciclo
hamiltoniano. Se um grafo possui um ciclo desse tipo, ele é denominado grafo
hamiltoniano.

2.5 Arvores

Uma arvore é um grafo conexo que nao apresenta ciclos. Uma floresta é um grafo
nao necessariamente conexo aciclico, isto é, sem ciclos. Segundo Jurkiewicz (2009)
[24], “para um dado ntimero de vértices n, uma arvore é o grafo conexo com menor
nimero de arestas.”O teorema 2.5.1 retine as varias caracterizacoes das arvores.

Teorema 2.5.1. Seja T um grafo com n vértices. As seguintes afirmacoes sao
equivalentes:

[. T é uma arvore.

II. T' nao contém ciclos e tem n — 1 arestas.

III. T é conexo e tem n — 1 arestas.
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a b a b
d ¢ d ¢
Euleriano, Hamiltoniano nao Euleriano, Hamiltoniano
a C a
: b i
e d b
Euleriano, nao Hamiltoniano nao Euleriano, nao Hamiltoniano

Figura 2.16: Grafos euleriano e hamiltoniano. [11]

IV. T é conexo e toda aresta é uma ponte .
V. Todo par de vértices de T' é ligado por um tinico caminho.
VI. T nao contém ciclos, mas a adi¢ao de uma aresta produz um tunico ciclo.

Prova [24].

(I) = (II) Se T é uma arvore com n vértices, por definigdo, 7' nao contém ciclos.
Ao retirar uma aresta uwv, separando os vértices u e v, tem-se um par de arvores 1" e
T"” com n' e n” vértices respectivamente. Logo, n = n’ +n”. Por inducao, os niimeros
de arestas de 7" e T” sdo n’ — 1 e n” — 1 arestas, respectivamente. Acrescentando
a aresta uv, conclui-se que o nimero de arestas de 77 é (n' — 1)+ (" — 1)+ 1 =
(n+n")—1=n-—1.

(II) = (III) Se T fosse desconexo, cada componente seria uma arvore. Por
indugao, o nimero de arestas em cada componente é inferior em uma unidade ao
nimero n de vértices e o nimero total de arestas seria inferior a n — 1. Portanto, T’
é conexo e tem n — 1 arestas.

(IIT) = (IV) A retirada de qualquer aresta separa o grafo, uma vez que n — 2
arestas nao sao suficientes para conectar o grafo. Portanto, T é conexo e toda aresta
é uma ponte.

(IV) = (V) Supondo que exista mais de um caminho entre dois vértices, o grafo
apresentaria um ciclo e uma aresta que nao separaria o grafo. Portanto, todo par de
vértices de T é ligado por apenas um caminho.

(V) = (V1) Supondo que T contém um ciclo, obteria-se um par de vértices ligado
por mais de um caminho. A adicao de uma aresta uv encadeada com o tinico caminho
entre u e v resulta num ciclo. Se este ciclo nao fosse Unico, a retirada da aresta uv
deixaria dois caminhos distintos entre u e v.

(VI) = (I) Cada aresta e de T' é uma ponte, pois nao estd contida em qualquer
ciclo. Logo, todo par de vértices de T' é ligado por um tnico caminho. Se T" contivesse
um ciclo, haveria um par de vértices com mais de um caminho. Assim, 7" ndo contém

!'Uma aresta de um grafo é uma ponte se nio pertence a um circuito
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ciclos, mas a adi¢ao de uma aresta produz um unico ciclo. Portanto 7' é conexo e
nao contém ciclos. Logo, T é uma arvore.

Figura 2.17: Grafo: arvore

Definicao 2.5.2. Seja G = (V,E) um grafo conexo nao orientado. Uma &rvore
geradora A = (V' E’) de G é um subgrafo conexo sem ciclos que possui todos os
vértices de G.

Arvore geradora é definida para componentes conexos de grafos. Um subgrafo de
um grafo G é gerador se contém todos os vértices de G.

Teorema 2.5.3. Todo grafo conexo contém uma arvore geradora.

Prova: [3] Seja G um grafo conexo. Se G ndo apresenta circuitos, temos uma
arvore geradora. Se G tem um circuito, entao podemos tirar uma aresta do circuito,
resultando um subgrafo conexo de G. Repetindo esse processo até nao restar nenhum
circuito, obtém-se uma arvore geradora de G.

Teorema 2.5.4. Toda arvore geradora de um grafo G = (V, E) com n vértices tem
exatamente n — 1 arestas.

Prova: A prova sera feita por inducao em n.

(1) Para n = 1. Tem-se uma arvore com apenas um vértice e nenhuma aresta.

(77) Suponha que o teorema é vélido para n = k, k > 1 (hipdtese de indugao). Se
a arvore tem k vértices, entao ela terd k — 1 arestas. Seja A uma &arvore geradora
qualquer com k + 1 vértices e seja |E4| o seu numero de arestas. Como k > 1, temos
|E4|l > 1, a fim de que A seja conexo. Retirando uma aresta qualquer de A, temos
uma nova arvore geradora A’ com k vértices e |F4| — 1 arestas. Se a arvore tem k
vértices, pela hipétese de indugao ela deve ter k—1 arestas. Portanto, |[Ea|—1=k—1
e, assim, |FE4| = k. n
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2.6 Coloracao

Os problemas de coloracao estao associados com a coloracao de mapas, de modo
que regices adjacentes nao podem ter a mesma cor. Considera-se cada regiao como
um vértice do grafo e cada fronteira entre duas regides como aresta que liga os dois
vértices correspondentes.

Se G é um grafo simples, a atribuicao de cores para cada um dos vértices, de
modo que vértices adjacentes apresentem cores diferentes, é uma coloragao para G.
O nimero cromatico de G é o menor nimero de cores necessario para colorir G e
¢ denotado por x(G). Se x(G) = 1, temos um grafo nulo. Se y(G) = 2 temos um
grafo bipartido nao nulo como mostra o préximo teorema.

Teorema 2.6.1. Um grafo G é bipartido se, e s6 se, x(G) = 2.

Prova: (=) Se G é bipartido, basta corresponder cada um dos dois subconjuntos de
vértices a uma cor distinta. (<) Se um grafo é tal que x(G) = 2, entao basta separar
os vértices em dois subconjuntos de acordo com as duas cores usadas na coloragao
do grafo. Por definicao, nao podemos ter dois vértices adjacentes com a mesma cor.
Desse modo, sé havera arestas de um vértice de um dos subconjuntos a um vértice
do outro subconjunto. Logo, o grafo é bipartido. [

Em termos de coloracao de grafos, o teorema das quatro cores foi um desafio que
perdurou por mais de cem anos. Uma consequéncia do Teorema das Quatro Cores
é que o nimero cromatico de um grafo planar nao é maior que 4. Uma prova do
teorema foi feita por K. Appel e W. Haken em 1976. [10]

Uma das aplicagoes mais conhecidas de coloragao estd no Sudoku [15]. A resolugao
de uma instancia equivale a encontrar uma 9-coloracao num grafo de 81 vértices,
conforme indicado na figura 2.18.

AU

AR
Kk

>

=

A

A

Figura 2.18: Aplicagao de coloragao de grafos: Sudoku.
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2.7 Teoremas, problemas e outros resultados

Alguns teoremas e resultados da Teoria de Grafos tem contribuido para a resolugao
de problemas de localizagao, organizacao de campeonatos esportivos, simulacao de
redes elétricas, estruturas moleculares e novos compostos quimicos.

Leonhard Euler, no século XVIII, provou um teorema que originalmente tratava
de arestas, faces e vértices de poliedros convexos. Esse teorema pode também ser
aplicado a grafos. A correspondéncia entre vértices de um poliedro com os vértices
de um grafo ja foi vista antes. No caso das faces, em um grafo se trata das regioes
obtidas pela representacao geométrica de grafos com pelos menos um ciclo.

Teorema 2.7.1. (Relagao de Euler). Se um grafo planar conexo apresenta v
vértices, a arestas e f faces, entao v + f = a + 2.

Prova: A prova sera feita por indugdo em a (ntimero de arestas).

(1) Paraa =1, tem-se f=1ev=2.

(7) Suponha que o teorema seja vélido para um grafo planar conexo qualquer
com menos de a + 1 arestas. Se for uma &arvore, f = 1 (apenas uma regiao, pois
arvores sao aciclicas) e v =a+ 1. Temos v+ f —a =a+1+41—a = 2. Se apresentar
um ciclo, ao retirar uma aresta, o grafo fica com f — 1 faces. Pela hipdtese de indugao,
a relagdo vale para o novo grafo. Assim, (f — 1) +v = (a — 1) 4+ 2 e finalmente,
frv=a+2. ]

Outra relagao importante ocorre em grafo maximal planar, que se trata de um
grafo no qual nao se pode acrescentar uma aresta sem comprometer sua planaridade.

Teorema 2.7.2. Em um grafo planar conexo G, temos a < 3v — 6. Se a = 3v — 6,
entao GG é maximal planar.

Prova: Cada aresta é contada duas vezes quando se conta as faces do grafo. Como
o grafo é conexo, entao cada face tem pelo menos 3 arestas. Assim:

3f < 2a

Pela relagao de Euler:
f+v—a=2,

3f+3v—3a=6

Logo,
2a —3a+3v>6

Portanto
a<3v—06
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Corolario 2.7.3. Se n > 4, entao K,, nao é planar

Prova: Em um grafo completo K, temos n vértices e (n — 1)n/2 arestas. Pelo
teorema 2.7.2, sabe-se que 3v — a > 6 em um grafo conexo e planar com v vértices e
a arestas. Assim, 3n —n(n —1)/2 = (—n? + 7n)/2 > 6. Os tinicos valores naturais
que verificam essa desigualdade sao 3 e 4. Portanto, todos os grafos completos K,
com n > 5, nao sao planares. [

Sobre grafos bipartidos, seguem dois teoremas, sendo o primeiro necessario para
a compreensao do segundo.

Teorema 2.7.4. Um grafo G ¢ bipartido se, e somente se, nao contém ciclos impares.

Prova: (=) Seja G bipartido. Sejam V; e V5 dois subconjuntos de vértices de G
independentes e disjuntos. Se G' contém um ciclo, este alterna os vértices de V; e V5.
Partindo de um desses subconjuntos, para voltar ao ponto de partida, tem-se um
numero par de arestas. Nesse caso, o ciclo tem comprimento par. Se G' nao apresenta
ciclo, nao ha o que mostrar.

(<) Seja G um grafo onde todo ciclo é de comprimento par. Particione os vértices
em dois subconjuntos V; e V, independentes e disjuntos. Se nao tiver nenhuma aresta
ligando dois vértices de V; ou dois vértices de V5, G é bipartido. Se existir uma
outra aresta entre dois vértices u e w de V; ou de V5, obtém-se um ciclo impar, o
que contraria a hipétese. Portanto, nao pode existir outra aresta entre qualquer par
de vértices que estd em V] (igualmente para V3). Logo, G é bipartido. n

Teorema 2.7.5. Em um grafo planar bipartido conexo G, temos a < 2v — 4.

Prova: Um grafo bipartido possui apenas ciclos pares. Desse modo, cada face tem
no minimo 4 arestas. Assim:

4f < 2a

Pela relagao de Euler:
fHv—a=2
Af +4v —4a =8

Logo,
20 —4da+4v > 8

Portanto
a<2v—4

A partir deste teorema, percebe-se que o grafo bipartido completo de seis vértices
K33 nao ¢ planar. Esse resultado soluciona um problema que muitas vezes é
apresentado como desafio ou passatempo. Trata-se do problema de conectar trés
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casas a cada uma de trés infraestruturas bésicas como energia, agua e telefone.
Pelo teorema 2.7.5, percebe-se que nao ha solucao para tal desafio, pois a = 9 e
20-4=2x6—-4=8.

Figura 2.19: O desafio das trés casas. [20]

Corolario 2.7.6. Se GG é um grafo simples conexo e planar, entdao G tem um vértice
de grau menor ou igual a 5.

Prova:

1° caso: G com um ou dois vértices. A afirmativa é valida.

2° caso: G com pelo menos trés vértices. Pelo teorema 2.7.2, sabe-se que a < 3v—6
e, dai, 2a < 6v — 12. Supondo que o grau de cada vértice fosse maior ou igual a 6,
o grafo teria um grau total maior ou igual a 6v. A representacao do grau total do
grafo com a quantidade de arestas resultaria em 2a > 6v. Tem-se uma contradigao.
Portanto, um vértice, pelo menos, deve ter grau menor ou igual a 5. [

Considere a hipdtese de que os vértices de um grafo possuam grau maior ou igual
a 3. Tal consideracao ¢ essencial para o resultado a seguir.

Teorema 2.7.7. Sendo o mapa um grafo plano, todo mapa tem ao menos duas faces
com numero maximo de 5 arestas cada

Prova: [40] Considere um grafo planar com v vértices, a arestas e f faces. Se cada
vértice é extremidade de pelo menos trés arestas e cada aresta possui dois vértices
como extremidades, ao contar o menor nimero possivel de extremidades de arestas
do mapa, conta-se o triplo do niimero total de vértices.

Assim, 3v < 2a e, dai, 3v — 2a < 0. Pela Relagao de Euler, temos:

6=3v—-3a+3f<2a—3a+3f=3f—a

3f —a>6

Sendo f,, o nimero de faces delimitadas por n arestas, temos:

fi+f+fs+..=f
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Ao contar as arestas de todas as faces, cada aresta sera contada duas vezes:

fi+2f+3fz3+..=2a

Levando em conta que
6f —2a > 12,

temos
(6f1 +6fo+6f3+6f1+ ) — (fl +2fo+3f3+ ) > 12

Portanto
Sfi+4fo+3fs+2fa+fs— fr—2fs —3fo— ... 212

Desse modo, fi, fo, f3, f4, f5 nao podem ser todos nulos. Se 5f1+4fo+3f3+2f1+ f5 >
12, na lista f1, f2, f3, f1, f5 h& pelo menos dois nao nulos ou um deles é maior ou
igual a 12. A conclusao imediata é que o mapa tem ao menos duas faces com um
maximo de 5 arestas. n

Essa prova mostra que todo mapa tem dois paises com no maximo 5 vizinhos
cada. Essa propriedade é essencial para provar o teorema das cinco cores que diz que
um grafo G' é planar simples quando seu nimero cromético é menor ou igual a 5 [23].

[DA [1[2[3[4[5[6[7[8[0[10[ 111213141516
Mat. . . . .

Port. | » T
Inglés
Geo. i
Hist. .
Fis. [ e
.
Nl

Qui.
Bio.

Tabela indicando os alunos matriculados por disciplina.

Figura 2.20: Aplicagao de coloracao de grafos: programacgao de horérios. [17]

Uma das aplicacoes de coloracao de grafos esta na programacao de horarios. Esse
tipo de problema consiste em determinar os horarios das disciplinas de modo que
todos os alunos matriculados assistam as aulas sem conflitos de horérios. No grafo
que representa a situacao problema, as disciplinas sao os vértices. Quando existir
alunos em comum, os vértices sao adjacente, como ilustrado no exemplo da figura
2.20.

Sobre os poliedros de Platao, os grafos platonicos estao associados a cada um
deles: tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro. Afirma-se que existem
somente cinco tipo de poliedros de Platao ou regulares.

Teorema 2.7.8. Ha somente cinco poliedros regulares ou de Platao.

Prova: [41] Seja z o ntimero de lados de cada face do poliedro e y o nimero de
arestas incidentes em cada vértice. Sejam A, F e V, respectivamente, o nimero de
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arestas, faces e vértices do poliedro. Sabe-se que:

2A =z F =yV.
Assim,
A=2xF/2
e
V =xF/y

Pela relagao de Euler, tem-se:

eF[2—axF/y+ F =2

de onde segue que
F =4y/(2y + 2z — yx)

Uma vez que o numerador 4y é sempre positivo, deve-se ter o denominador
2y + 22 — yx maior que zero. Logo, 2z/(x — 2) > y.
Sabe-se que y > 3, o que implica em x < 6. Desse modo, as possibilidades sao:

r=3—>F=4y/(6 —y) > y=3— F =4(Tetraedro)

r=3—F=4y/(6 —y) »y=4— F = 8(Octaedro)

xr=3—F=4y/(6 —y) > y=5— F =20(Icosaedro)

r=4—F=4y/(8 —2y) >y =3 — F = 6(Hezaedro)

r=5—F=4y/(10 — 3y) - a = 3 — F = 12(Dodecaedro)

Outro problema é o de conexao de peso minimo, associado a definicao 2.5.2 de
arvore geradora. Dado G um grafo valorado qualquer, qual é a arvore geradora de
menor valor? A resposta desse problema é obtida por meio do Algoritmo de Kruskal.
Nesse procedimento, escolhe-se uma aresta de menor valor, de modo que nao se forme
ciclo, e acrescenta-se a arvore. A arvore sera finalizada quando a — 1 arestas tiverem
sido tomadas. Essa é a arvore 6tima, isto é, a arvore geradora minimal.

Em relacao aos grafos eulerianos, o problema Chinés do Carteiro é uma importante
aplicagao. Dado um grafo pesado ? conexo G = (V, E), deseja-se encontrar um
caminho fechado de peso minimo que atravesse cada aresta de G ao menos uma
vez. Chama-se percurso do carteiro qualquer caminho fechado que atravesse cada

2Se as arestas tiverem associado um peso ou custo, o grafo passa a chamar-se grafo pesado
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aresta de G pelo menos uma vez. Esse caminho nao precisa ser necessariamente de
peso minimo. Um caminho nessa condigoes é denominado percurso 6timo do carteiro
chineés.

Se o grafo G for euleriano, entao qualquer circuito euleriano é um percurso
6timo do carteiro chinés. Se G nao for euleriano, constroéi-se um grafo euleriano G
duplicando algumas arestas de G. Tais arestas devem ser escolhidas de modo a obter
um grafo euleriano com peso minimo. A ideia de fazer o carteiro percorrer ruas
repetidas de forma economica reforca a ideia de que nao hé necessidade de visitar
cada aresta mais do que duas vezes. [39)]

Corolario 2.7.9. Um grafo GG conexo é semieuleriano se, e somente se, possui no
maximo um par de vértices de grau impar.

Prova:

(=) Seja G um grafo de comprimento m semieuleriano. G representa uma trilha
maxima aberta de comprimento m que comega em v; e termina em v,. Como a
trilha é aberta, temos que vy, # v,. Logo, tanto v; e v, possuem graus impares, pois
a trilha nao volta por onde comecou.

(<) Seja G o grafo conexo com um par de vértices de grau impar, v e v,. Pelo
teorema de Euler sobre grafos eulerianos, acrescentando uma aresta de vy, a v, os
graus de todos os vértices se tornam pares. Assim, existe uma trilha fechada de
comprimento m + 1 que comega em vy, e termina em v,. Também existe uma trilha
aberta de comprimento m que comeca em v, e termina em v,, descrevendo assim um
caminho semieuleriano. [

Um grafo hamiltoniano é a solucao do problema do Caixeiro Viajante. Nesse
problema, supoe-se que a area de venda de um caixeiro viajante inclua varias cidades.
Muitas delas estao conectadas aos pares por rodovias. O caixeiro precisa visitar cada
cidade. Procura-se estabelecer uma viagem que o leve novamente para o ponto de
partida, de modo que ele visite cada cidade apenas uma vez.

O problema do Caixeiro Viajante pode ser modelado por meio de um grafo

G(V,E), sendo:
V ={x/z é uma cidade}

E = {(z1,x9)/existe uma estrada que conecta as cidades 1 e x5}

A estrada que conecta as cidades x; e x5 nao passa por nenhuma outra cidade.
Desse modo, resolve-se o problema verificando se G é hamiltoniano. O teorema a
seguir fornece uma condicao suficiente para um grafo ser hamiltoniano.

Teorema 2.7.10. (Teorema de Dirac) Se G é um grafo simples de ordem n > 3
e d(v) > n/2 para todo v € V(G), entdo G é hamiltoniano.

Prova:
A demonstragao serd feita por absurdo. Supondo que a afirmacao seja falsa.
Assim, existe um grafo simples ndo hamiltoniano maximal G de ordem n > 3 que
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satisfaz a condicao do teorema. Em um grafo maximal nao hamiltoniano, qualquer
par de vértices nao adjacentes u,v em G proporciona um grafo G+ uv hamiltoniano,
o que implica na existéncia de um caminho que percorre todos os vértices.

E 6bvio que G nao ¢é completo, pois caso contrario seria hamiltoniano. Portanto,
existem vértices u e v nao adjacentes em G. Seja H := G 4+ uv. Pela maximalidade
de G, temos que H é hamiltoniano. Assim, todo circuito hamiltoniano em H precisa
conter a aresta uv. Entdo G tem um caminho hamiltoniano (v = vy, v, v3,..., vy = V).
Se v; é adjacente a u, entao v;_; nao ¢ adjacente a v. Caso contrario, terifamos um
circuito hamiltoniano em G, contrariando a escolha de G.

Portanto, qualquer que seja o vértice adjacente a u, existe um vértice pertencente
a V(G)\{v} que nao é adjacente a v. Assim, d(v) <n—1—d(u). Sendo g(u) > n/2,
temos g(v) <n—1-—n/2=mn/2 —1. Dessa contradi¢ao, conclui-se que a afirmagao
¢ verdadeira. [

Em um grafo G = (V, E), um conjunto independente de vértices Vyyp de G é um
subconjunto de V' em que nao existe nenhuma aresta entre qualquer par de elementos
de Vinp, conforme exemplo da figura 2.21. Um conjunto independente (maximal) em
um grafo é um conjunto de vértices nao adjacentes entre si que nao esta estritamente
contido em outros conjuntos independentes. O nimero de independéncia, denotado
por a(G), é o tamanho do maior conjunto independente. [35]

1 2
G 3 4 5 6
® O L O
7 8

nimero de independéncia a(G)=6

outros conjuntos {1,3,5,7}, {4,6}
Figura 2.21: Conjunto independente. [35]

Teorema 2.7.11. Se a(G) > n/2, entdo G nao é hamiltoniano (n é o nimero de
vértices).

Prova: Em um conjunto independente, dois vértices fazem parte de um mesmo
percurso somente se houver pelo menos um vértice intermediario. Esse vértice devera
ser vizinho de ambos. Se o grafo G apresenta um conjunto independente com mais de
n/2 vértices, nao existird vértices intermediarios em quantidade suficiente de modo
que exista um percurso fechado. Logo, G' nao é hamiltoniano.

Outro problema cuja solucao poder ser modelada com grafos estd relacionado
ao jogo de xadrez. O problema do cavalo questiona se é possivel percorrer todo o
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tabuleiro visitando cada casa uma tnica vez e retornando a casa de origem. No jogo
de xadrez, o movimento do cavalo ocorre duas casas em um sentido (horizontal ou
vertical) e uma casa no outro sentido (vertical ou horizontal). Esse problema pode
ser modelado por um grafo G(V, F) sendo:

V ={z/x é uma casa do tabuleiro de xadrez}

E ={(z1,23) /25 é atingida por wm unico movimento de cavalo}

A solucao do problema consiste em verificar se G é hamiltoniano. O grafo G
contém 64 vértices e 168 arestas, com inimeros ciclos hamiltonianos, um dos quais
estd indicado na figura 2.22.

Figura 2.22: Um dos ciclos hamiltonianos na solu¢ao do problema do cavalo.

[1]

O problema do menor caminho consiste em obter o caminho de menor custo entre
dois vértices v; e vo em um grafo G com pesos nas arestas. O algoritmo que soluciona
este problema foi determinado pelo cientista da computacao Edsger Wybe Dijkstra
em 1952. O algoritmo de Dijkstra considerava que para ir do vértice v; ao vértice
vy deve-se partir do vértice v, e, ao longo do processo, adicionar a ele os vértices
cujos menores custos (ou distancias de v;) ja foram determinadas. Se o vértice v;
estd fora desse conjunto, toma-se o seu custo a partir de v, e avalia-se se esse custo
efetivamente é maior ou menor que vértice atual (vértice que estd sendo considerado
como o de menor custo até o momento). O procedimento se encerra ao chegar em vs.

No exemplo da figura 2.23, foram necessarias seis iteragoes para determinar o
menor caminho. No grafo em questao, deseja-se sair do vértice 5 e chegar ao vértice 2.
A solucao é dada pela sequéncia de vértices 5,6,4,1,3,2 com custo correspondente
igual a 9.
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Figura 2.23:

Exemplo de aplicagao do algoritmo de Dijkstra. [10]

s d[1] d[2] d[3]

[ o oo oo

{5} oo oo 10
{5,6} 9 oo 10
{5,6,4} 7 oo 7
{56,4,1,3} 7 9 7
{564,132} 7 9 7
Custo: 9

d[a]
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5

d[s]

oo
0
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Grafos, problemas e algoritmos

Os grafos sao estruturas discretas que podem ser utilizadas na representacao e
resolugao de varios problemas em Topologia, Programacao, Logica, Cartografia, entre
outras. Os algoritmos associados a esses problemas permitem verificar a existéncia
de caminhos para ir de um objeto a outro seguindo determinadas conexoes.

O modelo basico de grafo permite verificar quais sao os elementos envolvidos
(vértices) e quais elementos estao associados (arestas). “Um modelo é uma estrutura
de uma realidade com a qual nos interessa trabalhar, construida de modo a conter
aquilo que mais nos interessa e de forma que nos permita obter as respostas de que
necessitamos”. [11] Os modelos podem se apresentar prontos, podem ser adaptados
ou mesmo construidos. Resolver um modelo consiste em encontrar respostas ao
problema que a ele esta associado. Porém, nem todo modelo tem solugao e, mesmo
sendo solucionavel, o procedimento pode ser dificil de se encontrar.

Com o avanco da Ciéncia da Computacao, alguns problemas, como o da coloracao
de grafos usando apenas quatro cores, passaram a ser abordados com éxito por meio
de algoritmos.

3.1 Algoritmos

Definicao 3.1.1. Um algoritmo é um conjunto de passos para realizar uma tarefa,
aplicado em etapas repetitivas e com eventuais desvios légicos (aberturas de caminhos
para duas opgoes, conforme a condi¢ao que ele contém seja satisfeita ou nao). [I1]

Exemplos simples de algoritmos podem ser encontrados no cotidiano como uma
receita de bolo ou quem vai da casa para escola:

e passo 1: pegar onibus até a estacao.
e Passo 2: pegar o metro.

e Passo 3: andar da estagao até a escola.

26
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Na Ciéncia da Computacao, um algoritmo é um conjunto de passos para que
um programa de computador, utilizado determinada linguagem, possa realizar uma
tarefa. Encontrar bons algoritmos e saber quando aplica-los é fundamental para a
escrita de programas relevantes.

Alguns conceitos sao essenciais para a compreensao e pratica na implementacao
dos algoritmos envolvendo grafos que serao apresentados nesse capitulo.

e Variavel: espaco reservado na memoria do computador para guardar informa-
¢oes que serao utilizadas ao longo do cédigo do programa. Pode ter seu valor
alterado ao longo do programa de acordo com a conveniéncia.

e Matriz (array): colegao de variaveis de mesmo tipo, acessiveis com um inico
nome e armazenados contiguamente na memoria. Esse conceito é diferente do
conceito de matriz em Algebra Linear.

e Vetor: matriz de uma s6 dimensao. A individualizagao de cada varidvel de um
vetor ¢ feita por meio do uso de indices.

e Instancia de um problema computacional: é uma caso particular do problema,
espécie de exemplo, amostra ou ilustracao. Cada instancia é definida por um
conjunto de dados.

e Loop: estruturas de repeticao executadas até que alguma condicao seja atendida.

e Programagao dinamica: nome fantasia para recursao com uma tabela. Em
vez de resolver subproblemas recursivamente, resolve-se sequencialmente e
armazena-se suas solucoes em uma tabela.

e Complexidade de tempo: medida que expressa a eficiéncia em termos de tempo
de execucao. Na andlise de algoritmos verifica-se o niimero de operagoes
consideradas relevantes que foram realizadas pelo algoritmo. Em seguida,
expressa-se esse nimero como uma fungao de n, sendo n um parametro que
caracteriza o tamanho da entrada do algoritmo.

Exemplo 3.1.2. Um recepcionista de cinema precisa conferir os bilhetes e mostrar
qual é a sala que vai passar o filme escolhido. Caso o cliente esteja 30 minutos
adiantado, o recepcionista informa que a sala ainda nao esta aberta. Em caso de
atraso de 30 minutos, ele é informado que nao pode entrar.

Nesse algoritmo, ha um fluxo que pode seguir diferentes caminhos de acordo com
a situacao encontrada. Tratam-se dos desvios logicos, aqui representados pelo “se”.

Esse algoritmo possui uma representacao grafica, denominada fluxograma. Nele,
os losangos indicam as decisoes que sao tomadas a fim de executar o passo seguinte,
conforme indicado na figura 3.2.

Exemplo 3.1.3. Algoritmo da multiplicacao de dois nimeros inteiros positivos.
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Algoritmo Recepcionista de Cinema
Inicio
1 — Solicitar ao cliente o bilhete do filme.
2 — Conferir a data e o hordrio do filme no bilhete.
Se data/hora atual > data/hora do filme + 30 minutos Entio
3 — Informar ao cliente que o tempo limite para entrada foi excedido.
4 — Ndo permitir a entrada.
Sendo Se data/hora atual < data/hora do filme — 30 minutos Entdo
5 — Informar ao cliente que a sala do filme ainda ndo foi liberada para
entrada.

6 — Ndo permitir a entrada.

Sendo

7 — Permitir a entrada.

8 — Indicar ao cliente onde fica a sala do filme.
Fim-Se

Fim

Figura 3.1: Exemplo de algoritmo: recepcionista de cinema. [19]

Cliente chegou

Bim
Esperar liberacdo
da sala

Adiantado?

Entrada ndo
permitida

Atrasado?

T

Acesso A sala 3

e -
—_—

Figura 3.2: Exemplo de fluxograma: recepcionista de cinema.

A boa defini¢ao do algoritmo, isto é, clareza nos procedimentos, é essencial para
a execugao eficiente. Uma calculadora, ao realizar a multiplicagao de dois nimeros
positivos, executa um algoritmo que efetua somas até um nimero determinado de
vezes conforme indicado na figura 3.3.
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Algoritmo Multiplica¢do de niumeros inteiros positivos
Declaragao de variaveis
numerol, numero?2, resultado, contador: Inteiro
Inicio
ler(numerol)
ler(numero2)
resultado <- 0
contador <- ()
Enquanto contador < numero2 Faga
resultado <- resultado + numerol
contador <- contador + 1
Fim-Enquanto
escrever(resultado)
Fim

Figura 3.3: Exemplo de algoritmo na computacao: multiplicacao de dois niimeros
inteiros positivos. [19]

No algoritmo da figura 3.3 temos quatro varidveis:
numerol, numero2, resultado, contador : Inteiro.

A variavel armazena dados em um espago alocado na meméria. O simbolo <-
atribui valor a varidvel enquanto o comando ler(numerol) indica que o algoritmo
esta lendo o que o usuario digita e, em seguida, armazena na variavel indicada. O
comando Enquanto é uma estrutura de repeticao para controle de fluxo. Finalmente,
o comando escrever(resultado) exibe o valor da variavel resultado.

A anélise de algoritmo proporciona uma medida objetiva de desempenho que é
proporcional ao tempo de execugao do algoritmo. Sabe-se que o tempo de execucao
depende do algoritmo, do conjunto de instrugoes do computador, da qualidade do
compilador e da habilidade de quem realiza a programacao. Entretanto, o tempo
de execucao de um algoritmo, pode ser dimensionado pela quantidade de operagoes
primitivas executadas. Por essa razao, a complexidade também é conhecida como
esforgo requerido ou quantidade de trabalho. No pior caso, considera-se a instancia
que faz o algoritmo funcionar mais lentamente. A sua média é dada pela consideracao
de todas as possiveis instancias e seus respectivos tempos.

O célculo da complexidade se da através do espago de memoria que esta sendo
utilizado pelo algoritmo ou pelo tempo necessario para computador o resultado
segundo uma instancia do problema de tamanho n (parametro que caracteriza o
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tamanho da entrada do algoritmo). A lista a seguir apresenta uma comparagao entre
as complexidades (notagao O).

e O(1) : constante, isto é, nao cresce com o tamanho do problema.
e O(logs(loga(n))) : muito rapido.
O(

logs(n)) : logaritmico (muito bom).

e O(n) : linear (se algo ndo pode ser determinado sem o exame total da entrada,
& 0

é o melhor que se pode esperar).

e O(n(loga(n))) : considerado o limite de diversos problemas préticos como a
ordenagao de uma colecao numérica, por exemplo.

e O(n*) : polinomial (aceitével se n for pequeno).
e O(k™), O(n!), O(n™) : exponecial (deve ser evitado).

A seguinte hierarquia de fungoes pode ser definida do ponto de vista assintotico:

1 < logy(logy(n)) < logy(n) < n < n® < n(logy(n)) < c* < n™ < .

onde € e ¢ sao constantes em que 0 < e <1 < c.

A

2 3 4 5 6 7 8

Figura 3.4: Hierarquia de fungoes. [13]
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3.2 Matriz de Adjacéncia.

A representagao computacional de um grafo é feita através de uma estrutura que
corresponde de forma tnica a um grafo dado, além da possibilidade de se armazenar
e manipular em um computador. No entanto, a representacao por meio de diagramas
de pontos de um grafo, nao é viavel de armazenar e nem manipular. Nesse caso, a
matriz de adjacéncia e a lista de adjacéncias sao estruturas usadas como forma de
representacao computacional de um grafo.

Definicao 3.2.1. Seja G um grafo com n vértices e m arestas. A matriz de adjacéncia,
de ordem n x n, denotada por X = [z;;] é definida como x;; = 1 se existe uma aresta
entre os vértices v; e v; ou x;; = 0 caso contrario.

Para grafos com pesos em suas arestas, cada termo a;; contém o rétulo ou peso
correspondente a cada aresta. Caso nao exista uma aresta de i para j, atribui-se zero
para o termo a;;.

A matriz de adjacéncia deve ser usada para grafos densos, isto é, grafos em que
o nimero de arestas é préximo do nimero méximo. E muito 1til para algoritmos
nos quais precisa-se saber com agilidade se existe uma aresta ligando dois vértices.
Nesse caso, examinar a matriz tem complexidade de tempo O(n?) tendo em vista
que a ordem da matriz de adjacéncia é n X n. Observa-se também que os elementos
da diagonal principal sao todos nulos quando o grafo nao possui lacos. Se ha um
laco em um vértice v; temos z;; = 1. E em um grafo simples, o grau de um vértice ¢é
igual & soma dos elementos de sua fila (linha ou coluna) correspondente.

E":‘ O—0 ®

®» © 6

._.
[y U Y PP

Lh|d= ||k |—|D
||| —= D

(a) (b)

Figura 3.5: Exemplo de matriz de adjacéncia. [33]

Além do grafo, existe o conceito de digrafo ou quiver. A distincao entre os
conceitos consiste no fato de que as arestas do grafo sao simplesmente formadas por
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dois vértice, enquanto que no digrafo, as arestas possuem um vértice inicial e um
vértice final (arestas dirigidas). Sendo assim, é possivel afirmar que dado um digrafo
D com n vértices, cada termo da matriz de adjacéncia X ¢é definido por z;; =1 se
existe uma aresta direcionada do vértice v; para o vértice v; ou z;; = 0 caso contrério.

No caso do digrafo, a matriz so sera simétrica se o digrafo for simétrico. O grau de
saida de um vértice v; é dado pela soma dos elementos da linha i e o grau de entrada,
pela soma dos elementos da coluna 7. A transposta da matriz de adjacéncia de um
digrafo D ¢é a matriz de adjacéncia do digrafo obtido pela inversao da orientagao das
arestas de D.

1 2 3 4 5
110 0|10
oo 21 o 1| 1]1
’ e 3]0 00 |1
‘ af1 1001
(D)—) s o 7 77 o
1 2 3 4 5
1o 1]o0] 1
06 2lolo|1]o0
2o ol oate:
oe 4alo|1|o]o
5|00 0] 1

Figura 3.6: Matriz de adjacéncia para grafo e para digrafo. [25]

A lista de adjacéncia consiste em um vetor de n listas para um grafo de n vértices.
Em cada posicao i existe uma lista onde cada elemento é um vértice adjacente ao
vértice 1. Para grafos nao orientados, as adjacéncias sao armazenadas em ambos
devem ser armazenadas em ambos os vértices de adjacéncia. Em digrafos, somente
as arestas de saida devem ser armazenadas, conforme exemplo da figura 3.6.

O
0’6 >

Figura 3.7: Lista de adjacéncias para grafo e para digrafo. [28]
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Na figura 3.7, NULL representa algo sem um valor definido. Nas listas de adja-
céncias, os vértices, em geral, sao armazenados em uma ordem arbitraria. Por ser
compacta, é muito utilizada em grande parte das aplicagoes. Sua complexidade de
espaco é O(n + m) para um grafo com n vértices e m arestas. Por essa razdo, é
indicada para grafos esparsos (aqueles cujos complementos sao densos). Um ponto
negativo é a possibilidade de complexidade de tempo O(n) para determinar a existén-
cia ou nao de uma aresta entre os vértices ¢ e 7 uma vez que pode existir n vértices
na lista de adjacentes do vértice .

Ao comparar a matriz de adjacéncia com a lista de adjacéncias, em termos de
complexidade, a matriz requer espaco suficiente para armazenar todas as arestas
do grafo completo (O(n?)). A lista requer espago apenas para armazenar as arestas
existentes (O(n 4+ m)). Desse modo, grafos pequenos usualmente sao representados
por matrizes. Os grafos com arestas paralelas (aquelas que come¢am num mesmo
vértice e terminam em um mesmo vértice) nao pode, ser armazenados por meio de
matriz de adjacéncia.

A escolha da representacao depende do algoritmo que serd implementado e da
natureza do grafo (se ele é disperso ou denso). Nas figuras 3.8 e 3.9, sdo apresen-
tados exemplos de implementacao do preenchimento de uma matriz de adjacéncia
considerando uma entrada de varios x, y, indicando relagao entre x — y (y — x) até
que z =0 e y = 0 Observa-se que o grafo nao é orientado.

parai < 1 até N, faca
paraj < 1 até N, faca
matriz[i][j] + 0
fim-para

fim-para

enquanto (recebe x, yex 7 0), faga
matriz{x[[y] + 1
matriz[y[[x] + 1
fim-enquanto

Figura 3.8: Implementagao de matriz de adjacéncias. [29]

Na figura 3.9, o operador ++ consiste em incrementar a variavel depois da instrugao
atual.
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parai < 1 até N, faca
graufi] <0

fim-para

enquanto (recebe x, ye x o 0), fagca
lista[x][graufx]++] +—y
listaly][graufy]++] +—x

fim-enquanto

Figura 3.9: Implementagao de matriz de adjacéncias. [29]

3.3 Algoritmo de Dijkstra e a busca de caminho

mais curto

O algoritmo de Dijkstra calcula o caminho com menor custo entre os vértices
de um grafo. Dado um vértice como origem da busca, o procedimento calcula o
custo minimo deste vértice até todos os demais vértices do grafo. Apresenta pontos
positivos como a simplicidade e boa performance. Um ponto negativo é falta de
garantia de uma solucao exata com arestas de pesos negativos.

O algoritmo se inicia por meio de uma estimativa para o custo minimo. Em
seguida, vai ajustando a estimativa durante a execugao. Para isso, considera o
fechamento de um vértice apenas quando obtém-se um caminho de custo minimo
do vértice escolhido como origem até o vértice em questao. Desse modo, mantém-se
dois conjuntos de vértices:

e S ¢é o0 conjunto dos vértices para os quais ja foram determinados o caminho
mais curto.

e )=V — 5 é o conjunto dos vértices que ainda estao na fila.

Figura 3.10: Caminho minimo do vértice a até g - exemplo do resultado obtido
pelo algoritmo de Dijkstra. [5]
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No exemplo da figura 3.10 tem-se um grafo em que busca-se o menor caminho a
partir do vértice a até o vértice g. Na figura 3.11 esta a tabela com passos e distancias
correspondentes a aplicacao do algoritmo de Dijkstra no grafo dado. Percebe-se a
manutengao de dois conjuntos, sendo que o S (vértices ja determinados) estd indicado
e o () (vértices em fila) estd implicito. A indicagdo das distancias em cada passo
permite conhecer o menor caminho até aquele momento para cada vértice. S6 assim
o vértice é adicionado ao conjunto S, mantendo assim, as distancias atualizadas até

o final. No grafo da figura 3.10 o menor caminho tem distancia igual a 6 e nao passa
pelos vértices e e f.

Conjunto S d(a) d(b) d(c) d(d) d(e) d(f) d(g)

{} 0 inf inf inf inf inf inf

{a} - 1 inf 4 2 inf inf

{a,b} -5 3 2 inf inf

{a,b,e} 5 3 - 5 inf

{a,b,e,d} 4 - 5 inf
{a,b,e,d,c} - 5 6
{a,b,e,d,c,f} - 6
{a,b,e,d,c,f,g} -

Figura 3.11: Caminho minimo do vértice a até g - tabela com passos e distancias
do algoritmo de Dijkstra. [¢]

O algoritmo de Dijkstra esta formalmente exposto na figura 3.12. O vetor utilizado
¢ denominado anterior, uma vez que trata da ultima linha da tabela que contém os
passos e distancias atualizadas. O conjunto A, denominado aberto contém todos os

vértices do inicio. O conjunto F'; denominado fechado é vazio. Os indices numéricos
sao utilizados para determinar os vértices.

Algoritmo
inicio
diy < 0;dij«— o VieV-{1}; <disténcia origem-origem zero; disténcias a partir da origem
infinitas >
A « V; F « &; anterior (i) « 0 V i;
enquanto A = ¢ fazer
inicio
reveV|dy= min[d”] < acha o vértice mais préximo da origem >
icA
F—FuU{rhkA«A-{r} < o vértice r sai de Aberto para Fechado >
S« AnN(r) < S sdo os sucessores de r ainda abertos >
para todo i € S fazer
inicio
p <« min [d%7,(dy, +V,;)] <compara o valor anterior com a nova soma >
sep< di" entdo
inicio
dt « ; anterior (i) < ; < ganhou a nova distancia ! >
1i p
fim;
fim;
fim;
fim.

Figura 3.12: Implementacao do algoritmo de Dijkstra. [l 1]
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Percebe-se no algoritmo formalizado que as distancias sempre sao consideradas
a partir da origem. Os vértices que estao em fila vao sendo tomados com base na
proximidade com o vértice de origem (partindo do mais préximo). O vértice sai
da fila para o conjunto S quando, apds a comparacao das distancias atualizadas,
percebe-se que o menor caminho foi encontrado até aquele vértice. O processo é
finalizado quando o ultimo vértice é contemplado.

Na figura 3.13 é apresentado um exemplo de grafo direcionado e as etapas de
execucao do algoritmo.

Passo v C D

Inicio - {2.3.4.5} [530.30.100.10]
1 54234} [50.30.20.10]
2 44233 [40.30.20.10]
3 342 [35.30.20.10]

)

Figura 3.13: Exemplo da execugao do algoritmo de Dijkstra. [20]

A partir da descricao apresentada na figura 3.12 é possivel identificar o caminho
minimo. Para tal, acrescenta-se mais um vetor P[2..n], onde P[v] indica o vértice
que precede v no caminho mais curto. As alteracoes sao simples e consistem em
inicializar o vetor P e atualiza-lo no mesmo momento em que D é atualizado. As
etapas de execucao estao indicadas na figura 3.14.

Passo v C D P

Inicio - {2.3.4 .5} [50.30.100.10] [1.1.1.1]
1 5{234} [30302010] [L.1.5.1]
2 4 {23} [40.3020.10] [4.15.1]
3 342} [35.30.20.10] [3.1.5.1]

Figura 3.14: Passos obtidos com a modificagao do algoritmo de Dijkstra. [20]

No final, o estado do vetor P é [3,1,5,1]. Para saber qual é caminho mais curto
entre os vértices 1 e 2, procura-se o valor na posigao 2 desse vetor (sendo que P e D
sao indexados a partir de 2). O vetor indica que o dltimo vértice antes do vértice 2
é o vértice 3. Repete-se o processo para ver o caminho mais curto entre 1 e 3. No
vetor, a posicao 3, tem-se o valor 1, que é a origem. Entao, o caminho mais curto ¢é
1,3,2. [20]

A andlise do algoritmo mostra que a sua inicializa¢do exige um tempo em O(n).
O loop é executado n — 2 vezes e os vértices de () sao visitados a cada iteracao. Se
na primeira iteracao, visita-se n — 1 vértices, na segunda, n — 2 vértices e assim
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sucessivamente. Sendo a soma dos termos 1 a n — 1 igual a n(n — 1)/2, deduz-se que
o tempo de execugao é em O(n?).

3.4 O algoritmo de Floyd e o problema do

menor caminho

O algoritmo de Floyd resolve o problema do menor caminho considerando todos
os pares de vértices de um grafo orientado e ponderado (grafo que apresenta pesos
em suas arestas). Seus resultados s@o os valores de tais caminhos sem se preocupar
com a listagem da sequéncia de arestas que foram percorridas.

Possui algumas aplicagdes como a verificagao se um dado grafo nao dirigido é
bipartido e a determinagao do vértice central (aquele que é acessivel a partir de um
vértice v, isto é, existe um caminho de v até ele).

Figura 3.15: Grafo G. [12]

Uma das vantagens do algoritmo de Floyd em relacao ao de Dijkstra é a pos-
sibilidade de peso negativo na aresta, conforme grafo G indicado na figura 3.15.
Os seguintes critérios serao utilizados para atribuicao dos valores na aplicagao do
algoritmo:

e Valor infinito: no caso das posicoes das arestas nao existirem.
e Valor nulo: em todos os termos da diagonal principal.

e Pesos das arestas: correspondentes aos valores das arestas que existem. [11]

A matriz de adjacéncia é obtida direto do grafo, enquanto a matriz de roteamento
busca descrever o caminho minimo entre cada par de vértice, conforme indicado na
figura 3.16. Na matriz de roteamento, todos os elementos de uma coluna devem ter
o valor de seus indices, exceto aqueles que correspondem ao valor infinito e aqueles
que recebem o valor nulo.

Em seguida, o algoritmo verifica se existem caminhos mais curtos do que os que
estao nas arestas, utilizando cada vértice como sendo um intermediario. Se M,,y,, é
a matriz de adjacéncia e R, «, ¢ a matriz de roteamento, a verificagcao é feita por
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Matriz de Adjacéncia Matriz de Roteamento
0 4 2 ® ® » 0 2 3 ) ® »
o 0 -3 2 % © ®© 0 3 4 © o
L w 0 0 3 w0 w 00 0 w 5 0
® w w 0 1 2 | w0 w0 o0 0 5 6
7] o 0 1 0 1 oo ) 00 4 0 6
o o e 0 00 0 w0 W be 00 00 0

Figura 3.16: Matriz de adjacéncia M e matriz de roteamento R. [12]

meio da condigao: m;, + my; < m,j;, sendo k é vértice utilizado como intermedidrio,
i e j sao, respectivamente, os indices da linha e coluna. A verificacao é feita em
todos os elementos da matriz de adjacéncia, sendo que os vértices sao utilizados como
intermediarios de modo ordenado, comecando do vértice nimero 1 e prosseguindo
para os vértices seguintes. Se a condigao estabelecida ¢ verdadeira, o elemento m;;
recebe o valor de m;;, + my;, assim como o elemento r;; da matriz de roteamento
recebe o valor de 7. Caso contrario, as matrizes de adjacéncia e roteamento nao
sofrerdo alteragoes. [12]

(a) Utilizando o vértice 1 como intermediatio  (b) Utilizando o vértice 2 como intermediario

0 2 3 o0 00 0 0 2 3 00 @0 w
w0 0 3 4 w w 0 3 4 ® )
0 o 0 ) 5 ) w0 ™ 0 ) 5 w0
o o w0 0 5 6 o0 o0 s 0 5 6
w w0 e 4 0 6 o a0 o) 4 0 6
0 @w a0 w w0 0 w oo w0 a a0 0

(c) Utilizando o vértice 3 como intermediario  (d) Utilizando o vértice 4 como intermediério

0 2 3 w ® w 0 2 3 o w w
w0 0 3 4 e w o0 0 3 4 o o
00 o0 0 o0 5 o0 w0 o0 0 o0 5 w0
o0 o o0 0 5 6 o0 o oo 0 5 6
w0 @w ) 4 0 6 o) o w 4 0 6

(e) Utilizando o vértice 5 como intermediario  (f) Utilizando o vértice 6 como intermediario
® | » 0 2 3

0 2 3 o0 o0 w0 a0
0 0 3 4 ) » ) 0 3 4 »n ()
o 00 0 o 5 o o o 0 ) 5 o0
) 0 o 0 5] 6 o0 o0 o 0 5 6
» @® ®© 4 0 6 w0 o w0 4 0 6
W @w ° @ ') 0 © P o P © 0

Figura 3.17: Matrizes de roteamento com vértices intermedidrios. [12]

Para calcular o caminho minimo entre cada par de vértices de um grafo, o
algoritmo faz n iteragoes. A cada iteragao corresponde uma matriz n X n em que o0s
valores sao modificados por meio da seguinte recorréncia:

ko eoggk—i k=1 gk—1
di; = min{d;, +dkj , di; }

Nessa recorréncia, dfj ¢ o caminho entre os vértices ¢ e j na k-ésima matriz de

iteragao. O fundamento desse procedimento é verificar a cada iteracao se ao incluir
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um vértice intermediario k£ no caminho de ¢ para j tem-se uma reducao do tamanho
do caminho ja determinado.

Nesse algoritmo, o grafo pode conter arestas com pesos negativos, porém nao
pode conter ciclos negativos. Além disso, o algoritmo utiliza técnica de programacao
dinamica. Nesse contexto, temos a matriz de roteamento, cujo principio consiste em
tornar um vértice k pertencente a um caminho d;; se, e somente se d;, + d; = d;;.

A estrutura do algoritmo apresenta dois passos: [13]

e 1° passo: O vértices sao numerados de 1 a n. Define-se uma matriz D°, cujos
valores d?j correspondem ao valor das arestas ¢7, caso exista a aresta no grafo.
Caso contrdrio, d;; = 00. Os elementos da diagonal sao nulos para todo <.

e 2° passo: Para cada k =1...n sao determinados sucessivamente elementos da
matriz D* a partir dos elementos da matriz D*~' por meio de recorréncia.

Na matriz D", o valor do caminho minimo de todos os pares de vértices ij do
grafo estarao definidos. Nesse resultado é possivel determinar o centro de um grafo,
que é dado pelo vértice que apresenta a menor das distancias maximas aos demais
vértices do grafo. Na figura 3.18 segue a formalizacao do algoritmo de Floyd.

inicio <dados G = (V,E); matriz de valores V(G); matriz de roteamento R = [ry];
Fij (—j Vi; Do = [dij] <~ V(G),
para k=1, ..., n fazer[ k é o vértice-base da iteragao ]
inicio
paratodoi,j=1, ..., n fazer
se dy +dg<d; entdo
inicio
dij « di + dig;
Mij < Tig
fim;
fim;

fim.

Figura 3.18: O algoritmo de Floyd. [11]

Como o algoritmo de Floyd toma um vértice como base da iteragao e examina
todos os pares de vértices em relagio a ele, sua complexidade ¢ O(n?). Como hd n
vértices e o niimero de pares orientados é n(n — 1), temos n?(n — 1) testes e, portanto,
ordem cubica.

3.5 O algoritmo de Kruskal e a arvore geradora

minima

Se G(V,E) é um grafo conexo nao direcionado e valorado, o algoritmo de Kruskal
encontra um subconjunto 7" de F, tal que T" forme uma arvore em que a soma dos
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pesos é a menor possivel. A arvore geradora minima é aquela que liga todos os
vértices do grafo usando as arestas com um custo total minimo.

Lema 3.5.1. Uma aresta de peso minimo e de um grafo estard em pelo menos uma
floresta com uma ou mais arestas.

Prova. [31] Por contradi¢ao. Suponha que e ndo esteja em nenhuma floresta minima
(isto é, grafo cujas componentes conexas sao arvores com a menor extensao possivel
em cada uma delas). Ao inserir e em uma dessas florestas, temos duas possibilidades:

e 1. Forma-se um ciclo no grafo. Assim, basta retirar qualquer outra aresta do
ciclo de modo a formar uma floresta de custo menor ou igual a original.

e 2. Nao se forma um ciclo no grafo. Nesse caso, a retirada de qualquer aresta
da floresta vai formar uma solugao de custo que nao supera a original.

Em qualquer um dos casos, temos uma contradicao. [

Teorema 3.5.2. Sabe-se encontrar uma floresta F' = (V,E) contendo arestas, isto é,
|E| = a, cuja soma de suas arestas é minima.

Prova. [31] Por indug@o no nimero de arestas a. Para a = 0 o caso ¢é trivial. Fixando
o numero de vértices, existe uma unica floresta com nenhuma aresta e peso nulo.
Suponha que seja possivel determinar uma floresta de peso minimo com a = k — 1
arestas, 1 < k < |V| (hipétese de indugao). Deseja-se provar que o teorema é vélido
para a = k. Pelo lema 3.5.1 conclui-se a prova. [

A prova desse teorema fornece o algoritmo porque a arvore geradora minima é o
mesmo que uma floresta minima com |V| — 1 arestas.

No algoritmo de Kruskal, a escolha da aresta é feita a cada passo, iniciando pela
de menor peso. Em seguida, acrescenta-se arestas em ordem crescente de valores,
obtendo-se uma arvore. O processo é finalizado na conexao da (n — 1)-ésima aresta.

Figura 3.19: Exemplo de aplica¢ao algoritmo de Kruskal. [13]

Na figura 3.19, o nimero de vértices é 6, deseja-se uma arvore com 5 arestas.
As arestas do grafo dado, colocadas em ordem crescente, constituem o conjunto
B ={(34),(3,2),(1,2),(35),(6,5),(14),(3,6), (3,1),(2,6)}. Para formar o conjunto

A com a sequéncia de arestas que foram a arvore minima, inicia-se pela aresta de
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menor peso (3,4). Passo a passo, as arestas vao sendo incluidas até obter n — 1
arestas, nesse caso 5 arestas. O proximo passo é a inclusao da aresta (3,2). No
passo seguinte existem duas possibilidades: (1.4) ou (1,2). Ambas apresentam o
mesmo peso. As duas simultaneamente nao podem ser escolhidas pois ai formaria um
ciclo. Toma-se arbitrariamente a aresta (1,2). Os dois ultimos passos, considerando a
ordem crescente das arestas em B, consistem em acrescentar as arestas (3,5) e (5,6).
Pelo algoritmo de Kruskal, a sequéncia de arestas (3,4),(3,2),(1,2),(3,5),(5,6) é uma
arvore minima.

Nesse algoritmo, é melhor representar o grafo por meio de um conjunto de arestas.
Por se tratar de um algoritmo guloso, deseja-se visitar todas as arestas de uma vez.
O algoritmo guloso é usado em problemas de otimizagao com o objetivo de encontrar
um conjunto de candidatos que otimizam o valor de uma funcao objetivo. A partir do
conjunto vazio, o algoritmo continua passo a passo, sempre tentando pegar o melhor
pedaco, porém nao se preocupa com as consequéncias da escolha. Na figura 3.20, o
algoritmo de Kruskal esta formalizado.

inicio [ dados: grafo G = (V,E) valorado nas arestas ]
para todo i de 1 a n fazer v(i) < i; t < Ok« 0; T« J; [ T: arestas da arvore ]
ordenar o conjunto de arestas em ordem nédo-decrescente;
enquanto t < n -1 fazer [ t: contador de arestas da arvore ]
inicio
k<« k+1; [ k; contador de iterag@es ; u(k) = (i,j) aresta da vez ]
se V(i) # v(j) entdo
inicio
para todo v(q) | v(q) = max [ v(i), v(j) ] fazer v(q) = min [ v(i), v(j) ]
T« Tu (i) [ adiciona a aresta a arvore ]
tet+1;
fim;
fim;
fim.

Figura 3.20: O algoritmo de Kruskal. [11]

Teorema 3.5.3. Se G’ é um subgrafo construido pelo algoritmo de Kruskal, entao
G’ é uma éarvore 6tima de G.

Prova: Seja G’ um subgrafo construido pelo algoritmo de Kruskal. G’ é um subgrafo
sem ciclos maximal de G, isto é, nao pode mais ser expandido. Portanto G’ é uma
arvore geradora de GG. Basta provar que G’ é uma arvore 6tima. Seja G’ uma arvore
geradora obtida sem peso minimo. Assim, existe uma arvore geradora G” com peso
menor que G

Seja e a primeira aresta escolhida para G’ de modo que e ¢ G”. Se e for adicionado
a G" tem-se um ciclo que contém uma aresta e; ¢ G'. Retirando e, obtém-se uma
arvore T com peso menor que G'. Assim, pelo algoritmo de Kruskal, e;, seria a aresta
escolhida em lugar de e. Efetivamente, a arvore obtida seria a de menor peso. =

A complexidade do algoritmo de Kruskal, considerando um grafo com n vértices
e a arestas, leva em conta o nimero de operacoes. Para ordenar as arestas, tem-se



Capitulo 3. Grafos, problemas e algoritmos 42

O(a - log(n)). Para inicializar os conjuntos distintos de cada componente conexa,
tem-se O(n). No pior caso, tem-se O((2a +n — 1)log(n)) para determinar e misturar
as componentes conexas. O restante das operagoes, obtém-se O(a). Assim, em um
grafo que apresenta a arestas, tem-se uma complexidade O(a - log(n)). [12]

3.6 O algoritmo de Prim e a arvore geradora de

custo minimo

O algoritmo de Prim inicia em um vértice qualquer. Em seguida, escolhe-se a
aresta (u,v) de menor custo tal que u pertenca a drvore e v ndo pertence a essa
arvore. A expansao da arvore ocorre por adicao de arestas e respectivos vértices
sucessivamente. A cada vértice adicionado, procura-se aumentar o custo o menos
possivel. Esse procedimento se assemelha com o algoritmo de Dijkstra.

10

V}":/ﬁ
@2%: 3:2:

'k@ ® @\@
T O O ® ° OO
0@, 0@ 0—@q 0
hOIENGCES O IO G4
Figura 3.21: Exemplo de aplica¢ao do algoritmo de Prim. [30]

O problema s6 apresenta solucao se o grafo for conexo. O algoritmo faz crescer
uma arvore até que ela se torne geradora. A escolha da aresta mais barata em uma
determinada etapa nao leva em conta o efeito global dessa escolha. Desse modo, o
algoritmo de Prim tem perfil guloso. A diferenca entre os algoritmos de Prim e de
Kruskal esta na forma como cada um escolha a aresta em cada passo. No algoritmo
de Kruskal, o conjunto das arestas tomadas é uma floresta em que as componentes
conexas vao se unindo a cada iteragao. No algoritmo de Prim, esse conjunto nunca
deixa de ser uma arvore, ja que cada aresta acrescentada une um vértice que esta
fora da arvore com um vértice dentro dela.

Inicialmente considere o conjunto B com um vértice arbitrario do grafo G. Em
cada passo, o algoritmo seleciona a aresta de menor peso a partir de todas as arestas
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que incidem em algum vértice do conjunto B. A outra extremidade da aresta
escolhida passa a fazer parte de B. O procedimento encerra quando todos os vértices
de G pertencerem a B.

inicio [ dados: grafo G = (V,E) valorado nas arestas ] ; valor « «; custo « 0;
T« {1} E(T) « &; T e E(T): vértices e arestas da arvore |
enquanto | T| <n -1 fazer

inicio
para todo k € T fazer [ examinar vértices ja escolhidos ]
inicio

paratodoic V—Tfazer [examinar vértices ainda n&o escolhidos ]

se vy < valor entdo

inicio
valor <« v; vesc « k; vnovo « i;
fim;
fim;
custo < custo + valor; T «- T U {vnovo}; E(T) « E(T) U (vesc, vnovo); valor « co;
fim;
fim.

Figura 3.22: O algoritmo de Prim. [I1]

A anélise da complexidade desse algoritmo necessita do conceito de heap. Uma
heap é uma estrutura de dados organizada como uma arvore binaria equilibrada,
implementando uma fila de prioridade. Por essa razao, faz-se O(log(n)) operagoes.
[37] Portanto, a complexidade é O(a(log(n))) com uso de heaps e listas de adjacéncias
de um grafo com n vértices e a arestas. No uso de matriz de adjacéncia, pela
similaridade com o algoritmo de Dijkstra, a complexidade é O(n?).



A sequéncia didatica

A teoria dos grafos pode ser uma oportunidade de introducao mais significativa
da Matematica Discreta no Ensino Basico. Os diferentes tipos de grafos e os
problemas correlatos, bem como os algoritmos correspondentes, podem contribuir
para a aprendizagem de Anéalise Combinatoria, Probabilidades e Poliedros de Platao,
assuntos previstos nos Parametros Curriculares Nacionais. [[7] [31] [0]]

Uma anédlise desses Parametros Curriculares Nacionais (PCN) evidencia que a
teoria dos grafos nao é formalmente prevista como um dos temas curriculares. Mas
ha competéncia que favorece a inclusao da teoria de grafos na Educacao Bésica, como
por exemplo, “selecionar diferentes formas de representar um dado ou conjunto de
dados e informagoes, reconhecendo as vantagens e limites de cada uma delas”. [7]

A utilizagao de algoritmos também esta contemplada em competéncia como
“identificar as relagoes envolvidas e elaborar possiveis estratégias para enfrentar uma
dada situacao problema”. E ainda, “interpretar, fazer uso e elaborar modelos e
representagoes matematicas para analisar situagoes”.[7]

A expansao do alcance da Olimpiada Brasileira de Informatica (OBI) nas escolas
da Educacao Basica ¢ um sinal de que ha possibilidade de trabalho com linguagem e
légica de programacao.

A OBI estd organizada em trés modalidades. [9]

e Modalidade Iniciacao, com resolucao de problemas de légica e de computacao,
usando apenas lapis e papel.

Nivel 1 - alunos até sétimo ano do Ensino Fundamental.
Nivel 2 - alunos até nono ano do Ensino Fundamental.
e Modalidade Programacao, composta de tarefas de programacao com niveis

variados de dificuldade. Ha a presenca de tarefas que envolvem algoritmos e
grafos.

Nivel Junior - alunos do Ensino Fundamental.
Nivel 1 - alunos até o primeiro ano do Ensino Médio.

Nivel 2 - alunos até o terceiro ano do Ensino Médio.

44
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e Modalidade Universitaria com para alunos que estao cursando, pela primeira
vez, o primeiro ano de um curso de graduagao.

Assim como ocorre com a Olimpiada Brasileira de Matemética (OBM), ha a
distribuicao de medalhas de ouro, prata e bronze. Uma equipe dos quatro melhores
alunos da modalidade programacao é formada, anualmente, para representar o pais
na Olimpiada Internacional de Informatica.

A estratégia para resolucao de problemas que envolvam grafos é similar a estratégia
proposta por Lima (1998) [25] na resolucao de problemas combinatérios.

1. Postura. Coloque-se no papel da pessoa que ird realizar a tarefa proposta e
assim, tracar estratégias para a sua resolucao.

2. Divisao. Sempre que possivel, divida as decisoes a serem tomadas em decisoes
mais simples, similar a subitens.

3. Nao adiar dificuldades. Se determinada decisao a ser tomada for mais restrita
que as demais, essa decisao deve ser tomada em primeiro lugar.

As competéncias aqui citadas, bem como a estratégia apresentada em trés passos
para a resolucao de problemas que envolvem grafos, sao referenciais para a sequéncia
didéatica que serd apresentada a seguir.

4.1 Introducao ao estudo de grafos com auxilio
de algoritmos de programacao

As atividades sobre grafos e os principais algoritmos para resolver problemas
envolvendo grafos foi estabelecida na perspectiva de sequéncia didatica. Segundo
Zabala (1998) [10], a sequéncia diddtica é “um conjunto de atividades ordenadas,
estruturadas e articuladas para a realizagao de certos objetivos educacionais, que
tém um principio e um fim conhecidos tanto pelos professores como pelos alunos”.
A sequéncia de atividades é organizada e fundamentada para a realizacao de certos
objetivos educacionais.

A sequéncia didatica foi planejada para ser realizada em trés aulas de 100 minutos.
O objetivo geral consistia em introduzir o estudo de grafos por meio de problemas e
algoritmos ja bem estabelecidos para suas respectivas resolugoes. Como objetivos
especificos, esperava-se utilizar a representacao de grafos como representacao auxiliar
de modelos que resolvessem alguns problemas combinatorios e probabilisticos. Além
disso, esperava-se uma aprendizagem mais significativa de poliedros de Platao e a
relacao de Euler. Finalmente, a implementacao de algoritmos com uso de linguagem
de programacao.
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Desse modo, a atividade foi direcionada para o segundo ano do Ensino Mé-
dio devido a matriz curricular vigente dessa série abranger Andlise Combinatéria,
Probabilidade e Poliedros de Platao.

4.1.1 Aula 1: Grafos

A aula 1, denominada Grafos, tem como objetivo apresentar a definicao de grafo,
suas representacoes, conceitos fundamentais e os tipos essenciais para a segunda
secao.

A primeira parte inicia-se com um breve historico sobre o desafio das sete pontes
de Konigsberg, proposto para Euler, quando este visitou a cidade em 1736. O
problema inicial proposto aos alunos é o mesmo que foi proposto para Euler: existe
algum passeio que atravesse cada ponte uma tnica vez e volte ao ponto de partida?

A partir do esquema usado por Euler, é definido grafo, apresentada sua repre-
sentacao grafica e estabelecido o conjunto de vértices e o conjunto de arestas. Uma
breve atividade sobre enumeragao desses conjuntos finaliza essa parte.

As nocoes basicas de grafos inicia a segunda parte da aula, com a nocao de
vértices adjacentes, lago e grau de um vértice. A ideia de matriz de adjacéncia é
apresentada no decorrer da atividade que encerra a segunda parte.

A terceira parte reforca alguns conceitos importantes como ordem e tamanho de
um grafo, percurso, caminho, percursos simples e complementar, ciclo, circuito, grafo
complementar e subgrafo. Uma atividade de identificagao encerra a terceira parte e
reforca os fundamentos para a ultima parte.

Na quarta parte, alguns grafos especiais, que serao essenciais para os algoritmos
da segunda secao, sao apresentados. O grafo completo é o primeiro, seguido de uma
breve atividade de esboco do grafo completo Kg. Os grafos bipartido, orientado,
conexo, k-regular, arvore e planar sao definidos sucessivamente com seus respectivos
exemplos, encerrado a primeira secao.

As atividades que compoem a aula foram programadas para a duracao de apro-
ximadamente 100 minutos, incluindo a discussao das ideias, perguntas e eventuais
intervengoes da aplicacao.

4.1.2 Aula 2: Grafos - problemas e algoritmos

A aula 2, envolvendo problemas com grafos e seus respectivos algoritmos para
solucao, tem como objetivo apresentar os problemas fundamentais e os respectivos
algoritmos usados para solucionéd-los. Desse modo, espera-se explorar o uso de
algoritmos e expandir horizontes para eventuais aplicagoes envolvendo linguagens
programagao, como ja ocorreu am alguns problemas propostos pela OBI.
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A aula foi dividida em trés partes, buscando agrupar os algoritmos de acordo com
o tipo de problema proposto. Sempre que possivel, foram apresentados algoritmos
diferentes para resolugao de cada tipo de problema.

A primeira parte, trata dos problemas de caminho minimo. O problema é
apresentado usando grafos e, em seguida, o primeiro algoritmo é apresentado.

O algoritmo de Dijkstra é apresentado numa linguagem acessivel e uma atividade
é proposta. A partir de um grafo, deseja-se preencher uma tabela, obtendo-se assim,
uma trajetéria de menor caminho. Em seguida, as etapas sao apresentadas de modo
detalhado, preparando para o uso de linguagem de programacao.

Em seguida, o algoritmo de Floyd é apresentado com a sugestao do uso de
matrizes. Na atividade seguinte, buscou-se determinar todas as distancias dos
menores caminhos entre todos os pares de vértices do grafo dado. Assim, por meio
da matriz de adjacéncia, das matrizes de roteamento e o roteamento com vértice
intermediario, busca-se solucionar o problema.

Os problemas de interligacao sao tratados na segunda parte. Por meio da definicao
de arvore, um problema de probabilidade é proposto para o uso da arvore de decisao.
A arvore de decisao é uma ferramenta que ao ser utilizada, da ao aluno a capacidade
de aprender e tomar decisoes. O problema proposto é sobre trés moedas langadas
ao ar com a intencao de saber a probabilidade de sairem exatamente duas vezes o
mesmo lado (seja cara ou coroa).

Em seguida, apresenta-se a diferenca entre problema de caminho minimo e
problema de arvore e interligacao. Enquanto no primeiro procura-se saber o menor
custo para se ir de um vértice ao outro, no segundo se procura chegar ao destino de
modo mais economico possivel.

Apresenta-se entao o problema da arvore parcial de custo minimo com a aplicacao
do algoritmo de Kruskal. O procedimento, que consiste em incluir a aresta de menor
valor, sem formar ciclo, até que todos os vértices estejam ligados, é usado na segunda
atividade dessa parte. Em seguida, o algoritmo é apresentado na forma detalhada
para a explicacao de sua caracterizacao como do tipo guloso. Um teorema é enunciado
com sua respectiva prova, com o objetivo de mostrar que o algoritmo funciona bem.
Tendo em vista a demonstragao do teorema, uma atividade de ilustragao é proposta
logo a seguir.

Finalmente, essa parte se encerra com o algoritmo de Prim e uma atividade sobre
a arvore parcial de custo minimo de um grafo dado. Para evidenciar as diferencas
em relagao ao algoritmo anterior, a atividade apresenta o mesmo grafo usado no
algoritmo de Kruskal.

Na terceira e ultima parte da aula sao apresentados os problemas de coloragao.
Explicam-se os significados de ntimero cromatico de um grafo e nimero cromatico
das arestas de um grafo. Em seguida, uma atividade contextualizada é proposta, com
vistas a apresentar o teorema das quatro cores. Apds enunciar o teorema e apresentar
um exemplo, a mesma atividade é proposta com a utilizagao desse teorema.

Apesar da extensao da aula, espera-se concluir as atividades em 100 minutos,
uma vez que os conceitos e propriedades essenciais foram abordadas na secao anterior.
Essa aula, assim como a anterior, nao necessitam do uso de computador, sendo
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opcional a consulta via internet.

4.1.3 Aula 3: Grafos - algoritmos de programacao

Na terceira aula foi usado o mesmo programa utilizado na OBI pela escola
pesquisada. O programa Code: :Block ¢ um ambiente integrado de desenvolvimento
de cddigo aberto para a linguagem C/C++ com recursos voltados para programadores
iniciantes. Também conta com realce de sintaxe, multiplos compiladores, depurador
personalizado, além da possibilidade de utilizagao de plugins que se encontram
disponiveis na pagina do projeto Codeblocks. [!]

=" wxauitest.c pp [wxauitest] - Code::Blocks v1.0

Eile Edit Wiew Search Project Build Debug wocSmith Took Flugins  Settings Help
g EEa O G S P D) € buldtarger:| Release Unicode viIBEEDTHOT L
Management ¥ Call stack *®
Projects | Symbals 1 » Hr hddress Function File Line ]
= (@ workspace o 00000000 MyFrame:: By P iveCod. . . 1 _cpp as58
= By wesavitest 1 100AKOES wxEvcHandler::ProcessEvencIfN... C:\WINDOWS\sy...
wxanibest.cpp 2 100&&?55 u'xxuent,ﬁ.:shrable: .-Hani.lexvenc L8] C:VWINDOWS\ =y, . .
wocauibask rc a1 lar::Pr I C:\WINDOWS =y ..
4  100AB429 wxEvtHandler::ProcessEvent () C:\WINDOWS 5. . .
5 L101AFCEZ? wxFrameBase::ProcessCommand(} C:\WINDOWS =y. . .
£ INIZAMAE wrBramae- -Handlalommand iy -3 WMTENARES oo 4
Save to bext file
wiauitest.cpp | wxaukest.rc { b X ||Watches &
843 — m_action_window = Obaadf A
250 u_perspectives_menu->Append (ID_FirstPerspective + m_perspect &-m_action_hinirect
851 u_perspectives. hddin_mgr. pectiveill; x=0
85z } y=0
253 width = 0
Open Files list X 854 void MyFrame::OnCopyPerspectiveCode (wil 5 event) height = 0
= Dpened Files 855 . B : Sy m_hawver_button = 0x0
e :i: wxString = = n_mgr. SaveParspectivel(}: =1 r_last_hint
wexaLitest.rc a58 P if {wxTheClipboard->Openi}} x=0
889 [ { y=0
260 wxTheClipboard->Setbatainew wiTexcDatalbject (51} ; width =0
CPU Registers *x 861 wxTheCliphoard->Close () ; height =0
R Hex  Irteger 862 r 4 =1 m_last_mouse_move
eax  Onzzfoec  2Z91684 ::: i x =259
o 09340 12016752 865 void MyFrame::OnRestorelerspective (wiConnandivents event) ¥ =15
ecx ol 1 866 =h m_hint_wnd = 0=l
ed m ’ 867 u_nmgr.LoadPerspective (n_perspectives. Iten event.GetId() - ID m_hint_fadebmer = <incompl
el ~-~ = = n_bint_Fadeamt =-1163005¢
esi 0x440200 4457104 < ¥ Ganc = winFririne B
e Lncsiadd’ sreion . statir sm_suentT, F.Fnhnﬂ;
ed  oazek 2297188 Messages 3
ep  Ox4123da 4260018 Conpiling: done ~ | Breakpoints L]
eflags  Dx212 530 hdding source dir: C:iDevelicodeblocksiwraui-0.3\samplel | T
cs Oxld 27 Adding file: .\ReleaseUnicode\wxsuitest. exe - L
de 0623 35 Starting debugyer: done aui-0, A samplelwxauitest.cpp 856
es 0x23 35 Debugger name and version: GNU gdb 6.3
fs 0x3b 59 At C:/Devel/codeblocks /wxaui—0. 9/ sauple/viauitest, cpp: 856
as 0:0 o it C:/Devel/codeblocks /wraui-0.9/sanple/wisuitest . cpp: 858
55 23 35 ht C:/Devel/codeblocks fwxaui-0.9/sauple/wxauitest. cpp: 858 2
)\ Code::Blocks Debug |4, Search results, £ Buid log| 4 Build messages (£ Debugger 4 < »

Figura 4.1: Interface do Code::Blocks [2]

A terceira aula foi adaptada do trabalho realizado por Paulo Feofiloff com al-
goritmos para grafos em C e disponivel na pagina da internet desenvolvida pelo
Instituto de Matematica e Estatistica e o Departamento de Ciéncia da Computagao
da Universidade de Sao Paulo (USP). [1§]

O tema das notas disponiveis na pédgina da internet [18] é a construgao de
programas eficientes, capazes de resolver grandes problemas em pouco tempo. Nesse
tipo de problema ¢é dado um grafo e o objetivo é encontrar algum tipo de objeto
dentro dele.

Todos os programas sao escritos em linguagem C. Entretanto, os objetos tratados
sao mais gerais que grafos: os digrafos ou grafos dirigidos. Sendo assim, alguns pontos
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mais importantes foram transcritos tendo em vista o publico alvo das atividades
(segundo ano do Ensino Médio) e os problemas propostos na se¢ao 2. Evidentemente,
nao ha a intencao de esgotar o assunto e nem a pretensao de aprofundar nas aplicacoes
e implementacoes dos algoritmos.

A terceira aula se inicia com a definicao de digrafo e uma atividade para especificar
um digrafo por meio de seu conjunto de arestas dirigidas (ou arcos). Em seguida,
lista-se uma série de procedimentos para representacao de um digrafo por meio da
matriz de adjacéncia.

A segunda parte se inicia com a implementacao do algoritmo de Dijkstra, seguida
de uma atividade de programacao para encontrar a arvore de custo minimo com raiz
zero (vértice de origem da busca, com estimativa do custo minimo igual a zero).

Logo em seguida, o algoritmo de Kruskal tem sua implementacao indicada. Uma
atividade para encontrar a arvore geradora de custo minimo no grafo dado finaliza a
atividade.

4.2 A aplicacao da sequéncia didatica

A sequéncia didatica comecou a ser aplicada apds o convite extensivo a todas as
turmas do segundo ano do Ensino Médio da escola. O publico foi formado por 16
alunos que se voluntariaram para participar das atividades, tendo em vista o universo
de 112 alunos do ano pesquisado.

Entre os alunos voluntarios indicados na figura 4.2, temos dois medalhistas de
Olimpiadas de Matematica (alunos 9 e 16), sendo que nenhum deles tinha conhe-
cimento prévio do assunto, nem mesmo nas atividades do Programa de Iniciacao
Cientifica Jr (PIC). Dois outros alunos (10 e 11) haviam participado de duas Olim-
piadas Brasileira de Informética (OBI) e tinham conhecimento da linguagem de
programagao C. Apenas mais um aluno (14) tinha nogao dessa linguagem de progra-
macao, porém sem nenhuma participacao registrada na OBI.

Entre os demais alunos, temos perfis diversificados, sendo cinco alunos com
desempenho maior que oito (alunos 1, 3, 7, 8 e 12), quatro alunos com desempenho
maior que cinco e nao superior a oito (alunos 5, 6, 13 e 15), dois alunos (2 e 4)com
dificuldades cognitivas e desempenho menor que cinco (numa escala de zero a dez,
onde a média para aprovagao na escola é cinco).

As trés aulas foram realizadas no Laboratério de Informatica da escola, onde cada
um dos 16 alunos tinham a sua disposicao um computador com sistema operacional
Windows/ Linux e a multiplataforma Code::Blocks. O laboratério conta com projetor
multimidia, 29 computadores (sendo 1 para o professor) e sistema de som integrado.
As maquinas ficam dispostas em 7 filas conforme esquema da figura 4.2, em que esta
indicado a disposicao de cada um dos 16 alunos.

A aplicacao das aulas ocorreram durante trés dias alternados, ao longo de duas
semanas, no contraturno (turno da tarde), com o acompanhamento do pesquisador e
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aluno 3 | 7
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aluno 12
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aluno 9
Quadro/ espaco de projecio Professor

Figura 4.2: Esquema do laboratério de informatica e a disposicao dos alunos

o monitor do laboratério da instituicao.

A primeira aula foi aplicada numa terca-feira, de 13h30min até 15h10min. Os
alunos entraram no laboratoério, ligaram suas respectivas maquinas e receberam a
primeira secao do professor. Foram repassadas as instrugoes da sequéncia didatica e
apos dez minutos, a exposi¢ao do assunto se iniciou, sempre com a participacao dos
alunos envolvidos. As atividades foram projetadas no quadro branco do laboratério
para fins de discussao ao longo da resolucao. Apesar de nao ter a necessidade do uso
de computador nas duas primeiras sessoes, muitos alunos procuraram informagoes
complementares na internet e alguns buscaram a fonte das figuras, a fim de coletar
informagoes.

Na aula seguinte, ocorrida dois dias apds (numa quinta-feira), no mesmo horario
do primeiro dia, os mesmos alunos compareceram e realizaram as atividades na mesma
dinamica do primeiro dia. As atividades ocorreram com pequenos debates entre uma
solugao e outra. Pelo fato de ter sido finalizada em oitenta e cinco minutos, nos
instantes finais, o professor explicou como seriam as proximas atividades, envolvendo
a linguagem de programacao C. Apenas trés alunos, ja com conhecimento prévio,
manifestaram interesse imediato em participar. Entre os demais alunos, nenhum
mostrou interesse em continuar ou mesmo aprender os fundamentos da linguagem de
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programacao.

No dltimo dia, ocorrido na segunda-feira da semana seguinte, entre 13h30min e
15h00min, participaram apenas os alunos que ja utilizaram pelo menos uma vez a
linguagem de programagcao C, sendo que dois deles ja haviam participado da OBI.
Nessa atividade, o pesquisador apenas distribuiu a atividade e ficou observando o
desempenho dos alunos participantes. Os alunos consultaram o site que serviu de
inspiragao para as atividades para eventuais complementos de cédigos ou implemen-
tagoes. [18] O trabalho com o programa Code::Block ocorreu com boa fluidez, uma
vez que o programa ¢é utilizado pela escola na fase de programacao da OBI.

4.3 Analise dos dados coletados

A pesquisa qualitativa, com alguns poucos dados relativos a pesquisa quantitativa,
é a base da coleta e andlise de dados dessa pesquisa. Segundo Garnica (2004) [22], a
pesquisa qualitativa é caracterizada por

1. “ a transitoriedade de seus resultados;

2. a impossibilidade de uma hipdtese a priori, cujo objetivo da pesquisa sera
comprovar ou refutar;

3. a nao neutralidade do pesquisador que, no processo interpretativo, vale-se
de suas perspectivas e filtros vivenciais prévios dos quais nao consegue se
desvencilhar;

4. que a constituicao de suas compreensoes dé-se nao como resultado, mas numa
trajetéria em que essas mesmas compreensoes e também os meios de obté-las
podem ser (re)configuradas; e

5. a impossibilidade de estabelecer regulamentacoes, em procedimentos sistemati-
cos, prévios, estaticos e generalistas”.

Tais caracteristicas nao tem efeito de regras, uma vez que o conceito de pesquisa
qualitativa é dinamico. Desse modo, optou-se pela observacao das atividades e
anotagoes do comportamento, recolhendo ao final de cada secao, a atividade para
posterior analise qualitativa e, quando for o caso, quantitativa. Uma socializacao
com todos os alunos foi realizada apds os trés dias de atividades, proporcionando
mais dados para serem analisados.
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4.3.1 Os grafos

Na aula 1, denominada Grafos, as defini¢goes foram apresentadas, bem como
caracteristicas e propriedades. Os alunos participaram atentamente e as atividades
foram realizadas ao longo do tempo previsto. A curiosidade em relacao ao tema
logo deu lugar para a associagao com problemas que envolvem a ideia de grafo. O
mais citado pelos alunos foi o diagrama de arvore (drvore de decisdo) usado em
probabilidades. Outros lembraram de matrizes e apenas um aluno associou com
poliedros.

A primeira atividade !, sobre as pontes de Konigsberg, a totalidade dos alunos
percebeu que nao é possivel encontrar uma solugao sem acrescentar pelo menos uma
ponte. Alguns realizaram a tarefa por tentativa e erro até perceber a insolubilidade
do problema. O aluno 6 realizou a atividade por meio da consulta da fonte da figura
e transcreveu as informacoes para sua folha de respostas, conforme indicado na figura
4.3. Nao foi percebido prejuizo na aprendizagem devido as fontes disponiveis abaixo
das figuras. A busca pelos links se mostrou como mais uma fonte de consulta.

Ailustrac8o a seguir mostra a situacdo que estava sendo proposta @ um esquema
que é uma representacio grafica do que hoje em dia chamamos de grafo.

Disponivel em: htts://goo.gl/Z8md (acesso am 5/10/16}.

ATIVIDADE 1.1.1: Existe algum passeio que atravesse cada ponte uma Unica vez
e volte ao ponto de partida? =
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[1] BOAVENTURA NETTO, Paule Oswaldo & JURKIEWICZ, Samuel. Grafes: introdugdio e prdtica.
$3o Paulo: Blucher, 2009.
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Figura 4.3: Atividade 1.1.1 apresentada pelo aluno 6

A totalidade dos alunos também encontrou facilmente as respostas para a atividade
1.1.2. Porém a atividade 1.2.1 teve aproveitamento médio de 83%, sendo o item que

! As atividades se encontram no apéndice.
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trata da matriz de adjacéncia o item com maior niimero de pequenos equivocos. Isso
decorre de outros pequenos equivocos que aconteceram de itens anteriores e que apos
pequenos esclarecimentos, foram amplamente compreendidos e sinalizados durante a
atividade.

ATIVIDADE 1.2.1: Observe o grafo a seguir.

L&
‘o2
i

’ it e B

Disponivel em: https://goo.gl/gev7EK, Acesso em 05/10/16.

d) Podemos tomar os rotulos dos vértices e associa-los as linhas e colunas de uma matriz
quadrada. Quando um vértice ¢ adjacente a outro, a posigo a;; deve ser igual a 1,
indicando que os vértices / e f estéo associados por meio de uma aresta. Caso contrério,
deve ser igual a 0. Essa matriz se denomina matriz de adjacéncia. Determine a matriz
de adjacéncia do grafo acima. ‘ , - .

§

Figura 4.4: Atividade 1.2.1 apresentada pelo aluno 1

Na figura 4.4, percebe-se um caso em que o laco nao foi compreendido adequada-
mente. Entretanto, a concepcao de matriz de adjacéncia nao fica comprometida e o
aluno 1 determina a matriz esperada.

A atividade 1.3.1 ocorreu sem alteracoes, com pequenas duvidas apresentadas por
alguns alunos e esclarecidas por colegas préximos, sem a necessidade de intervencao
do pesquisador.

Na parte sobre grafos especiais, a atividade 1.4.1 propunha um esboc¢o de um
grafo completo Kg. O aluno 3 percebeu que, assim como o K5 tinha como esboco um
pentagono com todas as diagonais tracadas, o Kg poderia ser algo similar. A partir
desse raciocinio, usando compasso e régua, o aluno tragcou um hexagono regular
inscrito numa circunferéncia e, em seguida, tracou todas as suas diagonais a fim de
obter o grafo solicitado, conforme indicado na figura 4.5.

A medida que os demais tipos grafos foram sendo mostrados, alguns alunos
procuravam verificar as caracteristicas contidas nos respectivos exemplos, encerrando
a atividade com uma série de perguntas sobre as aplicacoes desse assunto, em especial,
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ATIVIDADE 1.4.1: Eshoce um grafo completo K.

Figura 4.5: Atividade 1.4.1 apresentada pelo aluno 3

na Ciéncia da Computacao.

4.3.2 Grafos: problemas e algoritmos

Com os fundamentos ja trabalhados na aula anterior, os alunos foram apresentados
aos algoritmos que resolvem problemas envolvendo grafos. Cada tipo de problema é
apresentado, seguido de seu algoritmo de resolucao e uma atividade de aplicacao.

O primeira atividade abordava o algoritmo de Dijkstra para a solugao de problema
de caminho minimo. A principio, houve certo estranhamento dos alunos que nao
participaram das Olimpiadas de Matematica ou Informatica. Apds uma breve
intervencao, algumas solugoes foram apresentadas, conforme a apresentada pelo
aluno 4, indicada na figura 4.6.

O aluno 4, usando uma notacgao prépria, procura resolver o problema apresentando,
passo a passo, o procedimento do algoritmo de Dijkstra. Apesar da dificuldade em
Matematica relatada pelo préprio aluno, ele mesmo disse sentir-se confiante com
esses tipos de problemas, que em sua percepgao, nao sao convencionais.

A atividade seguinte, sobre o algoritmo de Floyd, apresentou uma dificuldade
crescente, a medida que as matrizes de roteamento consideravam determinado vértice
intermediario. Por se tratar de um problema de caminho minimo, onde se determina
todas as distancias dos menores caminhos entre todos os pares de vértices do grafo
dado, alguns alunos apresentaram pequenos equivocos. A intervencao foi mais incisiva,
a ponto de ser proposto que todos discutissem juntos a solucao do problema.

Na figura 4.7, o aluno 15 constréi corretamente a matriz de roteamento conside-
rando o vértice intermedidrio 1. Ao passar para os vértices intermediarios 2 e 3, as
dificuldades surgem na montagem da matriz, resultando em pequenos equivocos, que
foram amplamente debatidos durante a atividade. As discussoes se iniciaram entre
colegas préximos e logo tomou alcance de toda a turma, sendo necessario mediar as
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ATIVIDADE 2.1.1: Alguém necessita se deslocar de uma cidade A para a cidade
F. Para isso, disp&e de vérias estradas, que passam por algumas cidades. Com auxilio do
grafo valorado a seguir, qual delas oferece uma trajetéria de menor caminho?

TMUOOW®

Figura 4.6: Atividade 2.1.1 apresentada pelo aluno 4

b) Matriz de roteamento (vértice intermedidrio: 1)
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Figura 4.7: Atividade 2.1.2 apresentada pelo aluno 15

duvidas de valores que foram surgindo.
A segunda parte envolvia os problemas de interligacao. Inicialmente, foi abordada

a arvore de decisao, utilizada para cdlculos de probabilidades. Por ser uma atividade
com assunto amplamente trabalhado poucos meses antes, 91% dos alunos observados
conseguiram fazer a atividade usando o diagrama de arvore proposto. Apenas um
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aluno respondeu por meio de lista, sendo que os demais responderam conforme
indicado na figura 4.8.

ATIVIDADE 2.2.1: Langam-se 3 moedas pHo viciadas ao ar {ou lan¢a-se uma
moeda 3 vezes ao ar). Qual a probabilidade de sairem exatamente 2 vezes o mesmo lado
(seja cara ou coroa)? Use diagrama de drvore. 4
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Figura 4.8: Atividade 2.2.1 apresentada pelo aluno 13

O algoritmo de Kruskal foi abordado logo em seguida e grande parte da dificuldade
observada ocorreu devido ao nao cumprimento do procedimento correto. Nesse
algoritmo, procura-se incluir a aresta de menor valor, sem formar ciclos, até que
todos os vértices estejam ligados. Dos dezesseis participantes da atividade, cinco
formaram ciclos e quatro nao contemplaram todos os vértices. Sete alunos resolveram
corretamente o problema, conforme indicado na figura 4.9.

ATIVIDADE 2.2.2: Observe o grafo a seguir e em seguida determine a arvore
parcial de custo minimo através do Algoritmo de Kruskal.

Figura 4.9: Atividade 2.2.2 apresentada pelo aluno 9

Apos a demonstracao do teorema 2.2.3 sobre esse algoritmo, a atividade 2.2.4
propoe uma ilustracao para a demonstracao do teorema, tendo-se destacado o aluno
13 com seus trés desenhos indicados na figura 4.10.

A dltima atividade dessa parte retoma o mesmo problema do algoritmo de
Kruskal, s6 que dessa vez com a perspectiva de utilizacao do algoritmo de Prim. O
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TEOREMA 2.2.3: O algoritmo de Kruskal fornece uma solucdo dtima (solugdo
possivel que otimiza a fun¢do objetivo) para o problema da interliga¢o a custo minimo.

Demonstragdo: Suponha que T ndo tenha menor peso. Nesse caso existe uma
drvore T’ tal que seu peso é menor que o peso de T, Seja e a primeira aresta para T de
mado que ela ndo pertenca a T”. Adicionando e a T’ obtemos um ciclo que contém uma
aresta f que nfo estd em T. Retirando f temos uma arvore T” com peso menor que T,
Nessa situaco a aresta f teria sido escolhida no lugar de e. Logo, o algoritmo constrdi
efetivamente uma drvore de menor peso.

vl"' }
Ofﬁj . )ﬁ A ATIVIDADE 2.2.4: Dé um exemplo que ilustre a demonstra¢do do teorema 2.2.3.

Figura 4.10: Atividade 2.2.4 apresentada pelo aluno 13

uso do mesmo problema provocou comparac¢ao imediata entre ambos os algoritmos.
A maioria considerou o algoritmo de Prim mais simples de lidar. Isso pode ser
observado pela quantidade acertos, uma vez que o algoritmo de Prim teve 30% mais
acertos que o de Kruskal.

Na terceira parte, foram tratados os problemas de coloracao. Um problema
contextualizado inicia a atividade e o grau de dificuldade foi considerado elevado
por uma parte dos alunos. Ao serem questionados o motivo, apresentaram como
justificativa a resolucao por tentativa e erro. Entretanto, alguns alunos, como, por
exemplo, o aluno 13, conseguiram fazer com certa agilidade esse mesmo problema
(figura 4.11). O problema foi um facilitador para o teorema das 4 cores, que foi
apresentado logo a seguir.

Apébs o teorema ser enunciado, grande parte dos alunos conseguiu resolver o
mesmo problema com auxilio de grafos. Usando o teorema das quatro cores, o aluno
13 resolveu conforme indicado na figura 4.12. Apesar de um pequeno equivoco na
solugao apresentada, o aluno 13 logo reconheceu o problema e identificou que o
vértice C'; deveria ser preto.

No final do segundo dia, com uma pequena sobra de tempo, foi apresentada para
os alunos a parte inicial da terceira atividade. Apenas trés alunos, com conhecimentos
prévios em linguagem de programacao C, manifestaram o desejo de participar.
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ATIVIDADE 2.3.1: Uma companhia industrial deseja armazenar sete diferentes
produtos farmacéuticos Cy, C,, ..., C;, mas alguns ndo podem ser armazenados juntos
por mativos de seguranga. A tabela a seguir mostra os produtos que ndo podem estar
no mesmo local. Encontre o nimero minimo de localiza¢Bes necessérias para colocar
estes produtos e escreva uma combinag8o possivel dos medicamentos compativeis.

c1 | ¢z T ca | ca o | G | CT |
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Disponivel em: hitps: ;‘jgf:mﬁf:s L, Acesso em O5/10/16,
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Figura 4.11: Atividade 2.3.1 apresentada pelo aluno 13

Figura 4.12: Atividade 2.3.3 apresentada pelo aluno 13

4.3.3 Grafos: algoritmos de programacao

A 1ltima aula contou com a participacao de apenas trés alunos. Com o conheci-
mento prévio da linguagem utilizada e pleno dominio do Code::Blocks, a atividade
nao teve nenhum tipo de interferéncia. Os trés alunos permaneceram concentrados
durante atividade. Todos consultaram o site de autoria do professor Paulo Feofiloff
em busca de mais recursos ou facilitadores para implementagao. [18]

A primeira atividade do dia, sobre digrafo, foi registrada no computador, a pedido
dos alunos. Os trés alunos especificaram corretamente o que a atividade solicitava.
Um aluno percebeu que, exibindo seu conjunto de arestas dirigidas, o digrafo ficava
bem especificado, conforme exemplo da figura 4.13. Cada aresta dirigida é um par
ordenado de vértices.

A atividade apresentou um conjunto de ferramentas fundamentais para a constru-
¢ao e manipulacao de digrafos. Dois dos alunos testaram algumas dessas ferramentas,
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Figura 4.13: Atividade 3.1.1: conjunto de arestas dirigidas de um digrafo.
Padrao de resposta dos alunos abaixo da figura dada. [18]

mas logo partiram para a atividade seguinte, sobre a aplicacao do algoritmo de
Dijkstra para a determinacao de uma arvore de custo minimo a partir do vértice 0.
Essa atividade demandou mais tempo. Algumas dividas sobre o que é franja (isto é,
o conjunto de todas as arestas do grafo dado que tem uma ponta inicial na arvore e a
ponta final fora da arvore) e sobre a utilizagao de vetores logo foram esclarecidas com
o suporte da pagina do professor Feofiloff [18]. Percebeu-se a partir dessa atividade,
um certo automatismo a partir das ferramentas dadas e pequenas duvidas sobre
a compilacao e posterior execucao. Pequenos erros de sintaxe promoveram, em
determinado momento, uma pequena troca de ideias para eventuais ajustes, a fim de
verificar a execucao, indicada na figura 4.14.
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Figura 4.14: Atividade 3.2.1: Padrao de resposta dos alunos na execugao do
programa. [18]

Na figura 4.14, frj se refere a franja da arvore com raiz no vértice 0. Os registros
de vetores em pai contém a arvore em questao, sua franja e a distancia do vértice 0
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a cada vértice da arvore, além dos pesos de cada vértice externo na iteracao dada.
Finalmente, dist contém as distancias a partir do vértice 0 até cada vértice da arvore,
sendo que a tltima linha fornece a arvore de caminho minimo. A figura 4.15 mostra
a arvore de custo minimo da atividade 3.2.1.

Figura 4.15: Atividade 3.2.1: arvore de caminho minimo obtida pelo algoritmo
de Dijkstra. [18]

A ltima atividade, sobre o algoritmo de Kruskal, necessitou de uma consulta
mais apurada na péagina do professor Feofiloff [18]. Alguns termos utilizados no
enunciado nao estavam evidenciados ao longo das ferramentas que estavam na folha
impressa. Pelo fato dos alunos nao terem concluido a tempo, foi proposto aos alunos
a realizacao da atividade para posterior entrega.

4.3.4 Aula extra: socializacao das impressoes sobre a
sequéncia didatica

Duas semanas ap0s a terceira aula, todos os alunos participantes foram convidados
para um encontro extra, em que seriam compartilhadas as impressoes sobre a
experiéncia vivenciada. As respostas foram transcritas pelo pesquisador a medida
que as opinioes foram sendo manifestadas. Os itens da pauta do debate foram:

e a relevancia do assunto grafos no curriculo;

e a experiéncia com algoritmos para resolucao de problemas que envolvem grafos;

as dificuldades advindas das resolucoes das atividades propostas;

e as interagoes com outros assuntos da Matematica;

linguagem de programacao e algoritmos para grafos.
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Sobre o primeiro ponto, a maioria dos alunos se mostrou surpresa com a exis-
téncia de um assunto novo e que pode ajudar na compreensao de outros topicos
da Matemdtica no segundo ano do Ensino Médio. O aluno 4 se mostrou muito
entusiasmado com a possibilidade de uma nova abordagem em Anélise Combinatoéria
e Probabilidades, assuntos que ele apresentou, segundo autoexame, dificuldades ao
longo dos meses iniciais do ano em que ocorreu a pesquisa. O aluno 13 questionou
a organizagao curricular e apontou que grafos teria um significado maior do que
Binomio de Newton, por exemplo. O aluno 9 apresentou grafos como uma possibi-
lidade de aplicar matrizes em outra parte da Matematica. Até entao, segundo seu
argumento, nao havia percebido importancia no assunto de matrizes, mesmo sendo
medalhista de Olimpiadas de Matematica.

A respeito dos algoritmos, o aluno 16 mostrou surpresa com a légica e raciocinio
articulados em cada um dos problemas apresentados na aula 2.

As dificuldades nas atividades foram apontadas pelos alunos 2, 4, 6 e 13. Eles
alegaram que, a principio, a novidade do assunto e a aplicacao de algoritmos foram
complexas. Uma demanda de tempo maior foi detectada pelos demais alunos no inicio
da aula 2. No entanto, todos chegaram ao consenso que as atividades se encerraram
nesse dia com consideravel fluidez, dentro da perspectiva ritmica de cada um.

O aluno 13 comentou sobre a ligacao que ele percebeu entre planificacao de
poliedros e grafos planares, sendo grande facilitador para a compreensao do relagao
de Euler. Segundo seu argumento, nem sempre é facil visualizar a quantidade de faces,
arestas e vértices do dodecaedro e comparar com o icosaedro. O aluno 1 concordou e
completou que a arvore de decisao ajuda a resolver problemas de Probabilidades.

Questionados sobre a auséncia em relacao a linguagem de programacao, os alunos
6 e 7 se manifestaram com argumentos similares. A especificidade da atividade (pelo
fato de ser da area de computacao) foi a razao. Um gesto de concordancia foi quase
geral entre os presentes. Os alunos que participaram da OBI (10 e 11) afirmaram
que, mesmo se copiassem e colassem as ferramentas indicadas, a compilacao e a
execucgao requerem certo conhecimento da linguagem. O aluno 10 completou que,
para participar da OBI, existe um prévio treinamento com o objetivo de potencializar
o desempenho dos participantes.

Dos dezesseis alunos participantes, apenas um discorda da inclusao do assunto
grafos no curriculo, alegando possivel inchagco. Os demais concordaram entre si sobre
a importancia que grafos teria no aprendizado de Matematica durante o Ensino
Médio.



Consideracoes finais

A contemporaneidade das aplicacoes de grafos e a possibilidade de interacao com
outras areas da Matemadtica foram os argumentos para realizacao da pesquisa.

A sequéncia didatica, formato escolhido para desenvolvimento das aulas, mostrou-
se um meio eficiente para reunir toda a complexidade da pratica e da intervencao
reflexiva (planejamento, aplicacao e avaliagao).

As trés partes que compoem a sequéncia didatica apresentaram uma coeréncia
que foi percebida pela execucao das atividades, participagao dos alunos e as respostas
apresentadas e brevemente analisadas. Apesar da terceira aula ter a participagao de
apenas trés alunos, percebeu-se que as duas primeiras aulas foram voltadas para o
Ensino Médio, especialmente segundo ano. A atividade de probabilidade mostrou
que os alunos que apresentam dificuldades numa abordagem mais tradicional, na
abordagem diferenciada, com o uso de grafos, apresentaram resultados significativos
na aprendizagem.

A primeira aula apresentou uma introducao a teoria de grafos e foi essencial para
o desenvolvimento das partes seguintes. As atividades e o desenvolvimento tedrico
proporcionaram reflexdes sobre o uso informal de grafos em diversos problemas ao
longo da vida escolar. Ha uma clara indicagao da possibilidade do uso de grafos
com suporte a outros temas como Andlise Combinatéria (principio fundamental
da contagem), Probabilidades (arvore de decisao), Poliedros (planificacao e grafos
planares), matrizes (como ferramenta de representacao) entre outros. Portanto,
existem beneficios que levam a considerar a possibilidade de incluir grafos no curriculo
do Ensino Médio.

A segunda aula, sobre algoritmos, mostrou que hé possibilidade de trabalho com
algoritmos sem a necessidade de se manter na reproducao tecnicista de procedimentos
pré-estabelecidos. As pequenas discussoes entre um problema e outro, além das
trocas de ideias sobre as estratégias utilizadas, reforcam a oportunidade que existe no
estudo dos algoritmos. Entender e aplicar corretamente um algoritmo proporciona a
identificacao de um amplo leque de situacoes problemas a serem modeladas.

Contudo, a terceira aula mostrou-se voltada para um piblico mais especifico,
com desejavel conhecimento prévio em nocoes de linguagem de programagao. A
aplicagao da Olimpiada Brasileira de Informética (OBI), mesmo que em algumas
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escolas do ensino bésico, atestam a possibilidade do uso de linguagem de programacao
na implementagao de algoritmos que resolvam problemas (no caso dessa pesquisa,
grafos). A escolha da linguagem C e o uso de Code::Blocks se revelaram eficientes no
contexto da escola observada, uma vez que ambos ja eram usados na OBI.

A implementagao dos algoritmos para grafos em C (ou outra linguagem de
programagcao conveniente) pode ser uma realidade para alunos do Ensino Médio.
Seja como uma introducao a linguagem de programacao ou aprofundamento. O
desenvolvimento do raciocinio légico é um dos beneficios verificados por meio dos
alunos que participam da OBI.

A breve abordagem histérica apresentada no capitulo 2 mostra que a teoria de
grafos pode ser utilizada na Quimica Organica para enumerar todos os isdbmeros dos
hidrocarbonetos alifaticos. Na Fisica, circuitos elétricos podem ser investigados via
grafos. Percebem-se algumas significativas oportunidades para abordagens interdisci-
plinares envolvendo grafos na Matematica com outras areas de conhecimento.

Algumas questoes foram apontadas durante as observacoes e andlise de dados.
Mesmo nao fazendo parte do objeto central da pesquisa, mostram-se como potenciais
recortes para futuras eventuais analises:

e Qual a contribuicao da teoria dos grafos para a Matematica Discreta ao longo
da historia?

e A teoria dos grafos pode ser inserida em que parte do curriculo do Ensino
Fundamental? (Sem a necessidade de abordar algum tipo de linguagem de
programacao).

e Como utilizar a linguagem de provas da teoria dos grafos para ampliar os
fundamentos utilizados nas provas de teoremas?

Os dados coletados e a socializacao validaram a estrutura das atividades que
foram utilizadas na observacao de campo. Uma evidéncia é a demonstragao associada
ao algoritmo de Kruskal, que foi compreendida, sem maiores problemas, devido a
linguagem mais acessivel ao estudante do Ensino Médio.

Enfim, a possibilidade de inclusao da teoria dos grafos traz uma nova abordagem
de certos assuntos correlatos. O uso de linguagem de programacao nao é um fator
determinante, mas é potencializador da aprendizagem. A diversidade verificada no
cenario educacional nacional é a oportunidade de estabelecer novas interagoes, e,
nesse sentido, grafos se destacam.
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Apéndice - Sequéncia didatica

A sequéncia didatica das paginas seguintes esta dividida em trés aulas.

e Aula 1: breve historico, defini¢oes e conceitos relacionados a grafos. Atividades
exploram as caracteristicas e propriedades mais relevantes.

e Aula 2: explora quatro algoritmos sobre grafos, relacionados a caminho minimo
e arvore geradora minima. Apresenta atividades complementares sobre arvore
de decisao e o teorema das quatro cores.

e Aula 3: atividades relacionadas aos algoritmos de Dijkstra e Kruskal utilizando
linguagem de programagao C.

Caso seja necessario o acesso ao arquivo numa extensao de facil edicao, solicite
por email: darcio.nogueirajr@gmail.com
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Introdugdo ao estudo de Grafos com auxilio
de algoritmos de programacdo.

Puablico alvo: Ensino Médio - alunos do segundo ano.
Professor (mestrando): Darcio Costa Nogueira Junior
Professor (orientador): Luis Felipe Gongalves Fonseca

Aula 1: GRAFOS.

1.1. As sete pontes de Konigsberg.

Os primeiros registros sobre a teoria de Grafos remontam ao ano de 1736,
quando o notdvel matemdtico e gedbmetra Leonhard Euler visitou a cidade de
Konigsberg. A cidade ela conhecida pela elite intelectual e pelo intenso comércio. Ao
chegar na cidade, Euler tomou conhecimento de um problema que estava sendo
discutido por essa elite:

“No Pregel, rio que corta a cidade, havia duas ilhas que, na época, eram ligadas entre
si por uma ponte. As duas ilhas se ligavam ainda as margens por mais seis pontes ao
todo. O problema consistia em encontrar o percurso para um passeio que partisse de
uma das margens e, atravessando uma unica vez cada uma das sete pontes, retornasse
@ margem de partida”.[1]

Ailustragdo a seguir mostra a situagdo que estava sendo proposta e um esquema
que é uma representagdo grafica do que hoje em dia chamamos de grafo.

Disponivel em: https://goo.gl/ZZLrn9 (acesso em 5/10/16).

ATIVIDADE 1.1.1: Existe algum passeio que atravesse cada ponte uma Unica vez
e volte ao ponto de partida?

Resposta esperada:

Perceber que o problema n3o tem solugdo e que seria necessario acrescentar pelo menos uma ponte.

[1) BOAVENTURA NETTO, Paulo Oswaldo & JURKIEWICZ, Samuel. Grafos: introdugdo e pratica.
S3o Paulo: Blucher, 2009.
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Euler provou que para o passeio proposto no problema de Koénigsberg ser
possivel, era necessario que cada massa de terra fosse ligada a outra por um nuimero
par de pontes.

A partir do esquema usado por Euler, é possivel definir grafo como um objeto
matematico formado por dois conjuntos:

12) V é o conjunto dos vértices, que na representagdo grafica, sdo os pontos.

29) E é o conjunto de arestas ou conjunto de relagdes entre os vértices, que na
representacdo grafica, sdo as ligagGes entre dois pontos.

Vamos denominar grafos como G = (V, E) e se uma aresta une dois vértices v e
w, representaremos essa aresta por (v,w) ou vw.

A

7N

c é//\‘\i\’ D

ATIVIDADE 1.2.1: Dé o que se pede.
- Conjunto V
Resposta esperada: V={A, B, C, D}

- Conjunto E
Resposta esperada: £ = {AC, CA, BC, CB, AD, BD, CD}

1.2. Nogoes de grafos.

Como representar um grafo? Usamos um esquema grafico onde os vértices
(quem em geral sdo rotulados) podem ser ligados a outros vértices. Quando um vértice
€ ligado a outro, dizemos que eles sdo adjacentes. Se um vértice é ligado a ele mesmo,
temos um lago.

O grau de um vértice é dado pela quantidade de arestas que sai dele (ou chega
a ele). Em outras palavras, o grau de um vértice € o nimero d(v) de vizinhos que ele
possui. Se todos os vértices de um grafo ndo orientado (aquele em que a ordem dos
vértices importa para determinar o sentido da aresta) tiverem o mesmo grau k, ele é
dito k-regular
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ATIVIDADE 1.2.1: Observe o grafo a seguir.

P
P

" . P v <

Disponivel em: https://goo.gl/gzv7EK. Acesso em 05/10/16.

a) Determine o grau de cada vértice.

Resposta esperada:
D(V1) =3
D(V2) =5
D(V3) =3
D(V4) =1
D(V5)=0

b) Existe lago no esquema? Em caso afirmativo, identifique.
Resposta esperada: Sim. Aresta a; € um lago.

c) Faga uma lista com os vértices adjacentes de cada vértice.
Resposta esperada:

Vértice: Vértices adjacentes:

2,3

1,23

1,2, 4

3

ndo ha

v B WN =

d) Podemos tomar os rotulos dos vértices e associa-los as linhas e colunas de uma matriz
quadrada. Quando um vértice é adjacente a outro, a posicdo a;; deve ser igual a 1,
indicando que os vértices i e j estdo associados por meio de uma aresta. Caso contrario,
deve ser igual a 0. Essa matriz se denomina matriz de adjacéncia. Determine a matriz
de adjacéncia do grafo acima.

Resposta esperada:

=

]
cCor R~ o
© O b p
C R o
cor oo
coocoo
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1.3. Alguns conceitos importantes.

No estudo de grafos, alguns conceitos sdo essenciais para possibilitar a
modelagem, que é uma descri¢do do problema a ser resolvido.

* Ordem de um grafo: nimero de vértices que ele possui.

* Tamanho de um grafo: nimero de arestas que ele possui.

* Grafo complementar: Se G é um grafo (orientado ou ndo orientado), o
complementar de G é o grafo que possui exatamente as ligagdes que ndo estdo
presentes em G. Notacdo: G ou G.

Exemplo:

S

Disponivel em: https://goo.gl/ye7xuT. Acesso em 05/10/16.

* Subgrafo: Se H é um subgrafo do grafo G, dizemos que o conjunto de vértices
de H esta contido ou é igual ao de G e o conjunto de arestas de H estd contido ou é igual

ao de G.
}\

Disponivel em: https://goo.gl/tV3NY6. Acesso em 05/10/16.

Exemplo:

* Percurso em um grafo: uma colecdo de vértices (ou de arestas)
sequencialmente adjacentes. Também é conhecido como cadeia.

* Caminho: percurso onde em cada vértice, a partir do inicial, ha uma aresta para
o proximo vértice da sequéncia, com excegdo do vértice final. Seu comprimento é dado
pelo nimero de arestas do percurso.

* Percurso simples: aquele que ndo repete ligagdes, ou seja, ndo contém arestas
multiplas.

* Percurso elementar: aquele que ndo repete vértices.

* Ciclo: percurso elementar fechado.

* Circuito: caminho elementar e fechado (ciclo orientado).
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ATIVIDADE 1.3.1: Observe o grafo a seguir e dé um exemplo, se for possivel, para
0 que se pede.

a) um percurso.
Uma resposta esperada: 1-2-4-9-10-5-6-7-8-1-10

b) caminho.
Uma resposta esperada: 1-2-4-9-10-5-6-7-8

c) percurso simples.
Uma resposta esperada: 5-6-7-1-2-3-8-7

d) percurso elementar.
Uma resposta esperada: 10-9-4-6-7-1

e) ciclo.
Uma resposta esperada: 1-7-6-5-10-1

f) circuito.
Uma resposta esperada: 1-2-3-5-6-7-1

1.4. Alguns grafos especiais.
Existem grafos com caracteristicas especiais, entre os quais se destacam:

* Grafo completo: possui ao menos uma ligagdo entre cada par de vértices.
Notagdo: K,,.
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ATIVIDADE 1.4.1: Esboce um grafo completo K.
Resposta esperada:

* Grafo bipartido: grafo em que seu conjunto de vértices pode ser particionado
em dois subconjuntos de modo que ndo ha ligagdes internas entre os vértices do mesmo

subconjunto.

Exemplo:

Disponivel em: https://goo.gl/CUSUCZ. Acesso em 05/10/16.

* Grafo orientado: sua familia de arestas é formada por pares ordenados, sendo
que ao desenhar o grafo, a aresta parte do primeiro em dire¢do ao segundo elemento
do par.

Exemplo:
a pb pc a Pb4 ¢
VG;={a,b,c} VG, ={a,b,c}.
AGI = { (arb) ’ (blc) } AGZ = { (alb) ’ (clb) }

Os grafos G, e G, sdo diferentes. Se ndo fossem orientados seriam iguais.
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* Grafo conexo: sempre se pode ir de um a outro vértice, atravessando arestas.

Exemplo:

-3 @ O
O O,

Grafo conexo Grafo ndo conexo

* Grafo valorado: consiste de um conjunto finito ndo vazio de vértices V, ligados
por um conjunto E de arestas com pesos.

Exemplo:

- X2

10 20" s

RO,

* Grafo k-regular: todos os vértices possuem o mesmo grau K.

Exemplo: grafo de Petersen (3-regular).

AN
\VaV,
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* Arvore: grafo conexo e sem ciclos.

Exemplo:

* Grafo planar: aquele que pode ser imerso no plano de tal forma que suas
arestas ndo cruzem em pontos que n3do sdo vértices.

Exemplo:
Fim da aula 1.
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Introdugdo ao estudo de Grafos com auxilio
de algoritmos de programacado.
Pablico alvo: Ensino Médio - alunos do segundo ano.
Professor (mestrando): Darcio Costa Nogueira Janior
Professor (orientador): Luis Felipe Gongalves Fonseca
Aula 2: GRAFOS: problemas e algoritmos.

2.1. Problemas de caminho minimo.

Em problemas de caminhos minimos, o principal objetivo é determinar o
caminho de menor custo, de acordo com um critério dado. Usando a linguagem de
grafos, o caminho de menor custo entre dois vértices quaisquer de um grafo G = (V,E),
seja ele orientado ou ndo. O critério dado pode ser entre dois vértices determinados, de
um vértice dado a cada um dos demais ou a unido de cada par de vértices do grafo.

Um dos algoritmos usados para resolver esse tipo de problema é conhecido
como Algoritmo de Dijkstra (concebido pelo cientista da computagdo holandés Edsger
Dijkstra), descrito de forma sucinta como:

1°) Procura-se o vértice mais préximo do vértice dado;

2°) Depois, sucessivamente, procura-se entre os vértices ndo visitados aquele
que tem a menor distdncia desde o vértice dado, diretamente ou passando por algum
vértice ja visitado, anotando sempre o percurso escolhido.

ATIVIDADE 2.1.1: Alguém necessita se deslocar de uma cidade A para a cidade
F. Para isso, dispOe de varias estradas, que passam por algumas cidades. Com auxilio do
grafo valorado a seguir, qual delas oferece uma trajetéria de menor caminho?

Disponivel em: https://goo.gl/kl7ckD. Acesso em 05/10/16.
Respostas esperadas na tabela:

A 0,A .

;) 4,A 3,C 3,C . * *

c 2,A 2,A . . * .

D © 10,C 8B 8B * *

= © 12,¢ 12,¢ 10D 10D *

F - o © 14,0 12,E 12,E
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Etapas detalhadas do Algoritmo de Dijkstra:

1) Sejam G(V,E) um grafo orientado e A um vértice de G. Atribua o valor zero a
estimativa do custo minimo do vértice A (a raiz da busca) e infinito as demais
estimativas;

2) Atribua um valor qualquer aos precedentes (o precedente de um vértice C é
aquele vértice que precede C no caminho de custo minimo de A para C);

3) Enquanto houver vértice aberto, adote os procedimentos a seguir:

* Seja K um vértice ainda aberto cuja estimativa seja menor dentre todos os
vértices abertos;

* Feche o vértice K;

* Para todo vértice J ainda aberto que seja sucessor de K faga a soma da
estimativa do vértice K com o custo do arco que une K a J. Caso esta soma seja melhor
que a estimativa anterior para o vértice J, substitua-a e anote K como precedente de J.

Outro algoritmo usado para o problema do caminho minimo é o Algoritmo de
Floyd. Ele consiste em achar o caminho mais curto de cada vértice a todos os outros.
Nesse caso é mais apropriado o uso da matriz de valores das ligagbes. Quando um
vértice é adjacente a outro, a posi¢do a;; deve ser igual ao peso da aresta, indicando
que os vértices i e j estdo associados por meio de uma aresta. Se ndo ha aresta ligando
os vértices, deve ser igual a 0. Nessa matriz de valores, toma-se como referéncia um
vértice para se obter a matriz de roteamento, que determina por onde passam os
caminhos. Nessa matriz, todo elemento de uma coluna tem o indice da coluna, menos
os que correspondem aos infinitos da outra matriz. Esses infinitos indicam que ndo ha
aresta ligando os vértices. Nesse caso, estes elementos receberdo valor zero. A cada
iteracdo, ele utiliza um vértice diferente, denominado vértice intermediario, tentando
inseri-lo em itinerdrios unindo outros vértices.

ATIVIDADE 2.1.2: Determine todas as distancias dos menores caminhos entre
todos os pares de vértices do grafo abaixo.

3

a) Matriz de valores de ligacdo:

Resposta esperada:

08 5
D9 = 20 =
o 2 0
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b) Matriz de roteamento (vértice intermedidrio: 1)
Resposta esperada:

0 8 5
pv=|3 0 8
@ 2 0

c) Matriz de roteamento (vértice intermedidrio: 2)
Resposta esperada:

08 5
p»=|3 0 38
5 20

e) Matriz de roteamento (vértice intermediario: 3)
Resposta esperada:

07 5
Dm - 3 0 8
520

2.2. Problemas de interligacdo.

As arvores sdo grafos conexos e sem ciclos. Elas podem ser usadas para descrever
hierarquia em uma empresa por meio de organograma ou o esquema eliminatdrio de
um campeonato. No entanto, a drvore de decisdo (arvore que permite listar todas as
possibilidades a fim de se fazer uma escolha) é um importante instrumento para a
tomada de decisdes.

ATIVIDADE 2.2.1: Langam-se 3 moedas ndo viciadas ao ar (ou langa-se uma
moeda 3 vezes ao ar). Qual a probabilidade de sairem exatamente 2 vezes o mesmo lado
(seja cara ou coroa)? Use diagrama de arvore.

Resposta esperada: 6/8 = 3/4

1* Moeda 2* Moeda 3* Moeda
(ou 1° langamento) (ou 2° langamento) (ou 3° langamento)

Cara Ca,CaCa
Cara <Cara {Coma Ca,Ca,Co
Coroa ~==——""—__Ca" Ca.CoCa

Resultado

Coroa Ca,Co,Co
< Cara Co,Ca,Ca
Cara Coroa Co,Ca,Co

Coroa e Co.Co.C
0,Co,Ca
Coroa m=——"___ O oo o
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Nos problemas de caminho minimo, procura-se saber o menor custo para se ir
de um vértice ao outro. Em problemas de arvore e interligagdo, procura-se chegar ao
destino de modo mais econdmico possivel. Um dos problemas é o da drvore parcial de
custo minimo, com aplicagdo do Algoritmo de Kruskal. O procedimento consiste em
incluir a aresta de menor valor, sem formar ciclo, até que todos os vértices estejam
interligados.

ATIVIDADE 2.2.2: Observe o grafo a seguir e em seguida determine a drvore
parcial de custo minimo através do Algoritmo de Kruskal.

A 20 G

10 26 18

Resposta esperada: 88 km

w0 8

D

Esse algoritmo detalhado consiste em:

1) Escolher a aresta com menor peso;

2) Das restantes, escolher a aresta com menor peso;

3) Continuar sucessivamente, mas sem nunca escolher uma aresta que feche um
ciclo.
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O Algoritmo de Kruskal é do tipo algoritmo guloso devido as escolhas pela melhor
solugdo imediata, sem pensar nas futuras consequéncias. No entanto sdo raros os casos
em que funcionam bem. E felizmente, o de Kruskal funciona bem e isso pode ser
provado matematicamente.

TEOREMA 2.2.3: O algoritmo de Kruskal fornece uma solugdo 6tima (solugdo
possivel que otimiza a fungdo objetivo) para o problema da interligagdo a custo minimo.

Demonstragdo: Suponha que T ndo tenha menor peso. Nesse caso existe uma
arvore T’ tal que seu peso é menor que o peso de T. Seja e a primeira aresta para T de
modo que ela ndo pertenga a T”. Adicionando e a T’ obtemos um ciclo que contém uma
aresta f que ndo esta em T. Retirando f temos uma arvore T” com peso menor que T.
Nessa situacdo a aresta f teria sido escolhida no lugar de e. Logo, o algoritmo constréi
efetivamente uma drvore de menor peso.

ATIVIDADE 2.2.4: Dé um exemplo que ilustre a demonstragdo do teorema 2.2.3.

o i - 2 <
. 4 . A e
¢ ._." : f
‘ ¢ ) ‘ )
3 3
@ () n

Outro algoritmo para resolver problemas de interligacdo é o Algoritmo de Prim.
De modo resumido, ele consiste em formar uma arvore e a cada passo incluir a aresta
de menor peso que ligue um vértice fora da arvore a ela. Observe que esse método por
vezes pode levar a um beco sem saida.

1) Comegar num vértice qualquer;

2) Ir para o vizinho mais “préximo”;

3) Dai para o vizinho “mais préximo” e assim sucessivamente até chegar ao
ultimo (sem fechar ciclo).
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ATIVIDADE 2.2.5: Determine a drvore parcial de custo minimo do grafo a seguir
pelo algoritmo de Prim.

Por vezes este método pode levar a um beco sem saida, que é o que acontece se
comegarmos em A: AB, BD, DC. Ndo podemos continuar sendo fechamos o ciclo.

Uma solugdo podera ser:

AB, BD, DC, BF, FE, EG.

2.3. Problemas de coloragdo.

O ndmero cromdtico de um grafo é o nimero minimo necessario para colorir os
seus vértices de forma a que dois vértices adjacentes ndo possuem a mesma cor.
O nimero cromatico das arestas de um grafo é o nimero minimo de cores necessarias
para colorir as arestas de G, de forma que as arestas incidentes num mesmo vértice ndo
possam ter a mesma cor.

ATIVIDADE 2.3.1: Uma companhia industrial deseja armazenar sete diferentes
produtos farmacéuticos Cy, C5, ..., C7, mas alguns ndo podem ser armazenados juntos
por motivos de segurancga. A tabela a seguir mostra os produtos que ndo podem estar
no mesmo local. Encontre o nimero minimo de localizagbes necessarias para colocar
estes produtos e escreva uma combinagdo possivel dos medicamentos compativeis.

Cl [ C2 [ c3 [ c4 [ cs5 [ c6 [ c7
Ct X X X
c2 X X X
c3 X X X
C4 X X , X X
Ccs X X X X
Ccé X X X X
c7 X X X

Disponivel em: https://goo.gl/5scbLO. Acesso em 05/10/16.
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Resposta esperada:

O nimero cromatico deste grafo é 4. Precisamos de quatro gavetas para colocar
os medicamentos. Uma combinag¢do possivel dos medicamentos compativeis é: C2C5,
C3C6, CAC7, Cl1. Esta combinacdo ndo é Unica, pois a disposicdo dos produtos
compativeis pode variar consoante a coloragdo do grafo.

TEOREMA 2.3.2 (TEOREMA DAS QUATRO CORES): Qualquer mapa de regides,
desenhado num plano pode ser colorido com quatro cores de modo a que regiGes
adjacentes (arestas comuns ou parcialmente comuns) figuem com cores diferentes.

Exemplo: mapa da Europa.

Disponivel em: https://goo.gl/5scbLO. Acesso em 05/10/16.

ATIVIDADE 2.3.3: Refaca a atividade 2.3.1 utilizando o teorema das quatro cores.

C1

Fimdaaula2
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Introdugdo ao estudo de Grafos com auxilio
de algoritmos de programacdo.

Pablico alvo: Ensino Médio — alunos do segundo ano.
Professor (mestrando): Darcio Costa Nogueira JUnior
Professor (orientador): Luis Felipe Gongalves Fonseca

Aula 3: GRAFOS: algoritmos de programacdo.

3.1. Ideias basicas.

Um digrafo é um par de conjuntos: de arestas e de vértices. Cada aresta dirigida
(ou arco) é um par ordenado de arestas.

ATIVIDADE 3.1.1: Especifique o digrafo a seguir por meio de seu conjunto de
arcos (arestas dirigidas).

Algumas ferramentas basicas para a constru¢do e manipulacdo de digrafos.

/* REPRESENTAQEO POR MATRIZ DE ADJACENCIAS: A fungdo DIGRAPHinit()
constréi um digrafo com vértices 0 1 .. V=1 e nenhum arco. */
Digraph DIGRAPHinit( int V) {

Digraph G = malloc( sizeof *G);

G=->V = V;

G->A = 0;

G->adj = MATRIXint( V, VvV, 0);

return G;
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/* REPRESENTACEO POR MATRIZ DE ADJACENCIAS: A fungdo MATRIXint() aloca
uma matriz com linhas 0..r-1 e colunas 0..c-1l. Cada elemento da matriz
recebe valor val. */
static int **MATRIXint( int r, int ¢, int val) {
Vertex i, j;
int **m = malloc( r * sizeof (int *));
for (i = 0; i < r; i++)
m[i] = malloc( ¢ * sizeof (int));
for (i = 0; i < r; i++)
for (j = 0; j < c; j++)
m[i][j] = val;
return m;

/* REPRESENTACEO POR MATRIZ DE ADJACENCIAS: A fungdo DIGRAPHinsertA()
insere um arco v-w no digrafo G. A fungdo supde que Vv € W sao
distintos, positivos e menores gue G->V. Se o digrafo j4 tem um arco
v-w, a fungdo ndo faz nada. */
void DIGRAPHinsertA( Digraph G, Vertex v, Vertex w) {
if (G->adj[v][w] == 0) {
G->adj[v][w] = 1;
G=>A++;

/* REPRESENTACAO POR MATRIZ DE ADJACENCIAS: A fungdo DIGRAPHremoveA()
remove do digrafo G o arco v-w. A fungdo supbe que Vv € W Sao
distintos, positivos e menores gque G->V. Se ndo existe arco v-w, a
fungdo ndo faz nada. */
void DIGRAPHremoveA( Digraph G, Vertex v, Vertex w) {
if (G->adj[v][w] == 1) {
G->adj[v][w] = O;
G->A--;

/* REPRESENTACEO POR MATRIZ DE ADJACENCIAS: A fungdo DIGRAPHshow()
imprime, para cada vértice v do digrafo G, em uma linha, todos os
vértices adjacentes a v. */
void DIGRAPHshow( Digraph G) {
Vertex v, w;
for (v = 0; v < G=>V; v++) {
printf( "%24:", v);
for (w= 0; w < G=>V; w++)
if (G->adj[v][w] == 1)
printf( " 324", w);
printf( "\n");
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3.2. Grafos, algoritmos e programacdo.

Dado um vértice s de um digrafo com custos positivos nos arcos, encontrar um
caminho minimo com raiz s no digrafo. (Algoritmo de Dijkstra).

/* Recebe digrafo G com custos positivos nos arcos € um vértice s.
Calcula uma SPT com raiz s e armazena a SPT no vetor parent. As
distdncias a partir de s sdo armazenadas no vetor dist. */
/* O digrafo € representado por suas listas de adjacéncia. A fungado
supde que a soma dos custos de todos os arcos € estritamente menor gque
a constante INFINITO. Supde também que o digrafo tem no maximo maxV
vértices. (0 cédigo abaixo é uma versdao modificada do Programa 20.3
de Sedgewick.) */
void DIGRAPHsptDl( Digraph G, Vertex s, Vertex parent[],
double dist[])

{

Vertex v0, w, frj[maxV];

link a; double c;

initialize( G, s, parent, dist, frj);

while (1) {
double mindist = INFINITO;
for (w= 0; w < G=>V; w++)
if (parent[w] == -1 && mindist > dist([w])
mindist = dist[vO=w];
if (mindist == INFINITO) break;
parent[v0] = £frj[v0];
for (a = G->adj[v0]; a != NULL; a = a->next) {
W= a->w, ¢ = a->cost;
if (parent[w] == -1 && dist[w] > dist[v0] + c) {
dist[w] = dist[v0] + c;
frj[w] = vO;

/* Inicializa os vetores parent, dist e frj de modo que a primeira
iteragdao de DIGRAPHsptDl comece com uma drvore radicada de um sé
vértice, s, e a correspondente franja. */
void initialize( Digraph G, Vertex s, Vertex parent[],
double dist[], Vertex f£frj[])
{
Vertex w; link a; double c;
for (w= 0; w < G=>V; w+) {
parent[w] = =1;
dist[w] = INFINITO;
}
parent[s] = s;
dist[s] = 0.0;
for (a = G->adj[s]; a != NULL; a = a->next) {
W = a->w, ¢ = a->cost;
dist[w] = c;
frj[w] = s;

}
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ATIVIDADE 3.2.1: Considere o digrafo com custos nos arcos definido a seguir.
Use o algoritmo de Dijkstra para encontrar uma arvore de custo minimo com raiz 0.

2 ’ 4
Disponivel em: https://goo.gl/X4EzXQ. Acesso em 05/10/16.

Resultado impresso:
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Encontrar uma drvore geradora de custo minimo de um grafo com custos nas
arestas.

typedef struct {
Vertex v, w;
double cost;
} Edge;

#define Graph Digraph

/* A fungdo GRAPHmstK recebe um grafo conexo G com custos arbitrdrios
nas arestas e calcula uma MST de G. O grafo é dado por suas listas de
adjacéncia. A fungdo armazena as arestas da MST no vetor mst[0..k-1] e
devolve k. (Como G € conexo, k serd igual a G->V=1.) Essa fungao é
uma implementagdo do algoritmo de Kruskal.*/

/* A fungdo supde gque o grafo tem no midximo maxE arestas. Supde
também que INFINITO é estritamente maior que o custo de gualquer

aresta. O cédigo foli copiado, com ligeiras modificagdes, do programa
20.5 de Sedgewick. */

int GRAPHmstK( Graph G, Edge mst[])
{

Vertex v, w, X, Y;

int i, k, E = G->A/2;

Edge e[maxE];

GRAPHedges( G, e);

sort( e, 0, E-1);

UFinit( G->V);
for (i =k = 0; i < E && k < G=>V=1; i++) {
x = UFfind( e[i].v); y = UFfind( e[i].w);
if (x 1= y) {
UFunion( x, y);
mst[k++] = e[i];
}
}
return k;

}

/* Esta fungdo armazena as arestas do grafo G no vetor vetor e[0..E=-
1)]. */

void GRAPHedges( Graph G, Edge e[])

{
int 1 = 0; link a;
for (v = 0; v < G=>V; ++v)
for (a = G->adj[v]; a != NULL; a = a->next)
if (v < a=->w)
e[i++]) = EDGE( v, a->w, a->cost);
}

/* A fungdo EDGE constréi uma aresta com pontas v € w e custo cost. */

Edge EDGE( Vertex v, Vertex w, double cost) {
Edge e;
e.v =v, e.w = w;
e.cost = cost;
return e;

}
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/* A fungdo UFfind devolve o chefe de v (ou seja, o chefe da &rvore
que contém v na floresta geradora mst[0..k-1]). A fungao UFunion
recebe dois chefes distintos x e y e faz a uniado das correspondentes
drvores. */

static Vertex ch[maxV];

static int sz[maxV]);

void UFinit( int V) {

Vertex v;

for (v = 0; v < V; vit) {
ch(v] = v;
sz[v] = 1;

}

Vertex UFfind( Vertex v) {
vertex x = v;
while (x != ch[x])
X = ch[x];
return Xx;

}

void UFunion( Vertex x, Vertex y) {
if (sz[x] < sz[y]) {

ch[x] = y;

sz[y] += sz[x];

}
else {
chly] = x;
sz[x] += sz[y];
}

}

ATIVIDADE 3.2.2: Encontrar a arvore geradora de custo minimo no grafo de
custos definido a seguir:

1-2
1.6

0-2 0- 1-4
3.0

3
.5 .8

Resultado impresso:
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Atividade 3.2.4: E possivel que os cavalos da figura 1 fiquem na posig3o da figura
2? (Extraido de https://goo.gl/jATHmMd. Acesso em 05/10/16).

pA

pA DD

p

p y YERP)

Figura 1 Figura 2

Impressdo:

Atividades adaptadas e cddigos transcritos.

Fim daaula 3

Disponivel em http://www.ime.usp.br/~pf/algoritmos_para_grafos/ Acesso em 05/10/16.
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