—‘/:f;UEM

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

A TRIGONOMETRIA ALEM DO
TRIANGULO RETANGULO

Ana Paula Rogério de Oliveira

Orientador
Prof. Dr. Cicero Lopes Frota

2017



—‘/:f;UEM

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE MARINGA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

A TRIGONOMETRIA ALEM DO
TRIANGULO RETANGULO

Ana Paula Rogério de Oliveira

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao — Mestrado Profissional em Mate-
matica em Rede Nacional como requisito par-

cial para a obtencdo do grau de Mestre.

Orientador
Prof. Dr. Cicero Lopes Frota

2017



Ficha Catalogréafica

D48t Oliveira, Ana Paula Rogério de.
A trigonometria além do triangulo e retangulo / Ana Paula Rogério de
Oliveira. — Maringa : Universidade Estadual de Maringd — UEM, 2017.
70 f.

Orientador: Dr. Cicero Lopes Frota.
Dissertacdo (Mestrado) - Universidade Estadual de Maringé - UEM.

1. Trigonometria. 2. Func@es trigonométricas. 3. Matematica. .
Universidade Estadual de Maringa - UEM. 1I. Titulo.

(21 ed) CDD: 516.24

Bibliotecaria Responsavel Inés Gemelli CRB 9/966



ANA PAULA ROGERIO DE OLIVEIRA

A TRIGONOMETRIA ALEM DO TRIANGULO RETANGULO

Trabalho de Conclusdo de Curso, apresentada ao Programa de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional do Departamento de Matematica, Centro de Ciéncias Exatas
da Universidade Estadual de Maringa, como parte dos requisitos necessérios para a obtengio

do titulo de Mestre em Matematica tendo a Comisséo Julgadora composta pelos membros:

COMISSAO JULGADORA:

Prof. Dr. h'.go anelli Ferraiol
DMA/Universidade Estadual de Maringa

Aprovada em: 31 de margo de 2017.
Local de defesa: Auditério do DMA, Bloco F67, campus da Universidade Estadual de
Maringa.



Dedico este trabalho ao meu esposo Anderson Costa de Oliveira e aos meus filhos
Anna Luiza Rogério, Giovanna Rogério e Pedro Rogério, os quais me deram forca
para perseverar nesta etapa de minha vida, sempre com apoio constante, partilhando

risos e lagrimas.



Agradecimentos

Em primeiro lugar a Deus, pois me mostrou que nao ha noite que possa impedir
o nascer do sol e assim, tornou possivel o que parecia impossivel, abrindo as portas
quando eu nao via saida.

A meu esposo, Anderson Costa de Oliveira, que me incentivou desde o inicio, sendo a
inspiracao que me sustentou por dois anos de estudo e quilometros de rodovia. Obrigada
por ser meu melhor amigo.

Muito especialmente, desejo agradecer ao meu orientador Prof. Doutor Cicero
Lopes Frota, pela disponibilidade, atencao dispensada, paciéncia, dedicacao e profissi-
onalismo, sempre abrindo portas onde eu nem as via.

Aos meus Pais, Joao Vitorino Rogério e Maria Becegatto Rogério, pelo incentivo,
compreensao e encorajamento, durante todo este periodo, por muitas e muitas vezes
tornando minha auséncia menos notada possivel por seus netos.

Aos meus sogros Aurélio Costa de Oliveira e Aurora Emilia de Oliveira, que nos
momentos em que zelaram de meus filhos enquanto estava ausente por conta dos estu-
dos.

A minha irma, Flavia Rogério, sangue do meu sangue, por sempre estar ao lado nos
momentos mais dificeis, mesmo que distante, sendo exemplo de dedicacao aos estudos.

Aos meus amigos e parentes, pelo seu apoio incondicional.

Aos meus colegas de mestrado, pelos momentos de entusiasmo e de sofrimento
partilhados em conjunto. Tudo que aprendi com vocés nao esquecerei jamais!

Aos professores do PROFMAT pelos ensinamentos e sabedoria.

A CAPES pelo apoio financeiro recebido.

Enfim, a todos que em algum momento colaboraram para que eu chegasse até aqui.



Resumo

Nesta dissertacao estudamos as fungoes trigonométricas e suas principais proprie-
dades. Introduzimos as fung¢oes trigonométricas no triangulo retangulo e usando uma
abordagem geométrica, via funcao de Euler, fazemos a extensao destas para toda reta
real. Além disso, apresentamos também um estudo analitico das fungoes trigonométri-

cas.

Palavras-chave: Trigonometria, Fungoes Trigonométricas, Matematica.



Abstract

In this master thesis we study the trigonometric functions and their main proper-
ties. We introduce the trigonometric functions on the rectangle triangle and using a
geometric approach, via Euler’s function, we extend them to the real straight line.

Moreover, we present an analytical study of the trigonometric functions.

Keywords: Trigonometry, Trigonometric Functions, Mathematics.
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Introducao

A Trigonometria é um ramo da matemaética onde se estuda certas fungoes especiais,
hoje denominadas "fungoes trigonométricas". Originalmente a palavra trigonometria
significa medida das partes de um tridngulo (do grego a palavra trigonon significa
triangulo e a palavra metron significa medida) e sua origem data do século IV a.c., com
os egipcios e babilonios, motivados por problemas ligados a Astronomia, Agrimensura
e Navegacao. Hiparco de Nicéia, um astronomo que viveu por volta de 180 a 125 a.c., é
considerado o "Pai da Trigonometria", por conta do tratado de sua autoria, escrito em
doze livros, onde fez a construgao da primeira tabela trigonométrica. Nesta dissertagao
apresentamos um estudo sobre trigonometria o qual podera ser tutil para os estudantes
do ensino médio e também para os professores de matematica em geral. Iniciamos o
estudo respeitando a evolugao historica da teoria onde, por meio de semelhanca de
triangulos, introduziu-se os conceitos de seno, cosseno e tangente de um angulo agudo
de um triangulo retangulo qualquer. Esta é a conhecida trigonometria no triangulo
retangulo que apresentamos e discutimos no primeiro capitulo deste trabalho.

Durante muito tempo, por mais de mil anos, a Trigonometria ficou restrita ao tri-
angulo retangulo e somente no ano de 1748 tomou a forma atual quando Leonhard
Paul Euler, matematico e fisico suico de lingua alema que passou a maior parte de
sua vida na Russia e na Alemanha, introduziu a medida do raio de um circulo como
unidade (o radiano) e definiu as fungoes trigonométricas aplicadas a um nimero real
qualquer e nao mais a um angulo agudo, como era feito até entao. Na verdade a
mudanga das razoes trigonométricas para fungoes peridédicas ja comegou com Frangois
Viéte, matematico francés (1540-1603) que foi o primeiro a dar um tratamento ana-
litico & Trigonometria, entretanto estas ideias se concretizaram com o aparecimento
do Célculo Diferencial e Integral e o estudo dos movimentos (Mecénica), e através de
Euler foram concretamente realizadas. Controvérsias a parte, conforme discutimos no
capitulo dois desta dissertagao, de fato a tinica razao plausivel para a extensao das fun-
¢oes trigonométricas para todo niimero real, é a necessidade de se modelar movimentos
oscilatorios (ou vibratorios), que sdo aqueles movimentos periddicos cujo sentido do
movimento, ou ainda o sentido da velocidade, ¢ invertido regularmente, tais como o
movimento do pendulo de um relégio, movimento de uma massa presa a uma mola,
movimento do pistao de um motor e etc.

No capitulo dois, motivados pelo problema de se descrever movimentos oscilatorios,



usando uma abordagem geométrica, introduzimos a funcao de Euler que, intuitivamente
consiste em enrolar a reta real em um carretel circular de raio igual a uma unidade.
Compondo a funcao de Euler com as fungoes projecoes usuais obtemos as funcgoes
trigonométricas, cosseno, seno e a razao destas, a funcao tangente. Definidas tais
fungoes estudamos suas principais propriedades e obtemos um esbogo dos seus graficos.
Todo contetido abordado até a pentltima segao do capitulo dois (se¢ao 2.4) faz parte do
curriculo escolar da educacao béasica e nestes sentido a dissertagao pode ser bastante
util para os estudantes do ensino médio. Finalizamos o capitulo dois calculando a
derivada das fungoes trigonométricas, conceito essencial e decisivo para concluir sobre
a concavidade dos esbogos graficos apresentados.

No terceiro capitulo retomamos a questao relacionado & modelagem dos movimentos
oscilatorios. Desta vez, aplicando a segunda lei de Newton, concluimos que as funcoes
que descrevem estes movimentos devem ser solucoes da equacao diferencial ordinéria
(EDO), linear, de segunda ordem y” = —y. Entdo, por uma abordagem puramente
analitica, sem qualquer apelo geométrico, construimos duas fungoes que sao solugoes da
EDO acima. Mais ainda, verificamos que tais fungoes formam um conjunto fundamen-
tal de solugoes para a EDO, isto é, toda e qualquer solugao da EDO é uma combinacao
linear destas. Também verificamos que as fungoes construidas sao, na verdade, as
fungoes trigonométricas estudadas no capitulo dois. A construcao analitica das fun-
¢oes trigonométricas esta baseada na teoria sobre sequéncias de fungoes e convergéncia
uniforme. Este capitulo foge ao escopo do ensino médio e é usualmente estudado nos
cursos avancados de andlise real. Entretanto imaginamos que através deste estudo o
professor, certamente, amplia seu conhecimento sobre o assunto e consegue ter uma

visao ampla e completa sobre o tema "Trigonometria".



1 A Trigonometria no Tridngulo

Retangulo

1.1 Semelhanca de Triangulos

O conceito de proporcionalidade, presente no famoso Teorema de Tales e na teoria
sobre semelhanca de triangulos, foi um dos conhecimentos geométricos mais tteis ao
longo dos tempos. Foi com semelhanga de triangulos que Aristarco (310 a.C. - 230 a.C.)
comparou as distancias da Terra, e os mateméaticos arabes estabeleceram as razoes
trigonométricas, hoje conhecidas como seno, cosseno e tangente. Tales de Mileto (624
a.C. - 547 a.C.), considerado um dos mais versateis génios da Antiguidade, levou para
Grécia a Geometria dos egipcios e comegou a aplicar a ela os procedimentos da Filosofia
grega. Com seu método de comparar sombras, hoje conhecido como teorema de Tales,
realizou muitos céalculos até entao inéditos. O mais famoso deles foi a obtencao da
altura de uma piramide: conta-se que Tales fincou uma vareta verticalmente no chao,
ao lado da piramide e esperou até um momento em que a sombra e a vareta tivessem
exatamente o mesmo tamanho. Nesse instante, Tales mediu a sombra da piramide e
descobriu sua altura. Como é possivel explicar o procedimento de Tales para obter a

altura da piramide?

Figura 1.1: Retirada de [3].
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Sobre a semelhanga de triangulos: Dizemos que dois triangulos sao semelhantes
quando eles possuem os trés angulos ordenadamente congruentes e os lados homdlo-
gos(correspondentes) proporcionais.

Na figura abaixo os triangulos ABC e A’B’C’, sao semelhantes:

Escrevemos:A ABC ~A A'B'C’, para denotar que o tridngulo ABC é semelhante

ao triangulo A’B’C’. Esquematizamos a semelhanga de triangulos por:

A=A

ANABC ~n ABC' & <{ BB e %zézgzk,
o a UV
c=c

aqui k é uma constante denominada razao de semelhanca.
Um fato interessante é que, se dois tridngulos sao semelhantes com razao de se-
melhanca k, entao quaisquer outros elementos lineares homologos desses triangulos

(alturas, perimetros, medianas, etc.) também serdo proporcionais com a mesma razao
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AABC ~ ABC =@ _a i atbhta
a by o hy as+by+co
E possivel estabelecermos um conjunto de condicoes suficientes para que tenhamos
garantida a semelhanga entre dois tridngulos dados. Para isto, basta verificar alguns
elementos especificos. Tais condig¢oes sao conhecidas como casos de semelhanga, os

quais veremos a seguir.

1° caso de semelhanca: AA (Angulo,Angulo). Dois triangulos sao semelhantes se

dois angulos de um sao congruentes a dois angulos do outro.

Az A
~ ~ »=NAABC ~ ANA'B'C'
B=pB

2° caso de semelhanga: LLL (Lado, Lado, Lado). Dois tridngulos sao semelhantes

se os lados de um sao proporcionais aos lados aos lados do outro.
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b
2 =2 =L 5 AABC ~ AABC
a v
3° caso de semelhanga: LAL (Lado, Angulo, Lado). Dois triangulos sdo semelhantes

se possuem um angulo congruente compreendido entre lados proporcionais.

A
£
4]
B
a C
BB
c a = NABC ~ NA'B'C’
¢ a

E importante observar que a semelhanca de tridngulos é uma relacdo de equivalén-

cia. Com efeito, considere 7 o conjunto de todos os triangulos no plano. Entao, é facil
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ver que:

(i) T ~T,VT € 7 (reflexiva: todo triangulo é semelhante a si mesmo).

(ii) Se Ty ~ Ty, entdo Ty ~ T) (simétrica: se um tridngulo 77 ¢ semelhante a um
triangulo Ty, entao T, é semelhante a T7).

(iii) Se T} ~ Ty e Ty ~ T3, entao Ty ~ T3 (transitiva: se um tridngulo 77 é semelhante

ao triangulo Ty, e este é semelhante a outro triangulo T3, entao T; é semelhante a T3).

A teoria sobre semelhanca de tridngulos é a base para o desenvolvimento de vérios
conceitos. A primeira aplicagao desta teoria é a obtencao de importantes relagoes
métricas num triangulo retangulo.

Seja dado um triangulo retangulo ABC, reto em 121\, cujos lados opostos aos angulos
fAl, B\,é, medem a, b e ¢c. Ou seja BC = a, AC = be AB = c. A partir do ponto
A, tracamos um segmento perpendicular ao lado BC, dando origem ao ponto H. Esta
construgao determina sobre o lado BC dois segmentos, BH e HC, cujas medidas, sao
denotadas por m e n, respectivamente. Note que a é a medida da hipotenusa do
triangulo retangulo ABC; b e ¢ s@o as medidas dos catetos; h é a medida do segmento
AH (altura relativa a hipotenusa BC) e m +n = a. A situagao dada esta exposta na

figura:

Figura 1.2

Podemos destacar trés triangulos retangulos: AABC, AHBA,e AHCA, os quais
sao semehantes entre si. De fato:

(1) AABC ~ AHBA. Observamos na figura (1.3) que os angulos Ae [;T, sao retos

e o angulo B é comum aos dois triangulos. Logo, pelo caso AA, concluimos a afirmagao.
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Figura 1.3

(2) AABC ~ AHAC. Novamente aplicamos o caso AA pois os angulos Ae H sio

angulos retos e o angulo C ¢ comum aos dois triangulos, veja figura (1.4).

B

Figura 1.4

(3) AHBA ~ AHAC. Isto decorre dos casos anteriores e da propriedade transitiva

da semelhanga de triangulos, veja figura (1.5).
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Figura 1.5

A partir da semelhanca desses tridngulos, no préoximo teorema estabelecemos impor-
tantes relagoes entre as medidas de seus lados, conhecidas na literatura como relagoes

métricas no triangulo retangulo.

Teorema 1.1. (Relacoes métricas) Considere o A ABC' e seus elementos, conforme a
figura 1.2. Entao:

(i) * = m.a (73) b.c = a.h
(iii) b* = n.a (iv) h? = m.n
(v) a® = b* + ¢ (Teorema de Pitdgoras).

Demonstragao. Para provar (i) e (ii), vejamos que da semelhanca entre os tridngulos

ABC e HBA (veja figura (1.3)) temos que £ - T, de onde resulta que ¢* = m.a.
a c

a c )
Também observamos que — = — e por isso, b.c = a.h.

Para verificar (iii), veja que da semelhanga entre os triangulos ABC e HAC (figura

(1.4)), temos que a_ —, de onde segue a afirmacao.
Pela semelhanga dos triangulos HBA e HAC (figura (1.5)), temos que

AH HB h
= —:@(:)fﬂ:m.n,

= — = @
CH HA n h
o que prova (iv).
Para finalizar provemos (v)(Teorema de Pitdgoras). Usando (i) e (iii) obtemos
2

V+c=na+ma=(n+m)a=aa=ad.

Isto conclui a demonstracao do Teorema 1.1.
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Finalizamos esta se¢ao ilustrando a utilizagao das relagoes métricas para a solugao

de dois problemas praticos.

Problema 1: Uma escada de 25 metros esté encostada na parte vertical de um edificio,
de forma que o pé da escada estd a 7 metros da base do prédio. Se o topo da escada
escorrega 4 metros, quanto ird escorregar o pé da escada?

Solugao. A situagao apresentada no problema nos sugere a figura (1.6). Denotando por
x a altura do edificio e y a distancia que a escada escorrega. Pelo item (v) do Teorema
1.1 (Teorema de Pitagoras), temos que 25% = 72 + x2. Logo, z = 24m.

l——b«:—l'-|

Figura 1.6

No momento que o topo da escada escorrega 4 metros, ele esté a 20 metros do chao,
e o pé da escada esta a (y + 7)m da base do prédio. Veja a figura:

25
20

{y+7)

Novamente, usando o Teorema de Pitagoras, temos que
25% = 20% + (y + 7)°.

Resolvendo esta equacgao quadratica encontramos duas raizes, a saber, y; = 8 e ¢y =
—22. Descartamos a segunda raiz negativa e ficamos com y = 8 metros. Portanto, o
pé da escada estara a 15m da base do prédio.

Problema 2: A figura abaixo mostra uma antena retransmissora de radio de 72

metros de altura. Ela é sustentada por 3 cabos de aco que ligam o topo da antena ao
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solo, em pontos que estao a 30 metros do pé da antena. Quantos metros de cabos serao

utilizados para fazer a sustentacao da antena?

Solugao. Representamos por x a medida de cada um dos trés cabos que darao

sustentacao a antena. Entao pelo Teorema de Pitdgoras vemos que
1® =30+ 72" = 2 = V6084 = z = T8.

Portanto, como a antena é sustentada por 3 cabos iguais de 78 metros, serao utilizados

234 metros de cabo de aco.

1.2 Seno, Cosseno e Tangente

Contam os historiadores que, por volta do ano 140 a.C., o grego Hiparco de Niceia
(c. 190 a.C. - ¢. 120 a.C.) - considerado o maior astronomo do mundo — relacionou os
lados e os angulos de um triangulo retangulo e elaborou, pela primeira vez na histoéria
da humanidade, o equivalente ao que hoje é uma tabela com valores trigonométricos dos
angulos de 0° a 90°. Posteriormente, ja no século II, o astronomo e gedgrafo grego Pto-
lomeu (85-165) estabeleceu em sua obra Almagesto novas proposigoes trigonométricas.
Ele elaborou uma tabela de cordas correspondentes a angulos de 0° a 180°, ordenadas
crescentemente, que é equivalente a uma tabela de senos, um dos conceitos centrais
da Trigonometria. Nessa obra, Ptolomeu apresentou também a teoria geocéntrica, que
se manteve por cerca de 1500 anos. Povos arabes, que tiveram acesso ao Almagesto,
divulgaram na Europa os conhecimentos sobre Astronomia e Trigonometria. Depois
disso, importantes trabalhos hindus sobre a Trigonometria foram traduzidos para o
arabe, no fim do século VIII, mas o primeiro tratado sisteméatico sobre o tema foi ela-
borado pelo matematico alemao Johann Miiller (1436-1476), em sua obra De triangulis

(Tratado dos triangulos).
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Figura 1.7: Claudio Ptolomeu, figura retirada de [3].

Iniciamos nossas consideragoes a partir de um triangulo retangulo ABC, reto em
21\, com o angulo agudo AC B medindo 0°, conforme o esbogado na figura abaixo, onde
BC =a,AC=be AB =c.
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Sobre a hipotenusa BC, escolhemos aleatoriamente n pontos: By, Bo, ..., B,,.

A partir de cada um dos pontos B;, baixamos uma perpendicular ao lado CA, dando
origem a n pontos A, As, ..., A, sobre o segmento CA, tais que: A;B; L CA,Vi =

1,2,3....n.

Deste modo, pelo caso de semelhan¢a AA (angulo, angulo), vemos que:

Portanto, L
AlBl _ AQBQ _ Aan _ A_B _ E _ ]{717 (11)
CB, OB, CB, OB
CB;, (B, CB, (B
A1 B, _ Ay By _ A, B, _ A:B _¢_ k. (1.3)

CA, cCA, =~ CA, CA b
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Note que as constantes ki, ks e k3 nao dependem do triangulo considerado, mas
dependem somente do angulo ACB. Ou seja, as constantes kp, ko e k3 dependem

somente do valor de #, medida do angulo ACB. Isto motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.1. Dado um nimero real 6 tal que 0° < 6 < 90° definimos, respectiva-

mente, 0 seno, cosseno e a tangente de 6 como sendo as constantes ki, ks e k3 obtidas
em (1.1), (1.2) e (1.3).

Portanto, denotando seno de # = sen 6, cosseno de # = cos f e tangente de 6 = tg 0,

temos que:

¢ medida do cateto oposto

senf) = — =
a medida da hipotenusa ’
b medida do cateto adjacente
cos = — = : -
a medida da hipotenusa
tof — ¢ medida do cateto oposto
&Y= b medida do cateto adjacente’

Figura 1.8

Note que o seno, cosseno e a tangente sao fungoes reais definidas no intervalo
aberto (0,90°). Estas fung¢oes sao chamadas funges trigonométricas. Como a medida
da hipotenusa é maior do que a medida dos catetos, vemos que sen ) e cos ) sao valores
entre zero e um. Observe que a definicao das fungbes trigonométricas segue uma
abordagem geométrica e esta diretamente relacionada com triangulos retangulos. No
proximo teorema, apresentamos uma identidade denominada relacao fundamental e

também fazemos uma caracterizacao da tangente.
Teorema 1.2. Para todo 0° < 6 < 90°, temos que:

(i) (sen®)? + (cos0)* =1 (relagio fundamental);
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Demonstragao. Dado o nimero 6 (0 < # < 90°), construimos um triangulo retangulo

conforme a figura (1.8).Pelo Teorema de Pitagoras, temos:
b+ = ad’.

Dividindo por a? ambos os lados desta igualdade, obtemos
b\> c\?2 a\?2
OROSOE
a a a

sen?6 + cos*0 = 1.

ou seja,

Para provar (ii) basta ver que

c ca
tgl = - = — =
& b b.a

sen d

cosf’

ISEISHISHTS

Para resolver problemas é necessério conhecer os valores das fungoes trigonométricas
(senf, cosfe tgh) para diferentes valores de 6. Isto conduziu & construgao de "tabuas"
para estas fungoes. Baseado nas aplicagoes e também pela importancia na construcao
das tabuas, 3 valores de 6 sao especialmente importantes, a saber, § = 30°,0 = 45°
e 0 = 60°, que sao chamados de arcos notaveis. Para estes arcos, temos o seguinte

resultado:

Teorema 1.3. (Arcos Notdveis) Referente as fungoes trigonométricas temos a sequinte

tabua:
0 30° | 45° | 60°
seno % ‘/75 ‘/73
cosseno ‘/73 ‘/75 %
tangente \/Tg 1 \/5

Demonstragao. Sabemos que os valores das fungoes trigonométricas nao dependem
dos tamanhos dos triangulos retangulos, mas somente do valor do angulo agudo con-
siderado. Entao, a demosntragao do teorema é feita com a construcao de triangulos
convenientes. Iniciamos considerando um triangulo equilatero de lado medindo 1 uni-
dade. Denotamos por A, B e C os vértices do triangulo e tracamos, a partir do vértice
A, a altura AD, que neste caso também é mediana. Logo BD = DC = % Na figura
abaixo, esbo¢camos nossa construgao:
Pelo teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo retangulo ADC' A, temos:

(E)2+(%)2:1:>E:§.
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30

: 1\

D 1
2
Logo concluimos que
1 V3
5 1 2 3
sen30°:%:§ e 00830":%—§,
V3 1
2 3 5 1
sen60°—%—§ e 0086002%25.

Para calcularmos o seno e o cosseno de 45°, consideramos um quadrado de lado
medindo 1 unidade. Pelo terema de Pitédgoras, encontramos que sua diagonal mede
V2. Assim, temos a situacio dada pela figura
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45° r

Portanto é facil ver que

1 1 V2 V2

sen4h® = — = —.— = —.
V2 V2 V2 2
Os valores da tangente, a terceira linha da tabela dada no teorema, é facilmente
obtida considerando (ii) do Teorema 1.2. Isto conclui a demonstra¢ao do Teorema 1.3.
[ |
E possivel ampliar o conhecimento sobre seno e cosseno por meio de férmulas de

adicao, as quais apresentamos a seguir.

Teorema 1.4. (Formulas de adi¢ao) Dados v e 3 reais tais que 0 < «, 3, (a+ ), (. —
B) < 90, temos:

i) sen(a + ) = senacos B + sen [3 cos a;

i) sen(a — [3) = sen acos 5 — sen 3 cos «;

ii1) cos(a+ ) = cos accos f — sen acsen f3;

iv) cos(a — B) = cosarcos f + sen acsen 3.

Demonstragao. Para provar (i) e (iii), construimos um tridngulo retangulo AEF de

hipotenusa igual a 1, inscrito em um retangulo ABCD, conforme a figura.

Figura 1.9
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Denotamos os angulos EAF = a e BAE = B. Entao, é facil ver que AF = cosa e
EF = sena.

I F [N

ST

COSE0

Figura 1.10

Além disso, AB = cosa.cos 3 e BE = sen 3. cosa. Note que o angulo AEB deve
medir (90° — f3) e, consequentemente, CEF deve ter medida . Também, pelo Teorema
de Tales o angulo AFD =a + 5. Logo:

CF = sen . cos f3, CF =sena.senf3

FD =cos(a+3) e AD =sen(a+f).
Pelo exposto temos a figura (1.11).

n cos{a + ) F seno.sen? I's

= =

SET senoecos ]

senlo 4+ [3) B

LS

SF n.j_g'u_-rrt

[

COEO, 0T

Figura 1.11
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Como ABCD é um retangulo, concluimos que as medidas dos lados opostos sao
iguais e isto prova os item (i) e (iii) do Teorema 1.4.
Para provar os item (ii) e (iv), construimos um triangulo retdngulo AEF de hipo-

tenusa igual a 1, inscrito em um retangulo ABCD, conforme figura abaixo:

Figura 1.12

Denotamos os angulos EAF = be FAB = «, de modo que o angulo EAB = a—p.
Entdo, AF = cos 8 e EF = sen 3.

Figura 1.13
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Também encontramos AB = cos(a — ) e BE = sen(a — 3). Note que o angulo
AEB deve medir (90° — (a — ), AEF deve medir (90° — ) e DAF deve medir
(90° — ). Consequentemente, o angulo CEF = AFD = a. E ainda, CE = sen 3. cos o,

CF =sena.cos 3, FD = cosa.cos 5 e AD = sen v.cosf.

i eosr.cnsd F aene.send o

senid send.ooso

E

s
seno.ensd

senfo — 3)

o — 3

cors(oe — [7) f

Figura 1.14

Como ABCD é um retangulo, as medidas dos lados opostos sao iguais e isto prova

os itens (ii) e (iv) do Teorema 1.4.
|

1.3 Aplicagoes

A trigonometria no tridngulo retangulo, ou ainda, as fungoes trigonométricas estu-
dadas na se¢ao anterior nos permitem resolver muitos problemas. Nesta secao, a titulo

de ilustracao, vamos considerar quatro problemas.

Problema(1). Na construgao de um telhado foram usadas telhas francesas e o "caimento" /,
do telhado é de 45° em relacao ao plano horizontal. Sabendo que, em cada lado da
casa, foram construidos 6 m de telhado e que, até a laje do teto, a casa tem 3 m de
altura, determine a que altura se encontra o ponto mais alto do telhado dessa casa.
Solugao. Concretizamos as informagoes dadas no problema através da figura abaixo.
Pela definicao do seno temos que
V2 6.(1,41)

h
sen45°:6:>h:6sen45°:6.7§ 5

Assim, concluimos que o ponto mais alto do telhado dessa casa esta a 7,23 metros

>~ 4 23.

do chao.
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am &m

45°

am

Problema(2). Para determinar a altura h de uma torre, um topografo coloca o te-
odolito a 100 m da base e obtém um angulo de 30°, conforme mostra a figura. Sabendo
que a luneta do teodolito estd a 1,70m do solo, qual é aproximadamente a altura da

torre?

100 m
Solugao. Conforme mostra a figura, denotando por h a altura da torre, temos que:
h =+ 1,70, onde x é tal quetg30° = <
100
Logo,
3
= 100. tg 30° — 100.\/?_ ~ 57,7,

Entao, a altura da torre é aproximadamente 59,4 metros.
Problema(3). Um avido levanta voo a partir de um ponto A e sobe fazendo um
angulo constante de 15° com a horizontal. A que altura estara e qual a distancia per-

corrida quando sobrevoar uma torre situada a 2km do ponto de partida?

Solugao. Ilustramos os dados do problema por meio da figura.
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i 2km=2000m

Figura 1.15

Entao, pela definicao da tangente , temos que

h
t015° = — = B = 2000. tg 15°
& 2000 105

Utilizando o Teorema 1.4, veja que
sen 15° = sen(45° — 30°) = sen45°. cos 30° — sen 30°. cos 45° = ~ 5 T35 =

V6—+v2 245 —1,41
4 4

~ (), 26.

De forma analoga, obtemos

cos 15° = cos(45° — 30°) = cos 45°. cos 30° + sen 30°. sen 45° =

V6+v2 2,45+1,41

4 4
Logo,

~ (), 96.

sen15° 0,26

15° = =
tels =15 = 0,96

=~ (), 27.

Agora, retornamos na expressao inicial e obtemos
h = 2000.(0,27) = 540m.
Para calcular a distancia d percorrida pelo aviao podemos fazer,

. 2000 2000 2000
coslh’ = — = d = =

_ o~ ~ 9 083m.
d cosls 096 >U8m

Portanto, o aviao estard a uma altura de aproximadamente 540m e a tera percor-

rido uma distancia de aproximadamente 2.083 metros.

Problema(4). Como determinar a largura de um rio sem atravessé-lo?

Solugao. Inicialmente fixamos um ponto referencial na margem oposta & nossa posi¢ao.
Por exemplo, uma arvore ou uma rocha, onde entdo marcamos um ponto B. A trés
metros de distancia do rio, na margem onde estamos, oposta & margem onde foi mar-

cado o ponto B, utilizando um aparelho para medir dngulos (teodolito), marcamos dois
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pontos denotados por A e C, tais que o angulo BAC seja reto e a medida do segmento
AC seja 20 metros. Agora em C, ainda usando a teodolito, medimos o angulo ACB o
qual supostamente, digamos tenha medida de a°. Observamos assim a figura, onde 1 é
a largura do rio.

Rio

m a0 o\

20m C
Pela definicao da tangente, temos
o (I+3)
t =
ga 50
de onde segue que
[ =20tga’.

Assim, concluimos que a largura do rio dependera de o mediante a seguinte férmula

[ =20tga’.



2 Funcoes Trigonométricas - Uma

abordagem geométrica

2.1 Motivacao: Movimentos Peri6édicos - Oscilatérios

A compreencao dos fendmenos naturais e o desenvolvimento tecnologico dependem
fundamentalmente do entendimento dos mais diversos tipos de movimentos. A Fi-
sica, uma grande area das ciéncias naturais, em um dos seus mais importantes ramos
chamado de "Mecanica", dedica-se ao estudo dos movimentos. Dentre os diferentes
tipos de movimentos no nosso cotidiano, destacam-se os movimentos periddicos, que
sao aqueles que se repetem da mesma forma em intervalos de tempos regulares e su-
cessivos, chamados de periodo. Alguns fenomenos periédicos sao muito importantes
para a contagem do tempo. Nosso calendério, por exemplo, foi construido a partir
dos movimentos dos corpos celestes, que sao movimentos periddicos. Por exemplo, a
rotacao da terra em torno do seu eixo ¢ um movimento periédico, cujo periodo asso-
ciado é de 24 horas, ou seja, um dia. Assim um dia é o tempo necessario para que a
terra execute uma volta completa, no seu movimento de rotacao, em torno de seu eixo.
Outro exemplo é o movimento da terra em torno do sol, cujo periodo é de 365 dias,
ou ainda, o que chamamos de um ano. O movimento da lua também é um movimento
periodico, todos os dias ela d4 uma volta em torno do planeta terra, periodicamente,
ou seja, todos os dias ela faz o mesmo trajeto, em um mesmo periodo.

Uma classe particular de movimentos periddicos, extremamente importante, sao
os chamados movimentos oscilatérios ou vibratoérios. Movimentos oscilatorios (ou vi-
bratorios) sao aqueles movimentos periddicos cujo sentido do movimento, ou ainda, o
sentido da velocidade, é invertido regularmente. Os exemplos mais simples de movi-
mentos oscilatorios, dentre outros, sao: o movimento do pendulo de reloégio, de uma
massa presa a uma mola (massa-mola), da corda de um violao e de um pistao do motor
de um automovel.

Por meio de simples observacao do cotidiano nos deparamos frequentemente com
fenomenos periodicos e oscilatorios. Como ilustragao vejamos alguns:

i) Marés. Os movimentos periddicos de elevagao dos niveis da agua dos oceanos, mares

e lagos sao provocados pela forca gravitacional da Lua e do Sol sobre a Terra. As marés

30
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ocorrem em intervalos regulares de 6 horas e 12 minutos. Portanto, a cada 24 horas e
50 minutos, o mar sobe e desce duas vezes, constituindo um fluxo e refluxo das dguas.
Assim, a medida que a Terra gira, outras regioes passam a sofrer elevagoes, como se a
subida de nivel se deslocasse seguindo o movimento da Lua. No lado oposto da terra,
da-se o mesmo: as aguas também se erguem, de forma que uma elevagao compensa a
outra. Assim, nas regioes costeiras essas elevacoes das dguas correspondem &s marés
altas. Enquanto o nivel das aguas sobe em dois lados opostos na Terra, em outras
regioes do globo (diametralmente opostas) ele desce: é a maré baixa. A diferenga entre
maré baixa e maré alta ¢ denominada amplitude das marés e se mede por uma régua
graduada chamada marégrafo. Observe a tabela abaixo, onde podemos observar a hora

e a altura das marés altas.

[aneiro 2014

PREIA-MAR BAIXA-MAR

MANHA TARDE MANHA  TARDE

HORA ALTURA HORA ALTURA HORA ALTURA HORA ALTURA

1 & 0216 3.4 1444 3.3 J0B30 0.2 2048 0.2
2 QUI 0304 3.6 1532 3.4 j0918 0.0 2135 0.1
3 SEX 0352 3.6 1620 3.4 1006 0.0 2222 0.2
4 SaB 0440 3.6 1708 3.3 §1054 0.1 2309 0.3
5 DOM 0529 3.5 1758 3.1 Q1143 0.2 2359 0.4
6 SEG 0620 3.3 1850 2.9 - - 1234 0.5
7| TER 0714 3.0 1947 2.7 Q0052 0.7 1328 0.7
8 D pgls 2.8 2053 2.6 0152 0.9 1431 0.9
9 QUI 0924 2.6 2207 2.5Q0303 1.0 1543 1.0
10 | SEX 1040 2.5 2319 2.6 0424 1.1 1657 1.1
11 saB 1149 2.5 - - Q0538 1.0 1800 1.0
12 pDOM 0019 2.7 1245 2.6 0636 0.9 1849 0.9
13| SEG 0107 2.8 1330 2.7Q0722 0.8 1930 0.8
14 TER 0148 2.9 1408 2.8 JOB01 0.7 2006 0.7
15 QUA /0223 3.0 1442 2.9 J0B36 0.6 2040 0.6
16| O 0256 3.1 1515 2.9 JO90B 0.6 2112 0.6
17 | SEX 0328 3.1 1546 3.0 Q0%3% 0.5 2143 0.6
18 SAB 0359 3.2 1618 3.0 §l0l11 0.5 2215 0.6
19 DOM 0430 3.1 1650 2.9 J1042 0.5 2249 0.6
20 SEG 0503 3.1 1725 2.9 Q1116 0.6 2324 0.7
21 TER 0539 3.0 1802 2.8 J1151 0.7 - -
22 QUA 0618 2.9 1846 2.7 JO002 0.8 1231 0.8
23 QUI 0703 2.7 1937 2.6 0047 0.9 1318 0.9
24| € 0759 2.6 2042| 2.5 Q0141 1.0 1417 1.0
25 sSAap 0911 2.5 2158 2.6 Q0250 1.1 1532 1.0
26 DOM 1033 2.6 2313 2.7 Qo413 1.1 1653 1.0
27 SEG 1148 2.7 - - Q0531 0.9 1801 0.8
28 TER 0017 2.9 1250 2.9 j0635 0.7 1858 0.6
29 QUA 0113 3.2 1344 3.1 30730 0.4 1949 0.4
30 0203 3.4 1433 3.3 Q0819 0.1 2036 0.2
31 SEX 0251 3.6 1519 3.4 0906 0.0 2121 0.1
MARINHA - INSTITUTO HIDROGRAFICO FUSO 0 (TU)
Figura 2.1

Plotando estas informagoes obtemos um grafico da forma:
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3 i | i
f ‘ : alt. max 26m

0:00 2:00 4:00 6:00 8:00 10:00 12:00 14:00 16:00 18:00 20:00 23:00 0:00

Figura 2.2

ii) Temperatura média. Ao analisarmos a variagdo média de temperatura em de-
terminada regiao, é possivel também percebermos uma periodicidade nas ocorréncias
destas. Vejamos, no caso da Alemanha em determinado ano, conforme o grafico !
abaixo, ha uma variagao uniforme, tanto das temperaturas minimas, quanto nas ma-

ximas durante o periodo de 12 meses.

| Jan [Feb | Mar | Apr [May [ Jun | Jul | Aug| Sep | Oct | Nov | Dec]

rec

Figura 2.3

'Retirado de https://sundaycooks.com/clima-na-alemanha-melhor-epoca/ em 25/02/2017, as 17h
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iii) Pressao interna do coragdo. Também ha uma periodicidade em eventos que

ocorrem no corpo humano, por exemplo a pressio interna do coracao. Veja o grafico 2

a seguir:

120
100

S W— 5 TR A
] e T S A
= : = ! 1 !
IR
0 0375 075 1125 15 1875 225
Figura 2.4

O grafico mostra a pressao interna do coracao de um certo individuo em fungao do ins-

tante de coleta dessa medida, onde se analisa a situagao clinica de um paciente, sendo

P a pressao nas paredes dos vasos sanguineos (em milimetros de mercurio: mmHg) e

t o tempo (em segundos). Em geral, a pressao indicada no grafico obedece um ciclo,

sendo que cada ciclo completo equivale a um batimento cardiaco. Note por meio do

grafico, que ocorre um ciclo completo a cada 0,75 segundos, o que implica dizer que a

frequéncia cardiaca do individuo avaliado é de 80 batimentos por minuto.

iv) Ciclo menstrual. O ciclo menstrual da mulher ocorre num periodo (normalmente)

de 28 dias. Esse processo continua durante toda a vida reprodutiva da mulher. Todo

esse processo é consubstanciado numa mudanca hormonal. O grafico abaixo ilustra

como se dé este ciclo.

Como saber seu periodo fertil

dia de maior fertilizagao-
H _-4ddiasantes &
-4 dias depais
<" & o perioda fértl

; dia 27
14 & urmn valor fixo 13° dia e

que Sempre se usa v Py - ;“
independente ! -
do dia da proxima e, =T dia da praxima
menstruacao = i menstruagao
Figura 2.5

2As figuras 2.1, 2.2 e 2.4 foram retiradas de http://schionattoengenharia.blogspot.com.br/2014/10/
matematicaproporcionalidade-e.html, em 25/02/2017, as 17h.
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Portanto movimento das marés, temperatura média diaria numa determinada re-
giao, pressao interna do coracgao, ciclo mestrual e etc, tem em comum a caracteristica
de serem "ondas", ou seja, movimentos periodicos. Mais geralmente, ondas do mar,
som, luz, sinais de radio, terremotos, aparentemente fenomenos de naturezas distintas,
tem em comum o fato de todos serem ondas, formados por um movimento periodico
e ou oscilatorio, caracterizados como ondas sonoras, ondas luminosas, ondas de radio,
ondas sismicas e ondas do mar.

Sem sombra de divida, compreender como se dao os movimentos periodicos e os-
cilatorios é fundamental para entendimento da natureza bem como para o desenvolvi-
mento tecnologico, conforme dissemos anteriormente. Se um fenémeno é sabidamente
periddico, podemos prever com facilidade o que ocorre em momentos nao observa-
dos. Muitos sao os fenémenos fisicos e sociais de comportamento ciclico que ao serem
modelados, geram graficos similares aos mostrados nos exemplos mencionados acima.
Conforme veremos, para que seja possivel uma modelagem matematica destes fendme-
nos ¢ necessario ampliar o dominio das fungoes trigonométricas, definidas no triangulo
retangulo.

Para facilitar a modelagem admitimos que uma particula execute um movimento
oscilatorio, sobre um eixo (uma reta orientada), em torno da origem do eixo. Concreta-
mente considere uma bicicleta com rodas de raio igual a uma unidade de comprimento.
Imagine que fixamos uma marca sobre o pneu desta bicicleta e denotamos por h a

altura da marca em relacao ao centro da roda, conforme indicado na figura abaixo:

I h=h(t)

3
.T\
unidade

posigdo da marca no tempo t=0

A medida que a bicicleta anda, a roda gira e h passa a ser uma funcdo do tempo

h = h(t) que flutua entre os valores 1 e —1, como na animagcao em
http : | Jwww.zweigmedia.com/RealW orld/trig/wheel .html.

Quanto mais rapido a roda girar mais rapido serd a oscilagao. Suponha que a bicicleta
ande a uma velocidade constante igual a uma unidade por segundo e que no instante
inicial ¢ = 0 a marca esteja na posigdo em que h(0) = 0 (veja novamente a figura).

Desde de que o raio é igual a 1, o comprimento da circunferéncia é igual a 27 e,
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portanto, a cada 27 segundos a marca percorre uma volta completa. E facil ver que o

grafico da fungao h = h(t) tem o seguinte formato:

Ahit)
1 L ]
* . /P' t
T m 51 2
14 2 2
i == t=sssssEsssssEEEEsEEEEEsEEEEEEEEsEEEEssEEEEEEEEEEEEEnsl -

2 unidades = wma volfa compleia

Para definicdo matematica da funcao h é necessario "enrolar" a reta real num
carretel de raio igual a uma unidade. Este processo é o que descreve a fungao de FEuler

que estudamos na proxima secao.

2.2 Funcao de Euler

No plano cartesiano xOy denotamos por C a circunferéncia de raio igual a 1 e centro
na origem O = (0,0), isto é,

C={(r,y) €eR* 2*+y*=1}.

A funcao de Euler é a funcao
E:R—-C

t = E(t) = (x(t),y(1))
definida da seguinte forma:
I) E(0)=(1,0);
IT) set > 0, percorremos sobre a circunferéncia C, a partir do ponto (1,0), um caminho
de comprimento ¢, sempre andando no sentido positivo (anti horario). A imagem F(t)
é o ponto final deste caminho de comprimento t;
III) set <0, E(t) sera a extremidade final de um caminho sobre C, de comprimento

t, que parte do ponto (1,0) e percorre C sempre no sentido negativo (isto é, no sentido

do movimento dos ponteiros do relogio usual).
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LU R Lt

Conforme comentamos anteriormente, a funcao de Euler £ : R — ' pode ser
vista como o processo de enrolar a reta, identificada a um fio inextensivel, sobre a cir-
cunferéncia C (pensada como um carretel) de modo que o ponto 0 € R caia exatamente
sobre o ponto (1,0) € C. Na sequéncia, vamos estabelecer algumas propriedades da
funcao de Euler que serao utilizadas futuramente. Iniciamos observando que a fungao

de Euler é periodica, de periodo 27 ; ou ainda, vale o resultado:
Teorema 2.1. E(t') = E(t) se, e somente se, t' =t + 2kmw,comk € Z.

Demonstracao. De fato, cada vez que o ponto t descreve na reta um intervalo de
comprimento [, sua imagem FE(t) percorre sobre a circunferéncia C um arco de igual
comprimento [. Em particular, como a circunferéncia unitaria tem comprimento igual
a 2w, quando o ponto ¢ descreve um intervalo de comprimento 27, sua imagem F(t)
d& uma volta completa sobre C, retornando ao ponto de partida. Assim sendo, para
todo t € R, tem-se E(t + 2m) = E(t) e mais geralmente, para todo k € Z, tem-se
E(t + 2kw) = E(t), para todo t € R. Reciprocamente, se t < t' em R sdo tais que
E(t) = E(t'), isto significa que quando um ponto s da reta varia de ¢ a t’ sua imagem
E(s) se desloca sobre C no sentido positivo, partindo de E(t) dando um ntimero inteiro
k de voltas e retornando ao ponto de partida FE(t') = E(t). A distancia total percorrida
é igual a 2km, logo t' = t 4 2km, pois o comprimento do caminho percorrido por E(s)
é, por definicao, igual & distancia percorrida por s sobre a reta R. Isto completa a
demonstracao do Teorema 2.1.

|

A seguir comentamos as simetrias da funcao de Euler.

Teorema 2.2. Se E(t) = (z,y), entdo:
OB+ =(-z—y): @B (t+3)=(-y.a);
(i) E(~t) = (2, —y); () E (5 —t) = (.2);
(v) E(r — 1) = (~x,y).
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Demonstragao. Para provar (i) devemos mostrar que
E(t+ m) = —E(t) para todo t € R. (2.1)
Provemos (2.1) em etapas:

(1) Se t = 0. Entao

E(0+7) = E(r) = (—1,0) = —(1,0) = —E(0).

0,1

E{m=(-1,0) (1,0)=E(0)

(0,13

Figura 2.6

(2)Se0 <t < g Neste caso E(t) esta no 1° quadrante e E(t+7) esta no 3° quadrante.

V[ S E() =(x(t)v(t)

0

B
H t

(et yit+m) =E ()

Figura 2.7

Na figura 2.7 observamos os triangulos OAE(t) e OBE(t+m). Aplicando a definigao
de cosseno e seno ao triangulo OAE(t) temos:

cost = x(t) e sent = y(t). (2.2)

Por outro lado considerando o triangulo OBE(t + ), temos que:

cost = —x(t + ) e sent = —y(t + m), (2.3)
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onde os sinais negativos foram tomados porque o ponto E(t + 7) estd no terceiro
quadrante. Logo de (2.2) e (2.3) segue que

x(t) = —x(t + m) e y(t) = —y(t + ),

ou ainda,
E(t+m) = (2t +m),yt+m) =—(z(t),y@) = —E(@),

provando-se (2.1) quando 0 < t < g

(3) Set= g Entao

E(g—Hr) :E(%W> :(0,—1):—(0,1):—]5(%).

(4) Se g <t < m. Neste casoF(t) esta no segundo quadrante e E(t+ ) esta no quarto

quadrante.

GOyl = B ] yit)

s [5+]

yER+m) === E(t+T) = (x(t+) y(t+m)

Figura 2.8

Na figura 2.8 observamos os tridngulos OAE(t) e OBE(t+m). Aplicando a defini¢ao

de cosseno e seno ao triangulo OAE(t) temos:
cost = —x(t) e sent = y(t), (2.4)

onde o sinal negativo foi tomado porque o ponto E(t) esta no segundo quadrante.

Por outro lado, considerando o triangulo OBE(t + 7), temos que:

cost = x(t + ) e sent = —y(t + m), (2.5)
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onde o sinal negativo foi tomado porque o ponto E(t 4+ 7) esta no quarto quadrante,
onde sua ordenada é negativa.

Logo de (2.4) e (2.5), segue que
z(t) = —x(t+ ) e yt)=—y(t+m)

ou ainda
E(t+m) = (z(t+m),yt+m)) =—(z(t),yt)) = —E(),

provando-se (2.1) quando g <t<m.
(5) Se t = 7. Entao
E(r+7)=E@2n)=(1,0) = —(-1,0) = —E(m).

3T
(6) Sem <t< - Neste caso o ponto E(t) esta no terceiro quadrante e E(t + ) esta

no primeiro quadrante.

Eft+m) = (x(t+m) y(t+m)
)]

ml====--=-===

A o] t
1
i
i
i
I
i

"""""""" yit)
ity =Eit

Figura 2.9

Na figura (2.9) observamos os triangulos OAE(t) e OBE(t + w). Aplicando a

defini¢ao de cosseno e seno ao triangulo OAE(t) temos:
cost = —x(t) e sent = —y(t), (2.6)

onde os sinais negativos foram tomados porque o ponto E(t) esté no terceiro quadrante.

Por outro lado, considerando o triangulo OBE(t + 7), temos que:

cost = x(t + ) e sent = y(t + ). (2.7)
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Logo de (2.6) e (2.7), segue que

z(t) = —x(t+ ) e ylt)=—yt+m)

ou ainda
Et+m) = (z(t+m),yt+m)=—(x(t)yt) = —EQ1),

provando-se (2.1) quando g <t<m.

(7) Se t = %”.Entao
E(?’gﬂ) :E(%”) —(0,1) = —(0,~1) = —E (37“)

3
(8) Se ; < t < 27 .Nesta situagdo o ponto E(t) estd no quarto quadrante e o ponto
E(t+ m) esta no terceiro quadrante.

(et ytem)) = B+ - - - - - - - - - - - - 1 YE +T)

YOF == Eit) = (x(t) y(f)

Figura 2.10

Na figura 2.10 observamos os triangulos OAE(t) e OBE(t + 7). Aplicando a defi-
ni¢ao de cosseno e seno ao triangulo OAFE(t) temos:

cost = x(t) e sent = —y(t), (2.8)

onde o sinal negativo foi tomado porque o ponto E(t) estd no quarto quadrante.
Por outro lado, considerando o triangulo OBE(t + 7), temos que:

cost = —x(t + ) e sent = y(t + ). (2.9)
Logo de 2.8 e 2.9), segue que

a(t)=—z(t+m) e ylt)=—-yl+m),
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ou ainda,
Et+m) = (x(t+m),ylt+m)) =—(2),y(t) = —£()

3
provando-se (2.1) quando g <t <2m.
(9) Se t = 2w. Entao

E@2r+7) = E(31) = E(r) = (—1,0) = —(1,0) = —E(2r).

Logo, de (1) a (9), podemos concluir que para qualquer 0 < t < 27 tem-se
E(t+m)=—E(t).

Desta identidade e a periodicidade de E(t) resulta o item (i) do teorema.

As demais propriedades dadas pelos itens (ii) a (v), sdo demonstradas de modo
analogo.

[ |

Podemos também usar a fungdao de Euler para medir angulos. Antes porém va-
mos introduzir uma nova unidade de medida de angulo, diferente do grau , chamada
radiano. Faremos aqui um raciocinio parecido com aquele que fizemos com os triangu-
los retangulos. Usando semelhanca definimos seno, cosseno e tangente de um angulo
agudo.

Considere uma circunferéncia C de centro O e raio R.

Sejam A e B dois pontos distintos na circunferéncia C, dando origem ao angulo
central AOB.

No segmento OB escolhemos aleatoriamente n pontos By, Bs, ..., B,. Com centro

em O tragamos n circunferéncias (concéntricas) de raios Ry = OBy, Ry = OBs, ..., R, =
OB,,. Por Ay, As, ..., A,, denotamos os pontos de intersecao destas circunferéncias com

o segmento OA. Assim, temos a figura
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VS
Ry =0B; =0A; e s;¢éocomprimento do arco AB;

N\
Ry =0By =0Ay e s3¢é o0 comprimento do arco AB;

—. - N\
R,=0B, =0A, e s,¢éocomprimento do arco AB ;

R - N\

R=0B=0OA e séocomprimento do arco AB.

Dos fundamentos da geometria (veja [1]), sabemos que quaisquer dois circulos sao
figuras semelhantes e a razao de semelhanca é a razao entre seus raios. Portanto temos

que
S S S S
L2 28 = (k constante)

A constante k nao depende da circunferéncia, mas somente do dngulo central AOB.

Este fato motiva a defini¢ao:

Definicao 2.1. A medida do dngulo central AOB em radianos é wgual a k. Ou seja,

por defini¢ao, a constante k € a medida do dngulo central A@B, em radianos.

Como a semi-circunferéncia tem comprimento 7R, temos que a medida deste angulo

. , T .
em radianos ¢ — =, ou s€ja
R ) )

180° equivale a7 radianos.
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De modo geral, se r é a medida do angulo em radianos e g é a medida deste mesmo

angulo em graus, entao:

_<7r> o g 180
"T\qgo/ T I\ )"

180°

™

Note que, o angulo de 1 radiano tem medida ( ) = 57° e o comprimento do arco

de 1 radiano é igual ao raio da circunferéncia.
Denotamos A = (1,0), O = (0,0) e para cada t € R consideramos B = E(t). Diz-se

neste caso que o angulo AOB mede t radianos.

B=E(t)

Note que de acordo com esta definicao podemos ter medidas negativas para angulos.

2.3 As funcoes trigonométricas

No capitulo 1 introduzimos as fungoes trigonométricas seno, cosseno e tangente as
quais tinham como dominio arcos entre 0° e 90°. Se considerarmos arcos medidos em
radianos, entao as fungoes trigonométricas estao definidas para valores de t, tais que
0<t< T Nesta secao, nosso objetivo é usar a funcao de Euler para estender o
dominio das funcgoes trigonométricas para toda reta real R . Ou seja, pretendemos

definir sent, cost e tgt para todo nimero real t.

Veja que no plano R? estdao bem definidas (e de modo natural) duas fungdes proje-
¢oes, a saber, a funcao projecao sobre o eixo das abscissas e a fungao projecao sobre o

eixo das ordenadas, respectivamente, dadas por:
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proj, : R? — R proj, : R? — R.
(z,y) —> projo(z,y) =2 e  (2,y) — projo(z,y) =y

VEproj, () | = = = = = = — = _e (Y]

%= proj, ()

Usando a fungao de Euler e as fungdes projegoes, podemos definir:

Definigao 2.2. (Fungoes trigonométricas) Definimos as fungoes cosseno e seno como

sendo a composicdo da funcdo de Euler E com as projecoes, ou seja,
cosseno = (proj, o E) e seno := (proj, o E). (2.10)

Observe as figuras

E L A
P / y “‘*»‘\Eﬂr(x(t).v(t))

t i

b

' N ' )
_|I_ T ) 1 ‘—""pmj

0 \ /

"-\-..‘_‘__._,..—/

cost = (proj.o) (1) = proj. (E(1))=x(t)

cost := (proj, o E)(t) = proj, (x(t),y(t)) = x(t) = abscissa do ponto E(t).
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Et)=(x(D), y(D)

yit)

]

proj,,

sent = (proj.ol)(t)=y(t)

sent := (proj, o E)(t) = proj,((x(t),y(t)) = y(t) = ordenada do ponto E(t).

Num primeiro momento, pode parecer estranho nominar as fungoes, na definigao
acima, por cosseno e seno, pois ja usamos esta nomenclatura para as fungoes definidas
no capitulo I. Entretanto, como o raio da circunferéncia é igual a um, é facil ver que se
0<t< 2 ecostesent sio a fungoées do capitulo I, temos que (proj, o E')(t) = cost
e (proj,oE)(t) = sent. Em outras palavras, as fun¢oes agora definidas sdo extensoes,
para toda reta real, das que foram consideradas no capitulo I.

Podemos ver que cost =0 & t = g—i-/mr, k € Z, entao considerando (ii) do Teorema

1.2 podemos definir a fungao tangente.

Definigao 2.3. (Fungao tangente). Para todo t # g + km, k € Z, definimos

tgt = —. (2.11)

Da mesma forma, a funcao tangente definida aqui é uma extensao da tangente

definida no primeiro capitulo.

2.4 Propriedades basicas das funcoes trigonométricas

Na secao anterior definimos as fungoes trigonométricas e vimos que elas sao ex-
tensoes do seno, cosseno e tangente definidos no triangulo retangulo. Também co-
mentamos que tais fungoes foram construidas para modelar os movimentos oscilato-
rios/vibratorios. Nesta se¢do vamos estudar as principais propriedades das fungoes
trigonométricas. Comegamos observando que para todo ¢ € R, o ponto E(t) =

(cost,sent) pertence ao circulo unitario. Entao devemos ter

sen’t +cos’t =1  para todot € R, (2.12)
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ou seja, a relacao fundamental, dada no Teorema 1.2, continua vélida para todo valor
de t € R.

Agora vejamos um resultado que é consequéncia direta dos Teoremas 2.1 e 2.2.

Teorema 2.3. Para todo t € R temos que:

(i) cos(t+m) = —cost e sen(t+7)=—sent ;

(ii) cos <t+ g) = —sent e sen(t+ g) = cost;

(111) cos(—t) = cost e sen(—t) = —sent ;

(iv) cos (g — t) =sent e sen(g —t) = cost;
(v) cos(m —t) = —cost e sen(m —t) =sent ;
(vi) cos(t + 2km) = cost e sen(t + 2km) = sent .

Demonstragao. Do Teorema 2.2, sabemos que: E(t + w) = —FE(t), ou seja,

(@(t + 7)), (y(t +m)) = (=2(t), —y(1)).

Logo,
cos(t +m) = x(t + ) = —x(t) = — cos(t)

sen(t +m) =y(t + m) = —y(t) = —sen(t)

o que prova (i) do Teorema. Os demais itens, de (ii) a (v), s@o verificadas de modo
anéalogo. Por fim, usando o Teorema (2.1), concluimos a propriedade (vi).

|

Alguns comentarios sobre as propriedades dadas no Teorema 2.3. De cost =

s T
sen (t + 5) vemos que o cosseno ¢é translacao de 5 a esquerda, da funcao seno. De

modo geral, seno e cosseno, um ¢é translacao do outro por T Ja em (iii), esta dito que
o cosseno é uma fungao par (f(t) = f(—t)), enquanto que o seno é uma fungao impar
(f(=t)) = —f(t)). Portanto, o grafico da fungao cosseno é simétrico em relagao ao eixo
y e o grafico da funcao seno é simétrico em relacao a origem. A ultima propriedade,
dada no Teorema 2.3, diz que cosseno e seno sao func¢oes periddicas de periodo 27.
Nosso proximo resultado consiste em estender as formulas de adi¢ao dadas no Te-

orema 1.4.
Teorema 2.4. (Fdérmulas de adigao) Para todos «, f € R temos que:
(1) cos(a+ ) = cosa.cosf —sena.senf ;

(i1) cos(a — ) = cosa.cos B+ sena.sen 3 ;
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(iii) sen(a 4 B) = sen av. cos 8 + sen 3. cos a;

(iv) sen(a — ) = sen av. cos § — sen (. cos .
Além disso, se o # g + km, B # g +kre(a+p) # g + km temos ainda que

_ tga+tgf
, _ tga+tgp
(vi) tg(a—ﬁ)—m-

Demonstragao. Consideremos o circulo unitério no plano Ozxy. Sejam A = (1,0) e P,
VAR
() dois pontos sobre o circulo. Denotemos a medida do arco AP por a e a medida do
VR
arco AQ por /3, como na figura (2.11). Note que P = (cosa, sena) e Q = (cos 3,sen j3).

Entao, se d é a distancia entre os pontos P e () temos que

A

Figura 2.11

d* = (cosa — cos 8)* + (sen a — sen 3)*
= cos® av — 2 cos accos B + cos? fsen® a — 2sen asen B + sen” B

=2 —2(cosacos f + senasen f3). (2.13)

Agora, fazemos a rotagao do nosso sistema de coordenadas de um angulo § em

torno da origem obtendo um novo sistema de coordenadas Ox’y’ como na figura (2.12).
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Figura 2.12

As coordenadas dos pontos () e P, segundo o novo sistema de coordenadas sao:
Q= (1,00 e P =(cos(a—"b),sen(a —b)).

Calculando novamente a distancia entre os pontos P e (), usando a relacao fundamental,
obtemos:

d? = (1 — cos(a — B))* + (0 — sen(a — B))?
=1—2cos(a — B) + cos*(a — 3) +sen’(a — B)
=2 —2cos(a — ). (2.14)

De (2.13) e (2.14) resulta

cos(a — ) = cos av. cos 3 + sen . sen f3,
o que prova o item (i7) do teorema.
Se tomarmos (—f) em vez de § em (ii), temos que

cos(a+f) = cos[a—(—p)] = cos a. cos(—)+sen a. sen(—f) = cos a. cos()—sen a. sen (),

onde usamos que cosseno ¢ uma funcgao par e seno ¢ uma funcao fmpar, provando o
item (7).

Do item (ii) do Teorema 2.3 e do item (i) acima, temos que

sen(a + ) = — cos <g+a—l—ﬁ> = —cos <g+a>.cosﬁ+sen<g+a> .sen 3,

ou seja,

sen(a + ) = sen a. cos § + sen . cos «,
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0 que prova o item ().

Usando o item (7i7) com (—f) no lugar de 3, obtemos
sen(a—p) = sen(a+(—/F)) = sen av. cos(—f3)+sen(—/3) cos v = sen av. cos f—sen f3. cos av.

Aqui novamente usamos que cosseno é uma funcao par enquanto que seno é uma funcao
impar, ficando provado o item (iv).

Sobre a tangente escrevemos:

sen(a+ )  sena.cos 3+ senf.cosa

tg(a+ ) = cos(aw+ ) cosa.cos 3 — sena.sen 3

Dividindo numerador e denominador por (cosa.cosf) # 0, pois a # g + km e

B # g + km, obtemos

sena  senf
_cosa  cosfB  tga+tgp

cos v cos f3

provando assim o item (v).

Usando o item (v) podemos ver que

- _ tga+tg(—f)  tga—tgp
tola=B) =tela+(=0) = T ST ~ T+ tea ta 3

o que prova o item (vi), concluindo a demonstragao do Teorema 2.4.
[ |

A partir das férmulas da adicao de arcos, é possivel obter as férmulas para arco
duplo. De fato,

cos 2a = cos(a + ) = cos a cos o — sen asen a.

Entao,

cos(2a) = cos® a — sen® . (2.15)

Do mesmo modo

sen(2a) = sen(a + a) = sen . cos a + sen a. cos «,

ou ainda,
sen(2a) = 2sen v cos a. (2.16)
Por fim,
tga +tga

tg(2a) =t =

5(20) = ta(a+a) = 7L
ou seja,

2tg a

tg(20) = (2.17)

1—tg2a’
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Usando a relagao fundamental e as igualdades (2.15), (2.16) e (2.17) podemos ex-

a .
pressar sen «, cos« e tg a em termos de tg 7 Com efeito,

« Q o 2.sen 5. cos §
sen o = sen [2(—)] = 2sen —.cos — = o S
2 2 2 cos? 5 +sen? g

Dividindo numerador e denominador por cos? % #0 (% # g + km, k € Z) obtemos

2,203 2tg =
sena = = = 2_ (2.18)
sen2 § 5 O
1+ cos? % 1+ tg 5

Também note que

2 & 9 &

o ,a ,a cos §—sen 5
cosa=cos[2<—>}:cos — —sen’ — = ol &

2 2 2 cos2§+sen2§

P . «
Dividindo numerador e denominador por cos? 5 # 0, resulta que

9 & 9 &
cos” 5 B sen” o
cos? % cos? % 1 —tg? %
cosa = —3 Sa = S (2.19)
cos“ —  sen® — 14+ tg* =
2 2 2
a T a)
cos? —  cos? —
2 2
Analogamente raciocinamos para a tangente. Veja que
o 2tg §
tga—tg|2(5)] = ta 2.20
ga=tg|2(3 (g s (2.20)

Teorema 2.5. (Lei dos cossenos e lei dos senos) Dado um tridngulo qualquer de vér-
tices ABC, sejam a,b e ¢ as medidas dos lados BC, AC' e AB, respectivamente. As

sequintes identidades se verificam
(i) a2 = b2 + 2 — 2bc. cos A;
(ii) b2 = a® + ¢ — 2ac.cos B ;

(iii) 2 = a2 + b2 — 2ab. cos C;

a b c

() —== =

senA  senB  senC

Observagao 1. Os trés primeiros itens, juntos, estabelecem a lei dos cossenos, que

afirma: "Em qualquer triangulo, o quadrado de um dos lados ¢é igual a soma dos
quadrados dos outros dois lados, menos o dobro do produto desses dois lados pelo

cosseno do angulo formado entre eles".
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Observacao 2. O item (iv) do Teorema 2.5 ¢ conhecido como Lei dos senos a qual
afirma que: "O seno de um angulo de um triangulo qualquer é proporcional a medida
do lado oposto a esse angulo".

Demonstragao. Sejam dados AABC, a, b, ¢ como no enunciado do teorema. Denotamos
por h = CP a altura baixada de C sobre o lado AB. Temos 3 casos para considerar:
0< A< 90°, A=90° e 90° < A< 180°, ou seja, quando o angulo Aé agudo, reto

ou obtuso. Observe as figuras

h=hb

Caso 1 (121\ é agudo). Consideremos x = AP, entdo ¢ facil ver que
x = beos A. (2.21)
Aplicando o Teorema de Pitagoras aos triangulos retangulos AC'P e PBC obtemos

V=h*+2>=h =0 —2° (2.22)

a>=h"+(c—z)?=h*=0a’ - — 2%+ 2.

Substituindo (2.21) nesta ultima igualdade obteremos

K2 =a? — 22 — & + 2becos A. (2.23)

De (2.22) e (2.23) segue que

a® = b* + ¢ — 2bccos A\,
ou seja, a identidade (i) se verifica.
Caso 2 (A 6 reto). Neste caso cos A = 0 e portanto (i) toma a forma
a?=b+c

que é absolutamente o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo ABC'.
Caso 3 (121\ é obtuso). Neste caso o ponto P recai sobre o prolongamento do lado AB.

Denotamos novamente z = PA. Entao
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x = beos(m — 121\) = —bcos A. (2.24)

Aplicando o Teorema de Pitédgoras nos triangulos retangulos PAC e PBC' obtemos

V=h*4+2>=h? =0 —2? (2.25)

a>=h"+(c+z)?=h*=a>—c"—2°— 2.

Substituindo (2.24) nesta ultima igualdade, resulta que
W2 =a? — ¢ — 2% + 2bccos A. (2.26)
De (2.25) e (2.26) temos que
a® = b* + ¢ — 2bccos E,

e isto conclui a demonstracao do item (7).
A demonstragao dos itens (ii) e (i7i) sd@o analogas. Para provarmos o item (iv)

consideremos as mesmas figuras. No caso 1 vemos que
bsen A = h = asen B.

Logo,
a _ 0 (2.27)

senA sen B

Por outro lado, denotando por o = ACP e b= PCB temos que C=a+ 5. Logo

sen C = sen(a + 3) = sen acos 3 + sen f3 cos a

b -0 h_sh (-0 _ch
ba a b ab ab  ab’
ou ainda
. _a
sen C h’

Substituindo h = asen B nesta igualdade, temos

c b

senC  senB

(2.28)

Juntando (2.27) e (2.28) provamos (iv) no caso 1(A agudo).

-~

Quando A = 90°, segundo caso, podemos facilmente ver

~ b c
sen A =1, a= = e a= —.
sen B sen C
Entao
a b c
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0 que prova o resultado no caso 2.

Para concluir vejamos o caso 3, quando A é obtuso. Neste caso temos que

sen A = sen(m — 121\) = % = h=bsen A, (2.29)

-} N
sen B=— = h=asenB. (2.30)
a

De (2.29) e (2.30) obtemos que

b
S (2.31)
senA senB

Por outro lado, denotando o = PCB e b= AC'P temos que C=a- 5. Logo,

sen C' = sen(a — f) = senacos § — sen f cos
t+ch xh_ (z+ch xh _ch

a b ba ab ab  ab’
ou ainda,
. _a
senC h’

Substituindo h = bsen A nesta igualdade, temos

c -4 (2.32)
senC  sen A

De (2.31) e (2.32) provamos o item (iv) no caso 3 (ﬁ obtuso) e concluimos a de-
monstragao do Teorema 2.5.
|

. - ot ~ a , - ‘A
H& uma interpretacao geométrica para a razao —A\, de fato, ela é igual ao diametro
sen
do circulo circunscrito do triangulo ABC. Considere a circunferéncia de centro O e raio

r, circunscrita ao tridngulo ABC', onde OB e OC' sao raios da circunferéncia, BC' = a
e a a medida do angulo A (veja figura 2.13). A perpendicular OP, baixada de O
sobre o lado BC' é mediana do triangulo isésceles OBC' e também bissetriz do angulo
COB = 2a. Logo COP = a. Veja novamente a figura 2.13. Dai resulta que

5 = Tsen A,
ou seja,

a

3 = 2r = didmetro do circulo circunscrito ao trianguloABC.
sen

As leis dos cossenos e dos senos permitem obter os seis elementos de um trian-
gulo quando dados trés deles, desde que um seja lado, conforme os casos classicos de

congruéncia de triangulos.
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c

Figura 2.13

Das fungoes seno e cosseno derivam, além da tangente que ja conhecemos, outras
fungoes trigonométricas, conhecidas como cotangente, secante e cossecante, definidas,
respectivamente:
cos(x) 1 1

sec(r) = —— e cse(x) =

cote() = cos(z)

sen(z)’ sen(z)
Cumpre observar que tais fungoes, sendo definidas por meio de quocientes, tém seus

dominios restritos aos nmeros reais para os quais o denominador é diferente de zero.

Grafico das fungoes trigonométricas

Finalizamos esta se¢ao com um esboc¢o da grafico das fungoes trigonométricas. Este
¢ um ponto delicado pois é preciso entender que trata-se de um esboco e nao de uma
construcao precisa. Todas as ferramentas matematicas disponiveis até o momento,
que de fato sao os conteiidos abordados no ensino médio, nao nos permitem concluir
informacoes sobre concavidade e também sobre a formacdo de "bicos". E bastante
comum o aluno do ensino médio, no momento da "construcao"dos graficos das fungoes
trigonométricas apresentar as seguintes dividas:

- Como saber que entre 0 e m o grafico da funcao seno tem concavidade voltada
para baixo?

- Por que nao existem "bicos"nos gréaficos das fungoes seno e cosseno?

Também é muito comum respostas insatisfatorias, por parte dos professores. Res-

postas erradas levam o estudante ao fracasso e ao desinteresse, por se sentirem incapa-
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zes. A completa compreencao do grafico das funcoes trigonométricas s6 é possivel com
o estudo do caculo diferencial, mais precisamente, com o conceito da derivada. Quando
uma func¢ao é derivavel em um intervalo, seu grafico nao possui bicos. Também o estudo
do sinal da derivada de uma func¢ao nos permite concluir sobre crescimento, decresci-
mento e extremos relativos (méaximos e minimos locais). Por fim a derivada de segunda
ordem fornece informacoes sobre a concavidade do grafico de uma funcao.

Tendo em mente as consideracoes acima, faremos o esboco do grafico da fungao
seno. Desde que a func¢ao seno é periddica de periodo 27, basta fazermos o esboco
do grafico para o intervalo [0, 27| e depois repetir esse padrao para toda reta. Inicia-
mos observando que as raizes (pontos onde o grafico corta o eixo x) sao z = 0,z =7

ex = 2w, pois sen ) = sen ™ = sen 2w = 0. Além disso conhecemos os valores da tabela:

T T s s 3
r 0151 3113153 5 |2
y=senx |0 % “/75 \/75 110]-110

Plotando esses pontos no plano cartesiano, temos

=

ot v B |G

I ———

ca

SRR
Lo o
=

L L TP PO -

Através das formulas de adicao de arcos do Teorema 1.4, é possivel determinar as
coordenadas de mais alguns pontos.

- 2r | 3n | x| 7x | bz | 4x | Bx | Iz | Lz
3 4 6 6 4 3 3 4 6

— V3 V2 L | 1 V2| V3| V3| V2| _1
y=senx 2 2 2 2 2 2 2 2 2
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Pela defini¢ao da fungao seno podemos facilmente encontrar os intervalos de cres-

cimento e decrescimento, os quais sao descritos pela tabela:

O<z<3 a fungao ¢é crescente
F<w< 37” a funcao é decrescente
37” < x <27 | afuncao é crescente

Em resumo temos que:

(i) sen0 = 0;

s

(ii) a medida que z varia de 0 até 7 os valores de senx crescem de zero até o valor

maximo igual a 1 = sen 7;

(iii) quando x variar de 7 até 37” os valores de sen z decrescem de 1 até o valor minimo

—1 =sen 37”, cortando o eixo das abcissas em x = 7;

(iv) a medida que z varia de 37“ até 27 os valores de senx crescem de —1 até zero.

Veja a figura

by =senx
3
2
1 p—"
,_}‘.' - L ]
v 2 —d - o
:':/-ll L ] L
1 1w 57 4= 3n 57 7= Nm
2 5.1 6 4 3 2 3 4 B 2w
10 T T i 2z 3= 5w w x
2 6 4 3 2 3 4 6
\-ﬁ - L ]
‘..2 - L
2_. [ L)
Fﬁ .
I
Figura 2.14

A partir desta figura, adicionamos dois fatos cuja demonstragao foge ao escopo dos
contetidos do ensino médio,

1° fato: O grafico da fungao seno é uma curva continua sem bicos.

2° fato: No intervalo de 0 a m o grafico tem a concavidade voltada para baixo,
enquanto que no intervalo de 7 a 27 a concavidade esta voltada para cima.

Agora, considerando estes fatos, podemos completar o esboco do grafico 3 da funcao

seno obtendo:
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4y =senx
3
_21
.-
Al st
{1 3n 5w 7w lim
7 L F] 3 4 6 2q,
1-0 o ; x
2 6 : ;
- -
\2 @ e
- - o
l{1 e
3
2
Figura 2.15
h
¥=COSX
.1 L
? iTE ? |
L 2n 51 St 3,1 !
A 3, 8t 6 m 4 S !
R \NT/ « & i i
of mnrm = || R 3_ﬂ7n\2ﬂ: X
63 2 lii 4 il 2/7
I3 N R s 1im
- * 3 6
Figura 2.16

De modo analogo podemos esbocar o grafico da funcao cosseno, como segue:
Um estudo mais aprofundado sobre o esboco dos gréfico das fungoes trigonométricas

pode ser visto em [5].

2.5 Derivada das funcoes trigonométricas

Um conceito fundamental no estudo de fungoes é determinar o quao rapido deter-
minada grandeza varia em relagao a outra, ou seja, determinar taxa de variacao. Se
y = f(x) é uma fungado real definida num intervalo aberto I = (a,b) e x; < x5 s@o dois
pontos dados em I, a taxa de variacao média da funcao em relacao a x, no intervalo

[x1, 2] € 0 quociente

3As figuras (2.15) e (2.16), foram retiras de ([4])
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Af _ By _ fw) = fla) .
Ar Az Ty — T1
Por outro lado, se x € I ¢ um ponto fixado no dominio de f, definimos a taxa de
variacao instantanea da funcao f, no ponto x, que denotamos por f (x) e chamamos
a derivada de f no ponto z, como sendo o valor para o qual se aproximam as taxas
de variacao média em intervalos cada vez menores, em torno do ponto z. Em outras

palavras

, ) x+ Azx) — f(x
o) — 1 T A~ @)
Az—0 Ax
Conhecer a derivada de uma fungao é crucial para compreensao do comportamento

(2.34)

desta fungao (veja [7] , [6]). Nesta se¢ao, uma vez definidas as fungoes trigonométricas,
queremos encontrar suas derivadas. Vejamos inicialmente a derivada da funcao seno.
Por defini¢ao

sen(z + Az) —senx (2.35)

/: 1
(sena)’ = Jim =5,

Usando as propriedades das fungoes trigonométricas podemos reescrever o quociente

acima de modo conveniente:

sen(x + Azx) —senx sen z(cos Azx) + (sen Azx) cosx — senx
Ax B Ax
~ cosa <sen Aw) N senz(cos Ax — 1) (cosx + 1)
Ax Ax (cosxz + 1)

sen Az N sen z[(cos Az)? — 1]
B T A (Az)(cosx + 1)

sen Az sen x(—(sen Az)?)
Az (Az)(cosx + 1)

sen Az sen Az (senxsen Ax)
Ar Az (cosz+1)

= COST

= COST

Resumindo temos que

e S (52) - (52) [0 e

Para tomar o limite em (2.36) quando (Az) tende a zero, observamos que

(senx)(sen Ar) senwz.0

AI;:IEO (cosz+1) 141 0, (237)
entao s6 falta encontrar o limite
T Az
Az—0 Az
Trata-se de um limite classico (fundamental), para isto temos o seguinte lema.

Lema 2.1. lim o — 1

x—0 €T

Demonstracao. Considere a figura 2.17, que representa parte da circunferéncia de raio

1, situada no primeiro quadrante.
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y
T
1 i—-—.___-q-
P
tex
1
senx
X
COS X I |
0 Q A(LO)
— T —
Figura 2.17
Denotando
Apoap = area do triangulo OAP;
Agetorpoa = area do setor POA;
Apoar = éarea do tridngulo OAT,
temos que:

Apoap < Asetorroa < Apoar- (2.38)

Calculando as areas temos:

senx

2

x tgx
Anroap = . Asetorroa = 5 © Anroar = -

Portanto segue que

senx<x<tx tod 0 < <7T
- < — ara todo T < —.
7 S3~79 P 2

Multiplicando todos os membros dessa desigualdade por > ( encontramos

senx

T 1
< )
senx  Ccosx

1<

ou ainda,
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senx

cosT < <1 paratodo 0<z< g (2.39)

Desde que lim cosz = 1, pelo Teorema do Confronto (conforme [6]), tomamos o limite
z—0

quando x — 07 em (2.39) e obtemos que

senx

lim =1.
z—0t T
) . senx ) ~
Devemos ainda provar que lim = 1. Como seno é uma funcao impar, pode-
z—=0- T
mos ver que
sen(—zr) —senx senxw
—x —T T

Por outro lado, o cosseno é uma fungao par, entdo cos(—z) = cosz. Logo podemos
—T

ver que a desigualdade (2.39) continua valida para 5 < x < 0. Da mesma forma,

tomando o limite quando  — 0~ obtemos

lim (Se”> _ 1,
x—0— X

e isto completa a prova do Lema 2.1.
[ |
Agora estamos aptos para passar ao limite em (2.36). Ou seja, considerando o lema
anterior,o valor do limite dado em 2.37 e usando as propriedades de limite conforme

[2], podemos passar ao limite em (2.36) quando (Az) tende a zero e obtemos:
(senz) = cosu,
, ou ainda, a derivada da fungao seno ¢ a fungao cosseno. Usualmente também deno-

tamos a derivada por

d
d—(sen x) = cosz, para todox € R. (2.40)
T

Vejamos na sequéncia como calcular a derivada da funcao cosseno. Por defini¢ao

. cos(z + Ax) — cosz
—(cosz) = lim :
dx Az—0 Az
De modo anélogo ao que fizemos para a fungao seno, vamos reescrever o quociente em

(2.41)

(2.41) numa forma conveniente:

cos(x + Ax) —cosx  cosx.cos Ax — sen x.sen Ax — cos x

Ax x
_cosz(cos Az —1)  senz.senAz  cosz(cosAzr —1) (cosAx+1) con .50 Az
B Ax Ax B Ax (cos Az + 1) M AL
cos z[(cos Az)? — 1] sen Ax
= —senzx.
(Az)(cos Az + 1) Ax
cos z(—(sen Ax)?) sen Ax

(Az)(cos Ax + 1) SR TAY
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—cosx  senAx A sen Ax
= : .sen Ax — sen x.
(cosAz+1) Ax Ax
Assim,
cos(x + Ax) — cosx cos T sen Az sen Az
= — . . Ax — . 2.42
Az (cosAzx +1) Az SR T ST (242)

Considerando o Lema 2.1 e usando as propriedades do limite conforme [2], passamos

ao limite na expressao (2.42), quando Ax tende a zero, e obtemos

CoS T
2

(cosz) = — 1.0 — (senx).1,

ou seja,
d

%(COS xr) = —senuz. (2.43)

Finalizamos esta secao com uma interessante observacao sobre as funcoes seno,
cosseno, e suas derivadas. Para facilitar a escrita denotamos a fungao seno por S e a

fungao cosseno por C, isto é. sejam:

S(x) =senx e C(z) =cosz, x€R.

Entao de (2.40) e (2.43) temos que

S'(x) =C(x) e C'(x)=-S(z)para todox € R.
Portanto

S"(x) = =S(x) e C"(x) = —C(x) para todoz € R, (2.44)

também temos que

S0)=0 e S(0)=1, (2.45)

enquanto que

c0)=1 e C'(0)=0. (2.46)

Resumindo, de (2.44) concluimos que as fungdes seno e cosseno sao solugoes da

equacao diferencial ordinaria de segunda ordem,
y' +y=0

e satisfazem, respectivamente, as condigoes iniciais (2.45) e (2.46).

Adicionalmente, sabemos que para x € (0, 7) temos que S(z) > 0, entao de (2.44)
resulta que S”(z) < 0 quando z € (0, 7). Logo, o grafico da fungao seno, no intervalo
de (0, 7), tem a concavidade voltada para baixo. De modo similar, desde que S(z) < 0
para x € (m,27), de (2.44) concluimos que S”(z) > 0 quando = € (m, 27). Isto implica

que o grafico da fungao seno, no intervalo (7, 27) tem a concavidade voltada para cima.
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Ainda de (2.40) e (2.43), vemos que podemos derivar as fung¢oes seno e cosseno
quantas vezes desejarmos, ou seja, seno e cosseno possuem derivadas de todas as ordens,
sao fungoes de classe C*°(R), infinitamente derivaveis. Assim seus graficos sdo curvas

extremamente suaves, sem bicos.



3 Funcoes Trigonométricas - Uma

abordagem analitica

3.1 Motivagao: Vibracgoes mecanicas

No inicio do capitulo anterior falamos sobre movimentos periodicos/oscilatorios ou
vibratérios e a importancia destes para o entendimento da natureza e também para o
desenvolvimento tecnolégico. O movimento de uma massa presa a uma mola ¢é talvez,
a situacao mais simples possivel de um movimento vibratério. Logo, a compreensao
deste movimento é o primeiro passo para que se entenda qualquer outro movimento
vibratério mais complexo. Nesta secao, vamos modelar o movimento de uma massa
presa a uma mola.

Consideremos uma massa m presa a uma das extremidades de uma mola, cujo
comprimento original (sem destendé-la ou comprimi-la) é igual a 1, posta na diregao

vertical, conforme a figura abaixo:

A BT T

Devido a forca peso, ao fixar a massa na mola, esta é destendida para baixo, pro-
vocando um alongamento L. Na situacao de equilibrio (a massa esta parada) existe

uma forga (chamada forga elastica) da mola, que atua para cima, no sentido contrario

63



Motivagao: Vibragoes mecanicas 64

a forca peso, com intensidade proporcional ao alongamento L, dada por
F,=-K-L

onde K é uma constante caracteristica da mola.

F

F =KL
m

P=mg
 J

Entao, dada a situagao de equilibrio, a resultante das forcas deve ser nula, isto é

mg — KL =0, (3.1)

onde g é a aceleragao da gravidade. Na pratica a equacdo (3.1) pode ser usada para
se determinar a constante K da mola. A massa m, a aceleragao da gravidade g e o
alongamento L s@o dados e a partir de (3.1) encontramos o valor de K.

Queremos descrever o movimento da massa quando esta é destendida ou compri-
mida, a partir da situacao de equilibrio, ou ainda devido a acao de alguma forca externa.
Entao, fixamos um eixo vertical orientado positivamente para baixo, sendo a origem
fixada na posi¢ao de equilibrio. Denotemos por s(t) a posi¢ao da massa m no instante
de tempo ¢, segundo o eixo referencial fixado, conforme a figura (3.1).

A segunda lei de Newton nos diz que forca é igual ao produto da massa pela acele-
ragao, ou seja,

F=m-a. (3.2)

Note que sobre a massa m em movimento vibratoério, atuam 3 forgas: forga peso,
forga da mola e forga de amortecimento (resisténcia do ar). A forga peso atua sempre
para baixo, no sentido positivo do eixo, e tem intensidade P = m - g. A forca da mola

age sempre para restaurar a mola a sua posicao natural e tem intensidade proporcional
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Figura 3.1

ao alongamento total (L+s). Entao a forga da mola é proporcional ao seu alongamento

e tem sentido oposto a ele, isto é:
F,,=—-K(L+s)

Por outro lado, a for¢a de amortecimento age sempre no sentido contrario do movi-
mento e sua intensidade é proporcional & velocidade da massa m. Entao, a forca de
amortecimento tem intensidade

F, = —vs'(t).

Note que §'(t) é a taxa de varia¢ao instantane da posicao s(t), ou seja, a velocidade e
~ é uma constante de proporcionalidade.

Portanto, retornando em (3.2) e usando as forgas mencionadas temos:
P+ F,+ F,=m.s"(t),
mg — K(L+s(t)) —=7s'(t) = ms"(t),
(mg— KL) — Ks(t) —vs'(t) = ms"(t).
Usando (3.1) nesta igualdade obtemos

ms"(t) +vs'(t) + Ks(t) = 0,

dividindo por m # 0, temos

(1) + (L) (1) + (5) s(t) = 0. (3.3)

m m

Logo, a posicao da massa m no instante de tempo t, modelada pela fungao s = s(t),

deve satisfazer a equagao diferencial ordinaria linear de 2*ordem (3.3).
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Por simplicidade, consideremos a situacao ideal na qual nao ha resisténcia do ar e

K
supomos ainda que — = 1. Entdo, a equagao (3.3) toma a forma mais simples.
m

s"(1) + s(t) = 0, (3.4)

Logo, a posicao da mola deve ser dada por uma funcao cuja derivada segunda seja

igual a menos ela propria, ou seja,

s"(t) = —s(t) para todo t > 0. (3.5)

Se, adicionalmente & equagao (3.5), especificamos duas condicoes iniciais, a saber,

a posicao inicial sy e velocidade inicial vy da massa m,

s(0)=sy e  §(0)=uw (3.6)

temos um problema de valores iniciais, cuja solucao é unicamente determinada por
s = s(t). Em outras palavras, do ponto de vista fisico, é razoavel concluir que existe
uma unica fungdo s = s(t), satisfazendo a equagao (3.5) e as condigdes iniciais (3.6).
Nesse capitulo, motivados pela discussao aqui apresentada, vamos dar a solucao
matematica para o problema. Vamos, por meio de uma abordagem puramente anali-
tica, construir duas fungdes, C' = C(t) e S = S(t),t € R, satisfazendo a equagao (3.5)

determinadas condigbes iniciais.

3.2 Sequéncias de funcoes

Nesta secao, apresentamos a ferramenta matematica necessaria para a construgao
analitica das fungoes trigonométricas. A teoria é sobre sequéncias de fung¢oes e um
estudo completo pode ser visto em [2| e [6]. Nossa estratégia, na proxima segdo, para
construcao das funcgoes desejadas, sera definir duas sequéncias de fungoes convenien-
tes (Ch)nen € (Sn)nen € provar que tais sequéncias convergem, respectivamente, para
funcoes C' e S, as quais terao as propriedades que queremos.

Sejam A C R e denotamos por F(A) o conjunto de todas as fungoes reais definidas
em A, isto é:

F(A)={¥V: ACR —R; Véuma funcao}.

Uma sequéncia de funcoes de A em R é uma funcao

f:N—= F(A)
n— f(n)=fu

que a cada numero natural n faz corresponder uma fungao f, : A — R. Usualmente

denotamos uma sequéncia de fung¢oes de A em R por (f,,)nen-
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O ponto crucial a respeito das sequéncias de func¢oes é a convergéncia. Quando
consideramos sequéncias numéricas temos somente uma nogao de convergéncia ao passo
que para sequéncias de fungoes podemos ter diversas formas de convergéncia. A nocao

mais simples de convergéncia de uma sequéncia de fungoes é a convergéncia pontual.

Definicao 3.1. (Convergéncia pontual) Dizemos que uma sequéncia de fungoes ( fn)nen
de A em R converge pontualmente para uma funcao f: A C R — R quando, para cada

x fizado em A, a sequéncia numérica (f,(z)), € N converge para o nimero f(x).
Para denotar que (f,)nen converge pontualmente para f escrevemos:
fn — fpontualmente.

Bem observada, a defini¢ao acima nos diz que f,, — f pontualmente, quando para cada
x € Aee >0 existe um indice n = ng(e, z) (que depende de € e x) tal que se n > ng
tem se | f,(z) — f(z)| < e. Quando o indice n nao depende de x, mas apenas do nimero

g, temos uma nogao mais "forte"de convergéncia, denominada convergéncia uniforme.

Definigao 3.2. (Convergéncia uniforme) Dizemos que uma sequéncia de fungoes (f)nen
de A em R converge uniformemente para uma funcio f : A C R — R quando, para
cada € > 0 dado, existe um indice ng = n(e) (que sé depende do €) tal que se n = nyg
entdo |fn(x) — f(x)| < e, para todo x € A.

E claro que se f, — f uniformemente entdo em particular f, — f pontualmente.
Entretanto a reciproca é falsa. Por exemplo a sequéncia de fungoes f, : [0,1] — R
definida por

fo(z) =2", neNex €|0,1],

converge pontualmente para a fungao f : [0, 1] — R dada por

Y

1 se x=1

{O se x#1

mas (fn)neny na0 converge uniformemente para f.

A convergéncia uniforme, por ser um conceito mais forte, traz muitas vantagens ao
estudo. De modo geral todas as "boas propriedades" dos termos f,, sao transferidas
para a funcao limite, quando a convergéncia é uniforme. No préximo resultado tratamos

a continuidade.

Teorema 3.1. Se (f,)nen € uma sequéncia de fungoes continuas de A em R e f, — f

uniformemente, entao f € continua em A.

A demonstragao deste teorema e de todos os outros desta secao, podem ser encon-
tradas em [2], [6]. Em outras palavras o resultado afirma que o limite uniforme de
fungoes continuas e ainda uma fungao continua. Do ponto de vista pratico, verificar
a convergéncia uniforme pela definigdo (3.2) é algo ndo muito facil e, por isso, ou-
tras alternativas foram desenvolvidas. A mais importante é o critério de Cauchy para

convergencia uniforme, dado pelo resultado a seguir.
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Teorema 3.2. Uma sequéncia de fungoes(fr)nen de A em R converge uniformemente,
se somente se, para cada € > 0, existe ng € N tais que se m,n = ny entio |fn,(z) —
fn(x)| < e, para todo x € A.

Baseado neste teorema é bastante comum, para se provar a convergéncia uniforme
de uma dada sequéncia de fungoes (f,,)nen, mostrar que para m,n € N suficientemente

grandes e todo x € A temos um estimativa do tipo

() = fu(@)] < tn, (3.7)

onde (uy,)nen € uma sequéncia numeérica tal que

lim wu, = 0. (3.8)

n—0o0
Sobre a convergéncia uniforme e diferenciacao podemos, sob certas condigoes, ga-
rantir que o limite uniforme f de uma sequéncia de fungdes (f,,)nen diferencidveis em

A ¢ ainda uma fungao diferenciavel em A e vale f' = lim f/. De fato temos o resultado:

Teorema 3.3. Seja (fn)nen uma sequéncia de fungoes derivdveis no intervalo [a,b].
Se para um certo x € [a,b|, a sequéncia numérica (f,(x))nen converge e se a sequéncia
das deriwadas (f!)nen converge uniformemente em [a,b] para uma fungao g, entao (f,)

converge uniformemente em |a,b|] para uma fungao derivdvel f e f' = g.

Finalizamos essa se¢ao com o teorema devido a Taylor, o qual, sob certas condigoes

expressa uma fun¢ao por meio de um polindémio envolvendo a funcao e suas derivadas.

Teorema 3.4. (Formula de Taylor) Seja I = [a,b], f : I — R uma fungao com n
deriadas continuas e f* definida em todo (a,b). Seja xo € I, entdo para cada

x € [a,b], existe ¢ entre xy e x tal que

Zf () T et 20N T

(n+1)!

3.3 Construcao analitica das funcoes trigonométricas

Na secao 3.1 concluimos que se S = S(t) é a posi¢ao de uma massa m, presa a uma

mola no instante de tempo t, ela deve ser solu¢cao da EDO
S"(t) = —=S(t).

Usando a teoria da se¢ao (3.2), vamos construir duas fungoes que sao solugao desta

EDO. Em [2] pode-se aprofundar esse estudo.

Teorema 3.5. Fxistem fungoes C : R — R e S : R — R que satisfazem as sequintes

condicoes:
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(1) C"(z) = —=C(x) e §"(x) = —S(x) para todo x € R.
(i) C(0)=1,C"(0) =0, 5(0)=0,5(0) =1

Demonstracao. Vamos inicialmente definir por recorréncia, duas sequéncias de fungoes

continuas, as quais denotamos por (Cy,)nen € (Sn)nen. Consideremos entdo:

Ci(z)=1 e Si(zr) =z parazx € R; (3.9)
Chii(z) =1 —/ Sy (t)dt parax € Ren=1,2,34,..; (3.10)
0
Sn(z) = / C, (t)dt parax € Ren=2,3,4,..., (3.11)
0

para todo n € N, x € R. De (3.9), (3.10) e (3.11) vemos que para cada n € N, as
fungoes C,, e S,, estao bem definidas e sao fungoes continuas em toda reta real R. Além
disso, pelo Teorema Fundamental do Célculo (veja em [6]) podemos concluir que Cy41

e S, sao derivaveis em toda reta e mais ainda,
S (x) = Cp(x) e O 4(z)=-5(z), neN e zeR (3.12)

Ainda usando (3.9) - (3.11), facamos alguns calculos para escrever (C),)nen € (Sn)nen

de forma explicita. Vejamos que

¢ z?
Oy = C :1_ Crar—1- (L) 1o
1+1 5 () (2) 927
T T t 1‘3
- t)dt = 1—— 25 )| =Ty
Sy(z) /002() /o ( > ( 32> 3!’
. e — 1 z . 2 !
ar1(r) = Cs(z) =1 - ; Y 2 34
t2 t4
7 v
T t2 t4 3 t5 *
Ss(x)—/o ( —g—z)dt—G 23*5(4'))
CC'3 IE5
—x—gﬁ-a;
g RN 2t |
— =1-— -+ |dt=1— | = — 5=+ —F—~
Csy1(z) = Cu(x) /0( 3!+5!) <2 3!.4+6.(5!))0
2t {5
BTG
g 2 ¢t P V|
— l————— —|dt=(t—— — =
Si(z) /O< 2 A4l 6!) ( 23 " 5.(4)) 7.6!)0
AR R
I TR ]

Portanto, por indugao, para todo n =0, 1,2, 3... resulta que:
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n L a2 2 gt 22
c, — N (~1 — 14 —1)n 3.13
k=0
¢ k
n 2k . 2+
Sn =y (- - — L () 3.14
+(@) ;0( T R T I M s g o (3.14)
Vamos verificar que a sequéncia (C,),en converge uniformemente em qualquer in-
tervalo I = [—A, A], A > 0, e em particular, (C,,(x)),en converge para cada x € R.

De fato, usando (3.13) podemos fazer a seguinte estimativa: Sejam fixados, arbitrari-

amente, A > 0 e m,n € N tais que m > n > 2A entao

A 1
o <1 (3.15)
Consequentemente para todo x € [—A, A], (|z] < A) temos:
2 2 = (_1)$2n (_1)n+1x2(n+1) (_1)m—1$2(m—1)
(@) = () _’ @)l Rerl T T Rm o)
B 72n . (_1)n+1x2 (_1)(m71)x2m7272n
| (2n)! {(_1) MCTE oI R (2m—2)(2m—3)...(2n+1)H

VAN

A2n A 2 A 2m—2n—2
(271)‘ 1+ (%> + ...+ <%>

A2n 1 2 1 2m—2—2n
< (271)' 1+ (Z) + ...+ <4_l)

_ (2A—:)! i (l)n _aam (3.16)

Desde que
lim A—Qn =0,
n—oo (2n)!
pelo critério de Cauchy (Teorema 3.2) concluimos que (C),),en converge uniformemente
no intervalo [—A, A], para todo A arbitrariamente fixado. Logo, para todo x € R, a
sequéncia numeérica (C,(z))nen converge.
Denotamos

C(z) =1limC,(z), paratodo z € R.

Entao, estd bem definida uma fungao C' : R — R limite da sequéncia de fungoes

(Chn)nen tal que
C,, — C uniformemente em todo intervalo [—A, A], A > 0.

Desde que cada (C},) é uma fungao continua e a convergéncia é uniforme, pelo Teorema
3.1, resulta que a fungao C' é continua em R. Também é facil ver que C,(0) = 1 para
todo n € N e portanto

C(0) = lim C,(0) =1 (3.17)

n—oo
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Para verificarmos a convergéncia de (S, ),en observamos que para |z] < A e m >
n > 2A, usando (3.11) e (3.16) concluimos que

/Ox[c (t) - dt' [ 16t - oo a

4 A% A< 44 A
320! T3 ()

E portanto (S, )nen converge uniformemente em [—A, A], para todo A > 0. Denotamos

[Sim () = Su(2)] =

por S o limite da sequéncia (S, )nen, isto é

S: R—=R
r+— S(x) = lim S,(z)

n —oo

Analogamente, sendo cada uma das fungoes (S,,) continua e a convergéncia uniforme,

vemos que S é continua em R. Como S/ (0) = 0 para todo n € N resulta que
S(0) = 0. (3.18)

Vejamos a seguir as sequéncias das derivadas (C))nen € (S))nen. De fato, de (3.12)
temos que
Cl(zr) =—8S,_1(2) paran > 2

e como S, — S uniformemente em [—A, A], obtemos que C), — (—S5) uniformemente

m [—A, A]. Pelo Teorema 3.3 segue que a func¢ao C' ¢ derivavel em [—A, A] e C'(z) =
—S(x) para todo = € [—A, A]. Pela arbitrariedade de A > 0, vemos que C' é derivavel
em todo ponto x € R e

C'(x) = —S(x) para todo z € R. (3.19)

Agora note que de (3.12) temos também que S} (z) = Cy,(z) e C,, — C uniforme-
mente em [—A, A], entdo com um raciocinio anélogo concluimos que S é derivavel em
Re

S'(x) = C(x) paratodo z€R. (3.20)

De (3.19) e (3.20) temos que:

C"(x)=—-C(z) e S"(x)=-S(x) paratodo z€R.

C'0)=0 e S(0)=1,

o que completa a prova do Teorema 3.5.
[
Da demonstracao do Teorema 3.5, especificamente de (3.19) e (3.20) enfatizamos
que

C'(z) =—-S(x) e S'(z)=C(zx) para todoz € R,
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e C e S sao fungoes de classe C*, ou seja, possuem derivadas de todas as ordens.
Definindo
(C(z))* + ((S(z))* = f(x) paratodo = €R,

podemos ver que f é derivavel em R e, pela regra da cadeia,
f(z) =2C(2).C"(z) +2S(x).5"(z) = 2C(z).(—S(z)) + 2S(x).(C(x)) = 0.

Logo, f é constante. Mas

entao
f(z) =1, para todozx € R,

de onde resulta que as fungoes C' e S satisfazem
(C(z)* +((S(z))* =1 paratodox € R, (3.21)

a qual é chamada identidade Pitagoriana ou relacao fundamental.
Vejamos o Teorema 3.5 sob a o6tica das EDOs. Considere os dois problemas de

valores iniciais

y' =y
y(0) =1 (3.22)
y'(0) =0

e
y'=—y
y(0) =0, (3.23)
y'(0)=1

Entao o Teorema 3.5 constroi duas fungoes C': R — R e S : R — R solugoes do PVI
(3.22) e (3.23), respectivamente. Trata-se portanto de um teorema de existéncia de
solugbes para os PVI (3.22) e (3.23).

E possivel ainda provar que as funcoes C e S satisfazendo as condicoes do Teorema
3.5 sdo unicas. Em outras palavras os PVI (3.22) e (3.23) possuem uma, e somente
uma, solugao. De fato, suponha que C; e Cy sejam solugoes do PVI (3.22) e S; e Sy
sejam solugoes do PVI (3.23). Definindo

D(z) = Cy(z) — Ca(x) (3.24)

T(z) = Si(z) — Sa(x), (3.25)

é facil verificarmos que
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D"(x) = =D(x),
D(0) =0, (3.26)
D®)(0) =0 paratodok € N

e
T"(x) = =T(x),
T(0) =0, (3.27)
T®(0) =0 para todok € N.

Seja x € R arbitrariamente fixado. Denotamos por I, o intervalo fechado de
extremos 0 e x. Desde que I, é compacto e D é continua em I, deve existir uma

constante K > 0, tal que
ID(t)| < K e |T(t)] < K paratodot € I,. (3.28)

Aplicando o Teorema 3.4 (formula de Taylor) para a fungdo D em I, temos que para
cada n € N existe C,, € I, tal que

D'0)  D"0) ,  D"N0) ., D"™(c) , D"(c.) ,

onde aqui usamos o fato de que D(0) = D*(0) = 0 para todo K € N. Um simples

calculo nos mostra que
D™ (c,) =+D(c,) ou D"(¢,) = +T(c,),

e, em ambos os casos, levando em conta (3.28) obtemos que

Kl
D) < ZEL (3.20)
n!
Como lim (|x'| = 0, tomando o limite em (3.2) resulta que D(z) = 0. Pela
n—oo n!

arbitrariedade na escolha de x, em verdade concluimos que

D(xz) =0 paratodoz € R,

ou ainda,
Ci(z) = Cy(x) para todoz € R,

o que prova a unicidade de solu¢oes do PVI (3.22). Um raciocinio anélogo para T,

prova que T'(z) = 0, ou seja
Si(z) = Sy(x) para todoz € R.

Isto mostra a unicidade de solu¢ao do PVI (3.23).
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Nesta etapa temos a garantia da existéncia e unicidade das fungoes C' e S cons-
truidas no Teorema 3.5. No fnal da secao 2.5 provamos que as fungoes cosseno e seno,
definidas através da fungao de Euler, sao solugdes dos PVIs (3.22) e (3.23), respecti-
vamente. Logo, pela unicidade de solugao, as fungoes dadas pelo Teorema 3.5 sao as
mesmas estudadas no capitulo 2. Por isso, damos os mesmos nomes a estas fungoes,

ou seja, a unica funcao C': R — R satisfazendo

C"(x) = —C(x),
() =1,
C'(0) =0,

dada pelo Teorema 3.5 é chamada fungao cosseno e é denotada por
C(z) = cosx.

Também, a tnica fungao S : R — R satisfazendo

S"(x) = =5(),
S(0) = 0,
S'(0) = 1,

dada pelo Teorema 3.5 é chamada func¢ao seno e é denotada por
S(x) = senuz.

Finalizamos esta secao, mostrando que as fungoes cosseno e seno formam um conjunto

fundamental de solucoes para a EDO

y' = —vy, (3.30)

ou seja, se f = f(z) ¢ uma solugao da EDO (3.30), ent@o existem numeros reais a e 3
tais que

f(z) =aC(z)+ 5S(x) paratodox € R.

Com efeito, suponha que f : R — R satisfaca a EDO (3.30) e defina a a fungao auxiliar
g(x) = f(0)C(x) + f(0)S(z), =xe€R. (3.31)
Entao derivando a funcao g obtemos

g'(z) = F0)C(x) + [(0)S'(x) = =f(0)S(x) + [ (0)C(x)

g"(x) = —f(0)5(x) + f(0)C"(x)
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isto é,
9"(z) = —g(z) z€R,
9(0) = £(0),
g9'(0) = f'(0).
Definindo
h(z) = f(z) —g(z), v € R,
segue que

Wi(z) = f'(z)—g¢"(x) =—f(z)+g(x)

= —h<x), (332)

e das condigoes iniciais
h(0) = f(0) — g(0) = £(0) = g(0) =0, 3.33)
h'(0) = f'(0) — ¢'(0) = f'(0) = f'(0) = 0 3.34)

De (3.32), (3.33) e (3.34), usando um raciocinio anélogo ao utilizado para concluir

que D(x) = 0 na prova da unicidade, temos que
h(xz) = 0 para todoz € R,

ou ainda,
f(x) = g(x), para todox € R

Logo existem constantes a = f(0) e = f'(0) tais que

f(x) = aC(z) + BS(x).

3.4 Propriedades basicas das funcoes trigonométricas

Agora sabemos que as funcoes C' e S sao, respectivamente, as fungoes cosseno e
seno. A seguir veremos que é possivel, usando somente a construcao analitica das
fungoes seno e cosseno, provar algumas de suas importantes propriedades.

C é uma fungao par e S é uma funcao fmpar, isto é:
C(—z)=C(z) e S(—x)= —S(z)paratodoz € R.
De fato, se y(xz) = C(—x) para todo = € R, entao:

V() = C"(—a), (3.35)
C"(—z) = —-C(—x). (3.36)
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De (3.35) e (3.36) segue que
v'(z) = —y(x) para todoz € R.

Além disso,
7(0)=C(0)=1 e +'(0)=-C"(0) =0,

entao pela unicidade de solugao do problema (3.22) devemos ter v = C. Portanto,
C(—z) = C(z) para todor € R.
Se B(x) = S(—x) para todo = € R, entao:

Bl(x) = S"(—a), (3.37)
S"(—z) = —S(—u). (3.38)

De (3.37) e (3.38) temos que
p"(x) = —B(x) paratodox € R.

Além disso,

B0)=5(0)=0 e F(0)=5(0) =1,

entao pela unicidade de solugao do problema (3.29),5 = S. Portanto,

Sendo =,y € R, temos as chamadas "férmulas de adi¢ao de arcos":
Clz+y)=Cx).Cly) —S().5(y) e Sa+y)==>5).Cly)+C(x).5(y)

Para verificarmos as igualdades acima, consideremos y € R e f(x) = C(z + y) para
todo x € R. Entao,

fl@) = C'z+y)
f'(z) = C'z+y)=-Clz+y) = —f(2)

Entao,
f"(x)=—f(z), z € R.
Desde que C' e S formam um conjunto fundamental para a EDO (3.30), existem a e (3

tais que,

flx) = aC(z)+ BS(x), (3.39)
f'(z) = aC'(x)+ BS'(x) = —aS(x) + BC(x), (3.40)

para todo z € R . Considerando z = 0 em (3.39) e (3.40), obtemos:

Cly)=a e =Sy =45
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Logo,
Clz+y) = f(x) = aC(x) + BS(x) = C(x).C(y) — S(x).S(y). (3.41)

Ainda temos que,

fi(z) = =S(x+y)=—aS(x)+ BC(r)
= —C(y)S(z) — S(y).C(x)
= S(x+y) =5x)C(y)+ C(x)S(y). (3.42)

Agora, demonstraremos algumas estimativas importantes envolvendo as fungoes

cosseno e seno. Se x € R,z > 0, temos:

-z < 5(z) < w; (3.43)
1
1—§x2<0(x)<1, (3.44)
1
x—gx?’gS(x)gx, (3.45)
1—12<C()<1—12+14 (3.46)
2x < Tr) < 2x 24:17. .

Com efeito, pela relagao pitagoriana, temos que —1 < C(¢t) < 1 para todo t € R e

x

x > 0. Entao, integrando obtemos, —x < C(t)dt < x,isto é: —x < S(z) < x o que
0
prova o item (3.44).
2

x 1 T xr
Integrando (3.44) temos, —% < / S(t)dt < 5302. Como / S(t)dt = —/ C'(t)dt,
0 0 0

entao:

C(z) —C(0) = — /0 " Syt = Cl) -1

_ —/m S(t)dt,
1—C(x).

Logo,
x? x? x?
-5 S - 1<+, — <5 -1
5 C(z) + 5 C(x) 5
2
1-2 < O,
2
o que prova (3.45).
Integrando (3.45), temos :
1 3 3
x—i%gS(x)gxga:—%éS(x)éx



Propriedades basicas das fungoes trigonométricas 78

E por fim, integrando (3.46):

xZ 4 2
7y S ITClsg
xt 2 x2
24T 1< O <1t
24+2 C(z) +2
x? xt a2
1- = < T
2 = ()\24 2jL

No capitulo anterior, usamos a definicao geométrica do ntmero m,isto é, m é a
razao entre o comprimento da circunferéncia e seu didmetro. No que segue, vamos

caracteriza-lo por meio de uma propriedade analitica. Para isto, consideremos o lema.
Lema 3.1. As sequintes afirmagoes se verificam:
a) Eziste raiz positiva da fun¢ao cosseno, ou seja, Ir > 0 tal que C(r) = 0.

b) A menor raiz positiva da funcdo cosseno, estd no intervalo (v/2, /6 — 2v/3), isto ¢,
35 € (V2,V6 —2V3) tal que C(y) =0 e C(x) > 0 para todo = € [0,7).

¢) O naimero 2y ¢ a menor raiz positiva da funcdo seno, ou seja, 3y € (v/2,V/6 — 2v/3)
tal que S(2y) =0 e S(x) > 0 para todo x € (0,27).

Demonstracdo. Seja U o conjunto das raizes da funcio cosseno , no intervalo (v/2, v/6 — v/3),
isto é,
U={re(vV2,\/6—-2V3); C(r)=0}. (3.47)

Denotamos 1 ] ]
plx)=1-— 5952 e Y(zr)=1- §x2 + ﬁ$4'
E facil ver que ¢ tem duas raizes dadas por 21 = —v2 e xy = /2, enquanto que ¥

possui 4 raizes dadas por

1= —\6—2V3, x3=—\6+2V3, x3=16-2V3 e x,=1/6+2V3.

Vejamos também que p(0) = ¥(0) = 1, /2 é a tinica raiz positiva de p e /6 — 2v/3
é a menor raiz positiva de W. Destes fatos, a estimativa (3.46) e a continuidade da
funcio C, segue que existe raiz de C' no intervalo (v/2, v/6 — 2v/3). Entao

U#0

e isto prova o item (a).

Agora desde que U é nao vazio e limitado inferiormente, existe
~v =inf U.

Como C' é continua, U é um conjunto fechado e assim concluimos que v € U, ou seja,

3 ve (V2,V6—2V3) tal que C(y) = 0 e C(z) > 0 para todo x € [0, ), provando-se
o item (b) do lema.
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Levando em conta que C() = 0, de (3.42) podemos ver que

S(2v) =2S(v)C(v) =0,

0 que mostra que 27 é raiz positiva da fungao seno. Mais do que isto, afirmamos que
27+ & a menor raiz positiva de S. De fato se 0 < 20 < 27 fosse a menor raiz positiva de

S, entao
0= 5(2) =25(0)C(9).
Mas, como S(d) # 0 (pois 0 < 2d e 2§ é a menor raiz positiva de S devemos ter que
CO)=0 e d<n,

o que é um absurdo porque contradiz (b). Logo 27y é de fato a menor raiz positiva de
S e a prova do lema esté finalizada.
[ |

O lema nos permite dar seguinte caracterizagao analitica para o ntimero .

Definigao 3.3. O nimero real 27y, caracterizado como a menor raiz positiva da fungdo
seno € chamado de 7, isto €,

= 2.
Com esta definicao, vemos que o ntimero 7 satisfaz a estimativa

2,828 < 7 < 3,185

. .. - ™ , .
e é a menor raiz positiva da fungao seno. Por outro lado 5 esta no intervalo

1,414<\/§<g< V6 — 23 < 1,593

e é a menor raiz positiva da fungao cosseno.
Seguimos nosso estudo provando que as funcoes C' e S sao peridédicas de periodo
2m. Vejamos que
S(2r) =2S(m).C(w) =0, (3.48)

pois S(m) = 0. Também temos
Cx) = C (2.

)2 . (3.49)

Ainda temos que
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Usando (3.49) na igualdade acima obtemos

5(3)=(5(2))"

Desde que S (g) = 0 resulta que

e como S (g) > 0 concluimos que

™

S (5) ~1. (3.50)
Substituindo (3.50) em (3.49) chegamos em
C(r) =—1. (3.51)
Por fim, temos ainda que

C(2r) = (C(m)*—(S(m))* = 1.

Resumindo, encontramos:

Logo, dado x € R temos

C(x 4+ 2m) = C(x)C(27) — S(x)S(27) = C(x)

S(z + 27) = S(2)C(27) + C(2)S(27) = S(z),

ou seja, C' e S sao periddicas de periodo 27.

. . ~ ~ ™
Para finalizarmos, vamos verificar que C' e S sao translagoes de 5 Dado z € R

temos
0(3-2) = (F)ew+s(5)sw
= S(z),
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Logo,
S)=C (5 -2) =—C(v+7)
Além disso
5(5-5) = s(G)ewr-swe ()
(o) = swe(g) s (f)ce
Logo,
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