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Resumo

Este trabalho aborda o contetido de diagonalizacao de matrizes, trazendo como
foco o aprofundamento tedrico e a utilizacao do software Winmat como ferramenta faci-
litadora do aprendizado explorando conceitos envolvidos, suas representacoes e algumas
aplicagoes. Para isso, é apresentada uma sequéncia didatica no intuito de auxiliar o profes-
sor na abordagem do estudo de diagonalizacao de matrizes com os estudantes. O objetivo
é fazer uma reflexao sobre a possibilidade da insercao de diagonalizacao de matrizes no
ensino médio. Desta forma, para desenvolver o trabalho foram feitas pesquisas a cerca
dos pré-requisitos necessarios para que um aluno do ensino médio possa se familiarizar
com o conteido, desta forma, a apresentacao de diagonalizacao de matrizes foi feita de

forma mais ludica.

Palavras-chave: Diagonalizacao de matrizes; Winmat; Professor; Estudante.



Abstract

This work addresses the matrix diagonalization content, focusing on the theore-
tical deepening and the use of Winmat software as a learning tool exploring the concepts
involved, their representations and some applications. For this, a didactic sequence is
presented in order to assist the teacher in the approach to the study of matrix diago-
nalization with students. The objective is to make a reflection on the possibility of the
insertion of diagonalization of matrices in high school. In this way, to develop the work,
research was done about the prerequisites necessary for a high school student to become
familiar with the content, in this way, the presentation of diagonalization of matrices was

done in a more playful way.

Keywords: Diagonalization of matrices; Winmat; Teacher; Student.
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Introducao

De acordo com os Paramétros Curriculares Nacionais: “Cabe a Matematica do
Ensino Médio apresentar ao estudante o conhecimento de novas informagoes e instrumen-

tos necessérios para que seja possivel a ele continuar aprendendo”. (BRASIL, 2000).

Sendo assim, com este trabalho pretende-se fazer uma reflexao sobre a possibili-
dade da inclusao de diagonalizacao de matrizes no ensino médio, para tal, é apresentada
uma sequéncia didatica no intuito de auxiliar o professor na abordagem do estudo de di-
agonalizacao de matrizes com os estudantes de forma a maximizar a aprendizagem. Esta
proposta visa a utilizacao do software Winmat como recurso pedagogico, visando motivar

professores e alunos.

A escolha pelo software livre Winmat surgiu apds pesquisas por software que
calculassem autovalores e autovetores, e durante estas pesquisas verificou-se a grande
contribuicao que o Winmat pode oferecer para a sala de aula, tais como a determinacao
da matriz inversa, a resolucao de sistemas lineares e também no célculo dos autovalores

associados a uma matriz.

Diante desta motivacao, iniciou-se a elaboracao de uma proposta que pudesse
abranger a utilizacao do Winmat com os estudantes do ensino médio, envolvendo nogoes
sobre matrizes, determinantes, sistemas lineares, polinomios, vetores, autovalores e auto-
vetores que sao os conceitos necessarios para que se possa entender a diagonalizagao de

matrizes.

Tendo em vista a obtencao de bons resultados com este trabalho, essa dissertacao
sera distribuida como segue: No primeiro capitulo, aborda-se os pré requisitos basicos
para que um aluno do ensino médio possa aprender diagonalizacao de matrizes, sao eles:
matrizes e suas operagoes, sistemas lineares e alguns métodos de resolucao, calculo de
determinantes, polinomios e vetores no R™ juntamente com suas propriedades. No se-

gundo capitulo, apresentamos a diagonalizacao de matrizes, sendo que para tal é mostrado



o conteudo de autovalores, autovetores, polindmio caracteristico e teorema de Cayley-
Hamilton. No terceiro capitulo, apresentamos duas aplicacoes de autovalores e autoveto-
res, sao elas, o servico de buscas na internet e o reconhecimento das conicas. No quarto
capitulo, traremos as informagoes sobre o Winmat, onde é mostrado todas as suas funcio-
nalidades e exemplos de como utiliza-lo em sala de aula. No quinto capitulo, é apresentada
uma sequeéncia didatica de modo que possa auxiliar o professor na insercao de diagona-
lizacao de matrizes para os estudantes do ensino médio. Finaliza-se o trabalho com as

conclusoes e perspectivas.



Capitulo 1

Introducao ao estudo de matrizes,
determinantes, sistemas lineares,

polinomios e vetores

Neste capitulo faremos uma introducao ao estudo de matrizes, determinantes,
sistemas lineares, polinomios e vetores, necessaria ao entendimento do tépico principal
desta dissertacao, diagonalizacao de matrizes, para tal daremos um enfoque maior aos

espacos vetoriais R? e R3.

1.1 Matrizes

1.1.1 Breve Historico sobre matrizes

Santos (2007) traz em seu trabalho que os primeiros registros histéricos sobre
as matrizes estao em textos chineses, datados por volta do século II antes de Cristo, e
estao relacionados com problemas na resolucao de sistemas lineares. O livro chinés “Nove
capitulos da arte matematica” traz em seu capitulo VII, 20 problemas, com excecao de
apenas um deles, nos quais sao apresentados o método de matrizes para a resolucao de
equacoes lineares com a utilizacao da regra denominada “dupla falsa posicao”. Nessa
obra, aparece o primeiro registro de um quadrado magico, no qual a soma dos nimeros

que estao nas linhas, colunas e diagonais é sempre igual a 15.




Em 1683 o matematico japonés Seki Kowa (1637 — 1708) e dez anos apds o ma-
tematico alemao Gottfried Leibniz desenvolveram métodos para a resolucao de sistemas
lineares tendo como base tabelas numéricas formadas pelos coeficientes das equagoes dos
sistemas envolvidos. Destas tabelas numéricas surgiram ao que hoje chamamos de matri-
zes.

O termo matriz, foi introduzido pelo matematico inglés James Josep Silvester
(1814 — 1897) no século XIX. Arthur Cayley (1821 — 1895), desempenhou um papel fun-
damental no estudo da teoria matricial. Cayley aprofundou o estudo das tabelas numéricas
e fol um dos primeiros a estudar e aplicar as matrizes e estruturas algébricas.

Cayley introduziu as matrizes para simplificagao da notagao de uma transformacao

. . . ar +by =z . a b
linear. Desta forma, ao invés de utilizar , ele escrevia (x,y) =
cr +dy =w c d

(z,w).

1.1.2 Linhas e Colunas

Em nosso cotidiano lidamos com frequéncia com elementos que estao em linhas
(filas horizontais) e também com elementos que estdo em colunas (filas verticais), for-
mando uma tabela retangular que relaciona os elementos que estao na horizontal com os

que estao na vertical, como exemplo podemos citar:

i) Estatisticas de jogadores na temporada 2016-2017.

Gols marcados | Assiténcias | Cartoes amarelos | Cartoes vermelho
Neymar 9 14 11 0
Messi 33 12 ) 0
Cristiano Ronaldo 20 7 4 1

Tabela 1.1: Fonte: www.goal.com

Observe que na tabela anterior, na linha 1 aparecem os dados relacionados a Ney-

mar, ja a coluna 3 expoe o nimero de cartoes amarelos de cada jogador.

ii) Tabela campeonato brasileiro 2016.



PE A UME OGE IDY ISG0 6 i6G
1 ) Paimeiras “ 1 1 0 o 4 a4 o o
2 @8 santacnz “ dla el el s[4 d ]
3§ AteticoG T e e T 10 100
4 @4 coriba “ 1 1 0 0 1 1 0o 100
5 i@ Flamengo “ W R
6 '@ Fluminense “ 1 1 0 0 1 1 0 100
7 SF StoPauo n 1 1 0 o 1 1 o 10w
8 (@ Chapecosnse n Il alalol ool =
9 & Corinthians n 1l ol da el ol ol
10 £} Figueirense - N R
11 €2 Grémio n Tlalalalolaolol=:

12 ) Intemacional Tl Elalla ol ol=E6

13 &} Ponte Preta n il alad e[ 8ol s

14 \§) America MG 0o Fo i 0 e N TR

15 ) Botafogo “ T T T

16 g Cruzsio “ 1 o 0 1 1 0 1 0

17 §ff) santos “ 1 0 0 1 T o T

18§ Spor n i o[ & ¢ 1 ol S

19 @ Vitdria 1 0 "o AR R

20  AusticoPr KBl o o 1+ 4 o 4 o

Figura 1.1: Fonte: www.cbf.com.br

Observe que na tabela anterior, na linha 7 aparece o time do Sao Paulo, ja na

coluna 5 aparece o nimero de vitérias de cada equipe.

iii) Tabela de precos em um posto de gasolina.

Figura 1.2: Fonte: www.google.com.br

Observe que na tabela anterior, a linha 2 apresenta o combustivel Etanol, ja na

coluna 2 é apresentado o prego dos respectivos combustiveis.

Em linguagem matematica, uma tabela retangular de niimeros é denominada Matriz.



1.1.3 Matriz

Defini¢ao 1.1.1. (HEFEZ, 2012) define matriz como seque: “Dados m e n € N, defini-
mos uma matriz real de ordem m por n, ou simplesmente uma matriz m por n (escreve-se
m X n), como uma tabela formada por elementos de R distribuidos em m linhas e n

colunas. Estes elementos de R sao chamados entradas da matriz”.

Seja a;; os elementos de uma matriz onde i indica a posi¢ao da linha e j indica a

posi¢ao da coluna a qual pertence. A sua representagao é dada como segue:

api; a2 iz ... Qip

a21 Q22 A3 ... Q2

A = asy a3 as3 PN a3n
_aml Am2  Am3 amn_

A = (aij)mxn OUA=(a;;),1<i<m,1<j<n;comi, jeN.
Observacgao 1.1.1.
e a1y representa o elemento da linha 1 e da coluna 1;
® a3 representa o elemento da linha 2 e da coluna 3;
® a,,, representa o elemento da linha m e da coluna n.
Observagao 1.1.2.
1. Representaremos as matrizes por letras maiusculas (A, B,C, D, ...).

2. Nas matrizes as tabelas serao escritas entre colchetes ou entre parenteses ou ainda

entre duas barras verticais a direita e a esquerda.

Exemplo 1.1.1. Representaremos aqui algumas matrizes:

. Matriz de ordem 3 x 2.

.
p—
S N W
— Ot



1 2 3 4
-4 13 7 9 _
10 20 30 0 . Matriz de ordem 4 x 4.
1
-6 -2 = 5
3
71 71 71 71
. Matriz de ordem 2 x 4.
71 71 71 71

1.1.4 Algumas Matrizes especiais

e Matriz quadrada

Definicao 1.1.2. Matriz quadrada € toda matriz que tem o numero de linhas igual
ao numero de colunas, assim, utilizaremos a notacao A,x, para determinar a matriz

que tem n linhas e n colunas.

Exemplo 1.1.2. Apresentamos aqui algumas matrizes de ordem n.

. ail a2 .
i) C= ; matriz quadrada de ordem 2.
as1 a
21 O22], ,
apn a2 a3
i) D=|ay a ass ; matriz quadrada de ordem 3.

Qa a Qa
31 32 33 3%3

Observacao 1.1.3.

1. Os elementos {ay1, a2, ..., a0} formam a diagonal principal de uma matriz
quadrada, assim os elemenos da diagonal principal sdo os (a;j) tais que i = j,

1, 7 €Ny

2. Os elementos (a;j) tais que i +j =n+1, com i, j € N, formam a diagonal

secundaria de uma matriz quadrada.

e Matriz identidade



Definicao 1.1.3. Matriz identidade € toda matriz quadrada em que os elementos
da diagonal principal sao todos igquais a um e os demais elementos sao iguais a zero,

aij; =1 parat=j
consequentemente,

a;;j =0 parai#j

Exemplo 1.1.3. Apresentamos algumas matrizes identidade:

1 000
1 00 0
(I)Id: O 1 O b)]d—
0010
0 01
3x3 00 01 i

Matriz Nula

Definicao 1.1.4. Matriz Nula € toda matriz em que todos os seus elementos sao

iguais a zero, portanto, a;; =0,V i, j eN, 1<i<mel <j<n.

Exemplo 1.1.4. Representaremos algumas matrizes nulas:

Matriz Transposta

Definicao 1.1.5. Matriz Transposta é a matriz que serd obtida ao permutarmos de
maneira ordenada as linhas pelas colunas, de forma que a matriz A de ordem m xn

terd como matriz transposta AT de ordem n x m.

1 2 3

Exemplo 1.1.5. Dada a matriz A= . 1 ol a sua matriz transposta denomi-
U7

nada por AT, serd definida ao permutarmos de maneira ordenada as linhas pelas

1 =8

colunas, desta forma, AT =

o =

2
3



1.1.5 Igualdade de Matrizes

Definicao 1.1.6. Duas matrizes sao ditas iguais se, e somente se, tém a mesma ordem
e seus respectivos elementos sao iguais, isto €, sejam Myxy, = msj e Nyxp = n4j, logo,

Muxp = Naxp & mij =y para todo 1 <i<ael<j<b.

‘ , 1 245z =9 N
Exemplo 1.1.6. Sejam as matrizes A= . 5 e B= . 1 |, elas serao iguais
—_ y p— — —
se, e somente se, tiverem a mesma ordem e seus respectivos elementos também forem
245z =-9
1guais, assim: A =B & 1
_3==
Y 7
) —11 22
Dai, encontramos x = e ey = 3

1.1.6 Operagoes com Matrizes

e Adicao e subtragao

Definigao 1.1.7. Sejam duas matrizes A = (a;;) e B = (by), .., de mesma

nxXm
ordem, a soma de A com B denotada A+ B, terd como resultado uma matriz Sy, xn
de forma que os elementos de Sy, serao as somas dos a;j, elementos de A com os

bi;j elementos de B. Assim, s;; = a;; +b;;, i, €N, 1 <i<m,1<j<n.

Propriedades da soma de matrizes: Sejam A, B e C matrizes de mesma ordem,

logo sao vélidas as propriedades a seguir:

1. A+ B = B+ A (Comutativa);
2. A+ (B+C)=(A+ B) + C (Associativa);

3. A+ 0 = A (Elemento neutro), 0 é a matriz nula.

Definicao 1.1.8. Sejam duas matrizes A = (a;;) e B = (by) de mesma

mxn

ordem, a subtracao de A por B denotada A — B, terd como resultado uma matriz

mxn

R,.wn de forma que os elementos de R,,x, serao as subtragoes dos respectivos ele-
mentos de A com os elementos de B. Assim, 1;; = a;; — b;j, 1, j € N, 1 < <m,
1<j7<n
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7 -9
Exemplo 1.1.7. Sejam as matrizes A e B de mesma ordem, com A= - ] e
-4 0 T+(—4) —9+0 3 =9
B= . A somaS=A+ B € dada por: (=4) = )
6 0 —-8+6 3+0 -2 3

F a subtracao R = A — B € dada por:
—-8—-6 3-0

7—@4)—9—q:

11 -9
14 3|
e Multiplicagao de um niimero real por uma matriz

Definicao 1.1.9. Seja uma matriz Apxn = a;; ¢ A € R, a matriz AA = Aa,j,
,7eN, 1<i<m,1<j5<n.

Exemplo 1.1.8. Dada a matriz A= L o3l Encontraremos a matriz 2A apds

multiplicarmos cada elemento de A por 2, desta forma:
2x1  2x(-1) 12 -2
2x(—4) 2x3 -8 6|

Propriedades da multiplicagao de um ntimero real por uma matriz:

2A =

Sejam A e B matrizes de mesma ordem e \; e A\ niimeros reais, consequentemente

sao validas as propriedades:

2. ()\1 + )\Q)A == )\114 + /\QA;
3. 0A=0;

W

C A (MeA) = (M)A

e Multiplicagcao de matrizes

Definig¢ao 1.1.10. (HEFEZ, 2012) define o produto de matrizes da sequinte forma:
“Sejam A = [aijlmxn € B = [bijlnxp duas matrizes. O produto de A por B, denotado
por AB, € definido como a matriz C = [cijlmxp tal que ¢;; = Zaikbkj = ajnbi; +

k=1
..+ Ainbyj para todo 1 <1 < m e para todo 1 < j <p”.

Observacao 1.1.4.
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1. O produto C' = AB existe apenas se o numero de colunas de A ¢ igual ao

numero de linhas de B;

2. O numero de linhas da matriz produto C € igual ao numero de linhas de

A e o numero de colunas de C € igual ao nimero de colunas de B.

Exemplo 1.1.9. Seja a tabela da Champions League 2016 — 2017, apresentada pela

figura a sequir, iremos determinar a quantidade de pontos que cada equipe do grupo
F fez.

GROUP A GROUP B

2 Paris = Benfica

Arsenal @& Napoli
TE AN

T
Ludogorets CHﬁmgg}gNS i Besiktas

[ GRoupc = GROUP D

E%  Barcelona Bayern
@& Man.City il Atlético
Mdnchengladbach : PSV
@ Celtic | 2 Rostov

Basel Dynamo Kyiv

—
CSKA Moskva Real Madrid
Leverkusen Dortmund
Tottenham 7 Sporting CP
Monaco @ N Legia

_______GRouPG | e _____GROUPH _____

Leicester & Juventus
Porto W Sevilla
Club Brugge oL Lyon

= Kobenhavn 4 ’ # Dinamo Zagreb

Figura 1.3: Tabela da Champions League 2016 — 2017

Fonte: < www.uefa.com/uefachampionsleague>

Observando o grupo F, verificamos que nele se encontram Real Madrid, Borrusia
Dortmund, Sporting e Legia Varsovia. Sabendo que cada vitoria vale 3 pontos, o
empate vale 1 ponto e a derrota 0 pontos. Determinemos a quantidade de pontos
que cada equipe fez sabendo que a quantidade de vitérias, empates e derrotas se-

guem a tabela a baixo.

GRUPO F PTS 2 \Y E D GF GS SG
1° | BORUSSIA DORTMUND 5 4 1 0 19 7 12
2° | REAL MADRID 5 3 2 0 14 8 6
3° | SPORTING 5 1 0 4 5 7 =2
40 | LEGIA VARSOVIA 5 0 1 4 8 24 -16

Assim, multiplicando a quantidade de vitérias por 3, a quantidade de empates por

1 e a quantidade de derrotas por 0, temos:
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w

S = W

_ o N =
_~ = O O
(a]

Desta forma, a pontuacao dos times sera dada por:

1. Borrusia Dortmund=4 x 3+ 1 x 140 x 0 = 13 pontos

2. Real Madrid=3 x3+4+2x 140 x 0 =11 pontos

3. Sporting=1x 340 x 144 x 0= 3 pontos

4. Legia Varsovia=0x 341 x1+4 x 0 =1 ponto

1.1.7 Inversa de uma Matriz

Definicao 1.1.11. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, se B € uma matriz tal que
AB = BA = 1, sendo 1; a matriz identidade de ordem n, entdio B ¢ denominada matriz
inversa de A e serd denotada por A7t Se A ndo € invertivel, entio A é denominada

matriz singular.

9 0 i
Exemplo 1.1.10. Sejam as matrizes A= 5 1 e B= g , observemos que:
o 9
9 0| % 0 10 1019 0
AB = ) = =1 = BA.
2 12 1] Jo 1| |2 1][-21

Portanto, a matriz B € a inversa da matriz A, ou seja, B = A7'. .

1.2 Determinante de uma Matriz

1.2.1 Breve historico sobre os determinantes

Neta (2014) traz que o inicio do estudo dos determinantes esteve presente entre
os chineses como ferramenta para resolver problemas que podiam ser expressos através de
sistemas lineares. Em 1683 o matematico japones Seki Kowa, deixou clara a nocao dos

determinantes ao sistematizar o procedimento utilizado pelos chineses, tratava-se de duas
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equacoes e duas incognitas, formando um sistema de equagoes lineares. Kowa com sua
teoria conseguiu calcular os determinantes de ordem 2, 3, 4, 5 e aplicou na resolugao de
equacoes.

A primeira apari¢gdo de um determinante na europa se deu em 1683, com uma
carta de Leibniz enviada a L’Hopital. Leibniz usou a palavra “resultante” para certas
somas combindtorias de um determinante, ele provou véarios resultados relacionados a
determinantes, incluindo a regra de Cramer e o método de Laplace.

No século XVII, o escocés Colin Mac Laurin e o suigco Gabriel Cramer, de forma
separadas, descobriram uma maneira para resolver sistemas lineares de n equacoes e n
incégnitas, a qual ficou conhecida como regra de Cramer. Ainda neste século, o alemao
Carl Friedrich Gauss deu o nome de determinantes as expressoes numéricas advindas dos
sistemas de equacoes. Etienne Bezout e Alexandre Vandermonde, matematicos franceses,
construiram a teoria dos determinantes dissociada dos sistemas de equagoes lineares. Por
fim, em 1812, Cauchy sintetizou o contetido e melhorou a notacao.

A teoria utilizada atualmente, tem como pai o matematico alemao Carl Gustav
Jacobi (1804 — 1851). Ele acreditava que os determinantes eram uma ferramenta que

poderia resolver problemas em diversas areas do conhecimento.

Definicao 1.2.1. Seja M,,«,, 0 conjunto das matrizes quadradas de elementos reais e
seja A = [a;;] uma matriz de ordem n desse conjunto. Denominaremos o determinante da

matriz A e indicamos por detA ou |A|, um nimero real que se associa a matriz quadrada

A.

1.2.2 Calculo do Determinante de uma Matriz n x n, paran > 1

Definigao 1.2.2. (KOILLER, 2012) define o cdlculo do cofator de uma matriz n X n,
para n > 1 da sequinte forma: “Sejam n > 1 e A uma matriz quadrada de ordem n,
indicaremos por A;; a matriz de ordem n — 1, obtida de A apds apagar a i-ésima linha e
a j-ésima coluna e Ay; = (—1)"det(A;;). Chamamos A;; de cofator de A, na linha i e

coluna j~".

Definicao 1.2.3. (KOILLER, 2012) define o cdlculo do determinante de uma matriz
como seque: “Sejan > 1 e A uma matriz quadrada de ordem n, definimos o determinante

de A como sendo:

det(A) = CLHAH + (112A12 +...+ alnAln. 7
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0 1 1 -1
. , 3 0 1 , )
Exemplo 1.2.1. Seja a matriz A = L1 o , seu determinante serd calculado
2 -1 -1 1

utilizando cofator, dai, temos:
det(A) = ann A + a1 + a13013 + @141y = 0A11 + 1A 10 + 1A 13 — 1A,

Assim :

0O 1 0
® All = (—1)1+1d€t(1411) = (-1)2 —1 0 —2| = 3, lOgO @HAH =0x3=0
-1 -1 1
3 1 0
[ ] A12 = (—1)1+2d6t(1412) = (—1)3 1 0 —2| = 11, lOgO a12A12 =1x11=11
2 -1 1
3 0 0
[ ] A13 = (—1)1+3d€t(A13) = (—1)4 1 -1 =2|= _9, lOgO CL13A13 =1x (—9) =-9
2 -1 1
3 0
[ ] A14 = (—1)1+4d€t(1414) = (—1>5 1 -1 0| = —4, lOgO CL14A14 =—-1x (—4) =4
2 -1 -1

Desta forma, o det(A) =0+ 11 -9+ 4 =6.

1.3 Sistemas de Equacoes Lineares

1.3.1 Breve historico de Sistemas de Equacoes Lineares

As primeiras equagoes aparecem no antigo Egito, onde se tem o registro mais
antigo de operacoes matematicas. Os egipcios trabalhavam com equacoes simples, de uma
variavel apenas e suas equagoes nao eram expressas por nimeros e sinais. Eram escritas
nos papiros na forma de problemas, sendo que o elemento desconhecido, a varidavel, tinha
um nome especial: aha.

Mol (2013) traz em seu trabalho que o papiro de conteido matematico mais
célebre é o Papiro de Rhind, adquirido pelo egiptélogo escocés Alexander Rhind em 1858
e datado de cerca de 1650 a.C.. Com mais de 5 m de comprimento e 33 cm de largura,
¢ possivelmente o melhor registro da matemética egipcia. Foi copiado por um escriba de

nome Ahmes de um texto matematico mais antigo. Contém 84 problemas de geometria e
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de aritmética acompanhados de solugoes. Entre os problemas aritméticos, ha estudos de
fragoes unitarias e de equagoes lineares e entre os problemas de geometria.

A civilizagao babilonica deu um passo a frente no campo das equacoes. Eles ja
trabalhavam com sistemas de duas equacoes com duas varidaveis que eram resolvidos por
um método muito semelhante ao que é ensinado atualmente na escola.

Pitombeira (2004) fala que era bem conhecido que os babilonios escreviam em
tabletes de argila, com um estilete, usando a chamada escrita cuneiforme, e tinham um
sistema de numeracao posicional bem desenvolvido, com base 60.

Lamin (2000) diz que na matemética ocidental antiga, sdo poucas as aparigdes
de sistemas de equacoes lineares. No Oriente, contudo, o assunto mereceu atencao bem
maior. Com seu gosto especial por diagramas, os chineses representavam os sistemas
lineares por meio de seus coeficientes escritos com barras de bambu sobre os quadrados
de um tabuleiro. Assim, acabaram descobrindo o método de resolucao por eliminacao,
que consiste em anular coeficientes por meio de operacgoes elementares. Exemplos deste

procedimento encontram-se nos “Nove capitulos sobre a arte da Matematica”.

1.3.2 Equacoes Lineares

Definicao 1.3.1. Fquacao linear € toda equag¢dao que pode ser escrita na forma Aix; +

Aoy + ...+ Az, =0, onde:
o (z1,x9,...,T,) s30 as variaveis;
e (A, s,...,\) € R e sdo os coeficientes das varidveis;

e 0 é o termo independente da equagao.

1.3.3 Sistemas de Equacoes Lineares n x n, paran > 1

Definicao 1.3.2. Sistema linear n X n com varidveis xi,Zs, ..., T, qUaiSquer € um con-

gunto de n equacoes lineares simultaneas em x1,xs, ..., x,, com coeficientes reais.

Método de resolucao do sistema linear n x n, para n > 1.

Defini¢ao 1.3.3. (Escalonamento).Escalonar sistemas consiste em um método para
classificar, resolver e discutir sistemas lineares de qualquer ordem. Um sistema escalo-
nado € aquele no qual, a cada equacao, uma nova incognita possui coeficiente nulo, anu-
lando assim uma quantidade considerdvel de incognitas no sistema. Obtendo um sistema

escalonado, as solucoes sao encontradas de maneira mais trivial.
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MASSAGO (2011) diz que: “O método de elimina¢do de Gauss é um dos pro-
cessos mais utilizados para resolver um sistema linear. A versao adaptada denominanda
de Eliminacao de Gauss-Jordan é um dos métodos mais praticos para inverter matrizes.
Além de resolver o sistema linear e inverter matrizes, a eliminacao de Gauss é usada fre-
quentemente para diversos outros cdlculos como o de determinantes, base do ntcleo e da

imagem da transformacao linear, base do espago gerado e etc.”

O procedimento se da em converter a matriz aumentada do sistema dado, numa
matriz escalonada, aplicando uma sequéncia de operagoes denominado de operacgoes ele-
mentares. Tais operacoes sao escolhidos de forma que a solucao do sistema nao sejam
alteradas.

As operacoes elementares constituem de trés operagoes bésicas.

e Somar miiltiplo de outra linha: Equivale a somar miultiplo da outra equacao

que também nao altera a solucao do sistema.

e Troca de linhas: A troca de linhas corresponde a troca da posicao das esquagoes,

o que nao influencia na solucao do sistema.

e Multiplicagao de uma linha por um niimero nao nulo: Equivale a multiplicar

um nimero nao nulo na equagao correspondente que também nao altera a equagao.

Para a praticidade, multiplicar e somar multiplos podem ser realizadas juntas.

A notacao usual serd dada por:

o L; — L; + aLj, troca-se a linha i pela soma da linha ¢ com a linha j multiplicada

por a. Essa operacao nao altera o determinante;

e L; — Lj, troca-se as posicoes da linha i pela linha j. Essa operagao muda o sinal

do determinante da matriz;

e [, — al;, multiplica a linha i por «, o # 0. Essa operacao multiplica o determi-

nante por «.

O escalonamento é efetuado em etapas, escolhendo as linhas de cima pra baixo.
Na primeira etapa, escolhe a linha 1, na segunda etapa escolhe-se a linha 2 e assim suces-
sivamente. A linha escolhida em cada etapa é denominada de linha pivéd (chave). Apds

escolher a linha de pivo, um elemento especial desta linha denominado de elemento de
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pivo sera escolhido.

Quando a linha de pivo for a primeira linha, inicialmente o primeiro elemento
sera considerado elemento de pivo. Quando a linha de pivo for outras linhas, o elemento
de uma coluna a direita do pivo anterior é denominado elemento de pivo. Quando o ele-
mento de pivo e todos os elementos da linha de baixo nesta coluna forem nulas, o pivo sera
deslocado para a direita. Mais precisamente, um elemento de pivo é denominado de ele-
mento de pivo se todos os elementos da linha dele e abaixo da coluna dele e a esquerda sao

nulas, mas existe pelo menos um elemento nao nulo na linha ou abaixo dela na coluna dele.

O objetivo de cada etapa é anular os elementos abaixo (Gauss) ou acima (Gauss-
Jordan) do elemento pivo através dos operadores elementares usando a linha desejada e

a linha pivo.

r—y+z+t=0

~ _ _ 3r—3y+32+2t=0
Exemplo 1.3.1. Para encontrar a solugao do sistema linear

r—y+z=0

(0T =2y +52z+Tt=0
pelo processo do escalonamento, iremos aplicar operagoes nas linhas de forma que se con-

siga zerar oS termos, assim, temos:

1 -1 110 1 -1 1 1 0
3 -3 3 20 0 0 0 -1 0 ‘
, fazendo Lo : 3Ly + Loy = , em sequiday
1 =1 1 00 1 =11 0 O
5 =5 5 7 0 5 —H b 0
1 =11 1 0 1 =11 1 0
0 0 0 -1 0 0 0 0 -1 0
Lsy:Li— L3= ,'L4I—5L1+L4=> ;5
0 -2 0 0 0 -2 0 1 0
5 =5 5 7 0 0O 0 0 2 0
1 =11 1 0
L L 0 0 0 -1 0
—2 2 01 0 3 0
0O 0 0 1 0
1 =1 110
L 0 0 00O
L22L2+L46L31L3+—4:> N
2 0 1 000
0O 0 010
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10110 10100
00000 , 00 00O
Li:Li+ L3= , para finalizar, fazemos Ly : Ly — Ly =
01000 01000
00010 00010
Dai, temos as sequintes equagoes:
lL.z4+2z=0=>2=—2;
2. y=0;
3. t=0.
Assim, uma solugdo para o sistema € S = {(—z,0,2,0)}, com z € R.
1.4 Polindmio
Definicao 1.4.1. Define-se polinomio como a func¢ao dada por:
P(1) = ap@™ + ap 12" 4 @y 0x™ % + .+ a0z? + ayxt + ag, com ay, a1, .., a2, a1, 0

0s coeficientes, n o grau do polinomio e x é denominado de varidvel do polinomio.

Podemos destacar que o polinomio € classificado pelo seu grau, sendo assim, po-

demos classificd-lo da sequinte forma:

1. Grau 0 chamamos de polinomio constante;
2. Grau 1 é denominado polinomio linear;

3. Grau 2 € o polinomio quadrdtico;

4. Grau 8 classificamos como polinomio cibico;

5. Grau n € chamado de polinomio de grau n.

1.5 Vetores

Definicao 1.5.1. O conjunto R™ € definido como o conjunto de todas as n-uplas ordenadas
de nimeros reais: R" = {(x1,xa,...,2y), T1,%a,...,T, € R}. Asn-uplas (x1,xs,...,2,)

podem ser visualizadas como pontos ou vetores.
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Definicao 1.5.2. Chama-se vetor ao conjunto infinito de todos os segmentos orientados
equipolentes a AB, ou seja, o conjunto infinito de todos os segmentos orientados que

possuem o mesmo comprimento, a mesma direcao e o mesmo sentido de AB.

Figura 1.4: Vetor com origem A e extremidade em B

Observagao 1.5.1.
o A origem do sistema O = (0,0,...,0) representa o vetor nulo.

e O vetor oposto de U = (x1,22,...,2,) € 0 vetor = (=21, =2y ...y, —Tp).

1.5.1 Igualdade de vetores no R"

Defini¢ao 1.5.3. Sejam U = (x1,T9,...,2,) € v = (Y1, Y25 -+ s Yn)-
7:7¢>$1:y1, To =Y, ..., Tn ="Yp .

Exemplo 1.5.1. Para que os vetores @ = (a +2,3) e ¥ = (7,2b+5) sejam iguais,
Ty =Ty € Yy = Yo, dai:

a+2=7
=>a=5eb=—1.

3=20+5

1.5.2 Operagoes com vetores no R"

Sejam U = (21, T2, ..., xp), U = (Y1,Y2,- -, Yn) € A € R. Define-se:

° 7—1—7:(9{:1—1—%,...,%”—1—%);

o \U = Mz1, Ty o xy) = (Ax, .oy ATy).
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1.5.3 Propriedades das operacoes com vetores no R"

Sejam U, V e W vetores de R" e o, § € R escalares. Entao:

1. U+V =V+U,

2. U4+(V+W)=U+V)+ W,

3. U+0=0+1U;

4. U+ (-U) =0,

5. a(pU) = (aB)U;

6. a(U+V)=aU+aV;

7. (a+ p)U = aU + BU;

8. 1U =U.

1.5.4 Modbdulo de um vetor no R”

Defini¢do 1.5.4. Seja o vetor U = (x1,T9,...,T,), 0 mddulo de W ¢ dado por:
%
Wl = VEE T

1.5.5 Produto escalar de vetores no R"

Definicao 1.5.5. Dados U = (X1, T2, ...,2,) € v = (y1,Y2,- - -, Yn) vetores no R"™, o

produto escalar entre U e é um nimero real, A € R, dado por:

Exemplo 1.5.2. Determinaremos o valor de T, de modo que o produto escalar entre
os vetores @ = (T +3,-2) e ¥ = (—1,0) seja igual a 10. Para tal, iremos calcular
U - = (T+3)(—1) 4 (=2)0 = 10, logo; -T —3=10=T = 13.

Propriedades do produto escalar

Sejam U = (x1, T, ..., Tp), U = (Y1, Y25 - -+ s Yn), W = (21,29, ..., 2,) vetores em
R*eAeR:

. 7-7="7- 1.
Demonstragao: 7-7:x1y1+...+xnyn:y1x1+...+ynmn:7-7.
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— = —

2. U - = |ul - |u] = |ul?
Demonstracao: U = (X1, Toy oy ) (X1, Ty oo X)) =21 T+ oo+ Ty Ty =

24 a2 = || = |
3.0 (V+W)=dV+4W.

Demonstracao: 7(7 + w) = (1,22, xn) (Y1, Y2y - -y Yn) + (21, 22, .oy 20)] =
(1,22, . )+ 205 - Ynt2) = 21+ 20) o F 20 (Yn+20) = (100 +2120) +
oo (@Y Fxnzn) = (1 + - xyn) F o (T2 Tz) = UV + W,

4. NUY) =NV =7 \V).

Demonstracio: (7 7) = A|(21, 2, ..., Z0) (Y1, Y2 - - - 1 Yn)] =

A1, 2, m)] (Y1, Y2s - Yn) = (21,22, ) [NY1, Y25 -+ -5 Yn)] = (A7)7 =
U\,

5. AU = ||| 7).
Demonstracio: |\ | = |\ [(z1, Za, ..., x0)| = |Ma1, 22, ..., x)| = | A |T] .

1.5.6 Combinacgao linear no R".

Definicao 1.5.6. Sejam 17{, u_g, e u, vetores no R? e AL, Ag, oo Ay € R Qualquer
vetor vV € R? da forma U = )\1271 + )\2U—>2 + ...+ )\nu_>n ¢ uma combinacao linear de u_>1,
— —

U, ..., Up .

1.5.7 Dependéncia e independéncia linear no R"

Defini¢ao 1.5.7. (ZANI, 2007) define dependéncia e independéncia linear como seque:
“Os vetores vy, . .., v, sao linearmente dependentes se e somente se existem Ay, Ag, ..., A\, €

R, nao todos nulos, tal que: Z Av; =07

=1

Demonstracao: Para n = 1, temos que, se v é linearmente dependente entao v = 0,
dai para A = 1, por exemplo temos Av = 0. Reciprocamente, se A\v = 0 para algum
A # 0, pela definicao de multiplicacao por escalar segue que v = 0, logo, v é linearmente

dependente.
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Para n > 2, suponhamos que os vetores vy, ..., v, sao linearmente dependentes.
n

Sem perda de generalidade suponhamos que v; = Z Aiv;, para Ag, Az, ..., A\, € R
=2

Somando (—1)v; a ambos os lados da igualdade chegamos a: (—1)v; + v; =

(—1)1}1 + Z Aiv; & (—1)?)1 + Z A = 0.
i=2 =2
Logo, Z Aiv; = 0, com Aj, Ag, ..., \, ndo todos nulos (pois A\; = —1 ).
i=1

Reciprocamente, considere que existem Ay, Ag,... , A, , nao todos nulos, tal que

i=1

Suponha, sem perda de generalidade que A\; # 0. Multiplicando ambos os lados

1
da igualdade por — e isolando v; chegamos a v; = Z ——;.
A

A1

=2

Ou seja, o vetor v; é combinacgao linear dos demais.

Definicao 1.5.8. Os vetores vy,...,v, sdo linearmente independentes se, e somente se

=1
1.5.8 Bases no R"”

Defini¢ao 1.5.9. (STEINBRUCH, 1995) define bases no R"™ da sequinte forma: “Um
conjunto de vetores é uma base do R™ se todo vetor U € R™ puder ser escrito como
combinagao linear dos vetores deste conjunto e todos os elementos deste conjunto se-

jam realmente necessdarios para gerar R"”. Algebricamente falando, um conjunto [ =

{E{,?TQ), . ,u—>n} de vetores do R™, serd base de R™ se:
— —
° {Ul,UQ, . ,’U,n} é LI.
— —y — —
o [ui,us,...,uy =R" logo, {ui,us,...,u,} gera o R™.

Observacgao 1.5.2.

e O numero de elementos de uma base é denominado dimensao e denotado por

dim (B).

O conjunto = {(1,0,0,...,0),...,(0,0,...,1)} € denominado base canonica do
R™.
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1.5.9 Matriz mudanca de base

Defini¢ao 1.5.10. (STEINBRUCH, 1995) define a matriz mudanca de base como seque:
“Sejam [, = {v_f,,ﬁ} e By = {ﬁ,,@} Dado um vetor @ € R", podemos

reescreve-lo como U = MU, + ...+ \on e U = 01w, + ... + 0,0, .
A1
Assim as coordenadas de @ em relacao a f; é dado por [7] 5 =1 | ecom
An
6
relacao a [y é dado por [7]52 =1 :
On,
Como {Uf, - ,17%} é base de R™, podemos escrever wi.,. . ., w, como combinacio
linear de v_f,. e ﬁ, assim:
Wi = anvi + ...+ ano,

— — —
Wy = Ap1 V1 + ...+ AppUp

Substituindo, temos:

U = \Nwi + ..+ Aoy

U= M(anvi 4+ 4 an0n) + - 4 M1 07 + .+ A0y
U =01 (a1 + -+ A1) + - A On (A Ay F - F G ).

Porém, U = Alv_f 4.+ )\nvj e como as coordenadas em relagao a uma base sao
AL = apby + ..+ anb, A ayy ... Qip 0,
Unicas, temos: < : & : =
My = ambr + . .. + apnbn An Api -oo Qnn) \On
. B
Isto &, [U],, = 15 [¥],

aiyp ... QAip

Onde [ ]ﬁ = S ¢ denominada matriz de mudanca de base B para a base A.

Ap1 ... QApp

-1
Observacgao 1.5.3. As matrizes mudanca de base sao invertiveis, daf, ([1]5) = [I]g.
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Exemplo 1.5.3. Considere as bases A = {(1,-4),(3,-5)} e B={(-9,1),(-5,-1)},
a matriz mudancga de base, de B para A serd definida como seque:

— — —
W] = G11V1 + A21V3

Temos que, N _) N
Wy = 1201 + Q2202
a+3b=-9 c+3d=-5
Logo, e
—4a —5b=1 —4¢ —bd = -1
Resolvendo os sistemas de equacgoes lineares, encontramos a =6, b = —5, ¢ =4
ed=—3.
6 4
Desta forma, [I]% = ( - 3).

Tendo como respaldo o conteido abordado neste capitulo, o leitor tera os ele-
mentos necessarios para a compreensao do capitulo seguinte, no qual faremos uma ampla
analise sobre autovalores, autovetores, polinomio caracteristico e diagonalizacao de ma-

trizes.



Capitulo 2
Diagonalizacao de Matrizes

Neste capitulo abordaremos a diagonalizagao de matrizes, de forma que o es-
tudante do ensino médio possa se familiarizar com o contéudo e com suas aplicagoes.
Abordaremos também autovalores, autovetores e o polinomio caracteristico de uma ma-

triz.

2.1 Breve historico do inicio dos estudos de autova-

lores e autovetores

Olga Taussky-Todd (1906-1995) foi uma das mulheres pioneiras na andlise ma-
tricial e a primeira mulher a ocupar um cargo de professora no instituto tecnolégico da
California. Ela trabalhou no laboratoério nacional de fisica em Londres durante a segunda
guerra mundial, onde foi encarregada de estudar as vibragoes em aeronaves supersonicas.
Ocorre que os problemas centrais de vibragoes eram relacionados a localizagao dos auto-
valores de uma certa matriz complexa 6 x 6 e assim foi contratado um grande ntimero
de jovens meninas para efetuar os calculos necessarios em calculadoras manuais. Olga
Taussky-Todd havia ouvido falar de um resultado, denominado Teorema de Gersgorin,
que fornecia uma maneira simples de identificar certos circulos que continham autova-
lores de uma matriz complexa. Ela rapidamente percebeu que esse teorema poderia ser
utilizado para fornecer informacoes sobre vibragoes que de outro modo exigiriam célculos
trabalhosos. Essa observacao elevou o teorema de Gersgorin da obscuridade a importancia
pratica. Depois da segunda guerra mundial ela continuo seu trabalho em assuntos rela-
cionados a matrizes e ajudou a trazer muitos resultados conhecidos sobre matrizes para

um assunto coerente, que hoje conhecemos como a teoria de matrizes.

25



26

2.2 Autovalores e Autovetores

Definigcao 2.2.1. Seja A, x,, uma matriz quadrada de ordem n. Um nimero real A serd

dito um autovalor (escalar) de A, se ezistir um vetor nao nulo o em R™ tal que,

AT =\

O vetor v ¢ chamado de autovetor de A associado a .

Observagao 2.2.1.
1. Os autovalores também sao chamados de valores proprios ou valores caracteristicos.

2. Os autovetores também sao denominados de vetores proprios ou vetores carac-

teristicos.

Observacao 2.2.2. O vetor nulo € um autovetor de qualquer autovalor, mas o nimero

real so € um autovalor se possuir um autovetor nao nulo.

Exemplo 2.2.1. Iremos determinar os autovalores e os autovetores associados a matriz

A, com A=
5

1
] e X eR.

T

Y

Desta forma, teremos A € R e v = [ € R2, ndo nulo, tais que AV = \U, isto é,

IR

Y= A\r

Assim;
6x + 5y = \y

Dai, ao substituirmos y = Az na equagdo 6x + by = \y < 6x + 5(A\z) = A(Ax) .
Consequentemente, \>x — 5 \r —6x =0 & (A2 =5\ —6) =0, sex =0 =y = 0,

porém, o # 0, assim \> — 5\ — 6 = 0, o que resulta em X\ = 6 ou A\ = —1 que sdo 0s

autovalores de A.

e Cualculando os autovetores de A associados a X\ = —1, temos:
A e S
=—-1 =
6 5] |y Y 6xr + 5y = —y

Portanto, x = —y. Desta forma os autovetores de A associados ao autovalor A = —1
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sao os vetores da forma (z,—x) em que x € R;x # 0.
e Determinando os autovetores de A associados a A = 6, temos:
=6 =
6 5] |y Yy 6z + oy = 6y

Portanto, 6x = y. Assim os autovetores de A associados ao autovalor X\ = 6 sao

os vetores da forma (x,6x) em que x € R;x # 0.

Exemplo 2.2.2. Tentaremos encontrar os autovalores e os autovetores associados a ma-
5 —7

triz B, onde B = eXeR.
7 5

T

Y

Queremos determinar X € R e v = [ € R?, nao nulo, tais que: AV = )\7, isto €,

IR

_ dx — Ty = Az Tx=y(A=5) (I)

Assim; & 2(5— \)
Tx 45y = Ay y:T(I[)
z(b—A)

Substituindo (I1) em (I), temos: Tx =
pois se x =0 =y =0, mas o # 0, desta forma :

A —5), sabendo-se que x # 0,
7

G-

- A=5)e(B-ANN-5) =49 A —10A+74=0= A = —196.

Como o valor do A < 0, entdo nao existe A € R que satisfaca a equagdo. Assim

a matriz B nao possut autovalores reais nem autovetores.

Observacao 2.2.3. Nem toda matriz quadrada A, ., possui autovalores e autovetores.

2.3 Polinomio caracteristico

.~ . - .
Definigao 2.3.1. Sejam A€ R e ¥ € R*, ¥ # 0, respectivamente autovalor e autove-
tor de uma matriz quadrada A, ., satisfazendo AT =\

Assim temos:
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A —an —ai2 T —Qin U1 0
—a A—a e —Qop, ) 0

AT —AT =06 M, - AT =0s | = = 7 N U=
—Ap1 —Aan2 e )\ — Qnn Un 0

O sistema de equacoes homogéneas formado admite solugoes nao triviais se, e
somente se, det(\l, — A) = 0.

Ao desenvolver este determinante encontraremos um polinomio Pa(X) de grau n
em X, que serd denominado polinémio caracteristico da matriz A. A equagdo Ps(\) = 0
€ chamada de equacao caracteristica de A, e suas raizes A\, Aa, ..., N\, G0 0s autovalores

da matriz A.

A—an  —aip - —Q1n
—a A—ag -+ —ag,
Logo, Pa(\) = det(\, — Ay =| * ?
—0n1 —0n2 A= Apn

Exemplo 2.3.1. Seja a matriz A =

-2 7
. 3] , 0 polinomio caracteristico da matriz A

serd dado por:

A+2 =7
Ps(N) = det(\I,, — A) = L a3 & (A+2)(A—3) =7, assim
Pi(A\) = A%+ 5\ — 1.
1 0 O
Exemplo 2.3.2. Seja a matriz B= [0 —3 0 |, o polinomio caracteristico da matriz
0 0 =2

B serd dado por:

A—1 0 0
Pg(\) =det(A\,—B)=| 0 X+3 0 | A=-1DA+3)(A+2), assim
0 0 X+2

Pp(A\) =X+ 2 2+ 31 —6

Proposigao 2.3.1. Seja P4(\) = X"+ A" +. ..+ B, 1\ + B, 0 polinémio caracteristico

da matriz A. O coeficiente B, de Pa(\) € igual ao determinante da matriz A.

Demonstragao: Seja P4(\) = det(A, — A) = X"+ BN+ ...+ B 1A + B



29

Tomando A = 0, entao o det(0 x I,, — A) = 0"+ By x 0"t + ...+ B,_1 x 0+ B, = B
Portanto, det(A) = 5,.

Definigao 2.3.2. Sejam A e B € M, «,,. Diremos que as matrizes A e B sdo semelhantes

se existir uma matriz C € My, invertivel, tal que A = C~1BC.

Proposicao 2.3.2. (HEFEZ, 2012) define as raizes do polinémio caracteristico da se-
guinte maneira: “Seja a matriz A € M, com M o conjunto das matrizes quadradas
de ordem n e com dimensdo finita. FEntao, X é um autovalor de A se e somente se
Ps(X) = 0. Em outras palavras, os autovalores de A sao as raizes reais de seu polinomio

caracteristico.”

Demonstracao: Seja o uma base de M.

_>
=] Supondo que A seja um autovalor de A, entao existe o % 0 tal que AT =
AT < (M, — AU = 0. Assim, temos A\, — A : R — R nao injetiva e consequentemente
nao é um isomorfismo. Dai resulta que [AI, — A], nao é invertivel, equivalentemente

Pa(N) = det [\, — A], =0

<] Se P4(A) = 0 entdo a matriz [\, — A] tem determinante nulo, isto implica

~ . ~ e . —

que AI,,— A : R — R nao é um isomorfismo e portanto nao é injetora. Logo existe o #0
tal que (A, — A)7 =0 . Portanto A7 = AU, isto é, A é um autovalor de A.

Observacao 2.3.1. (LE/IO, 2010) define isomorfismo como seque: “Trata-se de uma
transformacao linear T : E — F', na qual T € uma bijecao linear de E em F, ou seja, a
transformacao linear T € injetiva e sobrejetiva, e por consequéncia, invertivel. Diz-se que

nesses casos, 0s espacos vetoriais E e F sao isomorfos.”

Exemplo 2.3.3. Determinemos os autovalores e os autovetores da matriz A =

1 2
0 4|
€ R?, ndo nulo, tais que AV = \U. Como os autova-

X

Y
lores da matriz A serao determinados pelo det(\, — A), temos:

Sejam,AERe?z[

A—1 =2

Pa(A) = 0 N_4

, assim o polinomio caracteristico de A € dado por:

Pa(\) = X2 — 5\ +4 e fazendo Pa(N\) = 0 encontramos os autovalores de A, que
sao A\ =4 e Ay = 1.
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Calculando os autovetores de A associados a A = 4, temos:

x4+ 2y =4x

4y = 4y

2y , _
Dai, © = —. Assim os autovalores de A associados ao autovetor X = 4 sao o0s

2
vetores da forma (gy,y) em quey € R, y # 0.

Calculando os autovetores de A associados a X = 1, temos:

r+2y==x

dy=y

Logo, y = 0. Assim os autovalores de A associados ao autovetor X = 1 sao o0s

vetores da forma (x,0) em que x € R, x # 0.

2.4 Multiplicidade de um autovalor

Definicao 2.4.1. Ezistem dois tipos de multiplicidade para um autovalor:

A multiplicidade algébrica do autovalor A de uma matriz A € o nimero de vezes

que o fator (A — X\;) aparece no polinémio caracteristico de A.

A multiplicidade geométrica do autovalor A de uma matriz A € definida pela

dimensao do autoespaco de A associado a .

A Multiplicidade geométrica < Multiplicidade algébrica.

Observacgao 2.4.1.

Se o polinémio caracteristico de uma matriz A tem raizes (autovalores) de multipli-

cidade 2, logo, esse autovalor terd 2 autovetores associados a ele;

Se o polinémio caracteristico de uma matriz A tem raizes (autovalores) de multipli-

cidade 3, logo, esse autovalor terd 3 autovetores associados a ele;

Desta maneira, se o polinomio caracteristico de uma matriz A tem raizes (auto-
valores) de multiplicidade n, logo, esse autovalor terd n autovetores associados a

ele.
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Exercicio resolvido:

9 4 0
Seja a matriz A= | =6 —1 0 |, determinaremos seus autovalores e seus auto-
6 4 3

vetores.

Seja P4(A\) = (A —3)%(\ —5) a equagao caracteristica de A, entao, os autovalores

de A sao A\ = 3, que tem multiplicidade 2 e Ay = 5 que tem multiplicidade 1.

9 4 0 x x
oPara)\1:3,temos,A7:37<:> -6 -1 0 yl =31yl =
6 4 3 z z
9z + 4y = 3x
—b6z —y = 3y
6r + 4y + 32 = 3z
Dai,ﬁ:(%Q,l,O)ev_g}:(O,O,l)
9 4 0 x x
oPara)\2:5,temos,Av_3>:5U_3,><:> -6 -1 0 yl =5yl =
6 4 3 z z
9z + 4y = dx
—b6z —y = Sy

6x + 4y + 32 = 5z

Dai, v3 = (1,—1,1)

2.5 Teorema de Cayley-Hamilton

Teorema 2.5.1. (HEFEZ, 2012) define o Teorema de Cayley-Hamilton como segue:
“Seja A € M, sendo M o conjunto das matrizes quadradas de ordem n e seja Pa()\)

o polinomio caracteristico de A. Entdo, P4(A) =0, onde 0 é a matriz nula em M”.

Demonstragao: A demonstracao baseia-se na seguinte propriedade dos determinantes:

AxadjA = (detA) x I. Aplicando esta férmula & matriz AI — A vem (A — A) x adj(A\ —
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A) = PA(NI, Pa(A) = A" + byt A"+ by A+ b

Os elementos da matriz adj(A] — A) s@o, a menos do sinal, determinantes de
menores ordem , n > 1, da matriz A. Logo, cada elemento daquela matriz nao é mais do
que um polinémio em A de grau < n — 1. Define-se adj(Al — A) = C(\) = C,,_ A\"7! +
...+ CiIA + Oy, com Cy, C4, ..., C,_q matrizes quadradas de ordem n.

Assim, (A — A)C'(X) = Pa(N\)1,, daf:
()\[ - A)(Cn_l)\n_l + ...+ Cl)\l + Cg) - ()\n + bn_l/\n_l + ...+ bl)\ + bO)[n

Desta igualdade encontramos:

;

Cn—l =1,
Cn—Z - ACn—l = bn—lln
Cn—3 - ACn—Q = bn—2In

Co — ACy = b1,
—AC(] = b(][n

Multiplicando cada uma das equacoes por A", A"~' ... A, I,, teremos:

A"Ch_g = A"
AIC, oy — A"Cp = b, A"
An—20n73 _ An—10n72 — bn,QAn_Q

ACO - A201 = blA
—ACO - bO[n
\

Somando membro a membro as equagoes, resultam em: Pq(A) = A"+b, A" 1+

Exemplo 2.5.1. Seja a matriz F' =

0

9] , verificaremos, usando o teorema de Cayley-

Hamilton que Pp(F) = 0.

A—6 0
-5 A=9

Assim, seja o polinémio caracteristico de F dado por Pp(\) = det(A,—F) =

A2 — 15\ + 54.
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Pelo teorema de Cayley-Hamilton Pp(F) =0, logo, Pr(F) = F? — 15F + 541,

2

6 0] 6 0 10

Portanto, Pp(F) = —15 + 54
5 9] 59 0 1

36 0 90 o] [54 o] fo o

75 81 75 135 0 54| |0 0

Consequéncia do teorema de Cayley-Hamilton: Poténcias de matrizes

Defini¢ao 2.5.1. (HEFEZ, 2012) define as poténcias de matrizes como seque: “Seja
A e M, com M o conjunto das matrizes quadradas de ordem n, A™ pode ser calculado
como uma combinac¢ao linear das poténcias de A com expoentes menores que n, pois se
Pa(X) = N+ by 1 A" L4 4+ bi A+ Do, como pelo teorema de Cayley-Hamilton Py(A) =0
entdo A" = —b, 1 A" — ... — b A —bol,”.

Exemplo 2.5.2. Consideremos a matriz A = . Determinaremos as poténcias

—1
A3 e A* .

A—1 =7
A+1 A
Usando o teorema de Cayley-Hamilton Py(A) =0& A2 +6A+ 71, =0
= A2 = —6A —T7I,.

Desta forma teremos:

Seja det(Ny — A) = = AN+ 6\ + 71s.

o A3 = AA* = A(—6A—TI) = —6A2—TA = —6(—6A—TI,)—TA = 36A+42[,—TA =
204 + 4215,

o A* = A3A = (294 + 421,)A = 29A% + 424 = 29(—6A — TI,) + 424 = —174A —
2031, + 424 = 1324 — 2031,

2.6 Diagonalizacao de matrizes

Definigao 2.6.1. Seja A € M, xn, com M o conjunto das matrizes quadradas de ordem
n, dizemos que uma matriz A € M ¢é diagonalizdvel se existir P € M, invertivel, tal que

B = P7'AP, onde B é uma matriz diagonal.
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Para encontrarmos as matrizes P e B que aparecem na defini¢ao acima, recorre-

mos ao cdlculo dos Autovalores e Autovetores.

e As colunas da matriz P sao formadas pelos autovetores unitdrios da matriz A.

e P! ¢ a matriz inversa de P.

o A matriz B € calculada através do produto P~ AP.
Definicao 2.6.2. Dizemos que a matriz A é diagonalizdvel se ela for semelhante a uma
matriz diagonal. Neste caso, dizemos também que A pode ser diagonalizada.

As matrizes semelhantes satisfazem a relagcao de equivaléncia, assim:

1. Toda matriz quadrada é semelhante a si mesma. (Reflexividade)

Demonstragao: Como A = [71AI, entao A é semelhante a A.

2. Se uma matriz A é semelhante a B, entdo B é semelhante a A. (Simetria)
Demonstragao: Seja A = X 'BX, entao B = Y 'CY com Y = X1 Ou seja,

A é semelhante a B implica que B é semelhante a A.

3. Se A é semelhante a B e B é semelhante a C, entdo A é semelhante a C. (Transiti-

vidade)
Demonstracao: Seja A = X 'BX e B = Y 'OV, entio A = WICW com

W =Y X. Isto é, se A é semelhante a B e B é semelhante a C, isso implica que A

é semelhante a C.

Algumas propriedades das matrizes semelhantes:

Sejam A e B matrizes semelhantes, entao:

1. Det(A) = Det(B)

Demonstragao:
Det(A) = Det(X-1BX) =
Det(A) = Det(X-1)Det(B)Det(X) = ——— Det(B) Det(X).

Det(X)
Logo, Det(A) = Det(B).

2. A é invertivel se e somente se B também for.

Demonstragao:
Temos que existe uma matriz invertivel X tal que A = X 'BX, ou equivalen-

temente, B = X 'AX. Suponhamos que A seja invertivel, daf, (X 'AX)™! =
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XA~ X1 & matriz inversa de B.
Assim : B(XA7'X™1) = XAX'X)A' X" = XAA'X' = XX = I ¢
(XA X B = XA (X X)AX " = X(AA )X = XX = I.

Isto mostra que se A é invertivel, entao B é invertivel. A demonstracao da reciproca

é analoga.

3. A e B possuem os mesmos polinomios caracteristicos.
Demonstragao: Sejam I,, = C~'IC e A = C~'BC, como Pa()\) = det(\, — A) =
det(N\C~'IC — C7'BC) = det(C~' [\IC — BC]) = det(C~* [\I — B] C), usando as
propriedades de determinante, temos:

1
det(C~V)det(N — B)det(C), como o det(C™1) = Ze0 5 detC # 0 entao:
e
1

detC

det(\I — B)det(C) = det(\ — B) = Pg(\).

Teorema 2.6.1. (NOGUEIRA, 2010) define matriz diagonalizdvel como segue: “Uma
matriz Anxn € diagonalizavel se e somente se tiver n autovetores linearmente indepen-
dentes. Neste caso, A é semelhante a wma matriz diagonal D, com D = B 'AB; os
elementos sobre a diagonal de D sao os autovalores de A, enquanto B é uma matriz cujas

colunas sao n autovetores de A linearmente independentes”.

Demonstracao: Suponha que A é semelhante a D, Entao: D = B~'AB de modo que
BD = BB ' AB < BD = AB.
_——

I,
A0 .00
0 X ... O
Sejam D = | ' . eB=|v, v ... ﬁ]
0O 0 ... X\
e seja v_;, J=1,2,...,n a j-ésima coluna de B. Observe que a j-ésima coluna da matriz

AB é AT] e a j-ésima coluna de BD é \;u;. Dessa forma A0, = A, .

Como B é uma matriz invertivel, suas colunas sao linearmente independentes e,
desta maneira, sao todas nao-nulas. Assim, A; é um autovalor de A e v_; é um autovetor

correspondente. Além disto, como B é invertivel, seus vetores coluna sao linearmente

independentes.
Reciprocamente, suponha que A1, Ao, ..., A\, sao n autovalores de A e que os au-
tovetores correspondentes 11_1), v_2>, e U, sdo linearmente independentes. Seja B a ma-

triz cuja j-ésima coluna é U}, decorre que B ¢ invertivel. De AF} = )\jv_j> obtemos
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A 0 0

0 X ... 0 ' .
D=1 . |, o que acarreta que A ¢é diagonalizavel.

0 0 An

Exemplo 2.6.1. Determinaremos uma matriz ortogonal P que diagonaliza a matriz

7 =2 0
stmétrica A=1—-2 6 —2
0 -2 5

Iremos proceder da sequinte forma:

1. Calcularemos os autovalores do sistema:

A equacao caracteristica da matriz A € o determinante:

det(Mz —A)=0=pA\)=(6-N)A=3)(A—=9)=0

As raizes desse polinomio sao A =3, A =6 e A = 9 que sao os autovalores da matriz
A.

2. Em sequida, calculamos os autovetores do sistema;

Para A =3 = (z,2x,2x), x € R, x # 0. Um autovetor associado é: v; = (1,2,2).

122
Normalizando o vetor vy, temos, u; = (g, 3 §>

,%x, —z), * € R, x # 0. Um autovetor associado é: vy =

21 2
(1, %, —1). Normalizando o vetor vy, temos, uy = (5’ 3 —§>

Para A = 6 = (z

Para A = 9 = (x, —x,%x), x € R, x # 0. Um autovetor associado é: vy =

2 21
(1, -1, %) Normalizando o vetor vs, temos, ug = (é, 3 5)

3. Portanto, a matriz P, cujas colunas sao os autovetores unitdrios uy, us € uz, asso-

ciados aos autovalores A\, Ay e A3 € ortogonal;

WIN W W=

I Wl wiN

SN

Wl | wWINo
Wl
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4. A matriz P, é a matriz diagonalizadora, ou seja, P~*AP = B, onde B =

o O W

0 0
6 0
09

Teorema 2.6.2. Uma matriz A € diagonalizdvel se todas as raizes de seu polinomio
caracteristico forem reais e distintas.

Exemplo 2.6.2. Determinemos uma matriz ortogonal P que diagonaliza a matriz T, com
1 -1

—4 1|

1. Calculando os autovalores do sistema:

T —

A equacao caracteristica da matriz A é o determinante: det(Ay— A) =0 = p(\) =
A=3)(A+1)=0

As raizes desse polinomio sao A = 3 e A = —1 que sao os autovalores da matriz A.

2. Calculando os autovetores do sistema;

Para Ay = 3 = (z,—2z), z € R, = # 0. Um autovetor associado é: v; = (1, —2).
1 =2

Normalizando o vetor v, temos, v, = | —=, —= |.

tomon = (5 )

Para \y = =1 = (2,2z), z € R, = # 0. Um autovetor associado é:vy = (1,2).
: 1 2

Normalizando o vetor vy, temos, uy, = <—, >

V5

NG

3. Portanto, a matriz P, cujas colunas sao os autovetores unitarios u; e uq, associados

aos autovalores A\; e Ay é ortogonal;

h
Sl -
Sl -

3 0
4. A matriz P, é a matriz diagonalizadora, ou seja, P~'TP = B, onde B = (0 1) .

Exemplo 2.6.3. Queremos determinar, se possivel, uma matriz ortogonal P que diago-
1 -2

naliza a matriz G, com G = [2 .
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A equacao caracteristica da matriz G é dada por:

A—1 2

Pa(X) = 9 a1

= Pa(\) = (A—1)2 +2.

Fazendo Pg(A) = 0 = (A — 1) + 2 = 0, verificamos que (A — 1) +2 = 0 nao
possui autovalores reais. Desta forma, nao existe matriz ortogonal P que diagonalize a

matriz G.

Observacgao 2.6.1. Ezistem matrizes com autovalores repetidos e que sao diagonalizdveis.

=

0 1
Exemplo 2.6.4. Diagonalizaremos a matriz A= | 1 1|, para mostrar que matrizes
1 0

com autovalores repetidos podem ser diagonalizdveis.

No primeiro momento, determinaremos o polinomio caracteristico de A, logo:

A -1 -1
PN =|-1 X —1|=—-2)A+1)%
-1 -1 A
Dai, os autovalores sao \; = 2, que tem multiplicidade 1 e Ay = —1, que tem

multiplicidade 2.

e Para \, =2=11 = (1,1,1)

e Para \y = —1= 0 = (—1,1,0) e 05 = (—1,0,1)

1 -1 -1
Assim, temos a matriz P= |1 1 0 | esua inversa P~! ¢ dada por P~ =
1 0 1

|‘ || !
WL WL »
wl‘ WIND ol
—
win wll Wl
—_

Portanto, para verificar se a matriz A é diagonalizavel, devemos calcular o produto
das matrizes P~ AP e observar que o resultado ¢ uma matriz diagonal, logo, P"*AP =
2 0 0
B=10 -1 0 |,oqueimplica que B ¢é diagonalizavel.

0 0 -1
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Teorema 2.6.3. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, se A for diagonalizavel, logo
seu polinomio caracteristico tem a forma Pa(A) = (A — A)(Aa — A) ... (A, — A), onde Ay,

A2, ..., A, sao todos os autovalores de A.

Poténcias de uma Matriz

Definigao 2.6.3. (HEFEZ, 2012) define as Poténcias de uma Matriz como seque: “Seja
A e M, com M o conjunto das matrizes quadradas de ordem n, se A diagonalizdvel e se
B = P7YAP ¢ uma matriz diagonal, entao B™ = P~*A™P < A™ = PBmP~1.”

2 =5

Exemplo 2.6.5. Iremos calcular A°, sendo A = . Verifiquemos que A ¢ diago-

nalizavel e encontraremos uma matriz B que diagonaliza A.

A—=2 5

Assim, det(AN] — A) =
0 A+3

=A=2)(A+3)=A=2e )= -3 que sio

0s autovalores de A.
e Para A = 2 encontramos v = (2,0), zeR ez #0.
e Para A = —3 encontramos vs = (x,xz),r € R ex #0.
e Tomando = = 1, entdo, v = (1,0) e 05 = (1,1).
1 1] . [2 0].
01 0 -3

10
1 1] [2 o 1 1] fr24 0
0 1llo =3| o 1| | o 59049|

2.7 Aplicacgoes de autovalores e autovetores em nosso

Dai, D = B™*AB, com B =

Logo, A = BD'YB~! = A0 =

cotidiano

Colares (2011) traz que Autovalores e Autovetores sdo conceitos importantes em
matematica, com aplicagoes praticas em &areas diversificadas como mecanica quantica,
processamento de imagens, analise de vibracoes, mecanica dos solidos, estatistica, na di-

agonalizacao de matrizes, na teoria dos operadores lineares diferenciais e integrais e nas
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vibracoes de asas de avioes.

Apresentaremos em seguida, duas aplicacoes de como os autovalores e autovetores

estao presentes em nosso cotidiano.

2.7.1 Uma perspectiva matematica de como funciona o Google

Anton e Rorres (2001) falam que os primeiros servigos de busca na internet fun-
cionavam verificando: Palavras-chave, Frases no titulo, Contetido das pédginas de docu-
mentos postados, hoje os servicos de busca usam algoritmos, que tém por base o método

das poténcias, que analisam as referéncias (os hyperlinks) entre os documentos.

Quando o Google foi lancado, ja havia um certo nimero de sites de busca, seu
diferencial foi a inovacao na forma de fazer a listagem dos sites encontrados, este método
de classificacao é chamado de algoritmo Page Rank, ele classifica as paginas baseando-se

unicamente na forma como as paginas sao vinculadas.

A classificacao das paginas é encontrada através do cdlculo do autovetor associado
ao maior autovalor da chamada matriz do Google, devido a estrutura desta matriz é
possivel garantir a existéncia de um autovalor dominante e de um autovetor associado
cujas entradas sao todas positivas.

Vamos supor que o conjunto de busca S contenha n sites, a matriz de adjacéncia

de S como a matriz A = [a;j] de tamanho n X n na qual:

e ap = 1 se o site i faz uma referéncia ao site j,
e ap = 0 se o site i nao faz uma referéncia ao site j,

e Vamos supor que nenhum site se refira a si mesmo, de modo que todos os elementos

na diagonal de A sao zero.

Exemplo 2.7.1. Aqui temos uma matriz de adjacéncia tipica para um conjunto de busca S

de cinco sites, as colunas sao os site referido e as linhas sao os sites que fazem referéncia.

Assim, o Facebook faz referéncia aos sites Globo.com , You Tube e Google, o site

Instagram faz referéncia ao site Google, e assim por diante.
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Tabela 2.1: Conjunto de busca

Facebook | Instagram | Globo.com | You Tube | Google
Facebook 0 0 1 1 1
Instagram 0 0 0 1
Globo.com 1 0 0 1 1
You Tube 1 0 1 0 0
Google 1 1 0 0 0

Um site pode desempenhar um destes papéis basicos no processo de busca: O site
pode ser um centro, o que significa que ele faz referéncia a muitos outros sites; ou uma
autoridade, o que significa que ele é referido por muitos outros sites. Um dado site tipica-
mente pode ter propriedades tanto de centro quanto de autoridade, por fazer referéncias

e por ser referido.

Em geral, se A for uma matriz de adjacéncia de n sites, entdao as somas das en-
tradas de coluna medirao o aspecto autoridade dos sites e as somas das entradas de linhas

medirao o aspecto centro dos sites.

Por exemplo, as somas das entradas de colunas da matriz no Facebook significa
que o site Facebook é referido pelos outros trés sites; analogamente, as somas das entra-
das de linhas da matriz do Facebook mostram que o Facebook faz referéncia a trés outros

sites, Globo.com ;, You Tube e ao Google.

Para determinar qual site tem maior influéncia, iremos proceder da seguinte

forma:

Seja a matriz do conjunto de busca, definida por A = , soma-

— = O O
o O O O

1
0
0
1

SO V) =

1
0
1
0

11000
remos os elementos de cada coluna e depois dividiremos cada elemento pela soma de sua

respectiva linha encontrando uma matriz de Markov A’.

Observacao 2.7.1. Matriz de Markov

E uma matriz quadrada que tem duas caracteristicas:
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1. Todas as entradas sao nao-negativas,

2. Todas as colunas tem soma de entradas igual a 1.

003 33
0000 3
Daf,A’:%()o%%
0300
5 1 00 0]

Seja U = (a,b,c,d,e) = (Facebook, Instagram, Globo.com,Y ouTube, Google),
temos que (Al — A’)7 = 0, porém, ¥ # 0, logo, det(My;—A") =0

N0
o x 0 0 -1
=|-3 0 X —3 —3|=0
-5 0 —3 X 0
-3 1 0 0 ]

3
Assim, o polindémio caracteristico tem equacio \> + —X> 4+ =\ 2 — —\ — — =
2 1

1
€ Suas ralzes sao Ap y A2 3, 3 27 4 37 5 3

Utilizando o valor de A = max |\;| = 1, teremos:

_ 1 1 17 ( c d e 0
1 0 —= — —=| T, @=57573
2 "2 3| |a 2 2 3
01 0 0 —=ii]p b—3=0
1 1 1 a d e
— 0 1 —= —= =0=4q —= - = — ==
3 > 3¢ gteg73=0
1 1 a c
-3 0 -3 1 0] == 4+d=0
Lo | Le a Z
-3 JH L ibte=
, 16 14
Dai ,a=6,b=1,c= 3 d = 3 e = 3. Escrevendo em ordem crescente

temos U = (a,c,d, e, b)=(Facebook, Globo.com, You Tube, Google, Instagram), logo o
Facebook tem o maior Page Rank entre os sites citados. O Google realiza este processo
com um numero muito maior de paginas, para oferecer ao seu usuario sempre os sites

mais adequados referentes as pesquisas realizadas.
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2.7.2 Reconhecimento das Conicas no R?

Steinmetz (2015) traz em seu trabalho que a defini¢do da palavra conicas vem do
grego Konikds (que tem forma de cone), essas curvas sao obtidas pela intersecao de um
plano secante com um cone de duas folhas. Essas figuras tiveram grande destaque ja no
século IV a.C - T a.C com Apolodnio.

Apolonio de Perga (262 a.C - 190 a.C), matemético grego, mostrou que as segoes
coOnicas eram obtidas a partir de um tnico cone. E é a partir disso que temos entao as

conhecidas curvas conicas, utilizadas em diversos campos da ciéncia e tecnologia atual.

~

Figura 2.1: Representacao das curvas conicas

Definicao 2.7.1. Uma funcdo quadrdtica de duas varidveis é uma funcio f : R? — R
definida por f(x,y) = Ax®> + Bay + Cy?> + Dz + Ey+ F, com A# 0, B# 0 ou C # 0,
$Go as conicas ou as conicas degeneradas. Se D = E = F =0, entao a fungao f(x,y) =
Az? + Bay + Cy? € chamada de funcio quadrdtica. Veremos que as curvas no plano
representadas por uma equacao do sequndo grau podem ser completamente classificadas.
Ou seja, dada uma equacao do sequndo grau, ela representa ou um circulo, ou uma elipse,
ou uma hipérbole, ou uma pardbola, ou um ponto, ou uma reta, ou um par de retas, ou o

conjunto vazio. Nao hd outras possibilidades.

2.7.3 Formas Quadraticas

Definigao 2.7.2. Delgado, Frensel e Crissaff (2013) definem as formas quadrdticas como
seque: “ Seja f : R? = R tal que f(z,y) = Ax?+ Bxy + Cy? é uma forma quadrdtica, logo

A B

a matriz de f € a matriz quadrada de ordem 2 tal que M = B 2 17
— C
2

Seja OXY o sistema de eizos ortogonais obtidos girando os eizos OX e OY de
um dangulo 6 no sentido positivo, logo nas coordenadas X e Y deste sistema de eizos, a

forma quadrdtica é dada por f(Z,y) = MZ*+ Xy, com Ay e Ay autovalores da matriz M.
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Teorema 2.7.1. Delgado, Frensel e Crissaff (2013) definem: “Seja M = uma

ECT VIS
Q v

matriz simétrica de ordem 2.

1. As raizes \1 e Ny do polinomio caracteristico de M sao reais. Isto €, a matriz M tem
dois autovalores A1 e o, que terao multiplicidade um, se Ay # Ao e multiplicidade

dois, se A\ = Ag.

2. Existe um par de autovetores 271) e v_2> ortonormais associados aos autovalores Ay e

Ao, respectivamente”.

Demonstracao:

A—A — B2 B2
1. Seja Pu(\) =| g :(A—A)()\—C)——:AQ—(A+O)/\+AC—I
2

BQ
Como Py(A\) =0, logo A = (A+C)? —4(AC — T) = (A—C)?* 4 B?, assim tem-se

que o valor A > 0 e suas raizes A\; e \y sdo reais.
2.S5¢e A =0entdo A = C e B =0, logo A ¢ a unica raiz de Py(\) = 0. Assim

A0 1 0
M_<O )\)eparaA—ltemosqueM—(o 1),0nde17f—(1,0)evj—(0,1)

de forma que v{ e v_2> sao autovetores ortornormais relativos a \.

Se A > 0, a equagao Py(A\) = 0 tem duas raizes reais e distintas A; e Ag. Sejam v_1>
e v_g vetores nao nulos, tais que: ]\/[1)_1> = )\v_1> e Mv_% = )xv_g, logo, tem-se que v_f e

v_2> sao autovetores associados a A\; € A\g. Além disso v_f e v_g sao ortogonais.

Exemplo 2.7.2. Identificaremos a curva f(x,y) = 42* + 24zy — 3y®. Para isso, iremos

proceder da sequinte maneira:

4 12
Seja A = (12 3) a matriz da forma quadrdtica, que tem equacdo carac-

A—4 —12

teristica dada por Ps(\) =
—12 A+3

= A=—4)(A+3)—144 =0, logo \y = 13 ¢

)\2 - —12

Assim f(z,7y) = 13z* — 12y2. Portanto, se:
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1322 — 129% = 1, a equacdo representa uma hipérbole;

o 1322 — 12y% > 1, a equacdo representa uma hipérbole;
e 1372 — 12y% < 1, a equacao representa uma hipérbole;
o 1322 — 129> = 0, a equacdo representa um par de retas.

2.7.4 Equacao geral do 2° grau em R?
Definicao 2.7.3. Seja a equacdo geral do 2° grau nas varidveis x e y dada por Ax* +

By + Cy?> + Dx + Ey + F = 0, logo a matriz dela é a matriz quadrada de ordem 2 tal

que M = B

2
5 C

Seja OXY o sistema de eizos ortogonais obtidos girando os eizos OX e OY de
um angulo 0 no sentido positivo. Assim, nas coordenadas X e Y deste sistema de eizos a
forma quadrdtica é dada por f(Z,9) = MZ*>+\y*+Dx+Ey+F, com A\ e Ay autovalores
da matriz M e com D = (D, E),v}), E = (D, E),v3), onde v e v sdo os autovetores
de A associados a Ny e Ay ¢ F = F.

Definicao 2.7.4. A equacdo Mz + \oij? + Dz + Ey + F = 0 representa:
o Uma elipse ou uma elipse degenerada caso: A\jAy > 0;
e Uma hipérbole ou uma hipérboe degenerada caso: A\iAg < 0;
e Uma pardbola ou uma pardbola degenerada caso: My =0 (A # 0 ou Ay # 0).

Exemplo 2.7.3. Determinemos a equacao reduzida e o género da cénica x*+ 2xy + y? —

8r +4 = 0. Para tal, iremos proceder da sequinte maneira;, no primeiro momento iremos

11
calcular os autovalores relacionados com a matriz A, sendo A = ( 1) que é a matriz de

A—-1 -1
-1 A-1

[ Logo, para determinar os autovalores de A calculamos det(Aly — A) =

A=1DA=1)—1=0=XA\=2¢e X =0

Como, MAs =2 x 0 =0, entdo a conica € uma pardbola ou uma pardbola dege-

nereda.

Dando prossequimento, vamos determinar a equacao reduzida sequindo os sequin-

tes passos:
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1. Determinaremos os autovetores v_f e U_2>

11 T T N
Para \y = 2 temos; - =2 = ¢ = —y, logo, vi = (—y,y) com
Yy Yy

y € R* . Para y = 1 temos v; = (—1,1) e normalizando v = (_—, )

—_

i

-1 -1
sabendo-se que v_2> ¢ ortogonal a v_1> entao, 'U_g = (— —) )

V2 V2

2. Para determinar D, iremos calcular o produto interno de

() 4 () o ()

3. Para determinar E, iremos calcular o produto interno de

4. F=F=4

5. Logo, a equacao reduzida € dada por:
2x2+0y2+4\/§x+4\/§y+4:0@2x2+4\/§x+4\/§y+4:0.

Exemplo 2.7.4. Determinaremos a equagdo reduzida e o género da conica 3x* — 2zy +
3y? — 2z — 10y — 1 = 0. Para tal, iremos proceder da sequinte maneira; mno primeiro

momento iremos calcular os autovalores relacionados com a matriz A, sendo a matriz
3 -1

a dada por A =
pra= (2

> que € a matriz de f. Logo, para determinar os autovalores

de A calculamos det(A;— A) = =A=3)(A=3)—1=0=> XA =4deX=2

A—3 1
1 A—3

Como, MAs =4 x 2 =8> 0 entao a conica é uma elipse ou uma elipse degene-

reda.

Vamos determinar a equacgao reduzida sequindo os sequintes passos:

1. Determinaremos os autovetores v_f e v_2>

3 -1
Para A1 = 4 temos; S = z = —y, logo, V] = (x,—x)
-1 3 Y Y

1 -1
com x € R*. Para x = 1 temos 77 = (1,—1) e normalizando v = (— —),

V2 V2

1 1
sabendo-se que v_2> ¢ ortogonal a v_1> entao, v_g = (— —) )

V2 V2

2. Para determinar D, iremos calcular o produto interno de

(D, E), 1) = (=2, —10) (\f \[> —2 % (%) + (—10) x (7%) =42
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3. Para determinar E, iremos calcular o produto interno de

(D, E),73) = (-2, —10) (%%) = -2 x (%) + (—10) x (%) =42
4. F=F=-1

5. Logo, a equacdo reduzida é dada por 4z* + 2y? + 4v/2x + 42y — 1 = 0.

Tendo em vista que a leitura desse trabalho até o presente momento propicia
o conhecimento dos leitores sobre diagonalizacao de matrizes, apesentar-se-a no préximo
capitulo grande parte das funcionalidades do Winmat com o intuito de facilitar o trabalho

ao se diagonalizar uma matriz.



Capitulo 3
Software Winmat

Neste capitulo abordar-se o software Winmat, de modo a apresentar grande parte
das suas funcionalidades. Daremos atencao especial as operagoes com matrizes, a re-
solucao de sistemas lineares, ao cdlculo de autovalores e autovetores e por fim a diagona-

lizacao de matrizes.

Wiens(2007) mostra em seu trabalho que a informética na educagao, no final
do século 20 e inicio do século 21, enfatiza que o educador, de um dado componente
curricular, conhega os potenciais educacionais do computador e seja capaz de alternar,
adequadamente, atividades nao informatizadas de ensino e aprendizagem e atividades que

usam o computador.

A atividade de Matematica que envolve o uso do computador pode ser feita tanto
para continuar transmitindo a informacao para o estudante, quanto para criar condigoes
para o estudante construir seu conhecimento nos diversos ambientes de aprendizagem que
incorporem o uso do computador. Por isso, o preparo do professor nao pode se restrin-
gir a passagem de informacoes aos estudantes, mas deve oferecer condicoes para que ele
construa conhecimento sobre técnicas computacionais e entenda como integrar o compu-
tador em sua pratica pedagdgica. A comunicacao nas relagoes sociais e de aprendizagem
¢ essencial para o desenvolvimento do conhecimento humano nos dias atuais, e os re-
cursos tecnolégicos, possibilitam esse amadurecimento e essa efetivagao. Com o Winmat
sera possivel desenvolver um conhecimento maior a cerca de matrizes, determinantes,

polindmio caracteristico, autovalores e autovetores de uma matriz quadrada.

48
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3.1 Winmat

Definicao 3.1.1. Winmat é um software matemdtico livre que permite construir ma-
trizes e operar com elas. E possivel trabalhar com niumeros inteiros, reais e comple-
zos. O programa determina, entre outras coisas, a matriz inversa, transposta, deter-
minante, traco da matriz e encontra inclusive o polinomio caracteristico da matriz e
os autovalores da matriz. O software Winmat estd disponivel para download no site
<http: //www.mat.ufrgs.br/edumatec/softwares/soft_algebra.php> com uma versao em por-

tugues.

3.1.1 Descricao do software

O Winmat é um software livre que tem por finalidade a facilitacao do trabalho

realizado por estudantes e professores na realizacao das tarefas que envolvem as matrizes.

Criando matrizes: Passo a passo

1. Para criar uma matriz acione na barra de menu Matriz e Nova (Ctrl+N).

+1 winmat [real]

Matriz | Calc  Ver Ajuda

Mova ... Ctrl+M
Abrir ... Ctrl+0Q
Colar Ctrl+V

Modo >

Rotagdo 20 ..
Rotagdo 30 ...
Befletir | Projetar ...

Formula ...
Copiar coluna ..
Fundo branco

Ajuda

Sair
[ ———————————————————

Figura 3.1: Criando matrizes

2. Depois disso, abre-se uma janela onde escolhe-se a ordem e o tipo da matriz (nula,

aleatéria, diagonal, linhas de probabilidade ou colunas de probabilidade).
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1 N
qrriat B3
ol L =

Matriz Calc Ver Ajuda

nowva matriz [real]

tarmanho H— s 13 home JM _v_]

o ZEM0E

" aleatério 0.0 para 1.0

" walor diagonal 11.D
" linhas de probabilidades

" colunas de probabilidades

crar fechar

Figura 3.2: Nova matriz

3. Ao clicar no botao criar, a matriz ir4 aparecer e se for necessario alterar todos os
elementos a;; da matriz basta clicar com o botao direito do mouse para fazer a
alteracao e finaliza com enter e se for preciso modificar apenas um elemento clica-se

com o botao esquerdo em cima do elemento e finaliza com enter.

1 nmat
1

Matriz  Cale  Wer Ajuda

nova matriz [real] M
tamanho}S ® |3 harne JM v! Arquive Editar Misc  Fechar
 zeros
" aleatdrio 10.0 para ]1.0 it
 valor diagonal |1.0
" linhas de probabilidades 3
' colunaz de probabiidades

criar fechar

3k 2 =

h

Figura 3.3: Matriz M

4. Na parte superior da janela nova matriz aparece o termo nova matriz[real]. Isto
é, todos os elementos da matriz sao nimeros reais. E possivel trabalhar com os

nimeros inteiros e complexos também.

3.1.2 Comandos da barra de menu do Winmat

Matriz

1. Nova: Serve para inserir uma nova matriz;
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2. Abrir: Utilizado para usar uma matriz salva anteriormente,

3. Colar: Pode-se extrair uma tabela de um texto e coloca-la no winmat;
4. Modo: Escolha do tipo de elementos da matriz (R, Q, C);

5. Rotacao 2D: Matriz de rotacao do plano;

6. Rotacao 3D: Matriz de rotacao do espaco;

7. Refletir /Projetar: Matriz para reflexdo e projecao;

8. Fundo branco: A cor do fundo da matriz sera branco;

9. Ajuda: Explica como funciona o Winmat;

10. Sair: Saida do software.

+1 winmat [real]

Matriz Calc Ver Ajuda

Mova ... Ctrl+M
Abrir ... Ctrl+0
Colar Ctrl+V

Modao »

Rotagdc 20 ...
Rotagdc 30 ...
Refletir | Projetar ...

Farmula ...
Copiar coluna ...
Fundeo branco
Ajuda

Sair

Figura 3.4: Barra de menu: Matriz

Calc

1. Uma matriz: Traz informacoes sobre a matriz criada, isto é:

(posto, trago, determinante, polinémio caracteristico e seus autovalores);

2. Calcular: Traz as operacoes com as matrizes:



Soma: A+ B;

Subtracao: A — B,

Multiplicagao: A x B;

Inversa: AV ou 1/4;

e Transposta: A’
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3. Resolver: Utilizado para resolver sistemas de equacgoes lineares na forma matricial

AX = B. Seré de grande valia para determinar os autovetores da matriz A;

4. Prog Linear: Serve para maximizar ou minimizar func¢oes lineares definidas em

regioes convexas, descritas por desigualdades lineares;

5. Forma escalonada: Escalona a matriz e mostra o passo a passo;

6. Operacgoes nas linhas: Utilizado para realizar operagoes elementares nas linhas e

colunas.

+1 winmat [real]

Matriz = Cale Ver Ajuda
Urma matriz
Calcular ...

Resolver ...

Prog Linear ...

Forma Escalonada ...

Operagdes nas linhas ...

Ajuda

Figura 3.5: Barra de menu: Calc

Ver:

Ctrl+C
Ctrl+5
Ctrl+L

Ctrl+E

e Para voltar a visualizar a matriz depois de ter fechado, clique em ver e em seguida

digite o nome da matriz.
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«1 winmat [real]

Matriz  Calc  Wer Ajuda
]

Figura 3.6: Barra de menu: Ver

Ajuda:

e Serve para tirar as dividas sobre o software Winmat.

T winmat [real]

Matriz  Calc  Mer  Ajuda
Ajuda
Sobre ...

Figura 3.7: Barra de menu: Ajuda

3.1.3 Comandos da barra de menu da matriz.
Arquivo:
Serve para salvar a matriz nos modos:
e Como matriz (salvar ou salvar como)
e Como texto (Texto externo)

e Ou em modo .tex (TeXto matriz)

ot winmat [real]

Matriz Cale Ver Ajuda

M

Arquive  Editar Misc Fechar
Salvar Ctrl+5

Salvar Como ... Ctrl+Shift+5 ey
Texto externo ... -8
TeXto matriz ... oy
Ajuda

il 2 3

Figura 3.8: Barra de menu da matriz: Arquivo
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e Desfazer (Crtl+Z): Desfaz as tltimas operagoes;

Misc

Dimensoes: Altera as dimensoes da matriz;

Formato: Define a quantidade de decimais que os elementos terao;

Remover: Retira linhas ou colunas;

Inserir: Insere linhas ou colunas;

o4

Col por col autoavanco: Para entrar com os elementos por colunas, caso contrario,

a entrada serd realizada por linhas.

(]
wl

I

Arquivo

Matriz Calc Ver Ajuda

Editar Misc  Fechar
Desfazer ...
Dimensoes ...

Formato ...

Bemover
In=erir

Trocar
~  Col por cel autoavango
Mowver

Ajuda

Ctrl+Z

Figura 3.9: Barra de menu da matriz: Editar

e Fonte: Escolhe-se o tipo de fonte;

Cor de fundo: Altera a cor do fundo da matriz;

Cor de bordo: Altera a cor dos indices do bordo;

Notas (Crtl4Shift+N): Serve para digitar notas suplementares sobre uma dada

matriz;

Hifem do menos: Serve para aumentar o tamanho do sinal de menos.



Matriz  Calc  Ver Ajuda
M
Arquivo  Editar  Misc = Fechar
Fonte ...
1 Cor de fundo ...
Cor de bordo ...
Notas ... Ctrl+Shift+N

Hifen do menos ...

Ajuda

Figura 3.10: Barra de menu da matriz: Misc

Fechar:

e Fechar: Serve para a janela da matriz sumir da tela.
Matriz  Calc  Mer Ajuda
M

Arquive Editar  Misc  Fechar

1 1 =T
2 —8
3 3 =]
1 2 3

Figura 3.11: Barra de menu da matriz: Fechar

3.2 Exemplos da utilizacao do Winmat

3.2.1 Operacoes com matrizes

2 4 5 3
Exemplo 3.2.1. Sejam as matrizes A= |0 3 0| eB=1]2
1 -2 4 1

Determinemos:

a) 2A+3B b) 5A-B ¢) AB d)A~! e)BT

2
4
3

1
3
2

25
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No primeiro momento criaremos as matrizes A e B, acionando os comandos

Matriz, Nova, Criar, em sequida inserimos os elementos das matrizes A e B. Logo:

ot winmat [real] 1
Matriz Calc Ver Ajuda Matriz Calc Ver Ajuda

A B

winmat [real]

Arquivo  Editar  Misc  Fechar Arquive  Editar  Misc  Fechar

3 2

2 2
ik 2
ik 2 3

Figura 3.12: Matrizes A e B

Em sequida para realizar essas operagoes, entra-se no comando Cale e em sequida

Calcular (Ctrl+c), assim resolvendo as proposi¢oes, temos:

o) winmat [real]

Matriz Calc Ver Ajuda

o winmat [real]
Matriz  Calc  Ver Ajuda
calcular :
Arquive Editar Misc  Fechar
20+ 3B
hiormear resultado II: vl
criar | fechar |
a)
Figura 3.13: 2A+43B=C
‘;'i' winmat [rEal] 1 winmat [real]

Matriz  Calc  Ver Ajuda
D

Matriz  Calc Ver Ajuda

calcular Arquive  Editar  Misc  Fechar
= ) 18 24
5 B
A =4 11 =3

nomear resultado I 3] - I 3 4 —13 18
fechar | 4 s 5

b)

Figura 3.14: 5A-B=D



A2, inrmiat [reall
al INMmart |rea

_;I vinmat [real Matriz  Calc  Mer Ajuda

Matriz Calc Ver Ajuda ‘

Arquive Editar  Misc  Fechar
calcular
1 LG 45 24
4B 12
hiomear resultadao = 3 3 14 3
Criar fechar I . 5 3
c)
Figura 3.15: AB=E, multiplicacao de matrizes
-!-l winmat :E*": Matriz  Cale Ver Ajuda
) : L. G
Matriz Cale Ver Ajuda
Arquive Editar Misc Fechar
o o] At - 2 =L
|&71) 0.0 0.3 0.0
3 ) 0.9 (0
nomear resultada IG vI
criar | fechar | i 2 3
d)
Figura 3.16: A~! = G, matriz inversa de A
1 . . -
o1 winmat [real]

Matriz Calc Wer Ajuda

Arquive Editar Misc  Fechar
i = 2
B' 4 5
3 1 3
niomear resultado I K - I
criar | fechar I 1 2 3
e)

Figura 3.17: B’ = K, matriz transposta de B

3.2.2 Resolucao de sistemas lineares AX = (C

Para resolver um sistema precisamos entrar com a matriz dos coeficientes a qual

chamaremos de A, e com a matriz dos termos independentes a qual chamaremos de C
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e para encontrar as solugoes, acione Calc e Resolver (Ctrl+S). No lugar de M deve-se
colocar A, matriz dos coeficientes e no lugar de B, deve-se colocar C, matriz dos termos

a1 + apy = ¢

. . . ap; a2 .
independentes. Logo seja o sistema , temos , matriz dos
21T + Q22Y = C a1 A2
. C1 . .
coeficientes, C' = , matriz dos termos independentes.
C2

rT+2y+32=2

Exemplo 3.2.2. Resolveremos o sistema § 2z —y + 2z = —1

—2r—3y+3z2=-11
Primeiro

entra-se com a matriz dos coeficientes U e com a matriz dos termos
independentes 'V,

o 1o
o1 ol

Matriz  Calc  Ver Ajuda Matriz  Calc  Ver Ajuda
U v
Arquivo  Editar Misc  Fechar Arquive Editar Misc Fechar
it ik 2 ik 2
2 =3k 2 =ik
-2 == 3 =ik
ik 2 = ik

Figura 3.18: Matriz dos coeficientes e Matriz dos termos independentes

Logo apds, acione Calc e Resolver(Ctri+S), onde deve-se substituir M por U,

B por Ve X por X. Por fim o Winmat nos dd a matriz X que € a solugao do sistema linear.

1o
1

Matriz  Cale Ver Ajuda Matriz_Lale Ve Ajuda
X
M*X =B
Arquivo  Editar Misc  Fechar
C b " zeros
= X o ik 2}
- ’—_l
. W - 3 2
5 =i
He= - nicleo = |[HNE -~
rezalver | fechar | 1

Figura 3.19: Comando Calc+Resolver e Solucao do sistema
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3.2.3 Autovalores e Autovetores de uma matriz

1 -2 8
Ao iniciar com uma matriz quadrada A = | 0 —1 0 [, acionando Calc, Uma
0 0 -1

matriz e A na barra de menu do Winmat, abre-se uma janela com as informacoes:

[
ol

Matriz Calc Ver Ajuda

Arquive  Editar  Ajuda  Fechar

posto: 3

traco: -1

determinante: 1
polinémio caracteristico

gran coeficiente

C |
o
1o
O -1
raizes
1

-1 (multiplicidade 2)

Figura 3.20: Informagoes da Matriz A

O que significa que o polindémio caracteristico de A é dado por P4(\) = A3+ % —
A — 1 e que suas raizes sdo iguais a 1 e -1 (que tem multiplicidade 2), que sao justamente

os autovalores de A.

Para encontrar os autovetores associados a um autovalor A, é necessario encontrar

as solucoes do sistema (Al — A)7 = 0, onde I é a matriz identidade de ordem 3.
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Para )\ = 1, iremos proceder da seguinte forma:

e Precisamos da matriz identidade de ordem 3. Para isso, acione Matriz, Nova e
escolha a op¢ao valor diagonal com valor 1, para obter a matriz identidade de

ordem 3 designada, digamos por I e em seguida multiplicamos A\ = 11 = I;

:1 winmat [real]

Matriz Calc Ver Ajuda

nowva matriz [real] g
+1 winmat [real]

Matriz  Calc  Wer Ajuda
tamanhDIS normne II vI

i Zel0s Arquivo Editar  Misc  Fechar
" aleatdrio ID.EI para I'I.EI

¢ yalor diagonal |1.EI
i linhaz de probabilidades
" colunas de probabilidades

criar | fechar 1 3 3

Figura 3.21: Criando a matriz identidade de ordem 3

e Acione Calc e Calcular, na barra de menu do winmat e defina a matriz C' = \[ — A
(isto é, C =1 — A, pois A\ =1).

! winmat [real]

1 i d )

ik wmmat[reaf] Matriz Calc  Ver Ajuda
C

Matriz Calc Ver Ajuda

'
o

Arquivo  Editar  Misc  Fechar

calcular

11-4
namear resultado I B - I

criar | fechar |

Figura 3.22: 11 — A
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e Acione Calc e Resolver fazendo M = (|, X = X, B=zeros, ntcleo=K, assim
obtem-se o vetor ¥ = (x,0,0), com x € R*, onde o é autovetor associado ao auto-

valor A = 1. No exemplo, tomemos x = 1, logo v = (1,0,0).

«1 winmat [real]

Matriz Cale Mer Ajuda h

Matriz  Cale  Ver Ajuda
K

Arquive  Editar Misc Fechar

¢ zeros
M= |C v| B =
f'“|h-f - il
2
H St |K -

®= miclen =

resalver | fechar | 1

Figura 3.23: Determinacao do autovetor

Para A = —1, iremos proceder da mesma forma:

1. Precisamos da matriz identidade de ordem 3. Para isso, acione Matriz, Nova e
escolha a opgao valor diagonal com valor 1, para obter a matriz identidade de

ordem 3 designada, digamos por I e em seguida multiplicamos A\l = —11 = —1I;

1o
ol

Matriz Calc Wer Ajuda ot

Matriz  Calc  Wer Ajuda

tamanho |3_ nome || -

Arquivo Editar Misc Fechar

" zeros

" aleatdrio [0.0 para |1.0 1 -1 0

* walor diagonal |'I.D 2 0 -1 0
(" linhaz de probabilidades 3 0 0 =i
(" colunas de probabilidades

criar | fechar 1 2 3

Figura 3.24: Criando a matriz identidade de ordem 3
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2. Acione Calc e Calcular, na barra de menu do winmat e defina a matriz D = \[— A
(isto é, D =—1 — A, pois A = —1).

1o
al ]

e Matriz  Calc  Ver Ajuda
ol

at [real] L
Matriz EE”E EEI. é.jl_llilﬂ Arquivo  Editar Misc Fechar
1 -2 2 -8
- 2 0 0 0
0
nomear resultado |D -r|
criar | fechar | 1 2 3

Figura 3.25: D=—-1—-A

3. Acione Calc e Resolver fazendo M = D , X = X, B=zeros, nucleo=L, o resutado
serd uma matriz L com duas colunas, assim obtem-se o vetor @ = (y,y,0) e 7=
(—=42,0,z), com y, z € R* que sdo dois autovetores linearmente independentes
associados ao autovalor A = —1. No exemplo, tomemos y = z = 1, logo W = (1,1,0)

e ¥ =(—4,0,1).

o1 winmat [real]

Matriz Calc Ver Ajuda

£ Matriz Calc Ver Ajuda

L
Arquivo  Editar Misc  Fechar

¢ zeros
M = |D - B =
i | v|

2 1 0
¥ = |>=;' - niclea = |L v| 3 0 il

rezalver | fechar |

[
[
|
s

Figura 3.26: Determinacao dos autovetores
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3.2.4 Diagonalizacao de matrizes

Exemplo 3.2.3. Determinaremos uma matriz ortogonal B que diagonaliza a matriz

1 -2 8
A=10 -1 0
0 0 -1

No Winmat entra-se em Matriz, Nova, Criar, inserimos os elementos da matriz

depois vamos em Calc, Uma matriz e encontramos os autovalores da matriz.

Matriz  Calc  Ver Ajuda

Arquivo  Editar Ajuda Fechar
bostoﬁ

trago: -1
determinante: 1

Matriz  Calc Ver Ajuda polindmio caracteristico

A grau coeficiente
Arquive Editar  Misc  Fechar 3 i
1- -1
1 o) 0 -1
2 -1 0 raizes
o = —]l (multiplicidade 2)
il 2 5

Figura 3.27: Matriz A e seus autovalores

Como os autovalores sao reais, logo a matriz é diagonalizével.
. —
Temos ¥ = (1,0,0) autovetor associado a A =1e 0 = (1,1,0) e ¢ = (—4,0,1)
autovetores LI associados ao autovalor A = —1. Normalizando os autovetores associados

aos autovalores A, temos:
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Assim a matriz B, cujas colunas sao os autovetores unitarios u_>1, us e uj 6 dada

por:
o1 winmat [real]
Matriz  Calc  Yer Ajuda
B
Arquivo  Editar  Misc  Fechar
1.00 0.71 -0.97
0.00 0.71 0.00
0.00 0.00 0.24
gt 2 3
Figura 3.28: Matriz que diagonaliza
A inversa de B serd calculada da seguinte maneira:
o winmat [real]
_!,T winmat [rea” Matriz  Cale  Ver Ajuda

Matriz  Calc Ver Ajuda i

Arquive  Editar  Misc  Fechar

calcular

1)

riormear resultado I C - I
fechar |

Figura 3.29: Matriz inversa de B

E para finalizar, D = B~'AB, com B~! = C.

3.2.5 Reconhecimento das conicas

Exemplo 3.2.4. Determinaremos o lugar geométrico que é definida pela equacdio 16x* —

24y + 9y? — 152 — 20y + 50 = 0.
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! o at
al
Matriz  Calc Ver Ajuda

Matriz Calc Ver Ajuda -

Arquive  Editar Misc  Fechar

1 1 0 0
Cab
2 0 =i 0
nomear resultada (D - 3 0 0 —i
criar | fechar | 1 5 3

Figura 3.30: Matriz diagonalizada
Utilizando o teorema espectral e escrevendo a equacao 162 — 24zy + 9y? — 15z —
20y + 50 = 0 no seu formato matricial, temos:

oy 12 192 z - [15 20| ‘;: + [50] = [o]

16 12
Chamemos de A a matriz e com o auxilio do Winmat iremos calcular
0OS Seus autovalores.
Matriz Q‘a\c. Ver Ajuda
ot at [re Arquivo Editar Ajuda Fechar
Matriz  Calc Ver Ajuda posto: 1
trago: 25
Arquive Editar Misc  Fechar determinante: 0

polindmio caracteristico

1 16 12 grau coeficiente

2z L

12 9 1= -25
0 0
raizes
0
25

1 2

Figura 3.31: Célculo dos autovalores da matriz A

Assim a matriz A tem o polindmio caracteristico dado por Pa(\) = A\? — 25) e

seus autovalores sao A\; = 25 e Ay = 0.

Para encontrar os autovetores associados a um autovalor A, é necessario encontrar
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as solucoes do sistema (AI — A)¥ = 0, onde I é a matriz identidade de ordem 2.

Para \ = 25, iremos proceder da seguinte forma:

e Precisamos da matriz identidade de ordem 2. Para isso, acione Matriz, Nova e
escolha a opc¢ao valor diagonal com valor 1, para obter a matriz identidade de

ordem 2 designada, digamos por I e em seguida multiplicamos A\l = 251

« winmat [real]

Matriz  Calc Ver Ajuda

+ winmat [real]

Matriz  Calc  Ver Ajuda

tamanho |2_ nome I | LI |

[ ZEIOE Arquive Editar Misc  Fechar

| nowva matriz [real]

" aleatério |0.0 para |1.0

" walor diagonal |1.EI
™ linhaz de probabilidades

" colunas de probabilidades

criar I fechar | 1 2

Figura 3.32: Criando a matriz identidade de ordem 2

e Acione Calc e Calcular, na barra de menu do winmat e defina a matriz C' = 25/ — A

1 : T
o1 winmat [real] anmat s
Matriz Calc Ver Ajuda

Matriz Calc Ver Ajuda i

Arquive  Editar  Misc  Fechar

calcular

2014,

namear rezultado I C - I

criar | fechar |

Figura 3.33: C' =251 — A

e Acione Calc e Resolver fazendo M = C, X = X, B=zeros, nucleo=K, assim

4
obtém-se o vetor v = (%,y), com y € R*, onde o é autovetor associado ao



b - + -
| 3 3

1
L]

Matriz Calc  Ver

Ajuda

M*X =B

¢ zemoz

{ |"\-" -
hilcleo = |K -

fechar |

mn
Matriz  Cale Ver Ajuda

K

Arquive Editar Misc  Fechar

Figura 3.34: Autovetor associado a A,

4
autovalor A = 25. No exemplo, tomemos y = 1, logo v = (§ 1).

(53)

Assim 8 = (vf,73) é uma base ortonormal de R? formada pelos autovetores

A matriz B =

[SHFRGIIN
|
[P 04w

Utilizaremos o Winmat para determinar a inversa de B, denotada por Q.

re
al

Matriz  Calc  Ver Ajuda

Arquive Editar Misc Fechar

-8 =015
2 0_ 6 0.8
1 2

. 4 3
Normalizando 171)7 temos U_1> = (—
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Y

, onde « é a base canonica de R?, diaginaliza A.

1o
|

Matriz Calc Ver Ajuda

Q

Arquive Editar Misc  Fechar

0.8 0.6
0] {5 0.8
A4 2

Figura 3.35: Matriz B e sua inversa a matriz QQ
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—) e sendo v_2> ortogonal a 21_1) entao v_g =

o e
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e Sendo A diagonalizavel, entao D = B~1AB.

[
L}

Matriz Calc Ver Ajuda

== Matriz  Calc  Mer Ajuda
calcular D
Arquive Editar Misc  Fechar
o
[E"-114B , 25 0
2 0 0
nomear resultado |D ~r|
criar i fechar |
.............................. 1 2

Figura 3.36: D = P~1AP

e Pelo processo de poténcias de matrizes, temos A = PDP?, com P~ = Pt

x
Segue que [:c y] PDP? - [15 20} + [50} = [0}
Y Y
O produto P? | ¢ a matriz das coordenadas de um vetor ¥ = (z,y) € R? em
Y
.,L,/
relacao a base 3, pois P! = L5 Vo = e
Y
2] x!
Logo, [x’ y’]D |- [15 20]P |t [50] = [0] &
K8 Y
25 0] [o] 420y
| 1= 20 |3 |||+ [s0] = o] &
|0 0] [¥] 5 50 W
- x/ x/
[2595' o | | - [24 7] |+ [50] - [o} & 2502 — 2a’ — Ty + 50 = 0, desta
- LY Y

forma elimina-se o termo misto zy da equagao.
e Agora basta completar quadrado para determinar o lugar geométrico.

Send . - & dad 12\* 7 +158 ) .
€Nndo asslim, a equacao € dada por r — — = — —_— ue e a equacao
) quag p o5 o5 ) o5 , 4 quag

12 —158) —158

% 25 e reta diretriz d : y = ———

de uma parabola de vértice V = ( o

No capitulo seguinte iremos apresentar uma sequéncia didatica a qual ird auxiliar

ao professor e ao estudante no processo de ensino-aprendizagem.



Capitulo 4
Sequéncia didatica

Neste topico do trabalho, serd apresentada uma sequéncia didatica a ser aplicada
em sala de aula. Como o objetivo desse estudo é introduzir o conteido de diagonalizacao
de matrizes no Ensino Médio, se faz necessario que tal insercao seja feita de modo signi-
ficativo para os estudantes.

Nesse sentido, mostrando a ineficacia de processos de ensino-aprendizagem sem
levar em consideracao questoes que despertem o interesse dos estudantes, Ausubel (2000),

elenca algumas praticas didaticas mal sucedidas, a saber:
1. Uso prematuro de técnicas verbais puras com alunos imaturos em termos cognitivos.

2. Apresentacao arbitraria de fatos nao relacionados sem quaisquer principios de orga-

nizacao ou de explicacao.

3. Nao integragao de novas tarefas de aprendizagem com materiais anteriormente apre-

sentados.

4. Utilizacao de procedimentos de avaliagao que avaliam somente a capacidade de se
reconhecerem fatos discretos, ou de se reproduzirem ideias pelas mesmas palavras

ou no contexto idéntico ao encontrado originalmente.

Nesse contexto, algumas consideracoes devem ser feitas antes de introduzir um
novo conhecimento para os estudantes. E é justamente através de uma sequéncia didatica
que leve em consideracao questoes cognitivas dos estudantes, que o contetido de diagona-
lizacao pode ser inserido no Ensino Médio.

A escolha por uma sequéncia didatica para a apresentacao do conteido de Dia-
gonalizacao de Matrizes se justifica na medida de que este instrumento pode, de modo,
l6gico, organizar o processo de ensino-aprendizagem potencializando os resultados. Isso
é reforcado quando Ausubel (1978, apud Moreira 2011) diz que “A organizacao sequen-

cial, como principio a ser observado na programacao do conteido para fins instrucionais,

69
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consiste em sequenciar os tépicos, ou unidades de estudo, de maneira tao coerente quanto
possivel com as relacoes de dependéncia naturalmente existentes na matéria de ensino.”.

Sendo assim, ¢ apresentada uma sequéncia didatica elaborada para estudan-
tes do 2° ano do ensino médio, pelo fato de se ter como pré-requisitos conceituais, al-
guns conteudos que normalmente sao visto nesta série do ensino médio. Dividimos esta
sequencia em duas etapas: a primeira que tera duracao de duas aulas e serd composta
pela apresentacao de todas as funcionalidades do software Winmat, e a segunda sera dis-
tribuida em quatro aulas, nas duas primeiras, abordaremos as operagoes com matrizes,
sendo elas a soma, a subtracao, a multiplicacao por escalar, a multiplicacao de matrizes,
a transposicao de matrizes, a inversao de matrizes e a resolucao de sistemas lineares. Nas
duas ultimas aulas sera abordado a diagonalizacao de matrizes, sendo que para tal, mos-
traremos como determinar os autovalores e autovetores de uma matriz com o auxilio do

Winmat .

4.0.1 Planejamento da Sequéncia de aulas

e Area: Matematica e suas aplicacoes.
e Disciplina: Matematica.

e Publico alvo: Turma do 2° ano do ensino médio.

Conteudos

e Matrizes;

Determinantes;

Sistemas lineares;

Autovalores e Autovetores;

e Polinomio caracteristico;

Diagonalizagao de matrizes.

Objetivo Geral:

e Diagonalizar matrizes com o auxilio do Winmat.
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Objetivo Especificos:

e Conhecer o software Winmat e as suas ferramentas;
e Dominar a montagem das matrizes no Winmat;

e Resolver problemas que envolvam operagoes com matrizes, determinantes e sistemas

lineares com o auxilio do Winmat;
e Compreender o mecanismo matematico nas operagoes com matrizes;

e (Calcular autovalores, autovetores e o polinomio caracteristico com o auxilio do Win-

mat;
e Desenvolver o raciocinio légico dedutivo, independente de formulas e equacoes;

e Promover a interagao dos alunos, através de agoes coletivas.

Duracao

e 6 aulas, duracao total 300 minutos.

Material utilizado

e Computadores;

Caderno;

Lapis, borracha e Caneta;

Quadro branco;

Marcador para quadro branco;

Lista de exercicio.

Estratégia/Cenario:
e 2 alunos por computador;
e Aula expositiva e participativa sobre o software;

e Aplicacao de uma lista de exercicio, que serd resolvida pelo aluno através do uso do
Winmat.
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Avaliagao

O aluno serd avaliado durante todo o processo da sequencia didatica e da resolucao

da lista de exercicios.

DESCRICAO DA SEQUENCIA DE AULAS

1* Etapa: 2 aulas

Esta primeira etapa sera realizada em duas aulas, onde abordaremos todas as
funcionalidades do software Winmat, comecando pelo site onde é possivel fazer o seu
download e em seguida apresentaremos todos os seus elementos pertencentes a barra de

menu, sao eles: Matriz, Calc, Ver e Ajuda e em seguida apresentaremos os elementos da

barra de menu da Matriz criada, sao eles: Arquivo, Editar, Misc e Fechar.

Aula 1 - Atividade 1.

e Counsiste em fazer o Download do software Winmat no site:

<http://www.mat.ufrgs.br/edumatec/softwares/soft_algebra.php>.

= (] 0 (DwwwE.ma‘t‘ufrgs‘br_'Eck:-n;te:_-';:-':-.-.a'e3,-'&:-':_a|geb’a._:-‘:)

A EDUNATEC

Educacdo Matemética e Tecnologia Informatica

PAGINA INICIAL
» MATERIAL
SOFTWARES

ATIVIDADES SOFTWARES
ARTIGOS [ 1 D] DE ALGEBRA
LINKS 01
AJUDA
» SOBRE O SITE * indice dos softwares desta pagina:

CREDITOS .

HISTORICO
' id
1

e se construa matrizes e opere com elas. Calcula a inversa, tensposta, determinante e encontrs inclusive o polinémio caracteristico da matriz.

wver interface do programa / ver site de origem / topo da pdgina

Figura 4.1: Site para fazer o download do Winmat

e Depois de instalado, os alunos deverao criar matrizes no software Winmat, alterando
a sua ordem, os seus elementos, a quantidade de casas decimais e mudando o nome

da matriz.
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winmat [real]

eEdln

[
LU |

Matriz Calc Ver Ajuda

nowva matriz [real]

tamanha IE_ & |3_ niome IM vl

0 ZETDE

aleatdria |0.0 para |1.0

valor diagonal I'I i

linhaz de probabiidades

e @ @ @

colunaz de probabilidades

criar I fechar

s at [re

dt [real]

()
1

Matriz Calc Ver Ajuda

M

Arquive  Editar Misc  Fechar

1 k- ) 4.0 AT
2.4 e 8.0

3 Shl) 6.0 =z}
1 2 3

Figura 4.2: Criando e operando com as matrizes

2* Etapa: 4 aulas

No primeiro momento (2 aulas) da segunda etapa, iremos realizar operagoes com

matrizes, sendo elas a soma, a subtracao, a multiplicacao por escalar, a multiplicagao de

matrizes, a transposicao de matrizes e a inversao de matrizes.

1# atividade.
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. . L =7 5 0 .
Para tal, utilizaremos as matrizes A = e B= e solicitare-
3 8 10 —6

mos aos alunos que determinem:

a) 5A+ 7B
b) —3B+ A
c) A3

d) 7TAB'

e) A7'B~!

Solugao:

1. Criagao das matrizes A e B no Winmat: Matriz+Nova+Criar

ey = F AT
LUl | " =

Matnz Calc Mer Ajuda

nowva matriz [real]

tarmatho |2 4 |2 nome |ﬂ -]

f* zemos

aleatdrnio |D.EI para |1 A

valor diagonal |1 il

inhas de probabilidades

8 8 @ 8

colunas de probabilidades

criar techar

..........................

Figura 4.3: Criacao das Matrizes A e B



&1 winmat [real]
Matriz Calc  Ver Ajuda
A
Arguive Editar  Misc  Fechar
1 =T
B8
ak 2
Figura 4.4: Matriz A
+1 winmat [real]

Matriz  Cale  Ver Ajuda

B

Arquivo

Editar Misc Fechar

Figura 4.5: Matriz B
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2. Apés criar as matrizes no Winmat, o estudante ird acessar na barra de menu do

Winmat em Calc + calcular para poder operar com as matrizes, assim teremos:

' winmat [real]

Matriz

Cale | Ver Ajuda

Uma matnz

Calcular ... Ctrl+C
Resolver ... Ctrl+5
Prog Linear ... Ctrl+L
Forma Escalonada ... Ctrl+E

Operagdes nas linhas ...

Ajuda

Figura 4.6: Calc+calcular
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Solucgoes:

a) Inserindo na janela calcular o comando 54+ 7B, obteremos a matriz C, dada por:

+1 winmat [real]

Matriz Calc Wer Ajuda

calcular C

Arquive Editar Misc  Fechar

54 +7 B

nomear resultado I C - I

Criar | fechar |

Figura 4.7: Matriz 5A + 7B

b) Ao inser na janela calcular o comando —3B+ A, obteremos a matriz D, dada por:

+1 winmat [real]

Matriz Cale Wer Ajuda

calcular ]
g Arquive  Editar Misc  Fechar
namear resulkado ID vI
1 -14 =7
criar | fechar | 2 o 26
1 2

Figura 4.8: Matriz —3B + A
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c) Ao inser na janela calcular o comando A2, o qual nos fornecerd o produto AxAx A,
obteremos a matriz D, dada por:

[
ol

winrmat [real]

Matriz Calc Ver Ajuda
calcular E
I Arquive  Editar  Misc  Fechar

nomear resultado I E - I

criar | fechar |

1 —209
2 156
1

—364
155

Figura 4.9: Matriz A3

d) Ao inser na janela calcular o comando 7TAB?, estaremos realizando trés operagoes,

sendo elas a multiplicagao de escalar por matriz, 7A, a transposi¢ao da matriz

B, B!, e a multiplicacao de matrizes, TAB®. Desta forma, obteremos a matriz

F, dada por:
o' winmat [real]
Matriz Calc Ver Ajuda
calcular F
T4E Arquive  Editar  Misc  Fechar
niomear resultado IF vl
ik 35 HiEd
criar | fechar | 105 ~126
ik 2

e) Para finalizar essa atividade, iremos solicitar aos estudantes que calculem o pro-

Figura 4.10: Matriz 7AB?

duto das inversas das matrizes A e B dado por A7'BL.

Logo, ao inser na
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janela calcular o comando A7 B!, o Winmat fornecerd a matriz G, dada por:

1o
Wl

winmat [real]

Matriz  Calc  Mer Ajuda

calcular G

178178 Arquivo  Editar Misc  Fechar
nomear rezultado IG vl
il (ESEE -0.040
criar | fechar | 2 ~0.009 —0.006

Figura 4.11: Matriz A='B~!

Com essa tarefa encerraremos a primeira parte da segunda etapa, na qual fizemos
operacoes com matrizes. Daremos prosseguimento com uma atividade voltada para

a diagonalizagao de matrizes na qual utilizaremos o tempo das duas tltimas aulas .

22 Atividade.

Encontre, se possivel, uma matriz nao-singular P tal que P~'AP seja uma matriz
-1 1

1 1

diagonal, com a matriz A =

Solucao:

No Winmat, entraremos no menu Matriz, Nova, Criar, e inserimos os elementos da

matriz A, assim teremos a seguinte matriz:

e A
o1 winmat [real]

Matriz  Calc  Ver Ajuda

Arquive Editar Misc  Fechar

Figura 4.12: Matriz A
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Em seguida, vamos na barra de menu do Winmat, acionando os comandos Calc
+ Uma matriz e encontramos os coeficientes do polinomio caracteristico, os autovalores

da matriz, o traco, o posto e o determinante.

1o
1

Matriz  Calc  Ver Ajuda

Arquive  Editar  Ajuda  Fechar

posto: 1

traco: 2

determinante: 0

polinomio caracteristico

2= 1
I =2
0: 0

raizes
0

Figura 4.13: Informagoes da Matriz A

O que significa que o polinémio caracteristico de A é dado por P4(\) = A\? — 2\

e que suas raizes sao iguais a 0 e 2, que sao justamente os autovalores de A.

Para encontrar os autovetores associados a um autovalor A, é necessario encontrar

as solugoes do sistema (Al — A)7 = 0, onde I é a matriz identidade de ordem 2.

Para )\ = 0, iremos proceder da seguinte forma:

e Precisamos da matriz identidade de ordem 2. Para isso, acione Matriz, Nova e
escolha a opcao valor diagonal com valor 1, para obter a matriz identidade de

ordem 2 designada, digamos por I e em seguida multiplicamos A\ = 01 = 0;
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i e
o1 winmat [real

Matriz  Calc  Ver Ajuda

1o J

winmat [real]

Matriz Calc Ver Ajuda Arquivo  Editar  Misc  Fechar
|

Arquivo  Editar Misc  Fechar

5 2 0 0
0
@ . 1 2

Figura 4.14: Matriz identidade de ordem 2 e Matriz A\l = 0] =0

e Acione Calc e Calcular, na barra de menu do winmat e defina a matriz M = A\[—A
(isto é, M =01 — A, pois A =0 ).

o T
o1 Winmat [readl

t [real]

Matriz Calc Wer Ajuda

Calc  Ver Ajuda

calcular M

Arquivo  Editar Misc Fechar

i -1 -1
riomear resultado I M - | 5 1 e

criar | fechar |

oy

Figura 4.15: 01 — A

e Acione Calc e Resolver fazendo M = M, X = X, B=zeros, niucleo=K, assim

obtem-se o vetor ¥ = (—1,1), que é o autovetor associado ao autovalor A = 0.



A a = |

(==}

L]
1

= -

Matriz Calc Mer Ajuda

M*X =B

* zeroz

-~

M= IM TI
IE vl
¥ = I.‘.‘x: vI niclen = IK vI

rezalver fechar |

2 ot [res
1 nmat [real)

Matriz  Calc  Mer Ajuda

-

Arquivo  Editar Misc  Fechar

==k
2 1

Figura 4.16: Determinacao do autovetor associado a A = 0

Para )\ = 2, iremos proceder da mesma forma:
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1. Precisamos da matriz A\I = 21 . Para isso, acione Matriz, Nova e escolha a op¢ao

valor diagonal com valor 1, em seguida multiplicamos por 2. Dando prossegui-

mento, Acione Calc e Calcular, na barra de menu do winmat e defina a matriz

N =X —A.

0 . 4
\ vinmat [real

1
o

Matriz Calc Wer Ajuda

212
nomear resultado I M - I

criar I fechar I

K
|

Matriz  Calc  Ver Ajuda

N

Arquive Editar Misc  Fechar

it 1 el
il 5k
1 2

Figura 4.17: Matriz N =21 — A

2. Na barra de menu do winmat, acione Calc e Resolver fazendo M = N , X = X,

B=zeros, nicleo=L, o resutado serd uma matriz L. com uma colunas, assim obtem-se

o vetor W = (1,1).
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1 winmat [real]

Matriz Calc Ver Ajuda IR

Matriz  Calc  Ver Ajuda

=]

L

f;" Zer0s Arquive  Editar Misc  Fechar
M = I 'rl B =
" () IE 'I N
2
A= Ii‘xi vI nucleo = ||_ vI

rezalver | fechar I

Figura 4.18: Determinacao do autovetore associado a A = 2

Os vetores U e W sdo as colunas da matriz P.

0 - r 11
sitnrnat [real
1 vl IOk I..E.'.‘

-

Matriz Calc Wer Ajuda

P

Argquive  Editar  Misc  Fechar

=]

Figura 4.19: Matriz P

Para determinar a matriz inversa de P, iremos no menu do Winmat em Calc-+calcular

e entraremos com o comando 1/P, dai o Winmat ird nos fornecer a matriz U que é a in-

versa de P.



1 . .
o winmat [real]

Matriz Calc Ver Ajuda

U

Arquive  Editar  Misc  Fechar

1 -0.50 0.50

2 0.50 0.50
1 2

Figura 4.20: Inversa da matriz P, U = P!

E para finalizar, iremos no menu do Winmat em Calc+calcular e entraremos

com o comando P~'AP. Assim, encontramos a matriz D = P 'AP, que é a matriz
diagonalizada.

LK) -

o1 winmat [real]
] = Ei it Matriz  Calc
« 1 winmat |[real]

M Ver Ajuda
D
Mﬂtrll ;Ell: Yer &Judﬂ Arquivo  Editar Misc  Fechar
calcular
q: 0 0
1/PaP 2 2
nomear resultado ID -rI
fechar | 1 2

Figura 4.21: P~'AP =Matriz diagonalizada
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Consideracoes finais

No desenvolvimento dessa dissertacao, buscamos apresentar a diagonalizagao de
matrizes de maneira que um estudante de ensino médio possa compreender a sua im-
portancia e consiga resolver problemas que envolvam a diagonalizagao de matrizes. Nesse
sentido, abordamos contetidos que embasaram a nossa pesquisa com o intuito de inserir
a diagonalizagao de matrizes no ensino médio. Os PCN s trazem que o estudante deve:
“compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matemaéticas que permitam a ele

desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacao cientifica geral”. (BRASIL, 2000)

No primeiro momento, nota-se que é de suma importancia para o estudante, que
a utilizagao de novos métodos nao exclui a necessidade da teoria, assim, faz-se necessario
que o estudante tenha conhecimento sobre matrizes, determinantes, sistemas lineares, po-
linomios e vetores. Com essa base sélida, os estudantes poderao ingressar no estudo em

questao.

No capitulo 2, apresentamos como ¢ possivel trabalhar a diagonalizagao de matri-
zes no ensino médio. Mostrando aos estudantes a teoria necessaria para se compreender a
diagonalizagao de matrizes, para tal apresentamos os conceitos sobre autovalores, autove-
tores, polindmio caracteristico e o teorema de Cayley-Hamilton. Em seguida é mostrado
duas aplicacoes dos autovalores que estao presentes no cotidiano dos estudantes, sao elas:

as pesquisas realizadas no Google e o reconhecimento das conicas.

Dando prosseguimento, apresentamos o software Winmat, mostrando grande
parte das suas funcionalidades e a sua relevancia por ser de livre acesso e por traba-
lhar de forma simples com matrizes. Logo, pode ser utilizado na resolugao de exercicios
menos complexos, tais como a soma de matrizes, bem como em exercicios que demandam
mais trabalho como o calculo de autovalores e autovetores de uma matriz e também pode
auxiliar no calculo da diagonalizacao de matrizes. Finalizando, apresentamos uma pro-
posta de sequéncia didatica na qual utilizaremos o software Winmat como facilitador do

ensino-aprendizagem.

84
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Portanto, este trabalho sugere ao professor de Matematica um modo de se tra-
balhar o estudo de diagonalizagao de matrizes no Ensino Médio e isso representara um
ganho para os alunos uma vez que serao recordados conceitos de matrizes, determinan-
tes, sistemas lineares e vetores e também os estudantes serao apresentados a um novo

conteiudo, de maneira a aumentar os seus conhecimentos.

o Contribuicoes:

Para o estudante do ensino médio, as contribuigoes vao desde uma explanacao
maior a cerca de matrizes, determinantes, sistemas lineares, polinomios e vetores
até a apresentacao do conteudo novo, que sao os autovalores, autovetores e a dia-
gonalizagao de matrizes. Ao manusear o Winmat, o estudante terd uma ferramenta

que agregara valor ao conteido abordado.

Em relagao ao professor do ensino médio, o trabalho apresenta uma nova
ferramenta que poderda ser inserida em suas aulas, de modo que possa despertar
nos alunos a curiosidade pelo novo. O Winmat serd a ferramenta que fara a ponte
para se vencer este desafio, que ¢é a insercao de diagonalizacao de matrizes no ensino

médio.

« Sugestoes para trabalhos futuros:

Sugerimos algumas ideias que nao foram abordadas neste trabalho, mas que

compoem uma importante contribuicao ao estudo de diagonalizagao de matrizes.

Estudar a relacao entre autovalores, autovetores e o crescimento populacional;

Aprofundamento no estudo do método de Jacobi (Determina todos os autova-

lores de uma matriz simétrica);

— Investigacao da aplicabilidade de outros softwares educacionais para auxiliar

na diagonalizacao de matrizes;

— Criagao de uma ferramenta no Geogebra que propicie calcular autovalores e

autovetores.
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