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RESUMO

FARIAS, Fabiane da Rocha. Introducdo a algebra das matrizes. 2017. Dissertacdo
(Mestrado). PROFMAT - Mestrado Profissional em Matematica. Centro de Ciéncias Exatas e
Tecnologicas - CCET, Universidade Federal do Acre - UFAC. Rio Branco, 2017.

O presente trabalho busca contribuir para o estudo da algebra das matrizes enfatizando
desde sua definicdo e operacGes bésicas, até o estudo das matrizes inversas generalizadas.
Apresenta-se uma analise dos principais fundamentos de matrizes, suas operacdes estudadas no
Ensino Médio e suas opera¢cdes mais avancadas, desconhecidas por este publico estudantil.
Detalham-se alguns aspectos do comportamento das matrizes no campo vetorial e sua
contribuicdo para o estudo dos sistemas lineares. Sdo apresentadas as defini¢cbes de matrizes
inversas generalizadas, assim como suas varia¢des, mostrando gue estas sao de grande valia na
busca por solugdes gerais de sistemas lineares consistentes e indeterminados e solucfes
aproximadas de sistemas lineares inconsistentes. Utiliza-se o software geogebra para o calculo

das inversas generalizadas, apresentando sua utilizacéo através de video.

Palavras-Chave: Matrizes; Inversas generalizadas; Sistemas lineares; SolugGes aproximadas.



ABSTRACT

The present work seeks to contribute to the study of matrix algebra emphasizing from
its definition and basic operations, to the study of generalized inverse matrices. It presents an
analysis of the main fundamentals of matrices, its operations studied in High School and its
more advanced operations, unknown by this student public. Some aspects of matrix behavior
in the vector field and its contribution to the study of linear systems are described. The
definitions of generalized inverse matrices, as well as their variations, are presented, showing
that they are of great value in the search for general solutions of linear systems, consistent and
indeterminate and approximate solutions of inconsistent linear systems. Geogebra software is

used for the calculation of generalized inverses, presenting their use through video.

Key-words: Matrices; Generalized inverses; Linear systems; Approximate solutions.
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1. INTRODUCAO

Este trabalho tem como principal objetivo estabelecer uma solucgéo geral para sistemas
lineares consistentes e indeterminados e uma melhor solugdo aproximada, com critério definido
para o termo “melhor”, para sistemas lineares inconsistentes utilizando matrizes inversas
generalizadas.

Matrizes sdo maneiras de descrever situagdes reais utilizando tabelas. Tais tabelas ndo
se apresentam de maneira aleatéria, sua disposicao de linhas e colunas deve ser respeitada, pois
cada uma delas representa uma informacao especifica. Assim como nas situagdes do cotidiano,
as matrizes também podem sofrer alteracdes atraves de operacOes realizadas entre elas e com
nameros reais, tambem definidos como escalares.

Um exemplo claro das matrizes representando situagdes reais sdo os sistemas lineares,
uma vez que estes sdo muito utilizados para responder perguntas relacionadas a incgnitas
procuradas constantemente em problemas. Um sistema linear pode ser escrito na forma
matricial, 0 que se constitui em um dos métodos de resolugdo do mesmo.

Um sistema linear pode ser considerado consistente e determinado, quando apresenta
uma unica solucdo, consistente e indeterminado, quando apresenta infinitas solucbes e
inconsistente, quando ndo possui solucdo. Este estudo visa, através das matrizes, mostrar uma
forma de se obter a solugédo geral de um sistema consistente e determinado e a melhor solucéo
aproximada para um sistema inconsistente.

Neste trabalho buscou-se trazer a algebra das matrizes com uma linguagem mais clara
e acessivel. E uma leitura para todos os publicos e que traz um assunto desconhecido para
muitos estudantes da graduacdo em Matematica.

No capitulo 2 serd abordado os principais fundamentos das matrizes, suas definicdes,
operacgdes, nomenclaturas e exemplos para facilitar a compreensdo do leitor. Destacando-se
ainda, neste capitulo, o0 comportamento de uma matriz como um vetor, facilitando assim o
calculo do seu modulo ou norma.

No capitulo 3 sera feito uma instrucdo de conceitos e exemplos de matrizes inversas
generalizadas. Sera priorizado o estudo da inversas generalizadas Condicional, de Minimos
Quadrados e de Moore-Penrose. Para cada uma das inversas sera realizado um detalhamento da
sua resolucdo através de passos que séo claramente descritos ao leitor. Além disso, para cada
inversa generalizada serd apresentado um video ensinando como encontra-la utilizando o
software Geogebra, atraves de um hiperlink que direciona o leitor ao video criado e postado

pela autora no site Youtube.
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Por fim, no capitulo 4 o leitor sera apresentado aos sistemas lineares. Neste capitulo
serdo abordados os tipos de sistemas lineares a e importancia das matrizes no calculo de suas
respectivas solugdes. O trabalho ndo se aprofunda na solucéo de sistemas lineares consistentes
e determinados, pois esse célculo ja é conhecido pelos estudantes desde a educacdo basica.
Aqui, a prioridade sera o0 método para encontrar uma solucdo geral para sistemas consistentes
e indeterminados usando as matrizes generalizadas e encontrar a melhor solucdo aproximada
para sistemas lineares inconsistentes usando as matrizes generalizadas de Mooore-Penrose. Um
sistema inconsistente pode apresentar muitas solugfes aproximadas, mas aqui mostraremos
como medir essa aproximacao e a forma de saber qual delas pode ser definida como a mais

préxima de todas.
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2. FUNDAMENTOS DE MATRIZES

2.1 Conceitos

2.1.1 Definicéo e representacdo de uma matriz

Em determinadas circunstancias, para descrever com clareza uma certa situacdo, é
necessario expressa-la atraves de uma tabela contendo elementos numéricos organizados em
linhas e colunas. A essa tabela, atribuimos, na Matematica, 0 nome de Matriz.

A disposicdo das linhas de uma matriz € dada na horizontal, enquanto as colunas
aparecem na vertical.

Neste trabalho, em geral, sera adotado letras maidsculas em negrito para denotar uma
matriz, com exce¢do da matriz nula, que sera indicada por “0” e das matrizes vetores, que serdo
representadas por letras mindsculas em negrito. Suas entradas pertencerdo ao conjunto dos
nameros reais e serdo representados pela mesma letra escolhida para denotar a matriz, porém,

neste caso, em letra mindscula e delimitados por colchetes.

Exemplos:
-1 2 3 01 -7
F=[5 4];A:[1,2 -5 1];B=[0 4 1‘
-3 0 -2 11 4

A dimenséo ou ordem de uma matriz pode ser definida como um par ordenado (m,n), no
qual m representa a quantidade de linhas e n representa a quantidade de colunas. Nos exemplos

anteriores temos:
e Matriz F de ordem 3x2 (possui trés linhas e duas colunas).
e Matriz A de ordem 1x3 (possui uma linha e trés colunas).
e Matriz B de ordem 3x3 (possui trés linhas e trés colunas).

De uma forma geral, a representacdo de uma matriz A = [ai j]mxn é dada por:
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d11 A12 d1in
A- dz1 a?z dzn
Adm1  dAm2 Amn
Seus elementos sdo definidos por [aij], onde i=1,2,.. m¢éo indice que representa

linhaej=1,2,..,n¢éo indice que representa coluna. A notacdo A = [al’j]mxn representa uma

matriz por meio de um elemento tipico.
2.1.2 Tipos de Matrizes

e Matriz quadrada: dizemos que uma matriz A = [ai]’]mxn é quadrada quando m =n, ou
seja, 0 numero de linhas € igual ao numero de colunas. Neste trabalho denotaremos uma matriz
A quadrada, de ordem n, por An.

Os elementos aj;, com i = j, de uma matriz A, quadrada, formam a diagonal principal
desta matriz.

Os elementos ajj, com i + j = n + 1, de uma matriz A, quadrada, formam a diagonal

secundaria desta matriz.

Exemplos:
1 -5 0
F2=[_53 (2)];A3:[2 3 4]
-3 5 -1

e Matriz retangular: dizemos que uma matriz A = [aij]mxn é retangular quando m # n,

ou seja, o0 nimero de linhas é diferente do numero de colunas.

Exemplos:
-1 5 0
-3 2 1 2 3 4
F= ;A=
[5 0 —2]2x3 3 51

e Matriz triangular superior: dizemos que uma matriz An = [ajj] € triangular superior
quando a;j = 0, para todo i > j, ou seja, todos os elementos abaixo da diagonal principal séo

nulos.
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Exemplos:

o 7

e Matriz triangular inferior: dizemos que uma matriz An = [ajj] é triangular inferior

quando aj; =0, paratodo i < J, ou seja, todos os elementos acima da diagonal principal sdo nulos.

Exemplos:
3 0 O
F2=Ll} g];A3=[4 ~1 0]
1 5 2

e Matriz diagonal: dizemos que uma matriz An = [ajj] € diagonal quando todos os

elementos abaixo e acima da diagonal principal s&o nulos, ou seja, aij = 0, para todo i#j.

Exemplos:
3 0 O
R} g];Aszlo o o]
0 0 2

e Matriz nula: dizemos que uma matriz A = [a;;]mxn € nula quando temos aj; = 0, para
todo i e para todo j, ou seja, todos os elementos da matriz sdo iguais a zero. Neste trabalho,

denotaremos a matriz nula por 0 = [a;; |mxn.

Exemplos:

S

SO O© O
SO O O
SO O© O

e Matriz identidade: definimos por matriz identidade uma matriz An = [ajj], com a;=1,
para todo i = j e com com ajj = 0, para todo i # j ou seja, todos 0s elementos que pertencem a
diagonal principal sdo iguais a 1 e aqueles que ndo pertencem a diagonal principal sdo iguais a
zero. Esta € uma matriz muito importante, como veremos adiante. Neste trabalho, denotaremos

a matriz identidade por In.
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Exemplos:

e Matriz oposta: uma matriz A = [aif]mxn tera sua oposta definida neste trabalho por -A

= [—ai ] . Podemos afirmar ainda que a matriz oposta de A pode ser obtida através da troca
J mxn

de sinal dos elementos da matriz A, sem alteracéo de posicao.

Exemplos:

e Matriz transposta: uma matriz A = [q; f]mxn tera sua transposta definida neste trabalho
por At = [aji] . Podemos afirmar ainda que a matriz transposta pode ser obtida através da

nx

troca de linhas por colunas de uma matriz A dada.

Exemplos:

1 2
F:[3 4] ;Ft:[1 3.5 A=[1 —1 0] ; Al=
2 4 6ly,
5 6l3x

e Matriz simétrica: quando uma matriz An = [aj)] apresenta ajj = aji, para todo i e para todo

J, entdo dizemos que An € uma matriz simetrica.

Exemplos:
3 4 0
Fo=|; ‘ZL];A3:[4 1 5]
0 5 2

Observacao: Sendo An uma matriz simétrica, vale que (An)t = An.

e Matriz anti-simétrica: quando uma matriz An = [ajj] apresenta a;j = - a;i, para todo i e

para todo j, entdo dizemos que An € uma matriz anti-simétrica.
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Exemplos:
0 4 0
Fo=[0, 7] As= [—4 1 5]
0 -5 2

e Matriz bloco diagonal: sera uma matriz cujos elementos matriciais também séo
matrizes, na qual as Unicas entradas ndo nulas estdo em uma sequéncia de submatrizes

quadradas arrumadas em torno da diagonal principal.

Exemplo:

onde A e C sdo matrizes quadradas de ordem 2 e B uma matriz quadrada de ordem 3.

Logo, podemos entender a matriz F na forma abaixo:

ra;; a;p; O 0 0 0 0
ay; ay, O 0 0 0 O
0 0 b11 b12 b13 O 0
F=[0 0 by by by 00
0 0 bz by b33 0 0
0 0 0 0 0 €11 Cq2
0 0 o 0 0 Ca1 Cz2l .

2.2 Operac0es basicas com matrizes
2.2.1 Adicao de matrizes

Definicéo: Dadas duas matrizes B = [b;;| e C=[c;] ,asomaentre elas pode ser

definida pela matriz D = [d;;] . tal que dij = bij + cj;, para todo i e para todo j. A soma entre

mx

duas matrizes sO podera ser efetuada caso ambas possuam a mesma quantidade de linhas e

colunas.

3 1
Exemplo: Sejam B= [0 —2] eC=
1 4 3x2

1 -2
5 1
0 -3 3x2
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Logo,B+C=D=

4 -1
5 -1
1 113y

Podemos observar que, de acordo com a definigdo, a adicdo de matrizes possui as
mesmas propriedades que a operacao de adi¢do no conjunto dos nimeros reais:

e Comutativa: B+ C=C + B;
¢ Associativa: B+ (C+ D) =(B+ C)+ D;

e Existéncia de elemento neutro: B+ 0= B;

« Existéncia do inverso aditivo: Paratoda matriz A= [a;;]  ,3amatriz-A[-a;|

talque A+ (-A)=-A+ A=0.
2.2.2 Subtracao de matrizes

Definicdo: Dadas duas matrizes B = [bif]mxne C= [Cij]mxn' a diferenca entre elas pode

ser definida pela matriz D = [dif]mxn’ tal que djj = bjj - cij, para todo i e para todo j. A subtracao

entre duas matrizes s6 podera ser efetuada caso ambas possuam a mesma quantidade de linhas

e colunas.

A diferenca D = B - C entre as matrizes B e C é dada por:

B-C=D

D = [d;;] = [byj — c]
+

C-B=D

D= [dy] = [cij — byl.
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3 1 1 -2
Exemplo: Sejam B = [0 —2] eC=([5 1 ]
1 413z 0 —3l3x
2 3 -2 -3
Logo,B-C=D=|-5 -3| eC-B=D=|5 3]
1 7 l3x -1 —7l3x

2.2.3 Multiplicagdo de uma matriz por um escalar

Definicdo: Dada uma matriz B = [b;;] e um escalar % € IR, 0 produto AB = [Ab;]

mxn

= [bi -7\] , para todo i e para todo j, ou seja, o produto de um escalar por uma matriz € obtido
J mxn

multiplicando-se cada entrada da matriz pelo escalar.

Exemplo: Considere a matriz B = [ 2.3

1 O]ZZex:-Z,entéokB:Bx:[—24 —06]
X

2X2

2.2.4 Multiplicacéo entre matrizes

Definicdo: Sejam B = [bif]mxne C-= [cij]nxqmatrizes, definimos o produto de B por C

como sendo a matriz P = [pir]mxq, tal que os elementos da matriz P sdo da forma:

[pir] = Xj=1 bij Cir
que é igual a soma dos produtos dos elementos da i-ésima linha de B pelos elementos da r-
ésima coluna de C. Desta forma, multiplicamos todas as linhas de B por todas as colunas de C.

Sendo assim, o produto BC = P s6 sera possivel caso o nimero de colunas da primeira (B) for
igual ao numero de linhas da segunda (C).

Exemplo:
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bci =bucuu+bieca=1.4+2.0=4

bcio =biicio+bipce=1.1+2.(-2)=-3
bcar =b21Ci1+b22Ca=-1.4+0.0=-4
bcz =b21Ci2+b22C2 =-1.1+0.(-2)=-1
bcai =bsicit+bpcan=3.4+(-2).0=12
bcaa =baiCio+ba2c2=3.1+(-2).(-2)=7

A matriz identidade In é 0 elemento neutro da multiplicacdo de matrizes. Isto quer dizer

que, se B é de mesma ordem que In, entdo Bl = IB = B.

Observe que pode existir ainda BC = 0, mesmo sem que A=00ou B =0.

Desde que sejam possiveis as operacdes, sao validas as seguintes propriedades:

Al = 1A = A (pela definigdo de matriz identidade)

A(B + C) = AB + AC (distributividade a esquerda da multiplicacdo, em relacédo a
soma)

(A + B)C = AC + BC (distributividade & direita da multiplicacéo, em relagdo a
soma)

(AB)C = A(BC) (associatividade)

0.A=0eA.0=0

2.2.5 Matriz inversa

Definicdo: Seja A uma matriz quadrada, definimos como sendo a inversa de A, a matriz

Al (se existir), tal que:

A A=A A=

Se a matriz A possui inversa, entdo essa inversa € Unica e dizemos que A é uma matriz

inversivel, invertivel ou ndo singular. Caso contrario, dizemos que a matriz A é singular, ndo

inversivel ou ndo invertivel.
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Exemplo: A matriz Az = [i i] é inversivel, com

A'lz[_41 ‘f] Pois,A.A‘lz[i i.[_“'l ‘f]:[é (1’]:|

Algumas propriedades das matrizes inversas, cujas demonstracfes sdo facilmente
encontradas em Cantéo (2012):

e Se A é inversivel, entdo Al também ée (A=A

e Se A e B sdo inversiveis, entdo AB também ée (AB)1 =Bt AL
e Se A é inversivel, entdo At também é e (AY)?! = (A1)t

2.2.6 Poténcia de matrizes quadradas

Defini¢do: Tomando uma matriz Fn € h como um ndmero inteiro positivo, a h-ésima
poténcia de Fn é definida por:

Fh=F.F.F.F...F,sendo F° = I

hvezes

Exemplo: Seja F2= [} 2] Logo, (F2)' = [} 7|e (F2=[. 0]

A seguir, mostraremos trés definicdes importantes de matrizes quadradas relacionadas a

sua poténcia:

i) ldempotente: Uma matriz diz-se idempotente quando multiplicada por si mesma,

resulta nela prépria. Ou seja, F> = F.

Exemplo: A matriz F2 = é idempotente, pois F2. F2= F.

WIiINWIN
Wik W]k
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Observagdo: Se uma matriz Fn é idempotente, In - Fn também sera.

ii) Nilpotente: Uma matriz diz-se nilpotente quando existir um x € IN, tal que FX = On.

Teorema 1: Se uma matriz Fn € nilpotente de classe 2, entdo In — Fn € inversivel e (In— Fn)"

L=1In+Fn

Demonstracao: (In—Fn) (In+ Fn) = I+ Fn—Fn—Fn?=1n2—=Fn?=In—0n = In.

1 -1 0
Exemplo: A matriz F3 = [1 -1 0] é nilpotente, pois FZ = 0s.
2 -2 0

iii)Unipotente: Definimos uma matriz quadrada como sendo unipotente, se F? = In.
Exemplo: A matriz F2 = B _01] é unipotente, pois F2. F2= I2.

2.2.7 Particdo de Matrizes

Definicdo: Uma matriz A = [aif]mxn pode ser particionada em blocos e se isso ocorre,

cada bloco sera constituido por uma submatriz resultante da “divisdo” da matriz inicial em
linhas e colunas consecutivas. Esta divisdo pode ser indicada por linhas posicionadas horizontal

e verticalmente entre cada submatriz.

Exemplo: Consideremos a matriz A, de ordem 4x5, e suas respectivas particoes:

— [All AIZ]
A21 A22

Logo, as submatrizes de A seréo:

1 Dizemos que Fn é nilponte de classe 2, se Fn?=0.
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5 6 7 9 4
All=Jo 1 0];Al2=]1 3];A21=[0 1 5];A22=[8 6].
5 2 4 7 2

2.2.8 Formas escalonadas

Definicdo: Uma matriz A, de ordem mxn, apresenta-se na forma escalonada quando

obedece as seguintes propriedades:
i) O primeiro elemento da primeira coluna sé podera ser zero ou um.

ii) O primeiro elemento nao nulo de cada linha sera considerado um pivé e este devera se

situar a direita do pivd da linha que se situa acima desta.
iii)Uma coluna que possui um pivd, terd todos os seus demais elementos nulos.

Exemplo: A matriz A estd na sua forma escalonada e F apresenta-se na sua forma

escalonada candnica.

Ao nimero de pivos existentes em uma determinada matriz, atribuimos o nome de
caracteristica da matriz.
Abaixo definimos trés operacdes elementares que podem ser realizadas para escalonar

uma matriz:
¢ Permutar duas linhas ou duas colunas.

« Multiplicar ou dividir todos os elementos de uma linha (ou de uma coluna) por um

numero real diferente de zero.

« Somar a uma linha (ou a uma coluna) outra linha (ou coluna) paralela.
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2.2.9 Posto ou rank de uma matriz

Quando uma matriz A esta escrita na sua forma escalonada, o nimero de linhas ou colunas
ndo-nulas dessa matriz receberd o nome de posto ou rank, que sera denotado por p(A).

O valor maximo do posto de uma matriz € menor que 0s nimeros correspondentes ao
numero de linhas e colunas, ou seja, se uma matriz tem ordem 3x5, o valor maximo que pode
alcancar o posto desta matriz é 3 (pois 3 = minimo {3, 5}).

A Unica matriz que tem posto 0 é a matriz nula, qualquer outra matriz terd posto maior ou

igual a 1.

Exemplo: A matriz As tem p(A) = 2.

1 0 -1
A3:[0 1 0]
0 0 O

2.2.10 Calculo da matriz inversa

Uma forma de se calcular a inversa de uma matriz, é utilizar o escalonamento de matrizes,
de forma que se consiga justapor a matriz A uma matriz identidade de mesma ordem. Opera-se
simultaneamente sobre as linhas das duas matrizes, até que no lugar da matriz A apareca a
matriz identidade. Nesse mesmo momento, observa-se que na posi¢do inicial da matriz

identidade aparece A, a matriz inversa de A. Ou seja,
[A|I]~..~[I|A71]
o _12 1 1 _
Exemplo: Seja A2 = 1 0]. Para encontrar A*, faremos:

o Lo=L1+(-2) L2
2 111 0
oo 1116 111 2]
o Li=Lo+(-1) Li:

o 117 S5 1l



1
()

o 51 3
Entéo, [i (1) (1) 2 ~ ..
Logo, Al = [(1) _12]

]N[é 22 _12]

“’[(1) (1)(1) —12]

23
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3- INVERSAS GENERALIZADAS

A defini¢do de matriz inversa generalizada ou condicional pode ser vista como mais geral
e possui aplicagdo principal na resolucdo de sistemas lineares consistentes e indeterminados e
inconsistentes, que veremos mais adiante.

Definiremos a seguir as inversas generalizada ou condicional, generalizada de minimos

quadrados e generalizada de Moore-Penrose.

3.1 Inversa Generalizada ou Condicional

Definicdo: Uma inversa generalizada ou condicional de uma matriz A, de ordem m x n,

é qualquer matriz A", de ordem n x m, que satisfaz a condi¢&o:

A.A A=A

Uma inversa generalizada ndo € Unica, exceto quando A é uma matriz ndo singular, neste
caso A = Al
Toda matriz, quadrada ou retangular, possui uma inversa condicional, inclusive as

matrizes linha e coluna.

2 0
Exemplo: Seja a matriz A= [1 2]

4 1izx2
foes . . /2 0 0 , . .
E facil verificar que a matriz A" = [ , € uma inversa generalizada de A,
-1/4 1/2 0],

pois A. A". A= A. Mas para chegarmos nesse resultado, podemos descrever 0 processo através

de um Teorema e de um algoritmo de 5 passos, que sera relatado a seguir.

3.1.1 Calculo da inversa generalizada ou condicional

Para encontrar a inversa generalizada de uma matriz A de ordem mxn, utilizaremos o

Teorema a seguir, cuja demonstracdo pode ser encontrada em Rencher (2008).
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Teorema 2: Suponha que A é de ordem mxn e de posto r e que A é particionada
como:
A11: A12

A= [.ﬂéi X .-‘5.22_] MEn

Onde A1z é r x r de posto r. Entdo uma inversa generalizada de A ¢é dada por:

Onde 0 séo as matrizes nulas e tem dimensdes apropriadas para que A seja nxm.

O Teorema 2 pode ser melhor explicado atraves do Algoritmo de Searle para encontrar

uma inversa condicional A", para qualquer matriz A de ordem m x n e de posto r.

ALGORITMO DE SEARLE

1. Encontre qualquer submatriz ndo singular C,. Ndo é necessario que 0s

elementos de C ocupem posicdes (linhas e colunas) adjacentes em A.
2. Encontre C! e sua transposta (C1)t.

3. Substitua em A os elemento de C pelos elementos de (C1)t,

4. Substitua todos os outros elementos de A por zeros.

5. Transponha a matriz resultante.

Mostraremos agora como encontramos a matriz A~ do exemplo do item 3.1 utilizando o

algoritmo de Searle.

2 0
Seja A= [1 2]
4 1 3x2

1. Primeiro calculamos o posto da matriz A e obtemos p(A) = 2. Em seguida, escolhemos

: _[2 0
amatriz Cz = 1 2].
a-[1/2 0] _“_[1/2 —~1/4
2. Encontramos, agora, C —[_1/4 1/2 . Agora, temos (C*1)t= 0 12
1/2 -1/4
3. Substituindo em A todas as entradas de C pelas de (C1)t, temos: | 0 1/2 ]
4 1
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1/2 —-1/4
4. Substituindo todas as outras entradas de A por zeros, temos: | 0 1/2 ]
0 0
1/2 0 0

5. Transpondo a matriz resultante do item 4, temos entdo A" = [_1/4 1/2 OLXB, que e

uma matriz generalizada de A.

Precisamos destacar que escolhendo outras matrizes C e usando o algoritmo, podemos
encontrar outras inversas generalizadas de A.

Podemos, também, utilizar o programa Geogebra para calculo da inversa generalizada de
uma  matriz, como pode ser visto no video descrito no link:

https://www.youtube.com/watch?v=HxGpX1Z- vyO.

3.2 Inversa Generalizada de Minimos quadrados (A™)

Defini¢cdo: Dada uma matriz A, de ordem mxn, toda matriz da forma A™9, de ordem nxm,
é denominada inversa generalizada de minimos quadrados de A quando satisfaz as seguintes
condicdes:

) A AT A=A

i) A.AM é uma matriz simétrica, ou seja, (A . AmI)t=A_ Amd

Exemplo: Seja a matriz A= [1 Lo .
1 2 Uy
0 0
E facil verificar que amatrizA™M=| 1 0 é uma inversa de minimos quadrados de
-2 1 3x2

A, pois satisfaz as condicdes i € ii.
Mas para chegarmos nesse resultado, podemos descrever o processo através do Teorema

3, citado a seguir.

Teorema 3: Toda matriz do tipo A™ = (At. A) . At é uma inversa de minimos

quadrados de A, para qualquer escolha da inversa condicional (At. A)-.



https://www.youtube.com/watch?v=HxGpX1Z-_yQ
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3.2.1 Calculo da inversa generalizada de minimos quadrados

Para encontrar a inversa de minimos quadrados de uma matriz A, utilizamos o Teorema
3, citado no item anterior, e 0 algoritmo de Searle.

1 1 0

Usando a matriz A = [1 2 1l

, 0 calculo de A™M sera feito obedecendo 0s passos

abaixo:

1 1
1.  Primeiramente encontramos At = [1 2] )
0 1

2 3 1
2. Emseguida, fazemos At. A = [3 5 2] :
1 2 1

Nos préximos passos, nosso objetivo sera encontrar (At . A)-. Para tanto, utilizaremos o

algoritmo de Searle.

2 31
3. Calculamos o posto de At. A = [3 5 2], obtendo p(At. A) =2.
1 2 1

4.  Em seguida, escolhemos a matriz Cz = [g i .

5. Encontramos agora C! = [_12 _52].Agora, temos (C)t = [_1 _2]'

2 5
2 3 1
6. Substituindo em At. A as entradas de C pelas de (C1)t, temos: [3 1 —2].
1 -2 5
0 O 0
7.  Substituindo todas as outras entradas de At. A por zeros, temos: [0 1 —2].
0 -2 5

0 0 O
8.  Transpondo a matriz resultante, temos (At. A) = [0 1 —2].
0 -2 5



28

9. Logo, uma inversa de minimos quadrados de A €:
0 O 0 1 1 0 O
Amq:(At.A)'.At:[o 1 —2].[1 2]:[1 0].
0 -2 5 0 1 -2 1

Lembrando ainda que escolhendo outras matrizes C e usando o algoritmo de Searle e 0
Teorema 3, podemos encontrar outras inversas de minimos quadrados de A.

Podemos, também, utilizar o programa Geogebra para célculo da inversa de minimos
quadrados de uma matriz, como pode ser visto no video descrito no link:
https://www.youtube.com/watch?v=1VcaZdOPnhg&t=190s.

3.3 Inversa Generalizada de Moore-Penrose

Defini¢do: Dada uma matriz A, de ordem mxn, uma inversa generalizada de Moore-

Penrose de A serd uma matriz A*, de ordem nxm, Unica, que satisfaz as seguintes condigdes:

) A.A".A=A.

i) A*.A.A = A"

iii) A.A"*éuma matriz simétrica, ou seja, (A. A=A . A"

iv) A*.A éuma matriz simétrica, ou seja, (A*. A= A* . A.

A inversa de Moore-Penrose, também conhecida como Pseudoinversa, € bastante Gtil em

demonstracfes matematicas e nas resolucdes aproximadas de um sistema inconsistente.

Exemplo: Seja a matriz A =

[
©C ORr R
_ mo o

4x3


https://www.youtube.com/watch?v=IVcaZdOPnhg&t=190s
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1/6 1/6 1/6 1/6
E facil verificar que amatriz A*=| 1/3  1/3 -1/6 -—1/6| éainversa
-1/6 -1/6 1/3  1/31,,

generalizada de Moore-Penrose da matriz A, pois sdo véalidas as condicdes i, ii, iii e iv acima
estabelecidas.
Mas para chegarmos nesse resultado, podemos descrever o processo através do Teorema

4, citado a seguir, cuja demonstracdo pode ser vista em Luna (2008).

Teorema 4: Dada a matriz A, de ordem mxn, de posto p(A) = r, entdo existe
uma, e somente uma matriz A*, de ordem nxm, que satisfaz as quatro condicdes de
Moore-Penrose. A* é dada por A*=Ct. (B'. A. CY. BY, onde B e C séo matrizes de

posto coluna e posto linha completos, respectivamente e sdo tais que A = BC.

3.3.1 Fatoracéo de Posto completo

Para encontrarmos A*, recorremos a fatoracdo de posto completo da matriz A. Fatorar
uma matriz A, de ordem mxn e posto r, consiste em obter matrizes B, de ordem mxr, e C, de
ordem rxn, de forma que A =B . C, com B representando o posto coluna completo e C o posto
linha completo de A, ambas de posto r. Em geral, B e C ndo séo Unicas.

Para realizarmos a fatoracdo de posto completo de uma matriz, utilizaremos o algoritmo

de Dwivedi (1975), que ndo é unico, descrito a sequir:

1. Seja A = [aij]mxn, de posto r, com i =1,..,p,..m; j = 1,...,q,...,n. Fazemos a escolha

de algum elemento apq # 0.

2. Em seguida, obtemos o produto U1V1, no qual:

alq

1 an
o U= — .
dpq :

amq
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Fazemos, agora, A1 = A - U1V1.

3. Se A1 =0, o processo esta encerrado, entdo B = U1 e C = V1.

4.  Se A1 # 0, repetir o mesmo processo para Az, e assim sucessivamente, até obter
Ar=0.

5. Ao final do processo, tem-se a matriz B, que é constituida pelas matrizes colunas
U’s e a matriz C pelas matrizes linhas V’s, de onde temos que a fatora¢do pode ser

representada por:

A=UVi+ UM+ . +UVe=[U; .. U]

Exemplo:
1 1 0

Seja a matriz A = % é (1) . Para encontrarmos sua fatoracdo de posto completo,
1 0 13

utilizaremos o algoritmo descrito acima:

1. Usando o método de Gauss, sabemos que p(A) = 2. Logo, encontraremos B, de
ordem 4x2, e C, de ordem 2x3. Escolhemos entdo o elemento a1 = 1.

2. Em seguida, temos que:

°
=
|
[ =Y
[ Y

e UiVi=

[URN N
R R
coocoo
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0 0 O
3. Fazendo A1 = A - U1V1 = 8 21 01 . Como A1 # 0, repetiremos 0 mesmo
0 -1 1
processo para Au.
4.  Escolhemos o elemento ass = 1.
5. Em seguida, temos que:
0
10
1
e Vo=[0 -1 1]
0 0 O
-10 0 O
o UWaVa= |7 7 1‘
0 -1 1
0 0 O
6. Fazendo A2=A1-U2V2= 8 8 8 . Como A2 =0, 0 processo esté encerrado.
0 0 O
1 0
s p_|1 0 11 0 _
7. Temosentdo B = 11 eC= [0 _1 1]2X4. Logo, A=B.C.
1 1y

3.3.2 Calculo da inversa generalizada de Moore-Penrose.

Definigcdo: Pelo Teorema 4, o célculo da inversa generalizada de Moore-Penrose A* é

dado por:

A*=Ct. (Bt.A.CYL. Bt

com A =B. C, onde B € o posto coluna completo e C é o posto linha completo.
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Exemplo:

1 1 0
Calcular a inversa de Moore-Penrose da matriz A = % é (1)

1 0 13

Como ja sabemos (ver exemplo do item 3.3.1), 0 posto coluna completo e o posto linha

1 0

; x ; -1 0 0

completo da matriz A sdo, respectivamente, B = ll 1l € C= [0 1 1]
1 1

Para calcular sua inversa de Moore-Penrose A*, faremos:

a) Bt:[(l) (1)

=
[N
e
D
Q
1
—_—
|
[N
e—

peacly § 1Sk
1 0 1
) Bt.A.Ct= ‘2} 3 é] E 21]: ]
d) (Bt.A.ct)-lz[_ll//66 . /2].
semnonf 1 55 2

f) A*=Ct.(Bt.A.CY?

173 —1/2|. I RYE IRV IS VRS V)
16 12) 00 “1/6 -1/6 1/3 13

1/6 0 1/6 1/6 1/6 1/6
. / 111 1 / / / /
At = | =
Podemos utilizar, também, o programa Geogebra para calculo da Inversa de Moore-
Penrose, como pode ser observado no link https://www.youtube.com/watch?v=Fsvlinn_-

mo&t=2s.



https://www.youtube.com/watch?v=Fsv1lnn_-mo&t=2s
https://www.youtube.com/watch?v=Fsv1lnn_-mo&t=2s
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4. SISTEMAS LINEARES E INVERSAS GENERALIZADAS
4.1 Conceito de Sistema Linear
Dado um sistema linear qualquer de m equaces e n incdgnitas X1, X2, ..., Xn:

a11X1 + 312X2 + ...+ alan - b1
321X1 + a22X2 + ...+ aZan == b2

Am1X1 + AgeXe + oo+ AppXy = by

ele pode ser escrito na forma matricial como Ax = b.

a1 . Aqp X411 b4
dz1 .. dAzp X21 b

A=| 7 0 . [,x=]|"3"[eb=|"2"|, onde:
amy - Amn Xn1 by

e A éamatriz do sistema e pode ser quadrada ou retangular;

e b éamatriz coluna dos termos independentes, com o mesmo nimero de linhas de
A;

o X € a matriz coluna das incognitas do sistema, com a quantidade de linhas igual a

quantidade de colunas de A.

Os sistemas lineares sdo classificados de acordo com o numero de solucdes apresentados

pelo mesmo. Assim, os sistemas lineares podem ser classificados como:

v' Sistema Consistente ou Possivel e Determinado — possui uma Unica solugéo.
v' Sistema Consistente ou Possivel e Indeterminado — possui infinitas soluges.

v' Sistema Inconsistente ou Impossivel — ndo possui solucéo.



34

A solucdo para um sistema de equacdes também podera ser expressa em forma de matriz,

usando o conceito de matriz inversa:

e (Caso 1: Sem=ne A éndo singular, entdo existe uma Gnica matriz coluna solucdo x =

Alb e o sistema é considerado consistente.

e Caso 2: Se m > n, de tal forma que A tenha mais equac¢des que incdgnitas, entdo o

sistema Ax = b ndo tem solucéo e € considerado inconsistente.

e (Caso 3: Se m < n, de tal forma que A tenha menos equacgdes que incdgnitas, entdo o
sistema possui um numero infinito de solucGes e é considerado consistente. A solucéo
desse sistema pode ser dada através da matriz coluna X = A" b, em que A" é a inversa
generalizada de A. Neste caso, diferentes escolhas de A" resultardo em diferentes
solugdes para o sistema.

4.2. As infinitas soluces de um sistema consistente através das inversas generalizadas

Ja vimos que um sistema consistente que possui infinitas solu¢fes pode ser também
classificado como sistema possivel e indeterminado. Porém, como os infinitos valores das
incdgnitas geram infinitas solucdes para o sistema, uma forma de resolver esse problema seria
encontrar uma solucéo geral que fosse capaz de gerar todas as outras solugdes particulares. Para
tanto, apresentaremos uma forma de encontrar essa solucdo geral utilizando as inversas

generalizadas e para isso utilizaremos o teorema descrito abaixo.

Teorema 5: Se o sistema de equacbes Ax = b € consistente, entdo todas as possiveis
solugdes podem ser obtidas das duas seguintes maneiras:
= Use uma A especificaemx=A".b+ (I- A . A).h e use todos os possiveis
valores para a matriz coluna arbitraria h.

= Use todas as possiveis inversas A~ em Ax = b.
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Exemplo: Encontrar uma solucgéo para o sistema abaixo, visto que é consistente e possui

um namero infinito de solucgdes.

a+ b+2c+d=5

{3a+2b+3c+d=10
52+3b+4c+d=38

3 2 3 1 E 10
A:[l 1 2 1];x: ¢ eb:[5],detalformaqueAx:bex:A'b.
d 8

Para encontrar A" seguiremos o0s passos do algoritmo de Searle:

1. Usando o método de Gauss, determinamos p(A) = 2 e em seguida escolhemos a matriz

Ce= ?1’ ﬂ

2. Desta forma, C'lz[_l1 _32]e(C'1)t:[_12 _1].

3
1 -1 3 1
3. Substituindo as entradas de A, relativos a C, por (C1)t, temos: |-2 3 2 1].
5 3 41
1 -1 0 0
4. Substituindo todas as outras entradas de A por zeros, temos: [-2 3 0 0].
0 0 0 O
1 -2 0
5. Transpondo a matriz resultante do item 4, temos: A" = 0 1 3 8 .
0 0 O

1 -2 0 0
w=|-1 3 0 150:5

o o o [g] o]

0 0 0 0

Portanto,a=0,b=5,c=0ed=0.
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Lembrando que diferentes escolhas de A", resultardo em diferentes solugdes para o
sistema apresentado.

Usando o Teorema 5, uma das formas de encontrar todas as possiveis solu¢fes do sistema
apresentado, sera realizando o seguinte processo:

= Use uma A" especificaemx=A". b+ (I - A". A) . h e use todos 0s possiveis valores

para a matriz coluna arbitraria h.

Observe que:

1 =2 0 1 00 0 1 =2 0 hy
10 3 2 3 1
w=[=1 3 Oof (|40 t o of_|[=1 3 0]f] ] 5 ] h,
000'8 0010000'5341 hs |’
0 0 0 0 00 1 0 0 0 h,
temos entdo:
0 1000 10 -1 -1 hy
w=[5[+(]0 10 0f_fo 1 3 o0 hy
0 0 01 0 00 0 O h;
0 0 00 1 00 0 O h,
00 1 0 1 17 [
_Isl.10 1 =3 of [h2
X=fo[Tlo o 1 o| |ns
ol Lo o o 1! [n,
0 h; +h,
_ |5 —3h;
X=lo["| n,
0 h,
h; + h,
X_—3h3+5
= b
h,

Logo, a=hsz + hs, b =-3h3+ 5, ¢ = h3 e d = hs, para quaisquer valores que atribuimos

para hz e ha.
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4.3 Encontrando solug¢des aproximadas para sistemas inconsistentes
4.3.1 Caracteristicas do sistema inconsistente

Ja vimos que um sistema linear é dito inconsistente ou impossivel quando ndo admite
qualquer solucdo.

Ao citarmos um sistema inconsistente, embora ndo sejamos capazes de apresentar uma
solugéo exata para 0 mesmo, ndo significa dizer que ndo possamos encontrar uma solugéo
aproximada. Em muitos problemas do cotidiano, como por exemplo, nas analises estatisticas
de experimentos, é de fundamental importancia a obtencdo de solucBes aproximadas de
sistemas lineares.

Quando falamos de solucdo aproximada, podemos observar que esse conjunto ndo €
unitéario e tampouco finito. Entdo como classificar qual das solug¢fes desse conjunto que teria a
melhor aproximacéo?

Para definir a melhor aproximacdo para uma solucdo de um sistema inconsistente

utilizaremos o erro desta solugéo e a norma do vetor erro.
4.3.2 Norma ou modulo de um vetor

Se uma matriz A = [aif]mxn possui m =1, é considerada um vetor linha e se possui n =

1, é considerada um vetor coluna. Um vetor também pode ser considerado matriz linha A =
[aij]lxnou matriz coluna A = [a;;]

mx1’

Exemplos:

F=[1 -2 O0]ixs;A= [i]zm

Como uma matriz linha ou coluna também pode ser vista como um vetor, podemos
calcular sua norma ou modulo.

A norma ou mddulo de um vetor é o comprimento desse vetor, que pode ser calculado
por meio da distancia de seu ponto final até a origem.

O conceito de modulo de vetor néo se difere do conceito de modulo de um ndmero real e

seu calculo utiliza a mesma ideia de distancia desse numero até a origem.
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Vetores sdo objetos criados para observar direcdo, sentido e intensidade de movimento
de objetos no espaco. Esse espaco ndo se restringe as trés dimensées comumente estudadas,
mas se trata de um espago “n”-dimensional. Dessa forma, calcular a norma de um vetor é o
mesmo que calcular a distancia entre o ponto (a,b) e a origem (0,0) [para o caso de duas
dimens@es, por exemplo]. Utilizando ||v|| como notacdo para médulo do vetor v = (a,b),

pertencente ao plano, teremos:

IVIl = V(vE + V3 + -+ vi)

Exemplo: Calcular a norma do vetor a = (3, -5)

llall = V(32 + (=5)%)

llall = V9 + 25
llall = V36
llal| = 6

4.3.3 Célculo da solu¢do aproximada para sistemas inconsistentes

Dado um sistema inconsistente Ax = b e uma solucdo aproximada Xa deste sistema,
define-se o0 erro desta solugdo como o vetor e (Xa) = b - Axa. Um vetor x+ é definido como
melhor aproximacéo se atender duas condigdes:

i) lle (x+)I? < [le (xa)I

i) Se [le (x+)IF = le (xa)IP entdo || x+ [P < || xa |

Exemplo:

Observe o sistema linear abaixo:

{ 2a+b=3
6a+3b =15
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Utilizando o método da substituicdo em sua resolucao, temos:

eDal%equacdo: 2a+b=15<b=3-2a
e Substituindo a 12 equagéo na 2% 6a + 3b = 15
6a+3(3-2a)=15
6a+9-6a=15
9=15
Como 9 # 15 e ndo encontramos nenhuma solu¢do para as incognitas, o sistema ¢
considerado inconsistente, mas isso ndo quer dizer que o sistema ndo possua solucdes

aproximadas. Podemos citar Xa1 € Xa2 como duas dessas infinitas aproximacoes:

+ Xa=[]=[]

+ X =[]=[)]

Mas qual das duas seria a melhor solucdo aproximada para o sistema em questdo?

Calcularemos primeiramente os vetores erros de cada uma das solugdes.

o e(Xa)=b-Axa
ea) =[] -[¢ 3] [3
e () =[] - [ ]
e(xal):[‘g]

e e (Xa)=Db-AXa

e (a2) = [5]- [ 3] [1]

e () =[] - [3]



40

0
e (Xa2) = [6]
Verificando a norma de cada um dos vetores erros, temos:
olle (Xa1) || = {/((=2)2 +02) = V4 =2

ol e (xa2) || = /(0% + 62) = V36 =6

Analisando a condicdo estabelecida acima para definir um vetor x+ como melhor
aproximagcéo entre duas solucBes aproximadas e sabendo que |le ( Xa1)|I> < |le ( Xa2)||?, temos
gue X+ = Xa1, OU Seja, Xa1 pode ser classificada como melhor aproximacéo entre as duas solucdes.

Mas como podemos definir a melhor aproximacdo dentre todo o conjunto de solucgdes
aproximadas de um sistema inconsistente?

Essa é exatamente a reposta que o Teorema 6 nos traz e sua demonstragdo pode ser vista

em Guimarées (2010).

Teorema 6: A melhor solucdo aproximada de um sistema inconsistente Ax = b é
dada por x+ = A*b, em que A* é a inversa generalizada de Moore-Penrose da matriz A.

Exemplo: Considere o sistema inconsistente abaixo.

3x+5y+4z= 4

{x+3y+22= 2
5x+ 3y +4z=-10

Sabendo que A é a matriz do sistema, x a matriz coluna das incdgnitas do sistemae b a

matriz coluna dos termos independentes do sistema, temos:
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Segundo o Teorema citado acima, para encontrarmos uma solucdo aproximada para o
sistema apresentado, devemos primeiramente encontrar a inversa generalizada de Moore-
Penrose da matriz A.

Como ja vimos no capitulo anterior, para calculo da inversa de Moore-Penrose de uma
matriz, devemos inicialmente encontrar sua fatoracdo de posto completo.

Sendo assim, temos:

1. Usando o método de Gauss, encontramos p(A) = 2. Logo, B terd de ordem 3x2 e C

terd ordem 2x3. Escolhemos entdo o elemento a11 = 1.

N

Em seguida, temos que:

e Vi=[1 3 2]

1 3 2
e UiVi= [3 9 6]
5 15 10
0 0 0
3. Fazend0A1=A-U1V1:[0 —4 —2].
0 —-12 -6

Como A1 #0, repetiremos 0 processo para Ai.

4. Escolhemos o elemento a2z = - 2.

5. Em seguida, temos que:
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0 0 0
e WV2= [0 -4 —2]
0 —-12 -6
0 0 O
8. Fazendo A2=A1-U2V2= [0 0 0. Como Az =0, 0 processo esta encerrado.
0 0 O
Lo 1 3 2
9. TemosentdioB=|3 1|eC= [ ] Logo, A=BC.
5 3 0 —4 -2

Para calcular a inversa de Moore-Penrose A*, faremos:

1 0]
a) Bt:(l) i g]eCt:[:% —al.
2 2]
1 3 2]

¢ A_[l 3 5 _[35 33 34

b) BY. A [0 1 3][2 g i [18 14 16]'

o B.A.Ci=[35 33 34]_F _04]:[202 -200]
2 -2

18 14 16 92 —88
—0,14 0,32
t -1 — ’ )
d) (B".A.CYH ‘[—,015 0,32]'
1 0 —0,14 0,32
e) Ct.(Bt.A.Ct)-1:[3 —4].[_%’1‘5} 8'?%]:[0,17 —0,33].
2 -2 7 ’ 001 —0,01

f) A*t=Ct.(B'.A.CY".Bt

—014 0327 . . o [-0l4 —01 026
A+:[0,17 —0,33].[ ; ]:[0,17 0,17 —0,17].

0,01 -0,01 0,01 0,03 0,04

Ja conhecida a matriz A*, encontraremos a seguir a melhor solugdo aproximada para o
sistema em questdo fazendo:
X+ =A*b
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-0,14 -0,1 0,26 2 —3,26
Logo, x+=1| 0,17 0,17 —0,17] . [ 4 ] = [ 2,67 ]

0,01 0,03 0,04 -10 -0,29

Faremos agora, uma outra tentativa de encontrar a solucao aproximada para o sistema em
questdo, trabalhando com uma outra inversa generalizada da matriz A, que ndo seja

necessariamente a inversa generalizada de Moore-Penrose.
Observe que, pelo Teorema 2, uma inversa generalizada para a matriz A sera:

A =1(075 =025 0

[—1,25 0,75 0]
0 0 0

Sendo assim, usando o Teorema 6, a melhor solucdo aproximada para o sistema

inconsistente em questdo seria Xu:

Xx1=Ab
-1,25 0,75 O 2 0,5
X1=]1075 -0,25 O0|.] 4 |=]05
0 0 0 —-10 0

Mas qual das duas, x+ ou xi1, seria a melhor solugdo aproximada para o sistema em

questao?
Faremos a verificacdo calculando primeiramente os vetores erros de cada uma das

solucdes.

e e()=b-Ax

(211 3 2] [-326
e (x+) = 4]-[3 5 4].[ 2,67]

[—10/ 15 3 4] 1-0,29

e(x+) =1 1,62
| 0,54

'—2,15]
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. e(Xl):b'AX+

[ 2171 3 2105
e(xy)=| 4 -[3 5 4].[0,5]

5 3 4 10

e(x)=] 0

Verificando a norma de cada um dos vetores erros, temos:

olle (x+) || = V(=215)2 + (1,62)% + (0,54)%) =,/7,5385 = 2,75

elle (x1) || =/(02+ 02+ (—14)2) =196 = 14

Desta forma, podemos observar que |le ( x+)|* < |le (x1)||>. Logo, x+ pode ser classificada
como melhor aproximacao entre as duas solugdes. Sendo assim, podemos ver que no Teorema
6, a matriz generalizada usada deve ser a de Moore-Penrose, tornando inviavel a utilizagdo de

qualquer outra matriz generalizada.
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5. CONCLUSAO

Neste trabalho, observamos que quando se conhece os fundamentos basicos de uma
matriz, a definicdo de uma matriz inversa generalizada e o algoritmo capaz de encontré-la, €
possivel se obter uma solucéo geral para um sistema linear consistente e indeterminado.

Além disso, podemos observar que um sistema linear considerado inconsistente ou
impossivel, embora ndo possua uma solucdo exata, pode possuir uma melhor solugdo
aproximada, sendo estabelecido um critério para o que definimos como “melhor solug¢ao”. Para
tanto, basta que se conheca os fundamentos e operagdes basicas de uma matriz, assim como 0s
conceitos e calculos das inversas generalizadas, em especial da Moore-Penrose, que ¢ essencial
para se obter a solucéo buscada.

O uso de softwares facilita na operacionalizacdo dos célculos, fornecendo mais tempo
para as interpretacfes dos conceitos estudados. O software Geogebra mostrou-se viavel para a
realizacdo do célculo das inversas aqui estudadas, embora, possa ser aperfeicoado para que o
calculo destas seja feito a partir de fungdes préoprias do programa, sem a necessidade do leitor

ter que desenvolver todos os passos manualmente no software.
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