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Resumo

Este trabalho teve por objetivo utilizar-se da estrutura curricular da disciplina de ma-
tematica no estado de Sdo Paulo e dos conceitos de minimo multiplo comum (MMC) e
de maximo divisor comum (MDC), a fim de expor o déficit no ensino de tal contetido
para alunos de Ensino Fundamental 2 e Ensino Médio. Tal problema fica evidente ao
exigir do aluno a habilidade de generalizacdo das propriedades destas operacdes durante
a aprendizagem de outros conteidos, como em fungoes e equacoes trigonométricas. Por
fim, o trabalho argumenta sobre a necessidade de sempre retomar os conceitos de MMC e

MDC a medida que um novo conjunto numérico é introduzido ao aluno.

Palavras-chave: Minimo Multiplo Comum. Maximo Divisor Comum. Conjuntos Numéri-
cos. Grandezas Comensuraveis. Minimo Miultiplo Comum Generalizado. Maximo Divisor

Comum Generalizado.



Abstract

This work had as objective to use the curriculum of the discipline of mathematics in the
state of Sdo Paulo and the concepts of least common multiple (LCM) and greatest common
divisor (GCD), in order to expose the deficit in teaching such content to students in
Elementary and High School. Such a problem is evident when we require from the student
the ability of generalization of the properties of these operations during the learning of
other content, such as functions and trigonometric equations. Finally, the work argues the
need to always recollect the contents of LCM and GCD whenever a new numeric set is

introduced to the student.

Keywords: Least Common Multiple. Greatest Common Divisor. Numerical Sets. Commen-
surable Quantities. Generalized Least Common Multiple. Generalized Greatest Common

Divisor.
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Introducao

Para os Pitagéricos tudo podia ser representado por niimeros comensuraveis,
0s quais caracterizam-se por serem subdivididos por uma mesma unidade de medida. Mas

essa certeza nao durou para sempre.

Tudo estava perfeito até que descobriram que o lado do quadrado e sua dia-
gonal nao eram comensuraveis, emergindo assim um descontentamento na comunidade
matematica da época, que se configurou como a primeira grande crise da matemaética.
Os Pitagoricos perceberam a necessidade da existéncia de outro tipo de ntmero, os

incomensuraveis.

Anos mais tarde, outra grande crise da matematica- a crise dos fundamentos -
modificou a maneira como o conhecimento matematico era transmitido. Através da questao
da impossibilidade do movimento oriundo do Paradoxo de Zenao e o método de provas por
exaustao de Eudoxo - ambos possuiam como base tedrica a idéia de conjuntos infinitos -
comecou uma discussao em torno da possibilidade de termos diferentes tipos ou categorias
de infinitos, ou seja, de possuirmos conjuntos do tipo transfinitos, tal como elaborado por

Cantor.

Mas se existe ao menos mais que um conjunto infinito, entdo podemos ter
o conjunto de todos os conjuntos? Se sim, entao, como ficaria o conjunto das partes
deste conjunto de todos os conjuntos em termos de cardinalidade? Essas indagagoes
desencadearam o surgimento de paradoxos que prejudicavam a nascente teoria de conjuntos

de Cantor, a qual naquele momento fundamentava a matematica.

Hilbert, em um congresso em Vianna, conclama a comunidade matematica a
deixar de lado a teoria dos conjuntos infinitos e fundamentar a matematica em caminhos e
defini¢oes de base finita visto que na Natureza nada é infinito. Segue, a partir dos trabalhos
de Hilbert, uma primeira compartimentacao dos contetidos matematicos em razao desta

busca por uma base finita para a formalizacdo da matematica.

Mas é Descartes que trouxe a maior influéncia para o ensino hoje, com seu
Método de fragmentar um problema em outras partes menores com o intuito de encontrar
uma solugao para o mesmo. A transmissao do conhecimento, ndo s6 em matematica, é todo

fragmentado, o que muitas vezes atrapalha na interiorizagao dos conceitos pelos alunos.

E por tudo isso que o objetivo deste trabalho é apresentar a importancia de
retomar os conceitos de minimo multiplo comum (MMC) e de maximo divisor comum
(MDC) a medida que outros conjuntos numéricos, além dos naturais, sdo introduzidos aos

alunos, de uma forma mais lidica, pensando na inter e transdisciplinariedade, visto que
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estes nao generalizam as propriedades das operacdes como esperado pela maior parte dos

professores.

No caso da interacao de alunos de ensino fundamental e médio com o contetido
matematico, especialmente MMC e MDC, é observavel que o nivel de desenvolvimento
atual, contempla somente o &mbito dos niimeros naturais, e os demais conjuntos numéricos
se encontram na gama de possibilidades, sendo necessario a intervencao do docente para o

sucesso da aprendizagem.

A referéncia principal deste trabalho foi o artigo de C.C. Ripoll, J. B. Ripoll e A.
A. Sant’Ana [12], “O Minimo Miltiplo Comum e Maximo Divisor Comum Generalizados”,
pelo lado didatico dos conceitos abordados no trabalho, e pela forma como os quais sao

tratados progressivamente durante o ensino da matematica.
Passando a uma descricao do contetdo oferecido por capitulo, tem-se:

No Capitulo 1, busca-se explicitar que o modo de ensino da matematica, que
busca um formalismo finito e claro desta, se desenvolveu junto a teoria dos conjuntos de

Cantor e a crise dos fundamentos gerada por esta.

Ja o Capitulo 2, inicia-se com conceitos, propriedades e teorias acerca do minimo
miltiplo comum e do maximo divisor comum, porém tratando-os com maior rigor do que
livros didaticos de nivel Fundamental e Médio. Em seguida, generaliza-se as acepgoes

desses para além dos ntimeros naturais, retomando ao tema do projeto.

Por fim, o ultimo capitulo, Capitulo 3, expde a grade curricular do ensino da
matematica no estado de Sao Paulo buscando subsidiar a pratica do contetido abordado
no projeto com os alunos do 8° ano do ensino fundamental e do 3° ano do ensino médio,

para entao ser apresentado o projeto.
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1 A Matematica e Suas Crises!

“Defini¢ao: dizem-se grandezas comensuraveis as que se medem pela mesma medida, e
incomensuraveis aquelas das quais nao é possivel nada tornar-se medida comum.”

(Euclides, Livro X dos Elementos)

Neste primeiro capitulo expomos acerca das principais crises que acometeram as
bases fundamentacionais da matematica. A ideia é evidenciar o desenvolvimento ocorrido
em matemadtica em razio destas crises para evidenciarmos que o ensino institucionalizado de
modo compartimentado e disciplinar decorre, principalmente, da busca de um formalismo
finito e claro da matemaética frente aos problemas enfrentados com o advento das colegoes

infinitas de Cantor.

1.1 As Crises

Podemos dizer que a matematica passou por duas grandes crises em sua
historia: a conhecida crise dos incomensurdveis, emergida do surgimento dos niimeros
ditos incomensuraveis e a crise dos fundamentos, gerada a partir do desenvolvimento da

teoria dos conjuntos de Cantor, com seus conceitos de nimeros transfinitos.

Qualquer pessoa que queira estudar sobre a descoberta dos incomensuraveis na
Grécia Antiga encontrard em livros de histéria da matematica e/ou de matemética duas
visoes contraditérias sobre o assunto. A primeira delas, a mais difundida, afirma que tal
descoberta surgiu apds uma crise no pensamento pitagoérico. Nessa versao, a existéncia da
incomensurabilidade entra em contradicdo com o principio pitagorico de que tudo poderia

ser explicado ou representado por meio de nimeros ( [8], 2010).

A segunda versao da descoberta dos incomensuraveis até hoje esta restrita quase
que somente aos meios especializados da histéria antiga ou da historia da matematica.
Segundo essa versao, ao estudar as fontes mais confidveis para o assunto percebe-se que
estas nao trazem nenhuma evidéncia de uma possivel crise e que o erro disto estaria nos

estudiosos que fizeram uma leitura pouco rigorosa de fontes menos confiaveis.

Para os Pitagoricos a esséncia de todas as coisas, seja na geometria ou nos
assuntos praticos e tedricos do ser humano, é explicavel apenas em termos dos niimeros
inteiros ou de suas razoes. Quando as razoes sao expressas por nimeros inteiros, as deno-
minamos por razoes comensuraveis. Caso contrario, elas sao ditas incomensuraveis.
Os nimeros, associados ao processo de contagem, pareciam tao fundamentais a Pitagoras

e a seus discipulos que eles chegaram a declarar que: “Tudo é nimero” ( [1], 1974).
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Tinha sido uma crenga fundamental do pitagorismo que a esséncia de
todas as coisas, e, geometria, tanto nos negdcios praticos e tedricos em
geral, é explicavel em termos dos arithmos, ou propriedades intrinsecas dos
numeros inteiros ou das razoes entre eles. Os didlogos de Platao mostram,
contudo, que a matematica grega foi abalada por uma revelacdo que
virtualmente demoliu a base da fé dos pitagdéricos nos nimeros inteiros.
Foi descoberto que, na prépria geometria, os niimeros inteiros e as razoes
entre eles sdo inadequados mesmo para expressar simples propriedades
fundamentais ( [2], 1974, p. 79).

Ao explorar alguns fatos notaveis e inesperados, que estao ligados & primeira
grande crise do desenvolvimento da matematica, verifica-se a existéncia de uma questao com
que lidavam os matematicos gregos daquela época, que consistia em comparar grandezas

da mesma espécie, como dois segmentos de reta, duas areas ou dois volumes.

Tal como exposto em ( [2], 2011), um exemplo dessa questao é, no caso de dois
segmentos retilineos AB e C'D, dizer que a razao AB/CD é o ntimero racional m/n. Para
os gregos isto significava (e atualmente a mesma acepgao se configura ) que existia um
terceiro segmento E'F' tal que AB fosse m vezes EF e C'D, n vezes esse mesmo segmento

EF. Esse exemplo pode ser observado na Figura 1 ilustrada abaixo, para m = 8 e n = 5.

Figura 1 — Segmentos na razao 8/5.

‘o

o
m,
T 4

Fonte: Elaborada pela autora.

Durante boa parte do século V a.C., aproximadamente o periodo em que Pita-
goras viveu, tinham-se a certeza que os niimeros racionais eram suficientes para comparar
segmentos de reta. Isto consistia em dizer que, dados dois segmentos AB e CD seria
sempre possivel encontrar um terceiro segmento FF', por menor que fosse necessario,

contido um numero inteiro de vezes em AB e outro nimero inteiro de vezes em C'D, ou
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Figura 2 — Segmentos na razao 29/26

A B
4 & € F
AB 29
cD 26

Fonte: Elaborada pela autora.

seja, FF é um submultiplo comum de AB e C'D. Um exemplo da situagao esta na Figura 2.

As grandezas incomensuraveis, conforme ja exposto, foram descobertas pelos
préprios pitagoricos por meio do argumento geométrico que demonstra que o lado e a

diagonal de um quadrado sdo segmentos incomensuraveis.

Figura 3 — Segmentos incomensuraveis

c A

B

Fonte: Elaborada pela autora.

A Figura 3 representa um quadrado com diagonal d = AB e lado | = AC. Se d
e [ sdo segmentos comensuraveis, entao existe um terceiro segmento que é submaultiplo
comum de d e [. Diante deste contexto, foi tragado o arco C'D com centro em A, partindo
de C' até interseccionar o segmento AB no ponto D. E certo que AD = AC. Entao, nos
triangulos retangulos ACE e ADE, os catetos AC' e AD sao congruentes e a hipotenusa
AFE é comum. Logo sdo também congruentes os catetos C'E e DE. Por sua vez o segmento
BD também é congruente aos segmentos C'E' e DFE, pois ao observar o triangulo retangulo

EBD percebe-se que ¢é isosceles.
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Por tudo isso tém-se, entdo que,
d=AB=AD+ BD =1+ BD,
l=BC=BFE+ FEC =BFE+ BD.
Ou seja,

d = |l+BD (1.1)
| = BE+ BD. (1.2)

O segmento que é submultiplo comum de d e [, é também, por (1.1), submiltiplo
de BD e, em (1.2), de BE. Portanto se houver um segmento que seja submultiplo comum
de d = AB el = AC, entao o mesmo segmento sera submiltiplo comum de BE e BD,

segmentos esses que sao a diagonal e o lado do quadrado BDEF'.

Prosseguindo na mesma construcao geométrica que permitiu passar do quadrado
original ao quadrado BDFEF', chegamos a um quadrado menor ainda; e assim por diante,
indefinidamente; e esses quadrados vao se tornando arbitrariamente pequenos, pois as
dimensoes de cada quadrado diminuem em mais da metade quando passa-se de um deles
a seu sucessor. Com esse procedimento conclui-se que o segmento devera ser submultiplo

comum do lado e da diagonal de um quadrado tdo pequeno quanto se queira.

Evidentemente, isso é um absurdo! O que rejeita a suposicao inicial de que o
lado AC e a diagonal AB do quadrado inicial sdo comensuraveis. Conclui-se, portanto,

que o lado e a diagonal de qualquer quadrado sao grandezas incomensuraveis.

Uma das consequéncias do aparecimento dos niimeros incomensuraveis ¢ a
existéncia de pontos na reta sem abscissas racionais. Ao desenhar um quadrado de lado
OU, medindo uma unidade, sobre a reta r, e com o auxilio de um compasso, ao transpormos
a medida da diagonal AO para reta, formamos o segmento O P, como monstrado na figura
4 (Figura 4). Pode-se perceber que tomando OP = AO, em que AO ¢ a diagonal de um
quadrado de lado unitario OU, e como OP e OU sao incomensuraveis, nao é possivel

expressar a razao OP/OU como um nimero racional.

Que numero seria a abscissa de P? Pelo teorema de Pitagoras temos que

OA? = OU? + AU?.

Da Figura 4 sabe-se que AO = OP e que OU = AU = 1, obtendo assim:

OP?>=12+1%>=2.

Ou seja,
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Figura 4 - Construindo v/2

Fonte: Elaborada pela autora.

OP = /2.

Portanto, essa é a abscissa de P ao ser tomado OU como unidade de compri-

mento.

Pontos de uma reta que nao possuem abscissas racionais, tém por abscissas

ntimeros irracionais, e v/2 é um desses nimeros, como mostrado na Figura 4.

Por meio de argumentos estritamentes numéricos, demonstraremos que v/2 é
um numero irracional. Para isso supoe-se que existe uma fragao irredutivel m/n, tal que
V2 = m/n. Entao:

2 = m?/n?

m? = 2n°. (1.3)

De (1.3), segue-se que m? é um niimero par, e em consequéncia m também é

par. Utilizando m = 2r e substituindo em (1.3), tem-se que:

4r® = 2n?,

ou ainda,
n? = 2r% (1.4)

Em (1.4), percebe-se que n? é também par, por definicio n é par.

Tém-se que m e n nao podem ser niimeros pares ao mesmo tempo, pois no
inicio da demonstracao, instituiu-se que m/n é uma fragao irredutivel. Temos, portanto,
um absurdo e a rejeicdo da suposicao inicial de que v2 é um ntmero racional da forma
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A demonstracao acima esta baseada em um argumento que, segundo Aristételes,
teria sido usado na descoberta de grandezas incomensuraveis. Este argumento tem um
alto grau de abstragao, o que fez com que muitos historiadores da Ciéncia acreditassem
que a descoberta dos incomensuraveis tenha ocorrido com um raciocinio mais concreto,

como o argumento geométrico utilizado na Figura 3.

Demonstragoes como as que foram apresentadas acima, da incomensurabilidade
do lado e da diagonal do quadrado, ou da irracionalidade de V2 |, foram as primeiras

demonstrac¢oes por reducao ao absurdo que se fizeram na Antiguidade.

H& grandes evidéncias historicas que apontam para o argumento de que nao
houve, de fato, uma crise gerada pela “descoberta” dos niimeros incomensuraveis, tal como
evidenciado em ( [8], 2010). Neste artigo os autores expoem alguns pontos em defesa da
existéncia da crise, como por exemplo, a lenda propagada pelos seguidores pitagoricos de
que Hipaso, também um pitagorico, fora lancado ao mar em decorréncia dele ter revelado
a estranhos de que nao era possivel a reducao de todos os fenémenos do universo aos

numeros inteiros e suas razoes.

Mas, segundo os autores, ha um ntmero consideravel de pesquisadores que
discordam que a descoberta da incomensurabilidade tenha causado uma crise no pensa-
mento pitagdrico, tais como Ivor Grattan-Guinness em ( [9], 1997), o qual argumenta que
a descoberta do v/2, que provocou a crise, nao fora mencionada pelos comentadores da
época, como por exemplo, Aristételes, Burkert em ( [3], 1972), dentre outros. Assim, de
acordo com ( [9], 1997, p. 47-48), “..longe de experimentar uma crise de fundamentos, os

gregos antigos podem ter gozado uma época de grandes jornadas mateméticas.”

Ja Burkert expoe que ha evidéncias que sugerem fortemente que o relato de
Eudemo (um dos possiveis discipulos de Pitdgoras) a respeito da descoberta dos nimeros
irracionais, ndo faz originalmente qualquer referéncia a Pitagoras. Para maiores detalhes a

respeito da argumentacgao dos referidos autores, consultar as obras supracitadas.

De fato, é dificil separar a histéria da lenda no que diz respeito as obras dos
pitagéricos. Mas, em concordancia com Boyer em ( [1], 1974, p.36), o fato de que Pitagoras
“[...]foi uma das figuras mais influentes da histéria é dificil negar, pois seus seguidores, seja

iludidos, seja inspirados, espalharam suas crengas por quase todo o mundo grego”.

Também ¢é concebido que os Pitagéricos assumiam que o espago e o tempo
poderiam ser pensados como constituidos de pontos e instantes. Nas palavras de Boyer,
( [1], 1974, p. 55),“Os elementos terminais, que constituiram uma pluralidade, de um lado
eram supostos como possuindo as caracteristicas de unidades geométricas, o ponto, e de

outro como possuindo certas caracteristicas de unidades numéricas”.

O paradoxo de Zenao foi aparentemente dirigido contra os Pitagéricos, isto é,

contra esta acepcao de espaco e tempo como consistindo de pontos e instantes, sendo que
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o mesmo pode ser descrito como: Aquiles e uma tartaruga movem-se na mesma direcao,
ao longo de uma linha reta. Aquiles é mais veloz que a tartaruga, mas para alcancar a
tartaruga, ele tem que passar primeiro pelo ponto P, do qual a tartaruga partiu. Quando
Aquiles chega no ponto P, a tartaruga ja estd no ponto P;. Aquiles ndao pode alcancar
a tartaruga sem passar pelo ponto P, mas a tartaruga avancou para um novo ponto Fs.
Quando Aquiles estiver em P5, a tartaruga estara em P; e assim por diante. Por isso,

Aquiles nunca podera alcancar a tartaruga.

O interessante é que os argumentos de Zenao indicavam que um segmento
finito poderia ser dividido em um nimero infinito de pequenos segmentos, cada um deles
com um comprimento finito. A resolu¢ao usual do paradoxo de Zenao se faz por meio do
calculo em termos de limites. Mas esta resolucao depende de “suposi¢oes disfarcadas sobre

a natureza do infinito e é exatamente o infinito que é problema aqui” ( [4], 2009, p. 26).

Apés a crise dos incomensuraveis, e a influéncia do Paradoxo de Zenao no
desenvolvimento da matematica, os matematicos gregos desenvolveram o método que
denominamos atualmente de método de exaustao, que permitiu um tratamento rigoroso
dos céalculos de areas e volumes. A ideia norteadora era de se “exaurir” a area entre o
circulo e um poligono regular nele inscrito, aumentando o niimero de lados desse tltimo.
Deste modo, era possivel efetuar, de forma finita e precisa, cdlculos de comprimentos,

areas e volumes de figuras geométricas.

Com o “método de exaustao”, Eudoxo exibia uma resposta ao Paradoxo de
Zendo, pois se “evitava as dificuldades dos infinitesimais renunciando simplesmente a eles,
pela reducdo dos problemas que conduzem a infinitesimais a problemas que envolvem

apenas o uso da logica formal” ( [14], 2000).
De acordo com ( [7], 2012):

“0O termo infinitésimus, cunhado no latim utilizado nos séculos XVI e
XVII, é formado a partir do radical infinit e do sufixo esimus. Além do
uso em ordinais, este sufixo corresponde aproximadamente ao substantivo
portugués avo, utilizado em nimeros fracionarios, como por exemplo, em
1/12 (“um doze avos”). Portanto, originalmente infinitésimo significava
1/00 ou “a unidade dividida pelo infinito”, uma quantidade infinitamente
pequena. Em linhas gerais, um infinitésimo é considerado uma magnitude
nao-nula menor do que qualquer outra magnitude nao- nula da mesma
classe.”.

Nas obras “Sobre Condides e Esferdides”, “Quadratura da Parabola” e “O
Método”, Arquimedes utiliza o método de exaustido trabalhando com os infinitésimos sem
)

magnitude, pois os mesmos nao sao obtidos pela divisdo de entes geométricos.

Ja no século XVII, Johannes Kepler utiliza transformacoes geométricas e
métodos infinitesimais no calculo do volume de inimeros sélidos de revolucao enquanto

que Galileu Galilei e seu discipulo Torricelli aplicam, com relativo rigor e sucesso, o método



Capitulo 1. A Matemdtica e Suas Crises! 20

infinitesimal & fisica e & matematica. A evolucao do calculo diferencial e integral, tendo
como precursores, René Descartes, Pierre de Fermat e John Wallis, deu-se principalmente
pelos trabalhos do sr. Isaac Newton e Gottfried Leibniz ( [7], 2012).

Ainda de acordo com os autores acima, dentre as primeiras contribuigoes do sr.
[saac Newton a matematica, em 1665, esta o desenvolvimento da expressividade de fungoes
em termos de séries infinitas. Além disso, Newton introduz, por meio das entidades que
define, dois tipos de problemas: o de encontrar a fluxao associada a fluentes dados, a partir
de relagoes conhecidas entre os mesmos, o que corresponde ao processo de diferenciacao
do céalculo usual; e o de determinar a relagao entre as fluxdes de dois fluentes, dada a
equacao que traduz a relacao existente entre tais fluentes, processo inverso ao primeiro e

que corresponde ao processo de integracao do calculo usual.

Independentemente de Newton, em 1684, Gottfried Wilhelm Leibniz introduz e
sistematiza seu cédlculo diferencial, com uma notagao completamente intuitiva e bem mais
simples do que a utilizada por Newton. Ocorre que Leibniz possuia uma forte concepgao a
respeito da importancia do uso de boas e claras notagoes para expressar o pensamento e

suas contribuig¢oes para o calculo foram realmente eficazes.

De Newton e Leibniz até Laplace (1749), quase toda produtividade da mate-
matica centrou-se em torno do célculo diferencial integral e suas aplica¢cdes na mecénica.
Apesar de Leibniz ter se preocupado com o uso de formalismos em suas demonstracoes e ter
almejado a construgao de uma linguagem universal (a characteristic universalis) para tratar
do racicinio exato e preciso exigido na matematica, os desenvolvimentos em matematica
tornaram-se tao voltados a aplicabilidade e técnicas de computagdo em maquinas (em
decorréncia da Revolugao industrial ocorrida na Inglaterra), que o rigor necessério ao

tratamento dessas informagoes foram deixadas em segundo plano ( [7], 2012).

Na tentativa de se formalizar as demonstragoes matematicas e em ciéncias, que
utilizavam a linguagem natural como ferramenta de prova, Gotlob Frege, em “Begriffss-
chrift”, desenvolve uma linguagem formal pautada em simbolos e axiomas formais, mas
fundamentada em uma teoria analoga a da linguagem natural, para ser trabalhada em

contextos cientificos.

Tendo em maos uma linguagem formal apta para ser usada em contextos
matematicos e cientificos e uma teoria que trata dos infinitesimais (calculo diferencial e

integral), a questao da enumerabilidade dos niimeros é atacada por George Cantor.

-

E quase impossivel resumir em poucas palavras a obra de Cantor relativa a
teoria dos conjuntos. Na ultima parte do século XIX, o matematico alemao propos, dentre
outras coisas importantes, uma teoria de conjuntos na qual introduzia colegoes infinitas

em matemaética.

Se considerarmos, por exemplo, o conjunto {a, b, ¢} formado pelas letras a, b
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e ¢, vemos que esse conjunto possui trés elementos. De modo geral, um conjunto que
possuir um nimero natural, n, de elementos, denomina-se finito. Em particular, existe um
conjunto, que se denota por J que nao tem elementos, ou, o que da no mesmo, que possui

0 (zero) elementos.

Mas, em matematica, existem conjuntos que nao sao finitos, os ditos infinitos.
Um exemplo de conjunto infinito é o conjunto de todos os pontos de uma reta da geometria

elementar.

Na ultima metade do século XIX, Cantor propoe uma teoria dos conjuntos
que trabalha com colegoes infinitas, de modo que os inteiros foram definidos como classes
de equivalécia de pares ordenados de nimeros naturais'; os racionais como classes de
equivaléncias de pares ordenados de inteiros e os niimeros reais como cole¢oes infinitas de
racionais. Desde entdo, as cole¢oes infinitas tem sido intensamente utilizadas na matematica

moderna. Mas qual seria o tamanho do infinito, isto é, qual a sua cardinalidade?

Dea acordo com ( [4], 2009), Cantor demonstrou que existe pelo menos dois
tipos de infinito: um infinito que é o mesmo para os conjuntos dos nimeros naturais (N),
dos ntimeros inteiros (Z) e dos nimeros racionais (Q) e outro que corresponde ao conjunto
dos nimeros reais (R). A genialidade de Cantor evidencia-se na concepg¢ao de que, dois
conjuntos tem o mesmo nimero de elementos se existir uma funcao bijetora de um no

outro, sejam estes conjuntos finitos ou infinitos.

Partindo desta acepc¢ao, de acordo com os autores supracitados, Cantor de-
monstra que tanto os numeros inteiros quanto os racionais podem ser colocados em
correpondéncia biunivoca com os Naturais. Quando isto ocorre dizemos que o conjunto é
enumerdvel. O mesmo nao acontece com os reais, ou seja, nao ha uma correspondéncia
“um para um” dos Naturais nos Reais. Portanto, o conjunto dos niimeros reais ¢ dito

nao-enumerdvel.

Além disso, Cantor atesta que hd muitos niveis de infinito (na realidade uma
infinidade de infinitos). Tal concepgao é descrita por meio da demonstracao de que a
cardinalidade do conjunto das partes de qualquer conjunto é maior do que a cardinalidade
do proprio conjunto. Mas o que acontece se consideramos U o conjunto de todos os

conjuntos?

Se o conjunto das partes é maior em termos de cardinalidade do que o conjunto
U, como podemos considerar U como o conjunto de todos os conjuntos? Eis aqui o que ficou
conhecido como o problema da antinomia de Cantor e que foi elucidado pelo Paradoxo de
Russell

A introdugao de métodos algébricos abstratos em diferentes sistemas matemati-

cos ajudou a unificar desenvolvimentos em analise, teoria dos nimeros, teoria das equacoes,

1 Alguns dos conceitos citados aqui serdo vistos no capitulo 2
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geometria, etc. O final do século XIX foi marcado, principalmente, pela introducao de
uma nova linguagem teérica fundamentada na nascente teoria dos conjuntos e pelo surgi-
mento de métodos infinitos de prova, cujo objetivo era suprimir ou minimizar contetudos

computacionais tdo comumente usados nas argumentagoes matematicas desta época.

No entanto, essas mudancas deram origem a uma forte preocupacao a respeito
da possibilidade de tais métodos serem apropriados e significativos para a matematica. A
descoberta dos paradozos decorrentes do uso excessivamente ingénuo dessa nova linguagem
bem como da nascente teoria dos conjuntos, conduziram a preocupacoes ainda mais

importantes, como a verificabilidade da consisténcia desses métodos.

Tudo isto desencadeou uma crise nos fundamentos da matematica e uma
busca incessante para uma base matematica mais segura e certa foi iniciada. As ameagas
definicionais colocadas pela descoberta dos paradoxos originaram acaloradas batalhas

ideoldgicas entre os pesquisadores de varias escolas do pensamento deste periodo.

De acordo com [4], 2009, p.75), “A estranheza dos resultados acerca dos infinitos
distintos e a confusdo conceitual engedrada pelo paradoxo de Russell levaram muitos
matematicos do comego do século XX a questionar a legitimidade do uso de colegoes

infinitas em matemaéatica”.

Em palestras apresentadas em 1922, David Hilbert lancou sua “Teoria da
Prova”, Beweistheorie, cujo objetivo era justificar a utilizacao de métodos modernos em
provas e acabar, de uma vez por todas, com a crise dos fundamentos da matemaética.
Assim, segundo Hilbert, teriamos que representar o sistema matematico, que é infinito,
por meio de sistemas formais, pelo fato deles estabelecerem uma linguagem formal fixa e

regras de inferéncias precisas. Logo, as provas desses sistemas seriam finitas e consistentes.

Sendo assim, para Hilbert era necessario uma formalizacao de toda a matematica
de um modo axiomatico no qual deveria ser demonstrado, por métodos finitos, que esta
axiomatizacao era de fato consistente. Diante disso, o carater epistemolégico do raciocinio
finito produziria a justificacdo matematica tao almejada naquele momento de crise. Como
se sabe, os famosos teoremas de incompletude de Kurt Goédel representaram um enorme

obstaculo a esse projeto.

Desde os problemas com o desenvolvimento da teoria dos conjuntos, em virtude
do paradoxo de Russel, da busca por um formalismo extremo onde o infinito ficaria
guardado no plano ideal, e por fim os teoremas de Godel, teorema da incompletude
e da inconsisténcia da matematica, e o desenvolvimento da Inteligéncia Artificial e da
computacao, a matematica, e consequentemente, o ensino em matemaética, tem passado

por transformacoes marcantes durante estas tltimas décadas.

A teoria de conjuntos de Cantor e o formalismo Hilbertiano influenciaram

fortemente todas as areas de desenvolvimento e aplicabilidade da matematica, incluindo
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a educacao. No comeco dos anos 80, era comum as criangas serem alfabetizadas em
matematica por meio da nogao de conjuntos e das operagoes entre os diferentes conjuntos;
a matematica deixou de ser uma ferramenta para a busca de explicagoes para questoes
que intrigam e encantam o ser humano, para ser algo abstrato e, na maioria das vezes,

desconectada com a realidade das pessoas, principalmente, dos alunos.

O interessante ¢ que, o Mundo torna-se cada vez mais dependente da matematica
em virtude dos desenvolvimentos em sistemas informacionais e computacionais, cada vez
mais as pessoas usam e se interessam por tecnologias que abusam de contetidos matematicos
em seu desenvolvimento, mas no entanto, os conteiidos matematicos lecionados nas escolas,

principalmente nas publicas, estdo cada vez mais abstratos e desinteressantes.

Apensar de parecer retérico, é importante enfatizarmos as consequéncias da
influéncia Hilbertiana e Cantoriana nas grades curriculares das universidades que formam
professores de matematica. Quando as estruturas algébricas sao definidas e expostas aos
entao discentes, com todo o seu formalismo, é comum encontrar entre os formandos em
matematica, duvidas a respeito da diferenca significativa entre os mmec e mdc ditos usuais
dos mmcg e mdcg (méximos e minimos generalizados). Tal confusdo quase sempre é
repassada aos futuros alunos desses professores (isto quando eles abordam os minimos e

méximos generalizados)

Diante deste contexto, o objetivo deste projeto é analisar os conceitos de minimo
miltiplo comum e maximo divisor comum de um modo lidico, bem como auxiliar em uma
compreensao significativa da concepcao de menor divisor comum generalizado e maior
maltiplo comum generalizado, tendo como ponto inicial a nog¢do da comensurabilidade dos

niimeros racionais e seguindo com as defini¢oes de grupo, anéis e corpos.
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2 O Maximo Divisor Comum e o Minimo Ml-

tiplo Comum.

“Os encantos dessa sublime ciéncia se revelam apenas aqueles que tem coragem de irem a
fundo nela.”

(Carl Friedrich Gauss)

Nesta segao exporemos, sucintamente e nos moldes de ( [11], 2009), os conceitos,
propriedades e teorias essenciais para um entendimento claro acerca das no¢des de maximo
divisor comum e minimo miiltiplo comum. Iniciaremos nosso plano de analise elencando as
teorias e defini¢oes alicercados no conjunto dos ntimeros naturais, para entao expandirmos

para as acepgoes de mmc e mdc generalizados, temas estes de nosso projeto.

2.1 Os Conceitos de mmc e mdc no Conjunto dos Ndmeros Natu-

rais.

As nogoes acerca dos conceitos de mme (menor multiplo comum) e mdc (mé-
ximo divisor comum) parecem ser tao naturais para a maioria dos professores de matematica
que 0S mesmos se esquecem o quanto estes temas tornam-se abstratos quando sao mi-
nistrados de modo nao muito didatico e nem significativo e lidico para o corpo discente.
Para adentrarmos nas concepcoes inerentes aos conjuntos construidos a partir de uma
propriedade ou caracteristica (em que ser um minimo mailtiplo ou mdximo divisor comum
é uma propriedade que caracteriza um conjunto), é importante que salientemos a no¢ao

de conjunto. O que sdao conjuntos?

Em concordancia com ( [10], 1999, p. 01), um conjunto ¢é caracterizado como
qualquer colecao, grupo ou conglomerado cujos objetos constituintes possuem uma proprie-
dade em comum (ou auséncia dela). Estes objetos sao denominados elementos ou membros

de um conjunto e dizemos que eles pertencem ao conjunto.

Nesta secao trataremos de conjuntos formados por elementos matematicos, tais
como, numeros, pontos, fungoes, etc. Uma das propriedades mais importantes da teoria
dos conjuntos ¢ a de “ser elemento ou membro” de um determinado conjunto. Por exemplo,
dizer que “x é um elemento de um conjunto X7, significa que = tem a propriedade ou
caracteristica que caracteriza o conjunto X. Denotamos esta propriedade por “x € X"
Por convengao, os conjuntos sdo representados por letras maiusculas do alfabeto (também

denominado por varidveis), tais como A, B, X,Y, etc. Os elementos sdo denotados por
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letras minudsculas. O simbolo “=" é utilizado para representar que duas variaveis, por

exemplo X e Y, denotam o mesmo conjunto.

Uma outra propriedade tida como fundamental sobre conjuntos é a de subcon-
junto. Um conjunto X é subconjunto de um conjunto Y se todo elemento de X ¢é, também,
elemento de Y. Quando isto ocorre, representamos por “X < Y”. A igualdade no simbolo
refere-se ao fato dos elementos de X além de pertencerem ao conjunto Y, sdo os proprios

constituintes de Y.

A propriedade < é chamada de inclusdo, para a qual podemos afirmar que:

dados quaisquer conjuntos X, Y e Z, temos que:

1. X € X;
2.se XSYeY S Xentao X =Y

3.se XCSYeY < Z entao X € 7.

A partir da concepc¢ao de conjuntos e da elucidagao de algumas de suas propri-

edades tidas como fundamentais, podemos operar com conjuntos. Assim, temos:

Definicao 2.1. A intersecgao de X e Y é o conjunto de todos os elementos = que

pertecem tanto ao conjunto X quanto ao conjunto Y.

Notagao: X nY.

Definicao 2.2. A unido de X e Y é o conjunto de todos os elementos = que pertecem

ao conjunto X ou ao conjunto Y.

Notagao: X u'Y.

Definicao 2.3. A diferenga de X e Y é o conjunto de todos os x € X que ndo pertencem

ay.
Notacao: X\Y.
Definicao 2.4. A diferenga simétrica de X e Y é definida por:
XAY = (X\Y)u (Y\X).

Notacao: XAY.

Eis algumas propriedades das operagoes supracitadas.
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e Comutatividade:

XuY=YulJX,

XnY=YnX.
e Associatividade:
XuvYuZ)=(XuY)uZ,
XnYnZ)=(XnY)n Z
e Distributividade:

XnYuZ)=(XnY)u(Xn2),
XulYnZ)=(XuY)n(XuZ).

Leis de De Morgan:

Z—(XnY)=(Z-X)u(Z-Y),
Z—(XuY)=(Z-X)n(Z-Y).

Outras Propriedades:

Xn(Y-2)=(XnY)-2Z
X-Y=geXcY,
XAX = &,

XAY = YAX,
(XAY)AZ = XA(YAZ).

O conjunto dos nimeros naturais e o conjunto dos ntimeros inteiros serao
definidos a partir da nocao de sucessor de um conjunto. Sendo assim, para caracteriza-los
precisamos da concepcao de relagao. Tal como exposto em ( [10], 1999), se = e y sdao objetos
(que podem ser conjuntos, ou elementos de um conjunto), entdo o par nao-ordenado,
{x,y} é o conjunto cujos elementos sao exatamente z e y. A ordem em que z e y sao

colocados no conjunto é desconsiderada. Portanto, neste caso:

{z,y} = {y,z}.

Se x = y, note que o par ndo-ordenado {z, x} nada mais é que o conjunto com um elemento

{z}-
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Definimos o par ordenado (x,y) como sendo o conjunto {{z}, {z,y}}, isto é,
(z,y) = {{z}, {z,y}}. Note que desta maneira x é a primeira coordenada do par e y ¢é a

segunda coordenada do par. Assim, se x # y, temos:
(z,y) # (y, 7).

Denominamos por relagao uma correspondéncia existente entre elementos de
um mesmo conjunto ou entre conjuntos distintos. Quando esta correspondéncia ocorre
entre dois elementos, dizemos que a relacdo é binaria; entre trés elementos, a relagao é

dita ternaria, e assim por diante.

Definigao 2.5. Um conjunto R é uma relagao binaria em X se todos os elementos de
R sao pares ordenados de elementos de X, isto é, se para todo z € R, existem x e y em X
tais que:

z = (z,y).

E comum utilizarmos a notacdo xRy ao invés de (z,y) € R.

Consideremos uma relagdo binaria R definida sobre um conjunto X. Dizemos

que:

1. R é reflexiva em X se para todo r € X, zRuz;
2. R é dita simétrica em X se para todo x,y € X, xRy = yRux;
3. R é chamada de transitiva em X se para todo x,y,z € X, 2Ry e yRz = xRz;

4. R é dita anti-simétrica em X se para todo x,y € X, xRy e yRx somente ocorre se

x=1y.

Definigao 2.6. Quando uma relacao R em X é, ao mesmo tempo, reflexiva, simétrica e

transitiva, a classificamos como uma relagao de equivaléncia.

Consideremos, por exemplo, R uma relacao definida em um conjunto X dada

por:
xRy < x — y é divisivel por 2, Vz,y € X.

Isso significa que dois niimeros sao equivalentes se a diferenca entre eles é par.
Sendo assim, categorizamos uma classe de elementos de R que satisfaz a propriedade de
ser par. Concomitantemente, temos uma outra classe definida que contempla as diferencas

impares. Assim, temos:
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Definigao 2.7. Seja R uma relacao de equivaléncia em X e a € X. A classe de equiva-

léncia médulo R de a é o conjunto
la]p = {ye X: yRa}.
Uma relagao importante na caracterizagao do conjunto dos niimeros naturais é
a de ordem.

Definigao 2.8. Quando uma relacao R em X é, ao mesmo tempo, reflexiva, anti-simétrica

e transitiva, a classificamos como uma relacao de ordem em X.

Se R é uma relacao de ordem, o par (X, R) é denominado conjunto ordenado.

Deste modo, xRy, pode ser lido como “z é menor ou igual a y¥” ou “y é maior ou igual a

2

T

Em termos de notacdo temos que: xRy se x < y ou y = x. Nossa intencao é de
caracterizar o conjunto dos nimeros naturais em termos da Teoria de Conjuntos, seguindo
o formalismo de ( [10], 1999). Iniciaremos por caracterizar um nimero natural como um
conjunto. E importante destacar que, na Teoria de Conjuntos, temos o seguinte ( [10],
1999, p. 07):

O conjunto que nao possui elementos serd chamado de conjunto vazio e denotado

por & e o conjunto dos nimeros naturais {0, 1,2, ...} serd denotado por N, isto é,

N=1{0,1,2,3,...}.
Ademais, temos o:

Principio da Indugao Finita ([10], 1999, p. 42). Seja P(n) uma propriedade do nimero

natural n que satisfaz

(i) P(0) é vdlida.

(ii) Para todo n € N, P(n) implica P(n + 1).
Entado, a propriedade P(n) € vdlida para todo n € N.

Se n € N, dizemos que n + 1 é o sucessor de n. Consideramos N com a ordem:

O<l<2<3<---<n<n+l<---
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Em termos de intervalos numéricos em N, dados a,b € N, temos:

[a,0] = {reN:a<z<b}
(a,b) = {reN:a<z<b}
(a,b] = {reN:a<z<b},
[a,b) = {reN:a<z<b}.

Os dois primeiros conjuntos sao denominados, respectivamente, de intervalo
fechado e intervalo aberto. J& os outros dois sao denominados de intervalos semiabertos

ou semifechados, indiferentemente.

Teorema 2.9. Dado um subconjunto A € N ndo vazio, existe um elemento a de A tal

que a < b, para todo elemento b de A.

Demonstragao: Temos ¢J # A < N. Suponha, por absurdo, que nao exista um elemento
a € A com a < b para todo b € A. Mostraremos que A deve ser necessariamente o conjunto

vazio. Tal contradi¢ao finalizard a demonstragao deste teorema.

Agora, nossa suposicao implica que 0 ¢ A. Dado outro n € N, se k ¢ A para
todo k < n, entdo n ¢ A, caso contrario, n < b para todo b € A, o que estamos supondo
que nao acontece. Por conseguinte, n + 1 ¢ A, pois k ¢ A para todo k < n + 1. Pelo Prin-

cipio da Indugao Finita, segue que n ¢ A para todon € N, donde A = ¢, como querfamos. m

A propriedade descrita no teorema anterior é chamada de Principio da Boa
Ordenacao. Dizemos, portanto, que N é um conjunto bem ordenado. Apds a caracterizagao
do conjunto N, vamos operar com os constituintes deste conjunto. Para tal, nés admitiremos

que N é um subconjunto da reta real R.

Definicao 2.10. Sejam dados dois elementos a e b de N. A adigao de a por b é o
deslocamento do niimero a, b unidades para a direita na reta numérica. Essa operagao é

denotada por a + b e chamada de soma de a por b.

As propriedades da adi¢ao sao dadas por:

i) Comutatividade.

Para quaisquer dois nimeros naturais a e b, vale a relagao:

a+b=>b+a.

ii) Elemento Neutro.
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Para qualquer a € N, existe um elemento, chamado de zero (0) tal que 0 < a,
para o qual vale a propriedade:
O+a=a=a+0.

iii) Associatividade.

Para quaisquer a, b, c € N, temos:
(a+b)+c=a+ (b+c).

iv) Adigao e Ordem.

Existe uma relacdo de compatibilidade entre a ordem e a adi¢cdo nos niimeros

naturais, que diz o seguinte: dados a, b, c € N:

a<b=a+c<b+ec

A reciproca dessa propriedade também é valida, isto é:

at+tc<bt+c=a<b.

Definigao 2.11. Sejam dados a,b € N, sendo que a < b. Definimos a subtragao de b por
a, como o deslocamento de b, a unidades para a esquerda na reta numérica. Essa operagao

¢ denotada por b — a e chamada de diferenga entre b e a.

As propriedades da subtracao sao dadas por:

i) Propriedade fundamental.

Dados a,b € N, diretamente da definicao temos:

a+ (b—a)=0.

ii) Da propriedade acima temos:

Dados a,b,c € N tais que a + ¢ = b, entdao ¢ = b — a.

iii) Para todo nimero natural a, temos: a — a = 0.

iv) Para qualquer ntimero natural b vale a propriedade: b — 0 = b.
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Diz-se que a operagao subtracao é a operacao inversa da adigdo, pois ao
deslocarmos a, b unidades para a direita, temos a + b, e se deslocarmos (a + b), b unidades

para a esquerda, voltamos para a:

(a+0b)—b=a.

Por outro lado, sendo a < b, se deslocamos b, a unidades para a esquerda temos

(b — a), por sua vez se deslocarmos (b — a), a unidades para a direita, voltamos para b:

(b—a)+a=0.

A relagdo (b—a), para b > a, ajuda a encontrar a quantidade de elementos que

existe no intervalo [a, b], pois, se a < b, o intervalo [a, b] possui (b — a) + 1 elementos.

Definicao 2.12. Dados a,b € N, a multiplicagao de a por b é o deslocamento de
a unidades para a direita, repetindo-se b vezes esse procedimento. Essa operacao sera

denotada por a - b e é chamada de multiplicacao de a por b.

A multiplicacdo nada mais é do que a soma de parcelas iguais, isto é:

(a soma de b fatores iguais a a).

Em termos de propriedades, temos que:

i) Comutatividade.

Para quaisquer dois nimeros naturais a e b, vale a seguinte relagao:

a-b=">-a.

ii) Elemento Neutro.

Para qualquer a € N, existe um elemento, chamado de elemento neutro tal que:

e-a=a=a-e.

Em se tratando da operagao de multiplicagao, o tinico niimero natural que

torna a relagao valida é o nimero 1, isto é:

l-a=a=a-1.

iii) Associatividade.
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Para quaisquer a, b, c € N, tem-se:

(@a-b)-c=a-(b-c).

iv) Distributividade da multiplicacdo em relagao a adicao.

Dados a, b, c € N, tem-se:

a-(b+c)=a-b+a-c
v) Analogamente verifica-se a distributividade da multiplica¢do em relagao a

subtracao.

Dados a, b, c € N tem-se:

a-(b—c)=(a-b)—(a-c).

vi) Multiplicagdo e Ordem.

Assim como o conceito de multiplicacdo esta diretamente ligado ao da adigao,
a relagdo entre a adi¢do e a ordem refletira diretamente em termos de multiplicacao e

ordem. Entao:

a<bec>0=(a-c)<(b-c).

Dentro da operacdo de multiplicacao é importante ressaltar o conceito de
multiplos de um ntimero. Dado um niimero a € N, os multiplos de a sao determinados por

meio da multiplicagao dos elementos do conjunto N por a. Logo:

0-a=0,
1-a=1a,
2-a=a+a=2a,
3-a=a+a+a=3a,

4d-a=a+a+a+a=4a.

Outra forma de representar os miltiplos é dada por:

M (a) = {0, 1a, 2a, 3a, 4a, ...} .

O conjunto dos multiplos de um ntimero natural é sempre um subconjunto de

N e, pelo Axioma da Infinitude, é infinito.
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Do conceito de multiplos de um ntimero, obtém-se o conceito de multiplo
comum entre dois niimeros naturais a e b, que por definicdo ¢ um ntimero natural m que é
multiplo tanto de a quanto de b. Por exemplo, a - b ¢ um multiplo comum de a e b. Dentre

os multiplos comuns de um numero, temos:

Definigao 2.13. Sejam a, b € N. Dizemos que m € N é o menor multiplo comum de a

e b, e escrevemos m = mmc(a, b) se:

(i) m # 0 e m é um multiplo comum de a e b;

(ii) m ¢é o menor dos multiplos comuns nao-nulos, no sentido que se m’ € N\{0} é um

multiplo de a e de b, entdao m’ = m.

Definicao 2.14. Dados dois ntimeros naturais a e n, tais que a # 0 e n um ntmero

qualquer, define-se a potenciagao do seguinte modo:
a"=1,sen =0,
a"=a,sen =1,
a"=a-a-a---a (n fatores a), se n > 1.

Observacgao 2.15. Define-se 0" = 0, para todo n diferente de zero.

Segue algumas propriedades da potenciacao:
i)1" =1,

i) " - a™ = "™,

iii) (a™)™ = a™™,

iv) a" - 0" = (a-b)".

Analisaremos agora a no¢ao de multiplo analisado sob um outro aspecto.

Definicao 2.16. Diz-se que um ntimero natural d é divisor de um outro natural a, se a

for multiplo de d, ou seja:
a = d - b, sendo b um niimero também natural.

Quando um nimero natural a é multiplo de outro natural d, diz-se que a é divisivel por
d, ou ainda que d divide a, esta ultima relagao representada por d | a. Se d nao dividir a,

representamos por d { a.

O conjunto de todos os divisores de um niimero natural a ¢ um conjunto finito

e definido por:
D(a) ={deN:d|a}.

Da definicao acima decorrem as seguintes proposigoes:
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Proposigao 2.17. Sea,b,ce N, a|beb|c entioa | c.

Demonstragao: Como a | b e b | ¢, existem ny,ny € Ncom b = ny -a e c = ny-b.

Substituindo o valor de b na equagdo ¢ = nsy - b tem-se ¢ = ny - 1y - a 0 que implica a | c. m

Exemplo 2.18. Como 4| 12 e 12 | 60, entao 4 | 60.

Proposigao 2.19. Dados a,b,c,m,neN, c¢|a ec|b, entdoc|(m-a+n-b).
Demonstragdo: Se ¢ | a e ¢ | b entdo a = ny - ¢ e b = ny - c. Multiplicando-se as duas
equagoes por m e n, respectivamente, tem-se m-a =m-ny;-cen-b=n-ny-c. Somando-

se membro a membro obtém-se m-a+n-b =m-n;-c+mn-ny-c, 0 que equivale a

m-a+n-b=(m-ny+n-ny)c. Isto significa que ¢ | (m-a+n-b). m

Exemplo 2.20. Como 5|30 e 5|45, entdo 5 | (2 x 30 + 3 x 45).

Proposicao 2.21. Propriedades da divisdo:

1. n|n,

2.d|n=a-d|a-n,

3.d|n=a-d|n-a,

4. a-d|la-nea#0=d|n,

5. 1| n,

6. n |0,

7.d|lnen#0=d<n,

8. d|nen|d=d=n,

9. d|ned#0= (n/d)|n.
Demonstragao: Temos que n | n pois n = n - 1, provando o item 1. Se d | n existe g € N
tal que n =d-¢q, donde a-n =a-d-q, o que prova o item 2. O item 3 é analogo ao item
2, tendo em vista a propriedade comutativa da multiplicagdo. Para o item 4, se a-d | a - n,
novamente existe ¢ € N tal que a-n = (a-d) - g. Como a # 0 podemos dividir ambos

os lados da igualdade por a obtendo n = d - ¢, donde d | n. O item 5 segue do fato que

n=1-neoitem 6 pois 0 =n 0.

Para o item 7, como d | n, sabemos que existe ¢ € N satisfazendo n = d - q.

Por outro lado, n # 0 implica que ¢ > 1. Logo, n = d-q > d -1 = d, como queriamos.
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J& para o item 8, primeiro note que se n = 0 e n | d, entdo d também é igual a 0.
Portanto, podemos assumir que n # 0. Por um lado, d | n implica que existe ¢ € N tal
que n = d - q. Note que como n # 0, obtemos, de passagem, que d # 0 também. Por outro
lado, n | d implica que existe 7 € N tal que d = n - r. Logo, obtemos que d = d - q - r.
Visto que d # 0, podemos dividir ambos os lados da equagao por d, donde obtemos
1 =gq-r, oqueimplica ¢ = r = 1, isto é, n = d. Finalmente, supondo que d | n, te-

mos que n = d-q. Isto implica que ¢ | n. Mas ¢ = (n/d), se d # 0, donde segue o resultado. m

Teorema 2.22. (Teorema de Euddxio) Dados a e b naturais com b # 0 entdo a é um
maltiplo de b ou se encontra entre dois multiplos consecutivos de b, isto €, correspondendo

a cada par de niumeros naturais a e b # 0 existe um niumero natural q tal que

g-b<a<(qg+1)b.

Demonstragao: Utilizando a nog¢ao geométrica que N < [0,0) € R, como b # 0, note

que
[0,00) = | [g-b, (g +1)-b)
qeN
e portanto, existe ¢ € N tal que ¢-b < a < (¢+ 1) - b, como querfamos demonstrar. [

Teorema 2.23. Dados dois naturais a e b, b > 0, existe um unico par de naturais q e r
tais que:

a=q-b+r,

com0<r<b(r=0<bl|a). Onimeroq é chamado de quociente e r de resto da divisdo

de a por b.

Demonstragao: Suponha primeiro que existe um par (¢,7) € N x N, tal que 0 <r < b
e que satisfaca a igualdade a = ¢ - b + r. Partindo do suposto de que pode haver outro
par de niimeros ¢’ e ' que torna a condiciao anteriormente descrita verdadeira, a pode ser
escrito como: @ = ¢’ - b+ 7'. Sendo ¢ e ¢’ niimeros naturais e ¢ # ¢, assuma que ¢ < ¢'.

Logo é possivel supor que ¢ + 1 < ¢. Assim:

0<r'=a-¢ b<a—(q+1)-b=a—qg-b—b=r—-0b<0,
o que é contraditério. Similarmente, se ¢’ < ¢, trocando r’ por r e ¢’ por ¢ acima também
obtemos uma contradicdao. Sendo assim ¢’ = ¢, donde ¢ -b+71r" =a=q-b+rer =1r".

Isso prova a unicidade de um par (¢g,r) como no enunciado.

Utilizando o Teorema de Eudoxio, existe ¢ € N tal que ¢-b < a < (¢+ 1) -b.

Isto implica que 0 < (a —b-q) < b. Ponha r = a — ¢ - b. Isto termina a demonstragao deste
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teorema. -

Vimos que, dados a,b € N, entdo a - b ¢ um miultiplo comum de a e b. Como
uma aplicacado do teorema anterior e com o conceito de divisor propriamente definido,

podemos demonstrar que:

Lema 2.24. Dados a,b € N, temos que mmc(a,b) divide a - b.

Demonstragao: Podemos demonstrar algo ainda mais forte: se m := mmc(a,b) e M é
qualquer multiplo comum de a e b (em particular se M = a - b), entdao m divide M. De
fato, como m < M, apliquemos o teorema anterior para obtermos ¢,7 € Ncom 0 <r <m
tais que

M=m-q+r.

Ja& que M e m sao ambos multiplos de a, segue que r = M —m - ¢ € N também o é¢. Com
o mesmo argumento temos que r é um multiplo de b. Segue que r é um multiplo comum

de a e b. Mas, como 0 < r < m, e m = mmc(a,b), segue que r = 0, isto é, m divide M. m

Definicao 2.25. Dados dois ntimeros naturais a e b, dizemos que d € N é o maximo

divisor comum entre a e b, e escrevemos d = mdc(a, b), se:

(i) d é um divisor comum de a e b, isto ¢, d é divisor tanto de a quanto de b;

(ii) d é o maior dos divisores comuns, no sentido de que se d’ é um divisor de a e b entdo
d <d.

Observagao 2.26. mdc(a,b) = mdc(b, a).

Teorema 2.27. Se d é o mazimo divisor comum de a e b, entdao existem n,m € N tais

qued=mn-a+m-b.

Demonstracgio: E um caso particular do Teorema 2.59, demonstrado abaixo (veja Ob-

servagao 2.60). n

Existem algumas regras para saber se um ntimero é divisivel por 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10
e 11, por exemplo, que auxilia na determinacdo de todos os divisores de um niimero. Estas

regras explicitam os Critérios de Divisibilidade de um determinado nimero.

e Divisibilidade por 2.

Proposicao 2.28. Todo numero natural terminado em 0,2,4,6 ou 8, é divisivel por
2.
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Demonstracao: Na base decimal, escrevamos a = a, - 10" + -+ + a; - 10 + ay.
Devemos demonstrar que se ag é par, entao a é par. Suponha, entao, ag = 2 - by.
Temos

a=10(a, - 10" + -+ ay) +2- by,

donde a = 2 - (5(a, - 10" + -+ + ay) + by), isto é, a ¢é divisivel por 2. m

e Divisibilidade por 3.

Proposicao 2.29. Se a soma dos algarismos de um niumero tem como resultado

um maltiplo de 3, entao ele é divisivel por 3.

Demonstragao: Novamente, escrevamos a = a,, - 10" + - - - 4+ a; - 10 + ag. Devemos
demonstrar que se ag + a; + --- + a, ¢é divisivel por 3, entao a ¢é divisivel por 3.

Suponha, entao, ag + a; + - -+ + a,, = 3 - k. Temos entao
a=a, 10"+ - +a-10+(3-k—a;— - —ay),
donde concluimos que
a=a, (10"=1)+---+a;-(10-1)+3 - k.

Agora, afirmamos que (10" — 1) é divisivel por 9 para todo n € N\{0}. Podemos
demonstrar isso usando o Principio da Indugao Finita. Como 10—1 = 9, tal afirmacao

é valida para n = 1. Assumindo que
100"—1=9 u
para algum u € N, temos que
10" — 1 =10"" +9 - 10 = 10(10" — 1) + 9,

donde conclui-se que 10" — 1 = 9(10 - u + 1) ¢ divisivel por 9, demonstrando a
afirmacdo. Agora, se b =9-¢, entdo b = 3 (3 ¢), logo ser divisivel por 9 implica ser

divisivel por 3. Segue, entao, que
a=a, - (10"=1)+---+a;-(10-1)+3 -k

é divisivel por 3, pois todos os termos dessa soma sao divisiveis por 3. [

e Divisibilidade por 4.

Proposicao 2.30. Todo nimero cujos dois ultimos algarismos formarem, na mesma

ordem, um numero multiplo de 4, é divisivel por 4.
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Demonstracao: Primeiro, note que 10™ é divisivel por 4, para todo n > 2. De fato,

se n = 2, existe m € N tal que n = 2 + m, e entao,
10" = 10%-10™ = 4 - (25 - 10™),

donde segue que 4 divide 10™. Dito isso, se a = a,, - 10" + - -+ a; - 10 + ag e 4 divide

(ay - 10 + ag), pela afirmagao acima segue que 4 divide todos os nimeros naturais
an - 10", ... ag - 102 (a; - 10 + ap),

donde conclui-se que que 4 divide a. [

e Divisibilidade por 5.

Proposicao 2.31. Todo nimero que tenha 0 ou b5 como algarismo da unidade é um

numero divisivel por 5.

Demonstracao: Escrevamos a = a, - 10" + -+ + ay - 10 4+ ag. Se ag = 0, temos
a=5(2(a, - 10"+ +ay)). Seag = 5, temos @ = 5- (2(a, - 10" ' +--- +ay) +1).

Em ambos os casos, a é divisivel por 5. [

e Divisibilidade por 6.

Proposicao 2.32. Se um nimero € terminado em 0,2,4,6 ou 8 e a soma de seus

algarismos € divisivel por 3, entdo ele € divisivel por 6.

Demonstracao: Dos critérios ja enunciados, devemos demonstrar que se a um
ntimero divisivel ao mesmo tempo por 2 e por 3, entao ele é divisivel por 6. Aplicando
o Teorema 2.23, escrevemos a = 6g + r, com 0 < r < 6. Por outro lado, como 2

divide a, temos a = 2b e entao
r=2b—6q = 2(b—3q),

donde 7 é divisivel por 2. Analogamente, demonstramos que r é divisivel por 3. Mas,
é facil verificar que o tinico niimero natural r no intervalo [0,6) que é, ao mesmo

tempo, multiplo de 2 e de 3 é o zero, donde segue o resultado. [

e Divisibilidade por 7.

Proposicao 2.33. Um numero é divisivel por 7 se e somente se o dobro do ultimo

algarismo, subtraido do niumero sem o dltimo algarismo, for um numero mailtiplo de

7.
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Demonstracao: Escreva a = a,, - 10" + -+ 4+ a1 - 10 + ag, com 0 < a; < 10. Devemos

demonstrar que 7 | a se, e somente se

71 [(an 10"+ 4+ ay- 10 + a;) — 2a0]. (2.1)
Por um lado, se 7 | a, entdo existe ¢ tal que a = 7¢ e portanto

—2ap = 2(a, - 10" + -+ 4+ ay - 10) — 2 - 7q. (2.2)
Usando (2.2), temos

(an - 10" 4+ 4 ay- 104+ ay) —2a9 = 21(an-10""  + -+ ay- 10 + a;) — 14q
= 7(3(an-10" "+ +ay 10 + a) — 2q),
donde conclufmos que 7 | [(a, - 10" + -+ + ay - 10 + a;) — 2ao]. Reciprocamente,

assumindo (2.1), escreva (a, - 10" ' + .-+ ay - 10 + a1) — 2ag = 7q. Multiplicando

ambos os lados por 10 obtemos que
70¢ = (an-10"+---+aq-10) — 20q

= (an-lon—f—‘--—i—al~1O+a0)—21a0

= a— 21@0,

donde concluimos que a = 7(10qg + 3ay), isto é, 7| a. n

e Divisibilidade por 8.

Proposicao 2.34. Todo nimero cujos 3 ultimos algarismos formarem, na mesma

ordem, um numero multiplo de 8, é um numero divisivel por 8.

Demonstracao: A prova é similar ao critério de divisibilidade por 4. Note 10" é
divisivel por 8, para todo n = 3. De fato, se n > 3, existe m € N tal que n = 3 + m,
e entao,

10" = 10% - 10™ = 8- (125 - 10™),

donde segue que 8 divide 10". Dito isso, se a = a,, - 10" + - -+ + ay - 100 + a1 - 10 + ag
e 8 divide (ay - 100 + a; - 10 + ag), pela afirmagdo acima segue que 8 divide todos os
fatores

an - 10", ... az - 103 (ag - 100 + a; - 10 + aq),

donde conclui-se que 8 divide a. m

e Divisibilidade por 9.
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Proposicao 2.35. Um numero é divisivel por 9, se a soma dos seus algarismos ter

como resultado um niumero multiplo de 9.

Demonstragao: Esta prova ¢ andloga ao Critério de divisibilidade por 3. [

e Divisibilidade por 10.

Proposicao 2.36. Todo numero que tenha 0 como algarismo da unidade é um

numero divisivel por 10.

Demonstracao: Se a = a, - 10" + - + a1 - 10 + ag e ag = 0, temos a =

10 (a, - 10" + - 4+ a;), donde segue o resultado. ]

e Divisibilidade por 11.

Proposicao 2.37. Um numero é divisivel por 11 se e somente se a soma dos
algarismos de ordem par (Dezena, Unidade de Milhar, etc.) menos a soma dos

algarismos de ordem impar (Unidade, Centena, etc.) for um nimero multiplo de 11.

Demonstragao: Primeiro, demonstraremos o seguinte resultado auxiliar: para todo
natural n > 1, 10" é da forma 11g + (—1)". De fato, a prova serd por indugdo. Para
n = 1 isto é claro, com ¢ = 1. Supondo valido para n = k > 1, devemos demonstrar

paran =k + 1. Mas:

10571 = 10%- 10
= (11g+ (—=1)%) - 10
= 1lg- 10+ (=1)*- (11 - 1)
= 11(10g + (—=1)%) + (=1)**1
= 11¢ + (—1)F,

como queriamos. Agora, escreva a = a, - 10" + -+ - + a; - 10 + ag, com 0 < a; < 10.

Pelo resultado auxiliar que acabamos de demonstrar segue que podemos escrever

a = a, - (1lg, + (-1)")+ -+ a1 - (11 + (1)) + ao
= 1l(ap gn+-+ar-q)+ (ap—ay +--+ (=1)"ay,).

Ponha g :=a,-¢,+ - +a1-q1er:=ap—a;+---+(—1)"a,. Segue que a = 11g+r

e portanto a é divisivel por 11 se, e somente se, 11|r, provando a proposicao. [
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Nem sempre descrever o conjunto de todos os divisores de cada ntmero e
depois comparar os conjuntos (por meio da andlise de sua intersecgao), ¢ algo eficiente.
Por exemplo, ao comparar dois niimeros muito extensos, a utilizagdo desse método fica

praticamente inviavel pois sua resolucao demandaria uma boa quantidade de horas.

Euclides, no século III a.C., descreveu um algoritmo para facilitar o encontro

do mdc entre dois niimeros naturais.

O Algoritmo ou Lema de Euclides, como é conhecido o método por ele
desenvolvido, consiste em: dados dois ntimeros naturais a e b, os divisores comuns desses

dois sdo os mesmos divisores comuns de a e (b — a - ¢), sendo ¢ um nimero natural fixo.

Se considerarmos o maior entre os divisores comuns do algoritmo acima, obtemos

a férmula:

mdc(a, b) = mdc(a, (b —a - c)).

Exemplo 2.38. Calcular o mdc(a,b), para a = 49 e b = 210. Para isso é necessario
encontrar um miultiplo de 49, mais proximo de 210. Observando o conjunto dos multiplos
de 49, M (49) = {0,49,98,147,196, 245, . . .}, percebemos que,

210 = (4-49) + 14.
Agora utilizando o Algoritmo de Euclides para encontrar o mdc(49,210):
mdc(49,210) = mdc(49,210 — 4 - 49) = mdc(49, 14).
Aplicando o mesmo processo ao par a; = 49 e by = 14 e assim sucessivamente, tem-se:
mdc(49, 14) = mdc(49 — 3 - 14, 14) = mde(7, 14),

mde(7,14) = mde(7, 14 — 2 - 7) = mdc(7,0) = 7.
Logo, mdc(49,210) = 7.

Observacgao 2.39. Esse algoritmo também pode ser estendido para niimeros inteiros.

Os conceitos de mmc e mdc se relacionam da seguinte maneira:

Lema 2.40. Dados a,be N, entdo a - b = mmc(a,b) - mdc(a, b).

Demonstragao: Note que m := (a-b)/ mdc(a, b) = a-(b/ mdc(a, b)) = (a/ mdc(a, b))-b e N

¢ um multiplo comum de a e b, donde mmc(a, b) < m, isto é

mmc(a,b) - mde(a,b) < a-b.
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Por outro lado, seja d := (a - b)/ mmc(a, b). Pelo Lema 2.24, segue que d € N. Mais ainda,

azd-(mmc(a’b)) e b:d.(mmc(a’b))’

temos

b

a
portanto d é um divisor comum de a e b, donde segue que d < mdc(a,b), isto é
a-b < mdc(a,b) - mme(a, b).

Concluimos que a - b = mdc(a, b) - mme(a, b), como queriamos demonstrar. n

2.2 Os Conceitos de mmc e mdc no Conjunto dos Nimeros Intei-

ros.

O conjunto dos niimeros inteiros surgiram da necessidade de se operar (b — a)
quando b < a. Diante deste contexto, os mateméaticos ampliaram o conjunto dos naturais
a fim de se preservar a validade de (b — a), independentemente da posi¢ao dos elementos
a e b. O conjunto dos nimeros inteiros (Z) é constituido por nimeros ditos positivos,
negativos e 0.

Z={.,-3-2-101,234,...}.

Os numeros negativos, sao os nimeros colocados a esquerda do zero e os
positivos sdo os que estao a direita do zero, sendo este niimero considerado como neutro,

nem negativo, nem positivo.

Como o zero ¢ neutro, os pares de niimeros que estao a uma mesma distancia
deste, sendo um a esquerda e um a direita, sdo denominados ntimeros simétricos, ou

mais especificamente, nimeros opostos.

Exemplo 2.41. (—1) e (+1), (=5) e (+5), (—20) e (+20), sao pares de niimeros opostos.

O oposto de um numero a, sera representado por —a, sendo a negativo ou
positivo. Dessa representacao, podemos concluir que: —(—a) = a (o oposto do oposto de
um nimero é o préprio nimero). Ademais, dado um ntiimero inteiro nao-nulo a, denotamos
por |a|, dito valor absoluto de a, ao elemento positivo dentre o par de niimeros opostos
{a, —a}. Definimos |0| = 0.

Em Z as operagoes sao definidas do seguinte modo:
Definicao 2.42. Para quaisquer dois niimeros inteiros a e b, a adicdo de a por b, a+b é

definida como sendo o deslocamento de a, b unidades para a direita se b = 0 ou b unidades

para a esquerda se b < 0.
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Todas as propriedades da adi¢ao no conjunto dos niimeros naturais, também

sao validas para este conjunto, nao havendo necessidade de elencé-las novamente.

Definigao 2.43. Para quaisquer dois niimeros inteiros a e b, a subtragao de a por b,
b — a ¢é definida como sendo o deslocamento de b, a unidades para a esquerda se a > 0, ou

a unidades para a direita se a < 0.

Portanto concluimos que a subtracao é a operagao inversa da adigao.
b—a=0b+(—a).

Definigao 2.44. Sejam a e b niimeros inteiros. Se ambos forem positivos, a multiplicagao
de a por b, a-b é definida como o deslocamento de a unidades para a direita, repetindo-se

b vezes esse procedimento. Por outro lado, utilizando
(—a)-b=a-(=b) = —(a-b),

() (=b) = ~((~a) -b) = ~(~(a-b)) =ab.

definimos a - b para quaisquer a,b € Z.

Todas as propriedades da multiplicacdo no conjunto dos ntimeros naturais

continuam sendo validas também no conjunto dos niimeros inteiros.

A multiplicagdo é compativel com a ordem, somente para: dados a, b e ¢

numeros inteiros e ¢ > 0, temos: se a < b, entao a-c < b - c.

O conjunto dos miltiplos de um niimero inteiro qualquer a é definido por:
M(a) ={a-b:beZ}.

Proposigao 2.45. Sejam a,m,m’ € Z. Entao:
i) 0 é maltiplo de a.
it) Se m € maltiplo de a, entao —m é maltiplo também de a.
iit) Um maltiplo de um maltiplo de a é também um mdltiplo de a.

iv) Sem em’ sao maltiplos de a, entao m+m' e m—m' também sao miltiplos

de a.

v) Se m e m' sio miltiplos de a, entdo f-m + g-m' também é maltiplo de a,

para quaisquer f,q € 7.

. / / ~ Sy ~ ~ .
vi) Se m +m’ e m —m' sao miltiplos de a, entao nao necessariamente temos

que m e m' também sao miltiplos de a.

Demonstracao:
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i) Para ser multiplo, deve haver um ntimero ¢ € Z tal que 0 = ¢+ a. Como 0 = 0 - a,

segue que 0 é miltiplo de a.

ii) Sendo m um multiplo de a, existe c € Z tal que m = ¢-a. Como —m = (—1) -m =

(=1)-c-a=(—c)-a, segue que —m também é multiplo de a.
iii) Seja k& um multiplo de a e [ um multiplo de k. Logo, existem ¢, d € Z tais que k = c-a

el =d-k, donde concluimos que l =d-c-a = (¢-d)-a, isto é, [ ¢ um multiplo de a.

iv) Sendo muiltiplos de a , m e m’' podem ser escritos como m =c-aem’ = -a, com
c¢,d €Z.Logom+m'=c-a+c-a=(c+cd)-aem—m'=(c—)-a. Portanto,

ambos sdo multiplos de a.

v) Analogamente ao item anterior, m = c-a e m’ = ¢ -a, com ¢, ¢ € Z. Logo, quaisquer

que sejam f, g € Z, temos
f-m+gm=fca+g-d-a=(fc+g-)a,
donde segue o resultado.

vi) De fato, ponha m =5m’' =1 e a = 2. Temos:
m+m'=5+1=6=3-2

m—-m'=5-1=4=2-2,

Mas, nem m = 5, nem m’ = 1, sdo multiplos de 2.

Isso encerra a demonstracao. [

Os multiplos comuns de a e b, sdo todos os elementos que pertencem a M (a) e

M (b) ao mesmo tempo.

Proposicao 2.46. Sejam a,b,m,m’ € Z. Entao:
i) 0 é maltiplo comum de a e b.

it) Se m é maltiplo comum de a e b, entao —m também é maltiplo comum de

a eb.

i) Um maltiplo de um maltiplo comum de a e b é também um miltiplo comum
de a eb.

w) Se m e m' sao miltiplos comuns de a e b, entdo m +m' e m —m’ também

sdo maultiplos comuns de a e b.

v) Se m e m' sio miltiplos comuns de a e b, entdo f-m + g-m’ também é

maultiplo comum de a e b, para quaisquer f,qg € Z.
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vi) Sem+m' e m—m' sio miltiplos comuns de a e b, entio nao necessariamente

temos que m e m' também sao miltiplos comuns de a e b.

Demonstragao: Segue direto da proposi¢ao anterior. [

Sera descrita agora como ficam caracterizadas as definicoes de mmc, divisores

e mdc em Z.

Definigao 2.47. Sejam a, b € Z. Dizemos que m € N ¢ o menor miltiplo comum de a

e b, e escrevemos m = mmc(a, b) se:

(i) m # 0 e m é um multiplo comum de a e b;

(ii) m é o menor dos multiplos comuns, no sentido que se m’ € N, m’ # 0, é um multiplo

de a e de b, entao m’' = m.

Definicao 2.48. Diz-se que um niimero inteiro d é divisor de um outro niimero inteiro
a, se a for multiplo de d, ou seja, a = d - b, sendo b um ntimero também inteiro. Quando
um ndmero inteiro a é miltiplo de outro inteiro d, diz-se que a é divisivel por d, ou
ainda que d divide a, esta ultima relagdo representada por d | a. Se d nao dividir a,

representa-se por d { a.

O conjunto de todos os divisores de um nimero inteiro a é um conjunto finito
denotado por
D(a)={deZ:d|a}.

Da definicdo acima decorrem as seguintes proposigoes:

Proposigao 2.49. Se a,b,ceZ,a|beb]|c, entio a|c.

Demonstragao: Como a | b e b | ¢, existem inteiros ny e ny com b =ny -a e ¢ = ny - b.

Substituindo o valor de b na equagdo ¢ = ny - b tem-se ¢ = ny -1y - a 0 que implica a | c. m

Exemplo 2.50. Como 4| 12 e 12 | 60, entao 4 | 60.

Proposicao 2.51. Se a,b,c,m,neZ, c|laec|b, entioc|(m-a+mn-b).

Demonstragao: Se ¢ | a e ¢ | b entdo a = ny - ¢ e b = ny - ¢. Multiplicando as duas
equagodes por m e n, respectivamente, tem-se m-a =m-ny-cen-b =n-ng-c. So-
mando membro a membro obtém-se m-a+n-b=m-ny;-c+n-ns-c, o que equivale a

m-a+n-b=(m-ny+n-ny)-c que significa que ¢ | (m-a+n-b). m
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Proposicao 2.52. Sejam n,d,a € Z. Entao:

1. n|n,

2.d|n entioa-d|a-n,
3.a-d|a-nea+#0 entiod|n,
4. 1]n,

5. n |0, pois zero é miltiplo de todos os nimeros,

N

. d|nen#0 entio |d| < |n,
7. d|n en|d entio |d = |n|,

8. d|ned+#0 entio (n/d) | n,

o

.d|aentiod|—a, —d|aed]|—a.

Demonstragao: A demonstracao desta proposi¢ao sera omitida pois ela é similar a de-

monstragao da Proposicao 2.21. [

Definigao 2.53. Sejam a,b,d € Z. O nimero d ¢ dito um divisor comum de a e b se
d|aed]b.

O conjunto de todos os divisores comuns dos ntmeros inteiros a e b ¢ um

conjunto finito.

Proposicao 2.54. Sejam a,b,d € Z. Entao:

i) Sed|aed|b, entiod| (b+a) ed]| (b—a).

it) Sed| (b+a)oud|(b—a)ed|a, entdo d|b.
Demonstracao:

i) Sendo a divisivel por d, a = ¢ - d, com ¢ € Z. Analogamente b = ¢ - d com ¢ € Z.
Logo,b+a=c -d+c-d=(+¢)-deb—a=(d —c)-d. Portanto, existe um
numero pertencente aos inteiros tal que este multiplicado por d seja b+ a assim como

existe um nimero pertencente aos inteiros tal que multiplicado por d seja b — a.
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ii)

Supondo que b nao seja divisivel por d, entao podemos escrever b = ¢ - d + r com
0 < r < d. Sendo a divisivel por d, podemos escrever a = ¢' - d com ¢ € Z. Assim
temos que:

b+a=q-d+r+q -d=(¢+q)-d+r,

b—a=q-d+r—q¢-d=(¢—q)-d+r.

Sendo b+ a ou b — a divisivel por d, conclui-se que r = 0 ou r = d, e ambos o0s casos
sao absurdos, logo a suposicao de que b nao é divisivel por d é absurda. Portanto b é

divisivel por d.

Isso encerra a demonstragao. [

Definicao 2.55. Sejam a,b € Z. Dizemos que d € N é o maximo divisor comum entre

a e b e escrevemos d = mdc(a, b) se

(i)
(i)

d é um divisor comum de a e b;

d é o maior dos divisores comuns, no sentido que se d’ € N é um divisor de a e de b,

entdao d’ < d.

Observagao 2.56. mdc(a,b) = mdc(b, a).

Proposicao 2.57. Sejam a,b e Z. Entdo:

i) Nao existe mdc(0,0).
it) mdc(0,0) = b, se b> 0 e mde(0,b) = —b, se b < 0.
iit) Se a e b, sao numeros inteiros e nao nulos, entdo:

mdc(a,b) = mde(—a, b) = mde(a, —b) = mde(—a, —b).

Demonstracao:

i)

ii)

iii)

De fato, suponha que exista d € N satisfazendo as propriedades (i) e (ii) da Defini¢do
2.55. No entanto, d = d + 1 > d e satisfaz d' | 0, contradizendo o item (ii) da

defini¢ao. Logo, tal d nao existe.

Suponha b > 0. Claramente b divide b e b divide 0. Se d € N e divide b, entdao d < b
e como qualquer nimero natural divide 0, segue que b = mdc(0,b). Se b < 0, entao
—b € N, divide b e divide 0. Se d € N divide b, entdo d também divide —b, logo

d < —b, donde concluimos o resultado.

Observe que se ¢ € Z, temos que se d' € N divide ¢, entao d' | (—c¢). Dito isso, segue
que se d € N é um divisor comum de a e b, entao d divide tanto u - @ quanto v - b,

quaisquer que sejam u,v € {—1, 1}. Essa observagao implica o resultado.
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Proposigao 2.58. Sejam a,b,n € Z, com n # 0. Entdo mdc(n - a,n-b) = |n|mdc(a,b) e

mmc(n - a,n - b) = |n|mmc(a,b).

Demonstragao: Podemos assumir que a, b, n sdo nimeros naturais. Escreva d = mdc(a, b)
e m = mmc(a,b). Note que m’ = n - m é um miltiplo comum de n - a e n - b. Dado um
outro multiplo comum u, existem z,y € N tais que z-n-a = u = y -n - b, donde u/n
¢ um multiplo comum de a e b, e, portanto, u/n = m, donde v > m’ e concluimos que
m’ = mmc(n - a,n - b). Logo, usando o Lema 2.40, temos que

(n-a)-(n-b) n-n-d-m

de(n-a,n-b) = — —n-d
mde(n - a,n - b) mmc(n - a,n - b) n-m e

concluindo a demonstragao. [

O Algoritmo de Euclides, definido no conjunto dos nimeros naturais e que

pode ser estendido aos niimeros inteiros, conduz ao seguinte teorema (ver Teorema 2.27):

Teorema 2.59 (Relacao de Bézout). Dados inteiros a e b, quaisquer, mas ndo ambos

nulos, existem n,m € 7, tais que:

mdc(a,b) =a-n+b-m.

Demonstragao: Considere o conjunto nao vazio C' = {a-m+b-n : m,n e Z} nN.
Como N é um conjunto bem ordenado (Teorema 2.9), existe ¢ = a-mg +b-ng € C tal que

c <, para qualquer ¢ € C.

Se d = mdc(a,b) sabe-se que d | a e d | b, e, portanto, d | ¢. Por outro lado,
apliquemos o algoritmo da divisdo (Teorema 2.23) para obter a = c- ¢+ r, com 0 < r < c.
Comor=a—c-qg=a-(1—mg-q)+0b-(—ng-q) € C, segue que r = 0, pelo fato de ¢ ser
um elemento minimal de C. Logo, ¢ | a. Analogamente, ¢ | b, donde concluimos que ¢ | d,

pois d = mdc(a,b). Logo, ¢ = d. [

Observacgao 2.60. Dados a,b € Z, sejam mg,ng € Z tais que d = a - mg + b - ng. Para
qualquer solucao nao trivial da equacgao a-x + b -y = 0 tem-se, entao, que para qualquer
ues

d=d+0=d+u-0=a-(mp+u-z)+b-(ng+u-y).

Logo, existem infinitas solugoes para a equac¢ao mdc(a,b) = a-m + b-n. Em particular,

podemos escolher m,n € N.
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Esse teorema gera a seguinte propriedade: se d é um divisor comum de dois

ndimeros inteiros a e b, ndo simultaneamente nulos, entao d divide mdc(a, b).

Uma maneira bastante comum de calcular o mmec e o mdc de dois niimeros é
por meio da decomposicao dos nimeros em primos. Para entender esse método é necessario
conhecer o conceito de niimeros primos e que, todo niimero natural maior ou igual a 2, ou

é primo ou ¢é formado pela multiplicagdo de niimeros primos.

Definicao 2.61. Um ntimero inteiro positivo é chamado de nlimero primo, se ele tiver
somente dois elementos no conjunto de seus divisores positivos, o niimero 1 e o préprio

numero.

Definicao 2.62. Se um numero tiver trés ou mais elementos em seu conjunto de divisores

naturais, esse nimero sera chamado de nimero composto.

Proposicao 2.63. Todo nimero natural a > 1 , ou € primo, ou se escreve como produto

de primos.

Demonstragao: demonstraremos por indugao. Seja P(n) a propriedade n é primo ou n
se escreve como um produto de nimeros primos. Como 2 é primo, P(2) é véalida. Assuma
que P(m) é vélida para todo 2 < m < n. Devemos mostrar que P(n) é vélida. Se n for
um numero primo, nada temos a mostrar. Se n nao for um nimero primo, existe, por
definigao, d € N um divisor de n distinto de 1 e n. Como d e n/d sdo menores que n, P(d)
e P(n/d) sado validas, e como

n=d-(n/d)

segue que n se escreve como um produto de nimeros primos. [

Observagao 2.64. O conjunto dos nimeros primos ¢ um conjunto infinito e também
subconjunto dos niimeros naturais. Para encontrar os primeiros nimeros desse conjunto, a
melhor maneira é utilizando o Crivo de Eratéstenes, criado pelo matematico que da nome
ao crivo. Esse método consiste em peneirar os niimeros naturais maiores que 2 e menores
que n, também natural, eliminando os nimeros que nao sao primos, ou seja, eliminando

os multiplos desses primos.

Exemplo 2.65. Consideremos um crivo a ser construido para n = 100.

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
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O ndmero 2 é o primeiro nimero primo, a partir dele elimina-se todos os seus

multiplos, ou seja, os niimeros pares. Circulando o nimero 2.

Depois do 2, o préximo niimero ainda nao eliminado € o 3, portanto ele é primo.
Circula-se o 3 e elimina-se os ntimeros impares multiplos de 3, pois os pares ja foram

eliminados.

Depois do 3, o préximo niimero ainda nao eliminado é o 5, portanto ele é primo.

Circula-se o 5 e elimina-se os niimeros impares multiplos de 5, ou seja os terminados em 5.

Seguindo essa regra serao encontrados os proximos numeros primos. Esse

procedimento termina assim que chegarmos em um ntimero primo p, para o qual p? = n.

1 2 3 4 | 5 6 7 8 9 10
1" 12 | 13 14 | 15 % | 17 18 19 | 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 | 32| 33 | 34| 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40

4 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 | 53| 54 | 55 56‘57 58 | 59 | 60

61 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70

7 [ 72 73 74 75 76 ‘ 7 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 | 94 95 9% | 97 | 98 99 | 100

Figura 5 — Crivo de Eratdstenes

Portanto, ao fim da construcao do Crivo de Eratéstenes, foram encontrados os

numeros primos maiores que 2 e menores que 100:
P ={23,5"7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67, 71, 73,79, 83,89,97} .

Observacgao 2.66. Uma vez definido o conceito de niimeros primos e compostos, volta-se
para o método que possibilita calcular o mdc de dois ou mais niimeros mais facilmente.
Primeiro verifica-se se os niimeros em questao sao primos ou compostos. Caso sejam todos

primos, nada ha para ser feito e o mdc entre eles sera igual a 1.

Se um ou mais nimeros forem compostos, deve-se fazer a decomposi¢do em
fatores primos, encontrando todos os fatores comuns entre todos os niimeros. O mdc entre

os numeros sera igual ao produto desses fatores comuns.

Definicao 2.67. Dois nimeros inteiros a e b, serao chamados de primos entre si, se nao

houverem fatores primos comuns, isto é, se
mdc(a, b) = 1.

Exemplo 2.68. Para calcularmos o mdc(a,b), para a = 245 e b = 210, decompomos os

nimeros a e b, assim: a = 5-7> e b=2-3-5-7. Os fatores comuns entre a e b s3o 0 5 € 0
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7, portanto
mdc(245,210) = 5- 7 = 35.

Observacgao 2.69. O método usado no exemplo anterior também pode ser usado para

calcular o mmec entre ntimeros inteiros.

A utilizagao da composicao em fatores primos para o calculo do mmec é realizado
do seguinte modo: primeiro verificando se os niimeros em questao sdo primos ou compostos.
Caso forem todos primos, nada hé para ser feito e o mmc entre eles serd igual ao produto

dos niimeros.
Assim, o mmc de dois niimeros primos p; e pa € o produto entre eles.

Se um ou mais nimeros forem compostos, deve-se decompo-los em fatores
primos a fim de encontrar os que sao comuns. O mmc entre os nimeros sera o produto

entre os fatores primos comuns e nao comuns.

Exemplo 2.70. Para calcularmos o mmc(a, b), para a = 245 e b = 210, decompomos os
ntmeros a e b, assim: a = 5-7> e b=2-3-5-7. Os fatores comuns entre a e b sdo 0 5 € o

7, portanto os nao comuns sao o 2, o 3 e o 7. Calculando o mmc temos:

mme(245,210) =5-7-2-3-7 = 7350.

Normalmente o mmc e o mdc sao ensinados para serem trabalhados, principal-
mente com numeros inteiros, mas eles podem também ser calculados para ntimeros nao
inteiros, nimeros comensuraveis. Estudaremos em seguida o minimo maltiplo comum gene-
ralizado (mmcg) e mdzimo divisor comum generalizado (mdcg), mas para isso é necessario

o conceito de ntmeros reais comensuraveis.

2.3  Niumeros Reais Comensuraveis

O conceito de comensurabilidade ¢ um conceito muito antigo, visto como a

relacao existente entre dois segmentos de reta por meio da analise de seus tamanhos.

Definigao 2.71. Diz-se que dois segmentos de reta sdio comensuraveis quando ambos
podem ser obtidos através de um nimero inteiro de emendas de um mesmo segmento de

reta.

Durante muito tempo, na Grécia Antiga, essa definicdo era uma verdade
absoluta para todos os nimeros. Mas, foi por volta de 450 a.C. a 400 a.C. que, descobriram
que a relagao entre a medida do lado de um quadrado com a medida da diagonal do mesmo

(conforme ja exposto), ndo eram medidas comensuraveis.
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Foram muitos anos de discussoes para resolver esse problema, o que levou a
formulacao precisa do problema da comensurabilidade em termos de medida de segmentos,

culminando com a criagdo dos nimeros reais absolutos.

Apesar de ter surgido por defini¢bes geométricas, o conceito de comensurabili-

dade é igualmente interpretado para quaisquer dois niimeros reais.

Definigao 2.72. Dois niimeros reais r e s sao comensuraveis se existem niimeros inteiros

nao nulos m e n tais que

Por essa defini¢ao chega-se a conclusao que:

1. Dois niimeros racionais sdo sempre comensuraveis;
2. Dois irracionais podem ser comensuraveis;

3. Dois niimeros reais quaisquer nem sempre serao comensuraveis. Tem-se o caso de
um racional com um irracional, sdo sempre incomensuraveis. A maioria dos pares de

niimeros irracionais sdo incomensuraveis, basta pegar como exemplo v2 e v/3.

Exemplo 2.73. Vamos mostrar que v/2 e v/3 nio sio comensurdveis. Suponhamos que

existam dois nimeros inteiros m e n tais que

Elevando ambos os lados da igualdade ao quadrado obtemos 2m? = 3n?.
Considerando a fatoragdo de um nimero em fatores primos, chega-se em um absurdo. De
fato, mesmo que tanto m quanto n, tenham o nimero 2 em sua fatoracao, teria entao
uma quantidade impar de fatores primos iguais a 2 para o primeiro membro da igualdade
(2m2), enquanto que teria um nimero par de fatores primos iguais a 2 no segundo membro
da igualdade (3n?).

Esse conceito de comensurabilidade nos niimeros reais, gera uma extensao para

a definicao de multiplo e divisor de um ntimero.

Definicao 2.74. Diz-se que um numero real r é um maultiplo inteiro de um nimero

real s, ou que s é um divisor inteiro de r, se existe a € Z tal que r = a - s.

Das defini¢oes anteriores decorre a seguinte proposicao:

Proposicao 2.75. Sejam r e s dois reais nao nulos. As sequintes afirmacoes sao equiva-

lentes:

a)r es sio comensurdveis;
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b) o quociente r/s é um nimero racional;
c) existe um real t que é maultiplo inteiro comum de r e de s;

d) existe um real u que € divisor inteiro comum de r e de s.

Demonstragao: (a) = (b): Se r e s sdo comensuraveis entao existem m,n € Z, nao nulos,
tais que m - r = n - s. Consequentemente r/s = n/m € Q.

(b) = (c¢): Suponhamos que r/s € Q. Se r/s = n/m, entao multiplicando ambos os membros
dessa igualdade por s - m obtemos t = m -r = n-s e portanto ¢t é um multiplo inteiro
comum de 7 e s.

(¢) = (d): Seja t € R um multiplo inteiro comum de r e s. Set =m-r =n-s, commen

numeros inteiros nao nulos, entdo o nimero
U=

¢ um divisor inteiro e comum de 7 e s.
(d) = (a): Seja u um divisor inteiro comum de r e s. Se r =u-me s =u-m, paramen

nimeros inteiros e nao nulos, entdo m - r =n - s. ]

Da proposicao anterior conclui-se as seguintes defini¢oes.

Definicao 2.76. Sejam r e s dois niimeros reais comensuraveis nao nulos. Dizemos que ¢
¢ o minimo miltiplo comum generalizado entre 7 e s, e escrevemos ¢t = mmcg(r, s),

se:
a) t >0,
b) ¢t é um multiplo inteiro comum de r e s,

¢) se t' é multiplo inteiro comum de r e s e t' > 0, entdo t < t'.

Definicao 2.77. Sejam r e s dois niimeros reais comensuraveis nao nulos. Dizemos que u
é o méximo divisor comum generalizado entre r e s , e denotamos u = mdcg(r, ),

se:
a) u é um divisor inteiro comum de r e s ;

b) se u’ é divisor inteiro comum de r e s entao v’ < u.

Serd encontrado, agora, uma foérmula para calcular o mmcg e o mdcg para

quaisquer dois niimeros comensuraveis.
Teorema 2.78. Sejam r e s dois reais comensurdveis nao nulos. Entdao
mmeg(r,s) = |v-r| = |u- s

mdceg(r, s) = |r/u| = |s/v]
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em que u/v é a forma irredutivel do racional r/s.

Demonstragao: Analisando o teorema, primeiramente, para r e s positivos. Se a, b, ¢, d € Z
sdo taisque a-r = b-sec-r =d-s,entdo b/a = d/c, e estas fragoes sdo fragdes equivalentes
de r/s.

Portanto, os menores nimeros naturais a e b que satisfazem a igualdade
a-r ="b-s, sao encontrados quando analisamos o numerador e o denominador da fracao

irredutivel que representa o nimero racional r/s.

A partir dai, pela definicaio de mmcg e de mdcg, se u/v é a fragao irredutivel

de r/s, entao
mmeg(r,s) =v-s=u-s e mdeg(r,s)=r/u=s/v,

o que demonstra o teorema para r e s positivos. Caso r (ou s) sejam negativos, con-
sideramos (—r) > 0 (ou (—s) > 0) e aplicamos a demonstra¢ao acima. Isso termina a

demonstragao do teorema. [

Se r e s forem nimeros racionais, as férmulas dadas no teorema serdo reescritas

da seguinte forma.

Corolario 2.79. Sejam r e s dois numeros racionais ndao nulos e sejam a,b,c,d € 7
numeros inteiros tais que r = a/b e s = c¢/d, sendo que a/b e c/d sao fragoes irredutiveis.
Entao,

mmcg(r, s) = mmc(a, ¢)/ mde(b, d)

mdcg(r, s) = mdc(a, ¢)/ mme(b, d).

Observagao 2.80. No corolario precedente, é imprescindivel, que as fragoes a/b e ¢/d
sejam fragoes irredutiveis, pois caso contrario as formulas encontradas nao irao calcular o

mmcg e mdcg realmente de r e s.

Demonstragao do Corolario 2.79: Demonstraremos o resultado apenas para nimeros
reais positivos. Como a/b e ¢/d sao fragdes irredutiveis, entdao mdc(a,b) = 1 = mdc(c, d).

Portanto, temos

r a/b a-d_ad-d

s c¢/d b-c V-

onde
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Como a fracao a’ - d'/V/ - ¢ é uma fragao irredutivel, entao, pelo Teorema 2.78

b c a-c

R VR . — .
mng(ﬁ 5) r ¢ b de(b, d) Ind(;(a7 C) Ind(}(b7 d) : de(a, C)

Pelo Lema 2.40, sabemos que a - ¢ = mmc(a, ¢) - mdc(a, ¢). Assim,

a-c mmc(a, ¢) - mde(a,¢)  mme(a, c)

mdc(b, d) - mde(a,¢)  mde(b,d) - mde(a,¢)  mde(b,d)’

Portanto, mmecg(r, s) = mmc(a, ¢)/ mde(b, d). Do mesmo modo,

r a mdc(a,c) mde(b,d)
mdcg(r,s) = T =3 , . y
~ mdc(a, ¢) - mdc(b, d)
B b-d '

Novamente utilizando o Lema 2.40, sabemos que b-d = mmc(b, d) - mdc(b, d). Continuando

a demonstragao tem-se:

mdc(a, c) -mde(b,d)  mdc(a, c) - mde(b,d)  mdc(a, c)

b-d mmc(b, d) - mde(b,d)  mme(b,d)

Portanto, mdcg(r, s) = mdc(a, ¢)/ mme(b, d). n

Seguem algumas das propriedades de mmecg e mdcg.
Proposicao 2.81. Sejam r e s dois numeros reais comensurdveis e nao nulos. Entdo:
(i) |r - s| = mdeg(r, s) - mmeg(r, s).

(ii) Para qualquer nimero real ndo nulo f, temos que f-r e f-s sao comensurdveis e
mmeg(f -7, f-s) = [f| - mmeg(r,s) e mdeg(f -7, f-s)=|[f| -mdeg(r,s).
Demonstracao:

(i) Seja u/v a forma irredutivel do ntimero racional r/s. Do Teorema 2.78, segue que
mmecg(r, s) - mdeg(r,s) = |v-r|-|s/v] = |r- s,
como queriamos.

(ii) A demonstragao é similar a da Proposigao 2.58. Mostremos que mmeg(f -, f - s) =
| f|-mmcg(r, s). Seja m = mmeg(r, s) e defina m’ = | f|-m. Note que m’ > 0. Ademais,
m'/(f-r) = (|f|/f) - (m/r) é um ntmero inteiro, pois m/r o é e |f|/f € {—1,1}.
Concluimos que m’ é multiplo inteiro de f - r, e analogamente de f - s. Por fim,

supondo que ¢ > 0 é outro multiplo inteiro comum de f-r e f - s, temos que t'/|f| é
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um multiplo inteiro tanto de r quanto de s. Segue da defini¢ao de mmeg(r, s) que
m < t'/|f|, donde concluimos que t' = m - |f| = m'. Isto é, m’ = mmceg(f - r, f - 5).

Por fim, utilizando o item anterior, obtemos

VAL Y S R
BB = (o ) 1] g, ) TS

Isso conclui a demonstracao. [

Vejamos agora alguns exemplos.

Exemplo 2.82. Calcule o mmcg e mdcg para os valores comensuraveis (2;4).

e mmcg(2,4)
L, : ) 2 .
Como 5 é a forma irredutivel de T entdo:

mmeg(2,4) = |1.4] =4 = [2.2]

e mdcg(2,4)
1, . . 2 -
Como 5 ¢ a forma irredutivel de T entdo:

2 4
deg(2,4) = 2| =2=|-
mdeg(2,4) = || =2 = ||

11
Exemplo 2.83. Calcule o mmcg e mdcg para os valores incomensuraveis (g, 5)
11
* mmcg(ga g)

Dados que: a = 1,b=3,¢=1,d =5 e mme(1,1) = 1 e mde(3,5) = 1, temos:

11 1
mmcg(g; 5) = mmc(a, ¢)/mde(b, d) = ;=1

11

Dados que: a = 1,b=3,¢c=1,d =5 e mde(1,1) = 1 e mmc(3,5) = 15, temos:

11 1
mmcg(g; 5) = mdc(a, c)/mme(b,d) = 5

Veremos, no préoximo capitulo, como aplicamos as noc¢oes expostas aqui em

sala de aula por meio de uma pedagogia ainda tradicional mas com aspectos ludicos.
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3 Aplicacao do Projeto: mmc e mdc: Gosto-

sura ou tortura?

“A matemadtica, vista corretamente, possui ndo apenas verdade, mas também suprema beleza
- uma beleza fria e austera, como a da escultura."

(Bertrand Russell)

Neste capitulo expomos a estrutura curricular da disciplina de matematica no
estado de Sao Paulo a fim de subsidiar os contetidos e praticas que foram utilizadas na
aplicagdo do projeto ao corpo discente do 8° ano do Ensino Fundamental e 3° ano do

Ensino Médio. Em seguida, o préprio projeto é entao apresentado.

3.1 Matematica para o Ensino Fundamental Il e para o Ensino
Médio

Na obra ( [13], 2011) da Secretaria da Educac¢do do Estado de Sdo Paulo
(SEESP), a matemaética é evidenciada como um sistema primério de expressao, igualmente
entendida como uma das linguas maternas, tal como a linguagem natural- o portugués-
, com a qual interage continuamente. Dentre o rol de competéncias e habilidades que
compoem o curriculo basico dos ensinos fundamental e médio da educagao paulista, a
competéncia leitora e escritora sao almejadas tanto em termos da linguagem natural
quanto da artificial. Assim, a matematica também deve interagir com todas as formas de

expressao, incluindo aqui as associadas as tecnologias e computagao.

O foco principal, ndo s6 na mateméatica mas também de todas as disciplinas
do curriculo escolar, é a transformagcao da informacao em conhecimento significativo. As
informagoes estao cada vez mais numerosas e de facil aquisi¢do, mas estdo disponiveis
de forma desorganizada. Cabe ao professor um papel muito importante neste contexto,
que seria o de auxiliar a transformacao da informagao exposta de modo desorganizado e

descontextualizado em conhecimento significativo.

O Curriculo da SEESP evidenciou que “um curriculo tem a funcao de mapear
os temas/contetidos considerados relevantes, tendo em vista o tratamento da informacao e
a construcao do conhecimento. As disciplinas tém um programa que estabelece os temas a
serem estudados e que constituirao os meios para o desenvolvimento das competéncias
pessoais” ( [13], 2011, p. 36).

Para que a construcao do conhecimento ocorra entre os discentes é essencial
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que identifiquemos em cada contetido a ser ministrado em sala de aula as ideias fundamen-
tais que permeiam aquele assunto, para que possamos aplicd-las em outros contextos e
disciplinas. Sabe-se que a lista de contetidos disciplinares a serem estudados pelos alunos é
bem extensa e fragmentada fazendo com que, muitas vezes, o conhecimento nao ocorra
de modo significativo. Por esta razao é importante a organizacao e sistematizacao destes

conhecimentos ou ideias tidos como fundamentais.

Conjecturamos que o reconhecimento e a caracterizagao dessas ideias funda-
mentais constituem o verdadeiro “antidoto” para o excesso de fragmentacao dos contetidos
disciplinares na forma como sdo apresentados, no sentido que por serem fundamentais
podem ser tratados em um ambito inter e trasndisciplinar. Foi pensando em tudo isso que,
o Curriculo da Secretaria da Educacao, ( [13], 2011), organizou os conteidos mateméaticos

em trés grandes blocos tematicos: Numeros, Geometria e Relagoes.

No bloco tematico Numeros estao envolvidas as nogoes de contagem, medida e
representagao simbolica de grandezas efetivamente existentes ou imaginadas. Inclui-se aqui
também as representagoes algébricas. Por, outro lado, no bloco Geometria, os conteudos
aqui envolvidos dizem respeito diretamente a percep¢ao de formas e de relagoes entre
elementos de figuras planas e espaciais; a construgao e representagao de formas geométricas,
existentes ou imaginadas, e a elaboracao de concepcao de espaco servindo de suporte para
a compreensao do mundo fisico. J& no de Relagoes estao fundamentados a nocao de medida;
a ideia de aproximagao; as relagoes métricas em geral e as relagoes de interdependéncia,

como a proporc¢ao e fungao.

Apesar de estarem separados em trés grandes blocos tematicos, os contetudos
interagem -se o tempo todo, impossibilitando assim a abordagem de um dos blocos sem a
participacdo dos outros. E por causa da existéncia de tantas temdticas comuns aos blocos
que o Curriculo, ( [13], 2011), articula diversos contetdos, favorecendo uma aproximacao
entre variados assuntos evidenciando, assim, uma interdisciplinaridade interna da prépria

matematica.

Em termos das ideias fundamentais que compoem cada bloco, temos que:
no Ensino Fundamental, o bloco Numero tem como foco principal o enriquecimento da
linguagem numérica, iniciando seus trabalhos com situagoes e problemas envolvendo
elementos de contagem e a medida. Essas situagoes podem estar apoiadas na historia,
como por exemplo, a ampliagado do conjunto dos ntimeros naturais e no conjunto dos
numeros inteiros em razao da necessidade da utilizacdo de niimeros nao naturais, os
chamados nimeros negativos, em acoes comerciais do século XV. E incluida também
nesse bloco, o estudo das representacoes dos niimeros na forma algébrica e suas operagoes

correspondentes.

No ensino fundamental, os niimeros racionais surgem de relagoes entre inteiros,

também chamada de razao entre inteiros e a motivacao basica para o aprendizado dos
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irracionais encontra-se nas situagoes que envolvem grandezas incomensuraveis, como a
relagao entre as medidas do lado de um quadrado e sua diagonal. Espera-se dos alunos
que, ao final do ensino fundamental, eles estejam aptos para a operalizacao de situagoes-
problemas no campo real, para que ao integrarem-se no ensino médio, esse conhecimento
seja o inicio de um aprofundamento e sistematizacdo de novas relagdes emergidas das

inter-relagoes ocorridas entre os contetidos do ensino anterior.

Segundo ( [13], 2011, p. 44 ), “nédo se pode pretender que exista apenas uma
forma adequada de tratamento dos diversos contetidos disciplinares, o que constituiria
uma mistura de ingenuidade e arrogancia”, pois a implementacao desse curriculo na
rede estadual de ensino, que é abrangente e multifacetada, deve levar em conta a grande
diversidade de contextos existentes e um niimero expressivo de situacgoes educacionais bem

sucedidas a serem partilhadas e consolidadas.

Uma experiéncia que deu certo é a utilizagdo de narrativas, histéricas e de
estorias, na introducao de novos contetidos, com o objetivo de auxiliar na aprendizagem do
aluno, em termo de construcao dos significados. Esse tipo de abordagem é muito comum
nas atividades existentes em um material de apoio elaborado pelo Governo do Estado
de Sao Paulo denominado caderno do aluno. Nestes cadernos, entendidos informalmente
como uma apostila auxiliar para os discentes e docentes, estao elaboradas atividades e
situagoes-problemas que tratam os contetidos curriculares de modo inter e transdisciplinar.
E através do relato histérico dos contetidos matematicos que busca-se uma compreensao

mais nitida e significativa dos conceitos fundamentais.

Tendo em vista todo o panorama conceitual e didatico exposto detalhadamente
em ( [13], 2011), propomos a implantagao do projeto intitulado “MMC e MDC: Gostosura

ou Tortura”.

3.2 O Motivo da Escolha dos Temas para o Projeto

Conforme a segao anterior, percebe-se que o Curriculo, ( [13], 2011), esta
muito preocupado com a qualidade de ensino da matematica. No entanto, analisando
mais profundamente a grade curricular dessa disciplina para o ensino fundamental, ciclo
I1, e para o ensino médio, e também os cadernos do aluno e do professor de todas as
séries, verificou-se que alguns conceitos, como por exemplos minimo multiplo comum e
maximo divisor comum, que deveriam ser discutidos e trabalhados dentro de muitos outros

contextos, sdo praticamente restritos a um unico periodo letivo.

As concepgoes de mme e mdce sdo tratadas somente dentro do conjunto de
nimeros naturais, no volume 1 do caderno do aluno do 6° ano, antiga 5° série. O que
impressiona é que em nenhum outro caderno tras atividades que trabalham com esse

contetido. Tal fato também é observado em livros didaticos para o ensino fundamental e
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médio, pois analisando colegoes inteiras para os referidos assuntos, tais como ( [5], 2011)

e [6], observa-se tal auséncia conceitual.

Diante deste contexto, elaboramos um projeto intitulado “MMC e MDC:
Gostosura ou Tortura” para ser aplicado aos alunos do 8° ano do Ensino Fundamental
e para o 3° ano do Ensino Médio, sendo que para este ciclo a aten¢ao centrou-se nos

conceitos de mmc e mdc generalizados.

3.3 Desenvolvimento do Projeto

O projeto foi desenvolvido no primeiro semestre de 2015, na Escola Estadual
Professora Maria Neiva Abdelmasshi Justo, localizada no municipio de Valinhos, no estado
de Sao Paulo. Foram selecionadas cinco salas, trés das quais eram do Ensino Fundamental,
especificamente turmas do 8° ano, e duas do Ensino Médio, exclusivamente turmas do 3°
ano. O relato de todo o desenvolvimento do projeto esta, logo abaixo, separado para as

respectivas séries.

O motivo da escolha de tais classes deveu-se ao fato de ainda possuirem grande
dificuldade de compreensao de conteuidos e habilidades relacionadas aos multiplos e divisores
de um numero. Nas turmas de oitavo ano do Ensino Fundamental foi desenvolvido este
projeto visando minimizar a dificuldade em compreender minimo miltiplo comum (mmc)
e méaximo divisor comum (mdc), cujo objetivo era tornar a aprendizagem mais significativa
aos alunos, conscientizando-os nas diferencas concretas entre mmec e mdc em situagoes do

cotidiano.

Com as turmas do terceiro ano do Ensino Médio, além de tornar a aprendizagem
mais significativa aos alunos conscientizando os mesmos nas diferengas concretas entre
mmc e mdec em situagoes do cotidiano, o objetivo maior era avancar na aprendizagem

expandindo o conhecimento para mmec e mdc generalizados.

3.4 Oitavo ano do Ensino Fundamental.

Em um primeiro momento, conversou-se com as trés salas de 8° ano acerca do
fato de que durante o periodo de quatro semanas eles estariam participando da aplicagao
de um projeto de mestrado e que os mesmos seriam avaliados em dois momentos, no inicio

e no final do projeto.

Resumidamente temos que:

e Primeira semana: de 02 a 06 de fevereiro de 2015.

i) 1* e 2* aulas.
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Sem nenhuma explicacdo do contetudo, foi aplicada a avaliagdo diagnodstica com
questoes de mmec e mde de ntimeros inteiros positivos, questoes estas em forma de
problemas retiradas de livros didaticos de matematica para o 6° ano e também de
provas externas, como da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
(OBMEP) ou do SARESP (Sistema de Avaliacao de Rendimento Escolar do Estado
de Sao Paulo).

Logo apos o término da avaliacao diagnostica, foi revisado muito rapidamente o
conceito de mmec e mdc de niimeros inteiros pois os alunos, em sua maioria, nao
conseguiram realizar a avaliagdo como era esperado, e ficaram curiosos em como
poderiam ter resolvido as questoes propostas. Exatamente no final da aula, o pes-

quisador pediu que os alunos trouxessem para as proximas aulas uma caixa de fosforo.

ii) 3* e 4* aulas.

Os alunos trouxeram caixas com palitos de fosforo para trabalharem a atividade
lidica de construcao de triangulos retangulos, a qual consistia em utilizar o palito
como unidade de medida, por terem todos o mesmo tamanho. Nessa atividade foram

utilizados palitos para construir os lados. Se a medida de um lado do triangulo era,

por exemplo, 3 seriam necessarios 3 palitos colocados um em sequéncia do outro.

O objetivo dessa atividade era que os alunos compreendessem algumas caracteristicas
do triangulo retangulo, como, por exemplo, que a hipotenusa ¢ sempre o maior entre
os 3 lados do tridngulo. Para isso, antes da atividade em si, foi introduzida aos alunos
a defini¢do de tridngulo retdngulo. As caracteristicas principais e nomes dos lados

do tridngulo em questao também foram estudados.

Apos essa curta explicagdao, com o objetivo de encontrar a medida da hipotenusa, fo-
ram colocados na lousa a medida dos catetos. As medidas escolhidas para os catetos-
pelo pesquisador - eram as dos Triangulos Pitagoricos. Os alunos, divididos em
grupos com quatro ou com trés integrantes, deveriam construir os catetos utilizando
os palitos e ao final, deveriam construir o terceiro lado do triangulo, também com

palitos, unindo as extremidades dos catetos.

E claro, que os alunos tiveram que encontrar maneiras de modo a manter um angulo
reto entre os catetos, para assim dar a veracidade & medida da hipotenusa encontrada

(ver Figuras 6 e 7 na segao 3.6).
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Apoés terminarem essa atividade, o pesquisador pediu que os alunos escolhessem
valores arbitrarios para os catetos e tentassem encontrar a hipotenusa. A maioria
dos alunos nao conseguia encontrar uma quantidade inteira de palitos para a medida

da hipotenusa.

Alguns alunos perceberam que se escolhessem medidas que fossem multiplas as
medidas propostas pelo pesquisador, conseguiriam encontrar uma quantidade inteira
de palitos para a medida da hipotenusa, uma vez que o proprio pesquisador havia

feito isso, mas sem explicitar o fato.

iii) 5*aula.

Para a quinta aula dessa semana, o pesquisador propos alguns questionamentos tais
como: que conclusoes os alunos poderiam fazer sobre a hipotenusa. Aprofundando
mais um pouco o pesquisador pediu que todos olhassem para as medidas encontradas
e tentassem descobrir uma relagao entre os lados do triangulo retangulo e sugeriu

que eles utilizassem as operagoes para isso.

O primeiro questionamento foi respondido unanimemente, isto é, que a hipotenusa
era sempre o maior lado. J& para o segundo foi necessario uma discussao maior com
as salas, utilizando calculos com tentativas e erros até que se chegasse a conclusao

que o "quadrado da hipotenusa era igual a soma dos quadrados dos catetos".

Durante essas atividades ludicas foram trabalhadas as habilidades de reconhecimento
de um tridngulo retdngulo, bem como a relagao entre os lados; de compreensao do

Teorema de Pitagoras e de identificacao de tridngulos semelhantes.

iv) 6% aula

Foi iniciada uma outra atividade ludica com alunos, na qual os mesmos foram
desafiados a tentar montar triangulos retangulos com as medidas dos catetos iguais
entre si. Eles deveriam utilizar uma tinica unidade de medida, ou seja, os catetos
deveriam medir uma unidade. Essa unidade de medida foi escolhida pelos alunos,
comecgando com medidas maiores, como palitos de churrasco, e chegando a medidas
menores como palitos de fésforo. Cada grupo de alunos deveria pegar os materiais

escolhidos e tentar encontrar uma quantidade inteira para a hipotenusa.

O objetivo desta segunda atividade ludica foi despertar nos alunos a possibilidade

de haver ou nao uma medida de hipotenusa nesses tridngulos retdngulos com uma
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unidade ou unidades inteiras. A atividade foi iniciada pelos alunos por levantamento
de estimativas e hipéteses. A grande maioria dos deles concordou que para unidades
grandes a hipotenusa nao iria medir uma unidade inteira e muito menos duas uni-
dades inteiras. Mas alguns achavam que poderia ser possivel que unidades menores
dessem certo, como, por exemplo, palitos de f6sforo, de dente, clipes de papel (ver

Figuras 8, 9 e 10 na segdo 3.6).

Ao final da aula, os alunos perceberam que com nenhum dos materiais foi possivel
encontrar uma quantidade inteira para a medida da hipotenusa, e ao associarem com
a atividade anterior, que eles deveriam escolher ao acaso medidas para os catetos-
quando alguns nao conseguiram encontrar quantidades inteiras para a hipotenusa-
eles comegaram a questionar o porqué isso ocorria, e se com algum material iria dar
certo. A habilidade trabalhada nessa atividade foi a de compreender os nimeros nao

inteiros como uma medida.

e Segunda semana: de 09 a 13 de fevereiro de 2015.
i) 1* e 2* aulas.

Nestas aulas o pesquisador aproveitou os questionamentos que encerraram a primeira
semana para trabalhar com os alunos um pouco de histéria, situando-os no que
ocorria na antiguidade, na época de Pitagoras. Durante essas aulas foi ensinado o
conceito de niimeros comensuraveis e chegando ao conceito de niimeros incomensura-
veis, através da relacao entre a medida do lado de um quadrado e a medida da sua

diagonal, o que levou ao Teorema de Pitagoras.

Com o Teorema de Pitagoras, foi proposto aos alunos que verificassem a veracidade
dos valores encontrados para a hipotenusa. Na atividade com os palitos de fésforo,
conseguiram verificar que os valores, quando encontrados, eram realmente os valores
da hipotenusa. Nessas duas aulas a habilidade trabalhada foi a de utilizar o Teorema

de Pitagoras.

ii) 3* e 4* aulas.

O pesquisador iniciou as aulas utilizando divisoes e subdivisdes do inteiro, utilizou
como exemplo duas irmas que fizeram cada uma um bolo para vender. Mas dividiram
o bolo de maneiras diferentes, uma em oito pedagos e a outra em doze pedagos.
Como resolveram unir as vendas, tiveram que redividir os bolos para terem pedacos
com mesmo tamanho. Dessa maneira os estudantes foram instigados a encontrar

um multiplo comum as duas quantidades de pedagos de cada bolo. Depois de varias
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tentativas, descobriram que a melhor maneira era dividir cada bolo em vinte e quatro

pedacos, para que nao ficassem pedagos muito pequenos.

Apoés a descoberta, foi relembrado o conceito de miiltiplos e multiplos comuns, utili-
zando o conceito de conjunto e de interseccao de conjuntos, encontrando assim o
menor de todos os elementos da interseccao, diferente do elemento nulo. Ao final
dessas duas aulas, o pesquisador apresentou dois problemas do livro didatico de sexto

ano do ensino fundamental, para que resolvessem utilizando o método apresentado.

iii) 5% e 6 aulas.

Durante este periodo, o pesquisador introduziu uma outra maneira para se encontrar
o mmc de nimeros inteiros. Que utiliza a decomposi¢ao de niimeros compostos em
fatores primos. O mmc ¢ encontrado através da uniao dos fatores primos de cada
numero, sem repetir os fatores comuns. Depois da explicacao, o pesquisador pediu
que os alunos sentassem em duplas e resolvessem outros trés problemas, também
selecionados do livro didatico do sexto ano do ensino fundamental, pelos dois métodos

expostos.

Nessas quatro tltimas aulas foram trabalhadas as habilidades de interpretar proble-

mas e de calcular o menor miltiplo comum.

e Terceira semana: de 23 a 27 de fevereiro de 2015.
i) 1* e 2% aulas.

O pesquisador deu prosseguimento ao conceito de mmec de ntimeros inteiros. Colocou
os alunos em grupo de trés ou quatro integrantes e promoveu uma disputa entre
os grupos. O grupo que terminasse o resolugdo de um problema primeiro ganhava
um ponto, no final ganhou o grupo com mais pontos. Nessas aulas foram propostos
problemas que envolvessem o conceito de mmc retirados de provas anteriores da OB-

MEP ou SARESP, problemas esses mais complexos, mas ainda sim contextualizados.

ii) 3* e 4* aulas.

Nestas aulas o pesquisador introduziu o conceito de divisores de um nimero, uti-
lizando um objeto que estava na moda na época, o "Bastao de Selfie". Utilizando
a relagdo de quanto menor a distancia necessaria para se tirar uma foto, menor
deveria ser o tamanho do bastao. Para introduzir o conceito de divisores comuns o
pesquisador comentou que tinha 1200 balas de um certo tipo, e 1344 balas de um

outro. Disse também que queria distribuir essa quantidade para os alunos, mas com
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uma condicao, cada aluno deveria receber quantidades iguais de cada bala.

Depois das discussoes geradas com a problematizagao, o pesquisador relembrou o
conceito de divisores e de divisores comuns de niimeros inteiros, utilizando o conceito
de conjuntos e de interseccao entre conjuntos, encontrando assim o maior elemento
entre todos os do conjunto interseccao. Para terminar essas duas aulas, o pesquisador
propds aos alunos que resolvessem dois problemas envolvendo mdc de ntimeros

inteiros, retirados do livro didatico do sexto ano do ensino fundamental.

iii) 5% e 6 aulas.

Nas tltimas duas aulas da terceira semana do projeto, ao dar prosseguimento ao
conceito de mdc para nimeros inteiros, o pesquisador expos um outro método para
encontrar o mdc. Esse método consiste em decompor cada nimero composto em

fatores primos, encontrando a interseccao desses fatores.

Apés a explicacao do método de decomposi¢ao em fatores primos. O pesquisador
dividiu a sala em grupos de no maximo quatro alunos para que resolvessem outros
quatros problemas, retirados, também, do livro didatico do sexto ano, pelos dois

métodos que foram expostos.

e Quarta semana: de 02 e 06 de marcgo de 2015.
i) 1* e 2% aulas.

Nas duas primeiras aulas da quarta semana do projeto, o pesquisador deu prossegui-
mento ao conceito de mdce de niimeros inteiros. Colocou os alunos em grupo de trés
ou quatro integrantes e promoveu novamente disputa entre os grupos. Nessas aulas
foram propostos problemas que envolvessem o conceito de mde que foram retirados
de provas anteriores da OBMEP ou SARESP, problemas esses mais complexos, mas

ainda sim contextualizados.

ii) 3* e 4* aulas.

Ao terminar toda a construcao do conhecimento do aluno sobre mmec e mdc de
ndmeros inteiros, com a resolugdo de questoes problemas da OBMEP (Olimpiada
Brasileira de Matemética das Escolas Publicas), passou-se para um conceito mais
aprofundado, o conceito de minimo multiplo comum generalizado (mmcg) e ma-
ximo divisor comum generalizado (mdcg), para que os alunos percebessem que o

calculo de mmc e mdc entre dois ou mais niimeros nao se restringia a ntimeros inteiros.
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Os alunos perceberam que foi possivel calcular o mmc e o mdc para quaisquer dois
numeros racionais, uma vez que os elementos desse conjunto eram sempre nimeros
comensuraveis.Para sistematizar esses novos conceitos, o pesquisador trabalhou com

os alunos alguns exercicios que envolvessem o calculo do mmeg e do mdcg.

iii) 5* e 6* aulas.
Finalizando o projeto no oitavo ano do ensino médio, o pesquisador aplicou uma

segunda avaliacdo, que tinha o intuito de verificar se o projeto foi ou néao eficaz.

Mesmo nao tendo uma resposta tao positiva como se esperava, o conceito de
nimeros incomensuraveis foi importante, para, mais tarde, introduzir o conjunto dos

nimeros irracionais e assim o conjunto dos niimeros reais.

Ao observar os resultados da segunda avaliacdo diagnodstica e compara-los com
os resultados da primeira percebeu-se que nao houve melhora na maioria dos casos. Os
alunos ainda nao compreendiam os conceitos de miultiplos, divisores, mmc e mdc para
numeros inteiros. Analisou-se, também, que muitos discentes ainda nao tém interiorizado

o algoritmo da divisao.

Muitas questoes foram levantadas apds essa observacao, tais como: Quais foram
os erros do projeto? Sera que o projeto estd muito além da capacidade intelectual dos
alunos? Os alunos possuiam os pré-requisitos necessarios para a verdadeira compreensao

desses conceitos?

3.5 Terceiro Ano do Ensino Médio.

O conceito de nimeros comensuraveis e incomensuraveis estao inseridos no
contexto de conjuntos numéricos, que por sua vez compodem a estrutura algébrica de
conjuntos em termos de Anel e Corpo, os quais serdao temas das atividades propostas
para esta turma de discentes, além daquelas destinadas as tematicas de mdc e mmc

generalizados.

Resumidamente o projeto sera relatado abaixo:

e Primeira semana: de 02 a 06 de fevereiro de 2015.
i) 1* e 2% aulas.
O projeto, para o 3° ano do ensino médio foi iniciado com uma aula expositiva sobre

as estruturas algébricas de Anel e Corpo de uma maneira nada lidica, deixando os

alunos, ao final das aulas, um pouco intrigados.
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ii) 3* e 4* aulas.

Realizacao de uma avaliacao diagnoéstica sobre o tema das primeiras duas aulas, para
verificar o que os alunos haviam compreendido. Observou-se que durante a realizacao
dessa avaliacao, muitos dos alunos se recusaram a resolvé-la, pois os mesmos nao
prestaram atencao durante explicacdo do contetido pelo pesquisador. Questionaram

o motivo de ter que fazer essa avaliacao e se iria prejudicar sua nota se nao o fizesse.

Além desse transtorno, como era de se esperar, a maioria dos alunos nao conseguiu

resolver completamente a avaliacao diagnostica.

e Segunda semana: de 09 a 13 de fevereiro de 2015.
i) 1* e 2% aulas.

Com o intuito de fazer os alunos compreenderem o real significado de mmc e mdc,
foram trabalhados, através de situagoes problemas do cotidiano, os conceitos de
multiplos, multiplos comuns e minimo multiplo comum (mmc) de nimeros inteiros,
divisores, divisores comuns e méaximo divisor comum (mdc) de nimeros inteiros.
Introduzindo também métodos mais praticos para o calculo do mmec e do mdc,

deixando a critério dos alunos o método mais pratico para cada um deles.

O pesquisador iniciou a aula utilizando um objeto que estava na moda na época
do projeto, o "Bastao de Selfie", esse objeto serviu para introduzir o conceito de
multiplos e divisores. Durante a aula tedrica pode-se perceber que a maturidade
desses alunos, ajudou-os a compreender muitos conceitos que eles nao entendiam na
época em que foi ensinado os conceitos de mmec e mdc para nimeros inteiros. Eles

préprios perceberam e comentaram o fato.

ii) 3* e 4* aulas.
Foram trabalhados com os alunos exercicios de mmc e mdc de nimeros inteiros,
exercicios estes em forma de problemas, retirados de avaliagbes externas como a

OBMEP e o SARESP. Para essa atividade os alunos estavam sentados em duplas ou

trios.

e Terceria semana: de 23 e 27 de fevereiro de 2015.
i) 1* e 2* aulas.
Neste periodo o projeto continuou com aula expositava para introduzir o conceito de
menor miultiplo comum generalizado e maior divisor comum generalizado, conceitos

trabalhados nas aulas seguintes. O pesquisador deu alguns exemplos da importan-

cia desses conceitos em varias dreas do conhecimento, na matemadtica, na fisica,
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na astronomia, entre outras. Mostrou também exemplos de profissionais que uti-
lizam o conceito de mmc e mdc para realizar seus trabalhos. Como exemplos, o
engenheiro civil quando necessita calcular a viga de uma construcao; o arquiteto

que utiliza tais conceitos para calcular o madeiramento necessario em uma construcao.

Ao final dessas aulas o pesquisador deu um desafio, pediu para que os alunos en-
contrassem um multiplo comum, dando preferéncia ao menor, e um divisor comum,
dando preferéncia para o maior, de dois niimeros racionais. Os alunos tiveram um
pouco de trabalho para encontrar o mmc e o mdc desses numeros. Alguns tentaram
encontrar utilizando o método da decomposi¢ao de fatores primos, até perceberem

que nao conseguiriam decompor niimeros nao inteiros.

ii) 3* e 4* aulas.

O pesquisador aproveitou a dificuldade que os alunos tiveram em encontrar o mmc
e mdc de dois ndmeros ndo inteiros para introduzir um conceito novo, o de menor
multiplo comum generalizado (mmcg) e maior divisor comum generalizado (mdcg).

Aproveitou-se aqui para explicar o conceito de niimeros comensuraveis e incomensu-

raveis.

Apos explicagao os alunos ficaram encantados em saber que existia um método para

encontrar o mmcg e mdcg para nimeros comensuraveis nao inteiros.

e Quarta semana: de 02 a 06 de margo de 2015.
i) 1* e 2* aulas.

O pesquisador trabalhou com as duas salas de terceiro ano do ensino médio, exercicios
que envolveram o calculo de mmcg e mdcg. Os alunos tiveram a opg¢ao de sentarem
em duplas, grupos, ou, se preferissem, sozinhos. Pois os mesmos foram acostumados

durante todo o ensino médio a resolver exercicios dessa maneira.

i) 3* e 4* aulas.

Para finalizar o projeto, nas duas tltimas aulas da quarta semana, o pesquisador
aplicou a avaliacdo, tal como foi acordado com os estudantes. A segunda avaliacao
diagnostica teve o intuito de verificar se os alunos compreenderam os conceitos

trabalhados durante o projeto.

Diferentemente, do 8° ano do ensino fundamental, o 3° ano do ensino médio,

mostrou um pouco de relutancia em participar do projeto de mestrado. Com o passar das
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aulas alguns alunos, que nao estavam participando, passaram a participar. Mas, apesar
do aumento de alunos resolvendo a segunda avaliacao diagnostica em relacao ao ntimero
de alunos que resolveram a primeira avaliagdo, havia ainda um ndmero consideravel de

alunos que se mostraram totalmente desinteressados.

Ao observar os resultados obtidos na segunda avaliacdo diagnostica, observando
somente as avaliacOes resolvidas, percebesse que muitos alunos alcancaram um bom
resultado. Mas em alguns ainda persistia dificuldades em conhecimentos béasicos, como
nimeros primos, relagdo de um nimero com seus fatores. Dificuldades estas que ja nao

deveriam existir para alunos do ensino médio.

3.6 Fotos do Projeto

Figura 6 — Medindo a hipotenusa.

Figura 7 — Medindo a hipotenusa.



Capitulo 3. Aplicag¢io do Projeto: mmc e mde: Gostosura ou tortura? 70

Figura 8 — Descobrindo a existéncia de medidas incomensuraveis.
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Figura 9 — Descobrindo a existéncia de medidas incomensuraveis.

Figura 10 — Descobrindo a existéncia de medidas incomensuréveis.
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4 Conclusao

Quando o projeto foi planejado o objetivo central era mostrar que com um
ensino interdisciplinar o aprendizado se torna mais significativo. No entanto, verificou-se
que um trabalho desse nivel ndo poderia obter resultados significativos em um periodo tao

curto.

Para provar que o conhecimento para ser adquirido plenamente através da
relacao entre as disciplinas escolares e utilizando, também, os conceitos ja adquiridos pelo
aluno, o que torna-o muito mais significativo, é necessario um tempo muito maior do que

as quatro semanas dedicadas a realizagao do projeto.

Esse trabalho, entao, fica como incentivo aos meus colegas de profissao para que,
juntos iniciemos uma reestruturacao na maneira como, hoje, transmitimos o conhecimento,
desfragmentando os contetudos, relacionando todas as areas do conhecimento, com o objetivo

de que nossos alunos interiorizem o aprendizado de uma forma bem mais significativa.
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