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RESUMO

Este trabalho € uma proposta de construcdo de curvas planas utilizando o
software de mateméatica dindmica GeoGebra, que contém ferramentas de &lgebra e
geometria. As curvas planas escolhidas sdo algumas das estudadas no Ensino
Médio, e outras com um nivel préximo do desenvolvido no Ensino Médio, no entanto,
pouco estudadas. As curvas planas estudadas, serdo analisadas a partir de suas
equacdes paramétricas, cartesianas e pela definicdo. No GeoGebra, as construcoes
poderdo ser animadas e modificadas sempre que necesséario, a fim de que
possamos entender com detalhes as variagdes sofridas nos gréficos a medida que

os parametros forem modificados.

Palavras-chave: GeoGebra; Curvas planas; Matemética dindmica.



ABSTRACT

This work is a proposal to construct plane curves using GeoGebra, a software
of dynamic Mathematics, which has several algebraic and geometric tools. Some of
the chosen plane curves are studied in high school, and others are of a level close to
that developed in high school. The plane curves are analyzed from their parametric
or cartesian definition equations. Using GeoGebra, constructions can be animated
and modified, so that we can understand in detail the effects on graphs variations as

parameters are modified.

Key words: GeoGebra; Flat curves; Dynamic mathematics.
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INTRODUCAO

As novas tecnologias, quando inseridas no ambiente de ensino-
aprendizagem, ajudam significativamente no desenvolvimento e entendimento dos
conteuldos trabalhados, bem como mostram outras formas de se analisar e perceber
caracteristicas de tais conteudos. Nesse sentido, os softwares, aplicativos e
ferramentas 4udio visuais se destacam. Neste trabalho, utilizaremos o software de
matematica dinamica GeoGebra, para realizarmos constru¢cdes com elementos de
geometria e algebra interagindo no mesmo ambiente.

O software GeoGebra € uma 6tima ferramenta de matematica dinamica e
atualmente utilizado em diversos paises. Com ele podemos fazer construcbes de
pontos, retas, vetores, poligonos, etc., em sua Janela de Visualizacdo e em sua
Janela de Algebra, além da possibilidade de modificagdes das construcées, tanto
pela algebra quanto pela geometria. O software permite ainda fazer animacdes e
calculos mais complexos, inclusive célculos de derivadas e integrais. Ele traz ainda
funcdes internas previamente estabelecidas, a fim de facilitar seu uso. Os graficos
de funcdes ou curvas em geral podem ser feitos em poucos segundos no GeoGebra,
bastando para isso digitar suas equagdes no campo Entrada.

A utilizacdo do GeoGebra em sala de aula é uma grande vantagem no que se
refere as construcdes de graficos das fungdes, poligonos, circulos, elipse, etc., além
de permitir a ampliacdo e reducdo da imagem, sempre que necessario, a fim de se
analisar mais de perto certa caracteristicas estudadas. O professor, quando faz uso
do software em suas aulas, consegue apresentar melhor as figuras e interpretacées
dos problemas propostos, bem como suas solucfes. Além disso, os alunos ficam
mais atraidos ao que esta acontecendo, devido, principalmente, a dinamica que o
software permite dar as construcdes.

As construgcdes mostradas nos capitulos seguintes foram todas produzidas no
GeoGebra e um dos critérios usados para a escolha das construgbes foi a
proximidade e aplicacdo das mesmas com a matematica do Ensino Médio. Diante
disso, as curvas planas tém papel importante, pois representam parte significativa do
conteudo abordado em matemaética nos livros de Ensino Médio.

As curvas planas escolhidas foram: Retas, Poligonais, Exponenciais,
Logaritmicas, Trigonométricas, Parabolas, Polinomiais, Cbonicas, Bruxa de Agnesi,

Cicloides, Epicicloides, Hipocicloides, Lemniscata de Bernoulli, Folium de Descartes,
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Hiperbdlicas, Espiral de Arquimedes, Curva de largura constante. Todas essas
curvas sdo possiveis de serem tratadas no Ensino Médio, e essa é a razdo principal
de sua escolha. As construcfes aqui presentes representam, antes de tudo, uma
proposta de trabalho para o professor que pretende usar o software em sala de aula.

O trabalho foi dividido em capitulos, onde encontramos no capitulo 1 a
apresentacao do software GeoGebra, e sdo mostradas suas ferramentas principais.
Além disso, é mostrado ainda como baixar e instalar o software. No capitulo 2, séo
trabalhados alguns conceitos preliminares de geometria analitica, com a finalidade
de que sua utilizagdo, nos capitulos seguintes, se dé de forma mais eficiente. No
capitulo 3, sdo apresentadas as curvas que serdo construidas, a partir de suas
definicbes, equacdes paramétricas e cartesianas. Para compreensdo adequada do
tema abordado na secdo 3.19, é necessario que o leitor tenha conhecimento de
Célculo Diferencial e Integral. No capitulo 4, sdo realizadas as construgdes, no
GeoGebra, das curvas apresentadas no capitulo 3, bem como suas variagbes. O

trabalho se encerra com as consideracdes finais e as referéncias bibliograficas.
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1 O GEOGEBRA

O software GeoGebra é um programa de matematica dindmica de distribuicdo
livre, que combina Algebra e Geometria em um U(nico ambiente. Criado por uma
equipe liderada por Markus Hohenwarter', o programa permite realizar construcées
dindmicas de pontos, retas, segmentos, vetores, poligonos, sequéncias, translagdes,
rotacoes, inserir funcdes, etc., além de possibilitar a modificacdo desses elementos
durante as construgdes, sendo que tais modificagdes aparecem, simultaneamente,
na Janela de Algebra e na Janela de Geometria.

O programa traz ferramentas tradicionais da Geometria e outras mais
adequadas a Algebra e ao Célculo. A partir da verséo 5.0, é possivel se trabalhar
com Geometria em trés dimensoes.

O programa tem notoria vantagem didéatica, uma vez que faz a apresentacdo
algébrica e geométrica ao mesmo tempo, além de sua capacidade de movimentos e
animacdes. Diante disso, a utilizacdo do programa em sala de aula é de grande

relevancia no que se refere ao ensino de matemética e suas tecnologias.

1.1 INSTALACAO DO SOFTWARE GEOGEBRA

O software GeoGebra pode ser baixado, instalado e usado gratuitamente.
Para isso, deve-se proceder de acordo com o roteiro a seguir:

e Entre no site www.geogebra.org;

e Clique no botdo Downloads;

e Selecione a op¢édo de download de acordo com o sistema operacional do
computador ( Windows, Mac Os X, Linux );

e Concluido o download, abra o instalador com dois cliques, selecione o
idioma e clique na op¢do PROXIMO;

e Leia os termos de licenca de instalacdo e clique em EU CONCORDO;

e Selecione STANDARD e cliqgue em INSTALAR,;

e Clique em TERMINAR e 0 GeoGebra abrird automaticamente.

! Markus Hohenwarter, criador do GeoGebra em 2001.


https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Markus_Hohenwarter&action=edit&redlink=1
http://www.geogebra.org/
https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Markus_Hohenwarter&action=edit&redlink=1
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7 Geolebra o X

Arguivo Editar Exibir Opglies Femamentas J. Erfrar

a

Enfrada

Figura 1.1: Tela inicial do GeoGebra

Observacdo: Caso o GeoGebra ndo abra automaticamente, va a area de

trabalho do computador, localize o icone do programa e dé dois cliques sobre ele.

"
x’

Figura 1.2: icone do GeoGebra

7

Para o uso do GeoGebra € necesséario que o computador tenha o JAVA
instalado, que pode ser adquirido gratuitamente em:

“‘www.java.com/pt_BR/download”.

1.2 CONHECENDO O GEOGEBRA

Vejamos uma apresentagao inicial das principais ferramentas e elementos
que compdem o GeoGebra, e que serdo usados posteriormente para as construgdes
propostas neste trabalho. Mais informacbes podem ser obtidas no manual do
GeoGebra®.

2 MANUAL GEOGEBRA. Site GeoGebra. Disponivel em: <https://wiki.geogebra.org/pt/Manual>.
Acesso em 12/07/2017.


http://www.java.com/pt_BR/download
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1.2.1 Janela de Algebra

Localizada na parte central esquerda, a Janela de Algebra apresenta todos os
comandos inseridos no Campo de Entrada ou na Janela de Visualizagcdo, como:
funcdes, pontos, numeros, vetores, sequéncias, etc. Esses comandos podem ser

modificados a partir da Janela de Algebra como se queira.

» Janela de Algebra >

Figura 1.3: Janela de Algebra

1.2.2 Campo de Entrada

No Campo Entrada podem ser inseridos varios tipos de comandos como,
funcdes, sequéncias, pontos, retas, vetores, etc. Estes objetos aparecerdo na Janela
de Visualizac&o e na Janela de Algebra. Este campo é muito importante, pois grande
parte dos comandos serao inseridos por ele.

Entrada:

Figura 1.4: Campo Entrada

1.2.3 Janela de Visualizacao

Localizada na parte central, a Janela de Visualizacdo € o espaco onde 0s
objetos sé@o apresentados de forma geométrica; Tais objetos podem ser inseridos
diretamente a partir desta janela, além de poderem ser modificados.
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» Janela de Visualizagdo X

2

3

Figura 1.5: Janela de Visualizacdo

1.2.4 Barra de Menus

Localizada na parte superior, a Barra de Menus é formada pelos botdes:
Arquivo, Editar, Exibir, Opg0es, Ferramentas, Janela, Ajuda. Cada um destes botdes
apresenta varias funcionalidades, que serdo melhor explicadas nas construcdes

futuras. Abaixo seguem imagens de cada um dos botdes da Barra de Menus.

Arquivo Editar Exibir Opches Ferramentas Janela Ajuda

Figura 1.6: Barra de Menus

1.24.1 Arquivo

Arquivo  Editar Exibir Opcdes Ferra
[ NovaJanela Crl+N
Novao
Abrir ... Cirl+0
Abrir do GeoGebra ...

Abrir Arquivo Recente ]

(=
(=)
@ Gravar Cirl+5
&

Gravar Como ...

Compartilhar...
Exportar *

{&) Visualizar Impressdo Ctrl+P

[ei] Fechar Alt+F4
Figura 1.7: Menu Arquivo
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1.2.4.2 Editar

Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

Desfazer Cirl+Z
Refazer Cirl+Y
Copiar Cirl+C
Caolar Cirl+V

Copiar para Area de Transferéncia Cirl+Shift+C

Inserir Imagem de >

Propriedades .. Cirl+E

S onar Tudo Cirl+A

@

ci

Figura 1.8: Menu Editar

1.24.3 Exibir

Exibir Opcdes Feramentas Janela Ajuda

© Janela de Aigebra Cirl+Shift+A
" Planilha Cirl+Shift+8
{ 1% Janela CAS Ctri+Shift+K
@ Janela de Visualizacio Ctrl+Shift+1
@ Janela de Visualizagio 2 Ctrl+Shift+2
0 Janela de Visualizacdo 3D Cirl+Shift+3
Protocolo de Construcio Ctrl+Shift+L

<& Calculadora de Probabilidades Cir+Shift+P
E Teclado
~ Campo de Entrada

2 Layout ..

@ Atualizar Janelas Ctrl+F
Recalcular Todos os Objetos  Cir+R.

Figura 1.9: Menu Exibir

1.24.4 Opcdes

Opcles Ferramentas Janela Ajuda

Arredondamento >
| A% Rotular >
Tamanho da Fonte >
Idioma >

¢ Avancado ...

@ Gravar Configuraces
Restaurar Configuracio Padrao

Figura 1.10: Menu Opcbes

1.2.45 Ferramentas
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Ferramentas Janela Ajuda

Configurar Barra de Ferramentas .. |
1

3¢ Criar uma Nova Ferramenta ...

@ Gerenciar Ferramentas ...

Figuré 1.11: Menu Ferramentas

1.2.4.6 Janela
Janela Ajuda
E, Mova Janela Cirl+M
Figura 1.12: Menu Janela
1.2.4.7 Ajuda
Ajuda
Tutoriais
¢ Manual F1

| Farum do GeoGebra
Reportar Erro

i Sobre/Licenca
Figura 1.13: Menu Ajuda

1.2.5 Barra de Ferramentas

Localizada na parte superior e abaixo da Barra de Menus, a Barra de
Ferramentas apresenta doze icones, cada um composto por varias ferramentas, que
sdo acessadas com facilidade a partir de um clique com o mouse sobre o icone. Tais
ferramentas podem ser usadas na Janela de Visualizacao.

% .A—.e / ’:*'-#7 I;?.—.a IE}T @7 ‘f;‘—.e x—; ABC? a_i_r' ‘%'7

Figura 1.14: Barra de Ferramentas

Vamos, a seguir, explorar as principais ferramentas que cada icone traz. Uso

mais especifico serd dado nas constru¢des futuras dos capitulos que se seguem.
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Informacdes mais aprofundadas podem ser obtidas a partir do icone Ajuda na parte
inferior direita ou no manual do GeoGebra.

1.25.1 Ferramentas de Mover

O primeiro icone da Barra de Ferramentas apresenta a ferramenta Mover.
Com ela, pode-se movimentar os objetos da Janela de Visualizacdo, bem como
modifica-los; é possivel, também, clicar e segurar com o botdo esquerdo do mouse a
fim de deslocar o sistema de eixos 0XY. Existe, ainda, a possibilidade de se fazer

rotacdes em torno de um ponto com a ferramenta Rotagdo em Torno de um Ponto.

i [
[% A ,-"'/ S el (o
* 7 || = 7 Sl

- 7 7

(% Mover

t[%‘ Rotagdo em Torno de um Ponto

Figura 1.15: icone Mover

1.25.2 Ferramentas de Pontos

O icone Ponto apresenta a ferramenta Ponto, que permite criar pontos na
Janela de Visualizagao.

Com a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos € possivel gerar o ponto de
intersecao de objetos.

A ferramenta Ponto Médio ou Centro, determina o ponto médio entre dois
pontos dados.

A ferramenta Otimizacdo encontra pontos de maximos e minimos locais de
uma funcéo, bastando para isso clicar sobre o grafico da funcao.

A ferramenta Raizes encontra as raizes de uma funcdo ao clicar sobre seu

gréfico.
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Panto
Ponto em Objeto

Vincular / Desvincular Ponto

Intersecdo de Dois Objetos

Ponto Médio ou Centro
Mamero Complexo
Otimizacio

Raizes

Figura 1.16: fcone Ponto

1.253

O icone Reta, apresenta a

Ferramentas de Retas

possibilidade de criacdo de retas (ferramenta

Reta), seguimentos (ferramenta Seguimento), semirretas (ferramenta Semirreta),

caminho poligonal ( ferramenta Caminho Poligonal) e vetores (ferramenta Vetor) na

Janela de Visualizagéo.

1~

N\

~
pad

w
L

' " . | ’/_.\
|

O, 4
Reta

Segmento

Segmento com Comprimento Fixo

Semirreta

Caminho Poligonal

Vetor

Wetor a Partir de um Ponto

Figura 1.17: icone Reta

1.254

Ferramentas de Retas Especiais

Este icone traz a possibilidade de criacdo de retas perpendiculares

(ferramenta Reta Perpendicular),

retas paralelas (ferramenta Reta Paralela),

mediatrizes (ferramenta Mediatriz), bissetrizes (ferramenta Bissetriz), retas tangentes
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(ferramenta Reta Tangente) e lugar geométrico (ferramenta Lugar Geomeétrico) na

Janela de Visualizagao.

W

lolel<

. Reta Perpendicular

~*_ RetaParalela
o< Mediatriz
é: Bissetriz

o Reta Tangente

@ Reta Polar ou Diametral
J* Retade Regress&o Linear

Rﬂn Lugar Geométrico

Figura 1.18: icone Retas Especiais

1.255 Ferramentas de Poligonos

Este icone permite a criacdo de poligonos (ferramenta Poligono) e poligonos

regulares (ferramenta Poligono Regular).

] & O£\

Paligono

Va2
L]

Paligono Regular

o
»
hJ
[}
J';\ Paligono Rigido

&

f;h Poligono Semideformavel

Figura 1.19: icone Poligonos

1.2.5.6 Ferramentas de Circulos e Arcos Circulares

Este icone apresenta ferramentas de criacdo de circulos, semicirculos, arcos

circulares e setores de circulos.
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O] 4] NJjnec) =) &)

\\::\ Circulo dadas Centro e Um de seus Pontos
(«) Circulo dados Centro e Raio
Compasso

Circulo definido por Trés Pontos

b Semicirculo Definido por Dois Pontos

.-) Arco Circular
)

Y Arco Circuncircular

o
._’_) Setor Circular

L]
L\ ) Setor Circuncircular

Figura 1.20: icone de Circulos

1.25.7 Ferramentas de Cbnicas

Com as ferramentas deste icone, o usuario pode criar elipses (ferramenta
Elipse), hipérboles (ferramenta Hipérbole), parabolas (ferramenta Parabola) e

encontrar a equacao de uma conica dados cinco pontos, com a ferramenta Conica

QI é__{ X ABC 22

! @ Elipse

por Cinco Pontos.

.
~

-Q:\ Pardbola

O Cdnica por Cinco Pontos

Figura 1.21: icone Conicas

Hipérbole

1.25.8 Ferramentas de Medida/Métrica

Com as ferramentas deste icone o usuario podera criar angulos, medir

distancias, comprimentos, perimetros e areas.
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‘1’;
=
1
A

1412}

° a=2
AN S
Angulo
Angulo com Amplitude Fixa
Distincia, Comprimento ou Perimetro
Area

Inclinacio

Lista

Figura 1.22: icone Angulo

1.25.9 Ferramentas de Transformacéao

Essas ferramentas permitem a realizacéo de reflexdo, rotacdo e translacao.

-
.

N

ABC | 232 <>

Reflexio em Relacdo a uma Reta
Reflexdo em Relacio a um Ponto
Inversdo

Rotacdo em Torno de um Ponto
Translacde por um Vetor

Homotetia

Figura 1.23: icone Transformagao

1.2.5.10 Ferramentas de Objetos Especiais
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Com essas ferramentas € possivel inserir textos, imagens e desenhar na

Janela de Visualizagao.

ABC

ABC

v

7
a=b

g/

Texto
Inserir Imagem
Caneta

Funcdo a Mao Livre

Relacio

Inspetor de Funcles

Figura 1.24: icone Objetos Especiais



1.25.11

Ferramentas de Objetos Dinamicos
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Com essas ferramentas é possivel criar parametros, controlar a apresentacao

dos objetos, exibir ou ocultar objetos, criar botdes com func¢des especificas e criar

<,

Controle Deslizante
Caixa para Exibir  Esconder Objetos
Botdo

Campo de Enirada

Figura 1.25: icone Objetos Dinamicos

movimentos.
J.
a=1
1.2.5.12 Ferramentas Gerais

Essas ferramentas permitem mover

a janela, ampliar ou

visualizagéo, exibir ou esconder objetos, copiar estilos e apagar.

A
)

P LD+

Maover Janela de Visualizagdo
Ampliar

Reduzir

Exibir / Esconder Objeto
Exibir / Esconder Ratulo

Copiar Estilo Visual

Apagar

Figura 1.26: icone Ferramentas Gerais

1.2.6 Barra Lateral

reduzir a

Na Barra Lateral direita central da janela principal do GeoGebra € possivel

mostrar ou esconder uma pequena Janela de Opcdes, que permite realizar
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alteracdes na janela principal do GeoGebra de forma rgpida e pratica. Essa barra
conta com seis opc¢des, como se seguem.

Crie vocé mesmo

g Calculadora Grafica

X Janela CAS

W Geometria s
1 & 3D Grapher

;" Planilha de Calculos

el Probabilidade

Figura 1.27: Barra Lateral

1.26.1 Calculadora Gréafica

Exibe a Janela de Algebra e a Janela de Visualizagdo com o0s eixos
ordenados.

1.2.6.2 Janela CAS

Exibe a Janela CAS e a Janela de Visualizacao.

1.2.6.3 Geometria

Exibe a Janela de Geometria sem os eixos ordenados.

1.26.4 3D Grapher

Exibe a Janela de Algebra e a Janela de Visualizag&o 3D.

1.2.6.5 Planilha de Célculos



Exibe a Planilha e a Janela de Visualizacao.

1.2.6.6 Probabilidade

Exibe a Janela de Probabilidade e Estatistica.

28
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo faremos uma introducdo a Geometria Analitica Plana, dando
énfase aos conceitos mais relevantes a elaboracdo deste trabalho, bem como ao
uso que serdo dados no capitulo 4, onde seréo feitas constru¢cdes com o software de

matematica dinamica GeoGebra.

2.1 COORDENADAS NA RETA

Dados os pontos A e B quaisquer, o segmento de reta AB chama-se distancia
entre os pontos A e B. Escrevemos d(4, B) para indicar essa distancia, que é um
namero real maior que zero, se A # B. Além disso, vale que d(4,C) +d(C,B) =
d(4, B) se, e somente se, 0 ponto C pertence ao seguimento de reta AB.

Um eixo é uma reta orientada, dotada de um sentido positivo e um sentido
aposto negativo, na qual se fixou um ponto 0, chamado origem. Todo eixo é uma
correspondéncia biunivoca com o conjunto R dos numeros reais; com a origem
correspondendo ao numero zero, cada ponto X situado a direita de O
correspondendo ao numero real x = d(0,X) e os pontos situados a esquerda de 0
correspondendo aos numeros reais negativos x = —d(0,X); o namero real x que
corresponde ao ponto X chama-se coordenada desse ponto.

Dados pontos X e Y sobre um eixo, tais que x = d(0,X) e y =d(0,Y), entédo
x <y se, e somente se, X esta a esquerda de Y. Além disso, tem-se que d(X,Y) =
|x — y|. Disso, decorre que se A, B e C pertencem a mesma reta entdo d(4,B) =
d(A,C) +d(C,B), com C localizando entre A e B (LIMA at al., 2006c, pag. 1-5).

2.2 COORDENADAS NO PLANO

Um sistema de coordenadas no plano [] consiste num par de eixos
perpendiculares 0X e 0OY contidos nesse plano, com origem comum. O eixo 0X
chama-se eixo das abcissas e 0 eixo OY eixo das ordenadas. O sistema € indicado

por OXY. A cada ponto P do plano [] corresponde, de forma biunivoca, um par
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ordenado (x,y) € R2 Os nlimeros x e y sdo as coordenadas do ponto P no sistema
0XY, onde x é a abcissa e y é a ordenada de P.

O ponto O do sistema possui abcissa e ordenada iguais a zero, (0,0). Um
ponto sobre o eixo 0X possui ordenada zero, (x,0). Um ponto sobre o eixo 0Y
possui abcissa zero, (0,y).

Dado um ponto P de abcissa x e ordenada y, chama-se projecao de P sobre o
eixo 0OX o ponto P’ de coordenadas (x,0), e de projecéo sobre o eixo OY o ponto P”
de coordenadas (0, y).

Os eixos ortogonais dividem o plano [ em quatro regibes chamadas
quadrantes. O primeiro quadrante € o conjunto dos pontos P = (x,y) taisque x = 0 e
y = 0. O segundo quadrante é formado por ponto P = (x,y) taisque x <0 e y = 0.
O terceiro quadrante pelos pontos P = (x,y) tais que x <0 e y <0. O quarto

quadrante por pontos P = (x,y) comx > 0 ey < 0 (LIMA at al., 2006c, pag. 5-12).

Il |

i v

Figura 2.1: Quadrantes do plano

2.3 DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

Como visto em (LIMA at al.,, 2006c, pag. 13-19) se os pontos P = (a,b) e
Q = (c,b) ttm a mesma ordenada, entdo eles estdo na mesma reta horizontal
paralela ao eixo 0X, e a distancia entre eles é d(P,Q) = |a — c|. Analogamente, se
0s pontos P = (a,b) e Q' = (a,d) possuem a mesma abcissa, entdo eles estdo na

mesma reta vertical paralela ao eixo 0Y, e a distancia entre eles é d(P,Q") = |b — d|.
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c a

Figura 2.2: Distancia horizontal e vertical

Entretanto, se os pontos P = (a,b) e Q = (c,d) tem coordenadas distintas,

consideremos o ponto S = (¢, b). Entao, o triangulo PQS € retangulo, com hipotenusa
POQ.

Figura 2.3: Tridngulo retangulo PQS

Entdo, d(P,S) =|c—a| e d(Q,S) =|d — b|. E, pelo teorema de Pitagoras,
podemos escrever:
d(P,Q)* =d(P,$)* +d(Q,5)*
Dai

d(P,Q) = Jd(P, $)?+d(Q,S5)?

Que é a distancia entre dois pontos no plano.

Em particular, a distancia do ponto P = (x,y) a origem O = (0,0) é:

d(0,P) = /xz +y?
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2.4 ESCOLHENDO O SISTEMA DE COORDENADAS

Diante de um problema geométrico, que ndo menciona coordenadas,
podemos resolvé-lo usando Geometria Analitica e introduzindo um sistema de eixos
da forma mais conveniente ao problema; vejamos um problema extraido de.

Seja, por exemplo, ABC um triangulo retangulo cuja hipotenusa € BC. Seja M
0 ponto médio de BC. Queremos mostrar que o comprimento da mediana AM é igual

a metade do comprimento da hipotenusa (LIMA at al., 2006c, pag. 19-23).

Figura 2.4: Escolhendo o sistema de coordenadas

Neste caso, um sistema de coordenadas conveniente para a resolucdo do
problema seria aquele em que os seguimentos AB e AC estdo sobre os eixos. Ou

seja, A = (0,0), B = (b,0) e € = (0,c) sao as coordenadas dos vértices do triangulo

dado, e M = (2,5).

2°2

Dai, o comprimento da mediana €

= = () + () =3

E, o comprimento da hipotenusa é

BC =d(B,C) = b2 +c?
0 que comprova que a afirmacéo inicial é verdadeira.
Assim, observamos que a escolha adequada do sistema de coordenadas
pode facilitar consideravelmente um problema de geometria. E possivel que tal

escolha possa ser feita de outra forma, e ainda assim se possa facilitar o problema.
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3 CURVAS PLANAS

Neste capitulo faremos o estudo de algumas Curvas Planas, que seréo
construidas, posteriormente, com o auxilio do software de matematica dinamica,
GEOGEBRA.

Uma vez escolhido um sistema de coordenadas no plano, as curvas nesse
plano passam a ser representadas por equac¢fes envolvendo as variaveis x, y na

qual o ponto P = (x,y) pertence a curva.

3.1 RETA

Como nos fala ( LIMA at al., 2006a, pag. 78-98).uma funcédo f: R - R chama-
se afim quando existem constantes a, b € R tais que f(x) = ax + b para todo x €
R.

O nuamero b = f(0) € chamado valor inicial da funcéo f. O nimero a pode ser
determinado a partir do conhecimento dos valores de f(x1) e f(x2) que a funcéo f
assume em dois pontos distintos x1 e x2. Temos que, f(x1) = ax1+ b e f(x2) = ax2 +

b, entdo fazendo a diferenga obtemos: f(x2) — f(x1) = a(x2 — x1),

Dai, a = F)—f o)
X2—X1
Dados x,x + h € R, com h # 0, o nUmero a = w chama-se a taxa

de variagéo de fungéo f no intervalo de extremos x, x + h. A funcdo chama-se:

Crescente quando x1 < x2 = f(x1) < f(x2);

Decrescente quando x1 < x2 = f(x1) > f(x2);

Ou seja, a funcdo f sera crescente quando a € positivo, decrescente quando
a € negativo e constante quando a € zero.

O grafico ¢ de uma funcéo afim f:x - ax + b € uma linha reta. Para vermos
isso basta mostrarmos que trés pontos quaisquer P1 = (x1,ax1+ b), P2 = (x2,ax2 +
b) e P3 = (x3,ax3 + b) do grafico sdo colineares. Para isso, € necessario e suficiente
que o maior dos trés numeros d(P1, P2), d(P2,P3) e d(P1, P3) seja igual a soma dos

outros dois. Podemos supor, sem perda de generalidade, que x1 < x2 < x3. Dal,

d(P1,P2) = \/(xz —x1)? + a®(xz2— x1)* = (x2— x1) [(1 + a®)
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d(P2,P3) = J(x3 —x2)% + a®(x3— x2)* = (x3— x2) [(1 + a®)

d(P1,P2) = \/(x3— x1)? + a®(x3— x1)?> = (x3— x1)_ [(1 + a®)

Segue que d(P1,P3) = d(P1,P2) + d(Pz, P3).

0

Figura 3.1: Trés pontos em linha Reta

Do ponto de vista geométrico, b é a ordenada do ponto onde a reta, que é
grafico da funcdo f:x — ax + b, intersecta o eixo 0Y. O numero a chama-se a
inclinacdo, ou coeficiente angular, dessa reta em relacdo ao eixo horizontal 0X.
Quanto maior o valor de a mais a reta se afasta da posicdo horizontal. Quando a >
0, o grafico de f é uma reta ascendente e quando a < 0, a reta é descendente.

Como o gréfico da funcdo afim € uma reta, e uma reta fica inteiramente
determinada quando se conhecem dois de seus pontos, resulta que basta conhecer
os valores f(x1) e f(x2), com x1 # x2, que a funcédo afim f: R — R fica inteiramente
determinada.

Dados arbitrariamente (x1,y1), (x2,¥2) € R*, com x1 # x2, existe uma, e
somente uma, funcdo afim f: R — R tal que f(x1) = y1e f(x2) = y2.

Se f(x) = ax+b,diz-sequey=ax+b éaequacdo daretar. Searetar é
ARG

X2—X1

onde (x1,y1) e (x2,y2) sdo dois pontos distintos quaisquer de r, dizemos que a € a

o grafico da fungéo afim f, dada por f(x) = ax + b, 0 coeficiente a =

inclinagdo ou coeficiente angular da reta r, pois ele € a tangente do angulo formado
pelareta r e pelo eixo 0X.
A equacdo da reta que passa pelo ponto P = (x1,y1) e tem inclinacéo

— Vg y=y+ y2—y1)

X2—X1 (x2—x1)

a

(x — x1), e € chamada Equacgéo Reduzida da reta.
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O conjunto dos pontos P = (x,y) cujas coordenadas satisfazem a equacao
ax + by = c é uma reta, e tal equacdo é conhecida como Equacdo Cartesiana da
Reta.

Dados os pontos distintos P1 = (x1,y1) e P2 = (x2,y2), as equagdes

{x = x1 + t(x2 — x1)

y=y1+t(y2—y1)
Equacbes Paramétricas da Reta P1Pz.

}, onde t assume todos o0s valores reais, chamam-se

3.2 POLIGONAL

As Curvas Poligonais aparecem em muitas situagbes cotidianas, como no
grafico de imposto de renda, da temperatura de mudanca de fase de um elemento,
na bolsa de valores, nos resultados de exames médicos, etc. (LIMA at al., 2006a,
pag. 102).

Uma fungéo f:R — R € dita Poligonal quando existem to < t1 < t2...< tn tais
que, para x < to, para x > tn e em cada intervalo [ti — 1,ti], f coincide com uma
funcdo afim fi. Equivalentemente, podemos dizer que uma funcdo f:R—- R é

poligonal quando seu grafico € uma linha poligonal .

Figura 3.2: Curva Poligonal

Um exemplo bem oObvio de uma funcéo poligonal é a funcédo f(x) = |x|, ou

seja: f(x) =x,sex>0e f(x) = —x,se <0.
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Figura 3.3: Curva Polinomial modular

3.3 EXPONENCIAL

Como visto em (LIMA at al., 2006a, pag. 178-182) chama-se de funcao
Exponencial a funcdo f:R —» R*, tal que f(x) = a*, com a € R*, a # 1. O nimero
real a chama-se base da funcdo exponencial. A funcdo é crescente sea > 1, e
decrescente se 0<a<1. A funcdo assim definida satisfaz as seguintes

propriedades:

1- f() =a

2- f(x+y)=f).-f(¥)

3-x<y=>fx)<f(y), quando a>1 e x<y= f(x)>f(y), quando
O0<a<l.

4- Afuncao f:R - R*, definida por f(x) = a*, é ilimitada superiormente.

5- A funcéo exponencial f: R —» R*, f(x) = a*, com a # 1 é sobrejetiva.

As figuras abaixo exibem os gréficos de f(x) =a*, nos casos a>1 e

0<ax<l.

Fix)=a* a=1

I

Figura 3.4: Curva Exponencial com crescente

0 X




37

f(x)=a" 0<a<1

\

0 X

Figura 3.5: Curva Exponencial com decrescente

3.4 LOGARITMICA

Dada a fungdo exponencial f:R — R*, f(x) = a*, para todo nimero real
positivo a # 1, chama-se de fungcdo Logaritmica a inversa da funcdo exponencial,
log,: R* - R, que associa a cada nimero real positivo x o numero real log,x,
chamado o logaritmo de x na base a (LIMA at al., 2006a, pag. 186-195). Por
definicdo de funcéo inversa, tem-se a'°9¢* = x e log,a* = x.

Assim, log,x € 0 expoente ao qual se deve elevara base a para obter o
namero x. Ou seja, y = log,x < a” = x. Segue que log, xy = log,x + log,y, para x
e y positivos quaisquer.

A funcdo log,:R* > R é crescente quando a >1 e decrescente quando
0<a<1.Comoa®=1,tem-se que log, 1 = 0.

A figura abaixo mostra os graficos das funcdes logaritmicas para os casos em

quea>1le0<ac<l.

fx) =log,x (a>1)

fix)=log,x (0<a=<1)

Figura 3.6: Curvas Logaritmicas crescente e decrescente
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Os logaritmos naturais, aqueles em que a base a = e, podem ser definidos,
de forma geométrica, como sendo a area delimitada pela hipérbole f(x) = % pelas
retas verticais x = 1 e x = k e pelo eixo das abcissas, como se segue:

Seja H2 a regido do plano delimitada pelas retas verticais x = a, x = b, pelo
eixo das abcissas e pela hipérbole y = % Entao,

AREAHY >0sex>1

AREAHY = —AREAHsex <1

AREAHY =0sex=1

Definamos uma funcédo f:R* —» R pondo cada nimero real x > 0 como se
segue:

f(x) = AREA H¥

f(x) = AREA H¥

f(x") = —AREA HE'

Figura 3.7: Area sob a hipérbole

Resultam imediatamente da definicdo, as seguintes propriedades:

f(x)>0 &x>1,

fx)<0 ®x<1;
f)=0;

f(x) é crescente.

Além disso, observamos que, para x,y € R* quaisquer:
e f(xy) =AREAH;” = AREAH{ + AREAH,”. No entanto, AREAH;” =
AREA H], entdo, f(xy) = AREA Hf + AREA H}, ou seja:
e flxy)=f()+fO.
Existe um numero real positivo, que chamaremos de e, tal que f(x) = log, x

para todo x € R™.
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Usaremos a notagao lnx em vez de log, x € chamaremos o numero Inx de
logaritmo natural de x.

O numero e, base dos logaritmos naturais, € caracterizado pelo fato de que
seu logaritmo natural é igual a 1, ou seja AREA H¢ = 1. O nimero e é irracional e tem
valor aproximado e = 2,71 (LIMA at al., 2006a, pag. 200).

Y

AREA=1

Figura 3.8: Definicdo do numero e

. . _ ~ 1\"
Geralmente, 0 numero e € apresentado como o limite da expresséo (1 +Z)
gquando n tende ao infinito. Ou seja, o0 numero e é introduzido como uma
. - , . . 1\ . .
aproximacéo de numeros racionais da forma (1 + Z) , n € N. A figura abaixo mostra

como esse limite tende a e quando n tende ao infinito.

¥

1+x

Figura 3.9: Limite da sequéncia

A . 1
Observamos o retangulo menor cuja base mede x e a altura mede —

contido na regido Hi** e essa regido, por sua vez, contida no retdngulo maior de

base x e altura 1. Donde podemos escrever:

X <In(l+x)<x

1+x
Dai, como x > 0, podemos dividir por x
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1 In(1+x)
< <1
1+x X

1
tomando x = -

n

1
<ln<1+—> <1
n

n+1

n n

1

eH < (1 + —) <e
n

para todon € N (LIMA at al., 2006a, pag. 201-202).

n
Quando n cresce indefinidamente, % se aproxima de 1, logo en+1 tende a e.

Segue entdo da ultima desigualdade que

n

lim (1 + —) =e
n—oo n

3.5 SENO, COSSENO E TANGENTE

Consideremos o circulo unitario centrado na origem do sistema de eixos
ortogonais 0XY. Um angulo t é a medida, em radianos, do arco desde o ponto (1,0)
até o ponto P(x,y). O &ngulo t ser& positivo se a rotacdo for no sentido anti-horario e

negativo se for no sentido horério.

B
’/// H‘\\\\
r'j:)
/ y=sen(t)
{
| , ‘
| °[ x=cos(V T
\ /

\ ..//
\\ //'
\\\ /
~— >
— -

-

Figura 3.10: Circulo unitario

O cosseno é definido como sendo o valor da coordenada x do ponto P. Ou

seja, x = cos(t).
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O seno é definido como sendo o valor da coordenada y do ponto P. Ou seja,
y = sen(t).

Uma consequéncia imediata da definichio é a identidade fundamental
(sen(t))* + (cos(t))?> = 1. J& que o ponto P = (x,y) = (cos(t),sen(t)), pertence ao
circulo unitario com centro na origem.

Chama-se funcéo Cosseno a fungéo f: R = [—1,1], tal que f(x) = cos(x), que
associa a cada angulo x, em radianos, o valor cos(x).

Chama-se fungéo Seno a funcdo f: R — [—1,1], tal que f(x) = sen(x), que
associa a cada angulo x, em radianos, o valor sen(x).

A medida que o angulo x varia os valores de sen(x) e cos(x) variam no

intervalo [—1,1].

Chama-se funcdo Tangente a funcao f:R—{@}e R, tal que f(x) =

sen(x)

cos(x)’

tg(x) = que associa a cada angulo x, em radianos, o valor tg(x).

3.6 PARABOLA

Uma fungdo f:R — R chama-se Quadratica quando existem numeros reais
a,b,c, com a # 0, tais que f(x) = ax* + bx + ¢ para todo x € R (LIMA at al., 2006a,
pag. 114).

O gréfico de uma fungcdo quadratica é uma curva conhecida como Parabola.
Dados um ponto F e uma reta d que ndo contém F, a parabola de foco F e diretriz d
€ 0 conjunto dos pontos que estdo a mesma distancia de F e de d.

A reta que passa por F e é perpendicular a reta d € chamada de eixo da
pardbola. O ponto da parabola mais proximo da reta diretriz chama-se vértice da
parabola, e € o ponto meédio entre 0 segmento que liga o foco ao ponto de intersecao

do eixo com a diretriz.
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1
1
e
T
1
1
1
1

Figura 3.11: Parabola com foco e diretriz

Dados a,m,k € R, com a# 0, o grafico da funcdo quadratica f(x) =
a(x —m)? + k é a parabola com o seguintes elementos:
e Eixo: reta vertical de equagcdo x = m
e Vértice: ponto V = (m, k)

e Foco: ponto F = (m, k + ﬁ)

e Diretriz: reta d horizontal de equacdo y =k — i

Y f(x)=a(x-m)*+k

' x
.

Figura 3.12: Elementos da parabola

Segue-se dai que o grafico de qualquer funcdo quadratica f(x) = ax® + bx + ¢
€ uma parabola com os seguintes elementos:

Fazendo ax®+ bx +c¢ = a(x —m)?*+ k e completando o quadrado do lado
esquerdo da igualdade, temos:

( +b)2+4ac—b2_ 2k
alx ca i = a(x —m)
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. . -b
e FEixo: reta vertical x = -

-b —(b*-4ac) )

e Vértice: ponto V = (Za, ”

- —(p2—
° Foco:pontoF=(£,%+ﬁ)

-(b%-4ac) 1

o Diretriz: reta d horizontal de equagéo y = ——— "

e Esta parabola tem sua concavidade voltada para cima se a > 0 ou para
baixo se a < 0.

O ponto do gréfico de f(x) = ax* + bx + ¢ mais préximo da diretriz é aquele
de abcissa x = %. Neste ponto, f(x) atinge seu valor minimo quando a > 0 e seu

valor maximo quando a < 0.

Variacdo dos coeficientes a, b e c.

Vamos agora fazer um estudo do efeito provocado no gréfico da funcéo
quadratica a partir da variacdo dos coeficientes a, b e ¢, de sua fungéo polinomial do
segundo grau f(x) = ax* + bx + c.

a) Variacao do coeficiente a.

Casol:b #0

Sejam a funcdo quadrética f(x) = ax®* + bx +c e k € R — {—a}. Entéo, ao
variar o coeficiente a em k unidades tem-se g(x) = ax®* + bx +c,coma = a + k.

As duas funcgdes, f(x) e g(x), intersectam o eixo das ordenadas no mesmo

ponto, ou seja, no ponto (0, ¢).

A funcdo f(x) tem vértice no ponto V = (;—Z,4ai;b

) = (Xva, Yva)

), e a fungdo g(x) possui

-b 4ac—b2)

-b  4kc+4ac-b?
2¢’  4a

vértice no ponto Va = ( ,
2a+2k 4a+4k

—b
J X e+ 2k
4kc + 4ac — b?
4a + 4k

Observamos que as coordenadas do vértice da funcdo g(x) aparecem em

kyva =

funcao de k. Isolando o parametro k, temos:

{k _ —b — 2axva
N 2Xva
Substituindo o valor de k na equagao yve = X240 yam

4a+4k
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{ —ZbZXva —4bc bxva
Yva = = +c

—4b + —4b 2

Observamos que yv € dado por uma funcdo do 12 grau cujo grafico € uma

reta que intersecta o eixo das ordenadas no ponto (0,c). Ou seja, mesmo ponto
onde a fungao f(x) intersecta o eixo das ordenadas. Entdo, ao variar o coeficiente a
de f(x) em k unidades, o vértice de f(x) desloca-se sobre uma reta, como na figura

a sequir.

Figura 3.13: Variac&o do coeficiente ‘@’

7 . b va
Observamos que ao deslocar o vértice de f(x) sobre a reta yva = ’ZC +c,

para que o grafico continue intersectando o eixo das ordenadas no ponto (0,c¢), a

parabola sofre alteracbes em sua abertura.
-b
2a+2k

Vimos que xve = ou seja, o valor de xve € inversamente proporcional ao

valor de |a — k|. Quanto mais préximo de 0 for o valor de |a + k| maior sera o valor
de xva , € mais fechada sera a parabola de f(x).

k<—-a=2>k+a=a<0
k>—-a=>k+a=a>0

coeficiente a vai mudar a concavidade da parabola. Logo, para

Observamos também que { ou seja, a variagdo do

—b
(X<0$Xva:2—<0

b<0 = a

(Z>O=>Xva=_—>0
2a

Visto que o gréafico de f(x) intersecta o eixo das ordenadas no ponto (0,c) e

que b <0,a <0 e xva <0, as pardbolas com veértice a esquerda do eixo OY terdo
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concavidade para baixo. De forma analoga, as parabolas a direita do eixo 0OY teréo
concavidade para cima.

Figura 3.14: Varia¢&@o do coeficiente ‘@’
Para

—-b
a<0=>xva=—>0
2a

—b
a>0=2>xva=—<0
2a

b>0 >

Visto que o gréfico de f(x) intersecta o eixo das ordenadas no ponto (0,c) e que
b>0,a<0 e xw«e >0, as pardbolas com vértice a direita do eixo 0Y terdo

concavidade para baixo. De forma anéloga, as parabolas a esquerda do eixo 0OY
terdo concavidade para cima.

Figura 3.15: Variagcdo do coeficiente ‘a’
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Logo, ao se atribuir valores para k, tem-se varias pardbolas g(x) = (a +
k)x? + bx + ¢ que intersectam o eixo das ordenadas em (0, c), com vértices sobre a
reta yva = % + ¢ com concavidades que mudam de sentido.

Casoll: b =0

Para o caso em que b =0, a funcdo f(x) = ax® + bx + ¢ tem seu gréafico
intersectando o eixo das ordenadas, 0Y, no ponto (0,c) que coincide com o vértice
V =(0,¢). E a funcdo g(x) = ax® +c¢ = (a + k)x*+ ¢ também possui vértice em
(0, c), assim as parabolas terdo vértices no mesmo ponto e se diferenciardo apenas

pela abertura.

Considerando a reta yva = % + c com b = 0, tem-se yv« = c. Ou seja, todas

p ~ - . -b
as parabolas teréo vértices no mesmo ponto, pois xva = — = 0

Y

Figura 3.16: Variagcdo do coeficiente ‘a’

Portanto, ao se variar os valores de a = a + k se obtém parabolas com vértice
no ponto (0,c), com concavidades para cima e para baixo, dependendo do valor
de a, e com aberturas inversamente proporcionais a |a + k|.

b) Variacéo do coeficiente b

Seja a fungdo quadratica f(x) = ax* + bx + ¢ e k € R. Ao variar o valor de k
tem-se a funcdo h(x) = ax* +fx+c=ax*+ (b+k)x+c, com L= (b+k).

Ambas as funcgdes, f(x) e h(x), intersectam o eixo das ordenadas, 0Y, no mesmo

ponto (0,¢). A funcdo f(x) tem vértice no ponto V = (;—2,461:;’

), e a funcdo h(x)

S _(-B 4ac—B2) _ (—_b_i 4ac-b* k2+2bk) _
possui vertice no ponto Vg = (Za, ” il Gy ” = (xvB, YvB).




47

_ -b k
xvb = 2a 2a
_4ac - b*> k*+ 2bk
Yob = 4q 4q

Novamente as coordenadas dos vértices de h(x) aparecem em funcédo de k.
Isolando k na primeira equacéo:
{k =—b — 2axvp

4ac—b?*  Kk*+2bk
4a 4a

Dai, substituindo o valor de k na equacéo yvws = vem

{yvp = —a(xvp)* + ¢

Logo, yvws € uma funcdo quadratica com parabola congruente a de f(x), no
entanto com concavidade no sentido oposto. E o vértice de yvs € 0 ponto (0,c) e € 0

ponto de intersec¢cado com o eixo OY.

Figura 3.17: Variagcdo do coeficiente ‘b’

Assim, ao se variar o coeficiente b de uma fungdo quadrdtica f(x) = ax* +
bx + ¢ as parabolas geradas se movem segundo uma parabola congruente, porém,
de sentido oposto. E o lugar geométrico dos vértices das pardbolas é a funcdo
yvp = —a(xvp)® + c.

c¢) Variando o coeficiente ¢

Seja a fungéo quadratica f(x) = ax* + bx + c e k € R. Ao variar o valor de k

tem-se a funcédo p(x) = ax? + bx +y = ax? + bx + ¢ + k, com y = (¢ + k). A funcéo
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f(x) intersecta o eixo das ordenadas, 0Y, no ponto (0,c) e a funcao p(x) intersecta

o eixo em (0,c + k). A funcéo f(x) tem vértice no ponto V = (;—Z,%), e a funcao

. -b 4ac-b?
p(x) possui vértice no ponto Vy = (Z’ aia

+ k). Desse modo, o gréfico de p(x) é

obtido a partir do gréfico de f(x) por um deslocamento vertical de |k| unidades.

Figura 3.18: Variac&o do coeficiente ‘c’

O grafico de f(x) sofre um deslocamento vertical de k unidades para cima se

k > 0, e um deslocamento vertical de k unidades para baixo se k < 0.

3.7 POLINOMIAL

Chamamos p:R - R de fungcdo polinomial quando existem numeros
ao,ai, az,...,an tais que, para todo x € R, tem-se

p(x) = anx™ + na - 1x" 1+... +aix + ao *)

Quando an # 0, dizemos que p tem grau n. O grau de uma funcéo polinomial
sera o valor do maior expoente de x.

Dizemos que a € umaraiz de p se p(a) = 0.

Uma funcéo polinomial chama-se identicamente nula quando p(x) = 0 para
todo x € R.

Polinbmio a partir de seus valores
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Dados n+1 numeros reais distintos xo,x1,...,xn € fixados os valores

Y0, ¥1,...,yn, €XiSte um, e somente um, polinbmio p, de grau < n, tal que
p(x0) = yo,p(x1) = y1,...,p(Xn) = yn

Portanto, é possivel determinar a funcdo polinomial a partir dos valores
assumidos por ele nos n+1 numeros reais dados. Isso vai ser de grande
importancia para o desenvolvimento da expressdo do polinbmio e do grafico da
funcéo polinomial.

As funcdes polinomiais tem seus graficos associados ao grau do polinémio.
Se n é par entdo, para |x| suficientemente grande, p(x) tem o mesmo sinal de an.
Se, entretanto, n for impar, p(x) tem o mesmo sinal de ar se x for positivo e grande
e sinal oposto ao de an para valores negativos grandes de x (LIMA at al., 2006a,
pag. 165).

Exemplos de fungbes polinomiais de grau 1 e2 aparecem em 3.1 e 3.6,

respectivamente. Vejamos alguns esbocos de gréaficos na figura abaixo.

y=x—-2x+2

y=2x—2x+ x+1 y=x*—3x+x2+2

[

Figura 3.19: Curvas Polinomiais
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E possivel encontrar a expressdo do polindmio, ou sua fungéo, conhecidos os
valores na qual o polinbmio assume. Em outras palavras, dados n + 1 pontos no
plano é sempre possivel determinar um polinbmio de grau n que passa por estes
pontos, a partir da férmula de interpolacdo de Lagrange®. Como exemplo, sejam
dados os pontos A(1,-2), B(—3,6), C(2,1), D(4,2) e E(—1,—1). Podemos obter as
seguintes funcdes polinomiais:

Funcao polinomial y = —2x, de grau 1, passando por A e B.

Y

-4

Figura 3.20: Curva polinomial de grau 1

Funcéo polinomial y = x* — 3, de grau 2, passando por 4,B e C.

% Joseph Louis Lagrange (Turim, 25 de janeiro de 1736 — Paris, 10 de abril de
1813) foi um matematico italiano.
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Figura 3.21: Curvaﬁbolinomial de grau 2

Func&o polinomial y = —0,26x3 + x? + 1,83x — 4,57, de grau 3, passando por
A,B,CeD.

Figura 3.22: Curva polinomial de grau 3

Fungdo polinomial y = —0,1x* + 0,15x3 + 1,72x2 — 1,65x — 2,11, de grau 4,
passando por A, B, C, D e E.
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Y

0,15x%+1,72x% — 1,65x — 2,11

5

Figura 3.23: Curva polinomial de grau 4

3.8 CIRCUNFERENCIA

Uma circunferéncia € um conjunto formado por pontos que distam de um
mesmo ponto dado, chamado centro da circunferéncia. No sistema de eixos
ortogonais, seja A = (a, b) o centro da circunferéncia de raio r > 0. A circunferéncia
de centro A e raio r é o conjunto de pontos P = (x,y) tais que d(4, P) = r (distancia
de A a P éigual ar). Assim, P pertencera a circunferéncia se, e somente se,

(x—a)*+@—-b)*=r?

Figura 3.24: Circulo com centro (a,b) e raio r
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3.9 ELIPSE

Dados dois pontos fixos do plano, F1 e F2, com |FiF2| = 2¢, chamamos de
Elipse® o lugar geométrico dos pontos P = (x,y) cuja soma das distancias aos
pontos F1 e F2 € uma constante 2a > 2¢. Analisaremos 0s casos em que F1e Fz tem

a mesma ordenada ou mesma abscissa.

m

Figura 3.25: Elipse com centro (m,n)

Elementos da Elipse
e [1e F2séo os focos
e A1,A2 B1e B2 Sa0 0s vertices
e |A1A2| = 2a é 0 eixo maior
e |B1B2| = 2b € 0 eixo menor
e |F1F2| = 2c € a distancia focal
e (C = (m,n) é o centro da Elipse
e a’=b*+c?

Excentricidade e = 2 A excentricidade mede o “achatamento” da elipse,
quanto mais proximo de 1 estiver a excentricidade mais achatada é a elipse e,
guanto mais proximo de zero estiver mais “arredondado” sera.

Pela definicdo de Elipse temos: |PF1| + |PF2| = 2a, e 0 desenvolvimento da
equacao resulta na equacao reduzida da elipse, que é dada por

(x—m)2+(y—n)2=

a? b? 1

* LIMA, Elon Lages. Geometria Analitica e calculo vetorial. 22 ed. Colecdo Matematica
Universitaria. IMPA, 2008.
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(eixo maior horizontal)

_ 2 N2
(x m)+(y n) 1

b? a®
(eixo maior vertical)
Y

Figura 3.26: Elipse eixo maior horizontal

Figura 3.27: Elipse eixo maior vertical

3.10 HIPERBOLE

Como explica (LIMA, 2008), dados dois pontos fixos F1 e F2 do plano tais que
|F1F2| = 2c, chama-se Hipérbole o lugar geométrico dos pontos P = (x,y) do plano,
cuja diferenca, em moddulo, das distancias a F1 e F2 € uma constante 2a < 2c.

Analisaremos 0s casos em que F1 e F2 tem a mesma ordenada ou mesma abscissa.
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Figura 3.28: Elementos da Hipérbole

Elementos da hipérbole

F1 e F2 séo os focos

|F1F2| = 2c¢ é a distancia focal

A1 e A2 sdo os vertices

|A1Az| = 2a é o eixo real ou eixo transverso

|B1B2| € 0 eixo imaginario ou eixo conjugado

C = (m,n) é o centro

r1 € r2 SA0 as retas assintotas e suas equacdes sdoy —n = J_rg(x —m)
Temos a seguinte relacéo: c* = a* + b?

Excentricidade e = 2 Como 2c¢ < 2a entdo ¢ < a e a excentricidade e > 1.

Quanto mais préximo de 1 estiver a excentricidade mais fechados sdo os ramos da

hipérbole e quanto mais se afasta de 1 a excentricidade mais abertos sdo os ramos.

Seja P = (x,y) um ponto da hipérbole. Pela definicAo de hipérbole dada,

temos: |PFi| —|PF2| = 2a, e o desenvolvimento da equagéo resulta na equagdo

reduzida da hipérbole, que é dada por

(x—zm)z_l_ (y—rzl)2 _
a —-b

(eixo real horizontal)

1

1

(x —m)* (y—n)?
—p2 + a2

(eixo real vertical)
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Figura 3.29: Hipérbole eixo real horizontal

Figura 3.30: Hipérbole eixo real vertical

3.11 BRUXA DE AGNESI

A curva de Agnesi, também conhecida como Bruxa de Agnesi, € uma curva
plana que foi estudada por Maria Gaetana Agnesi® em seu livro Instituzioni analitiche

ad uso della gioventu italiana. A definicdo da curva, bem como suas equacgdes

® Maria Gaetana Agnesi foi uma linguista, filosofa e matematica italiana.
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paramétricas e cartesiana, sdo apresentadas por FRENSEL, K; DELGADO, J. °

(acesso em 12/07/2017), e reproduzidas aqui.

Seja € um circulo de raio r com centro em (0,7) e tangente as retas ri:y = 0
e r2:y = 2r. Sejam 0 = (0,0) e A = (0,2r) os pontos de tangéncia de C com as retas
r1 € r2, respectivamente. Do ponto O seja tracada uma semirreta em diregéo a reta
r2, € sejam B e D os pontos de intersecdo da semi-reta com o circulo C e a reta r2,
respectivamente. Seja tragado o seguimento DE perpendicular a r1. Seja r a reta

paralela a r1 que passa por B, figura 3.31.

o 4 3

Figura 3.31: Definicdo da curva de Agnesi

Seja P o ponto de intersecao de r com o segmento DE. O lugar geométrico
obtido pelo ponto P quando sdo tracadas todas as retas que partem de O e
intersectam o circulo C, é a curva conhecida por Bruxa de Agnesi.

a) Equacdo Paramétrica: A fim de encontrarmos a equacdo parameétrica da
bruxa de Agnesi, basta encontrarmos as coordenadas do ponto P = (x,y). Para isso,
seja t a medida do angulo EOD, entdo: x = |OE| = |0D|cost e y = |BF| = |OB|sen t ,
onde F €& a projecdo de B sobre o eixo 0X. Observamos que os triangulos
0AB (inscrito no semi-circulo) e ODE s&o retangulos. No triangulo 0AB o angulo OBA

€ reto e OAB mede t, entdo, |OB| = |0OA|sent. No triangulo ODE, vemos que

2r

|DE| = 2r.Logo, |0D|sent = |DE| = 2r. Ou seja, |0D| = E dai, teremos:

sent’

2r
x = |OE| = |0OD|cos t = cost = 2rcotg t
sent

y = |BF| = |OB|sent = |0A|sen®*t = 2rsen®t
Ou seja, as equacdes paramétricas da bruxa de Agnesi sao:

{x = 2rcotg t

y = 2rsen®t t€(0m

® FRENSEL, K; DELGADO, J. Parametrizacdo de algumas curvas planas. Acesso em:

12/07/2017.
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b) Equacao cartesiana: Para encontrarmos a equacao cartesiana da bruxa de
Agnesi, devemos relacionar x e y. Para isso, usaremos as equacdes parameétricas,

donde:
cost

X = 2rcotgt = 2r
sent

2
~ t
entdo x? = 412 % e somando-se 4r% teremos

2
cos®t

X% 4 4r? = 472 >
sen?t

sen?t

5 X cos®t 412
+ 4rc = 4r >+ 1
sen?t

Mas sabemos que y = 2rsen®t, portanto sen®t = Zy—r desta forma

2 3
x? + 4r* = A"Lr ou seja, y = x2+'4 — € a equacao cartesiana da bruxa de Agnesi.
2.r '
Figura 3.32: Bruxa de Agnesi
3.12 CICLOIDE

Seja € um circulo de raio r tangente ao eixo OX e P um ponto de C.
Denomina-se Cicloide a curva descrita pelo ponto P quando C rola sobre o eixo 0X,
sem deslizar. A fim de encontrarmos a equacdo paramétrica da Cicloide, vamos
supor o circulo ¢ com centro em (0,7) e P, inicialmente, na origem do sistema de
coordenadas. Vamos supor, ainda, o circulo € em dois momentos, o inicial com
centro na origem e, num segundo momento, apos ter rolado sobre o eixo 0X por

algum instante, figura 3.33.
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Figura 3.33: Circulo rolando

Da figura temos 0s seguintes elementos:
e P = (x,y) ponto da Cicloide;
e A e B os centros do circulo C nos dois momentos considerados;
e H o ponto onde o circulo €, no segundo momento, toca o eixo 0X;
e E=(x0)eF =(0,y) sdo as projecdes ortogonais de P sobre os eixos 0X e
0Y, respectivamente;
e D e (G sao as projecOes ortogonais de P sobre AB e BH, respectivamente.
Observamos que o segmento OH tem a mesma medida do arco HP. Como t é
a medida do angulo HBP entdo o arco HP = r.t. Logo, OH = r.t.
Dai, temos:
x=0E=0H—-EH=r.t—r.sent
y=0F =0A—-FA=r—r.cost

Ou seja, as equacdes paramétricas da Cicloide séo:

XxX=r.t—r.sent
{ teR

y=r—r.cost
Na figura abaixo podemos observar o desenvolvimento da curva Cicloide.
Para t = 0 o ponto P encontra-se na posicao inicial. Para t = m 0 ponto P alcanca a

altura maxima de 2r. Para t = 2w 0 ponto P volta a tocar o eixo 0X.



Figura 3.34: Cicloide parat = 11/2

1807

Figura 3.35: Cicloide parat=1r

Figura 3.36: Cicloide para t = 311/2

-

Figura 3.37: Cicloide para t = 21

60

Figura 3.38: Cicloide
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3.13 EPICICLOIDE

Segundo FRENSEL, K; DELGADO, J. (acesso 12/07/2017), consideremos dois

circulos C1 e C2 com raios R e r, respectivamente, tais que:
e (1e (2setocam em apenas um ponto P
e Os pontos de Cz, diferentes de P, estdao no exterior de C1

Denominamos Epicicloide o lugar geométrico descrito pelo ponto P quando Cz
rola sobre C1, sem deslizar.

A fim de determinarmos as equacdes paramétricas da Epicicloide, vamos
supor que o circulo €1 tem centro 01 na origem do sistema de coordenadas, Cz tem
centro 0z em (R + r,0) e que a posicao inicial de P seja (R, 0).

Sendo a o0 angulo formado entre o eixo OX e a reta 0102, é possivel mostrar

gue as equacdes paramétricas da Epicicloides sdo dadas por:

R+r
x=(R+r)cosa—r.cos( " a)

R+r
y = (R+r)sena—r.sen< " a)

Quando R = r a Epicicloide recebe o nome de Cardidide. Vejamos nas figuras

abaixo alguns exemplos de Epicicléides.

1

Figura 3.39: Cardioide
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Figura 3.40: Epicicloide R=2r

Figura 3.41: Epicicloide R=3r

3.14 HIPOCICLOIDE

Como nos falam FRENSEL, K; DELGADO, J. (acesso em 12/07/2017), dados
dois circulos C1 e C2 de raios R e r, respectivamente, tais que:
e R>r
e (1 e (C2setocam apenas no ponto P
e Os pontos de C:z diferentes de P estdo no interior de C1
Chama-se Hipocicloide o lugar geométrico descrito pelo ponto P quando C:

rola sobre C1, sem deslizar.
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A fim de determinarmos as equac¢fes paramétricas da Hipocicloide, vamos
supor que o centro 01 de C1 seja a origem do sistema de coordenadas, o centro 02
de C2 seja (R —,0) e P com posicéo inicial em (R, 0).

Sendo a o angulo formado entre o eixo 0X e a reta 0102, € possivel mostrar

que as equacdes paramétricas da Hipocicloides sao dadas por:

R—r
X=(R—r)cosa+r.cos< " 0(>

R—r
y = (R—r)sena—r.sen( " a)

Hipocicloide degenerada é o segmento que liga os pontos (R; 0) e (—R; 0) e
€ obtida quando R = 2r.
Astroide é a Hipocicloide obtida quando R = 4r.

Vejamos nas figuras abaixo alguns exemplos de Hipocicloides.

Figura 3.42: Hipocicloide degenerada

Figura 3.43: Hipocicloide R=3r
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G

Figura 3.44: Astroide

3.15 LEMNISCATA DE BERNOULLI

Como mostra ALENCAR, H; SANTOS, W. (acesso em 12/07/2017)', a
Lemniscata de Bernoulli € uma curva plana do quarto grau, descrita por Jakob
Bernoulli® em 1694 como uma modificacdo da elipse.

A Lemniscata de Bernoulli € a curva dada pela equacdo paramétrica

t
x(t) = Z
L 1;’: teR
t) =
y(® 1+ t*

ou pela equacéao cartesiana
(o +y°)? =xy
A fim de se construir e analisar a curva, vamos, inicialmente, encontrar onde a

curva toca a reta r: y = x. Para isso devemos ter:

1t
1+t%  1+t4

Logo, L0r = {001, (5.3). (=3 =3}
Além disso

a) Para t € (—oo,—1)U(0,1),x(t) > y(t),pois t > t3 e lim,,_q(x(t),y(0)) =

. 1 £3
nl—1>r—noo (1+t4 ’ 1+t4) - (O'O)

ot’—t=0eot=0out=1out=—1.

x(t) =y@)

" ALENCAR, H; SANTOS, W. Geometria diferencial das curvas planas, 2002. Acesso em:

12/07/2017.
® Jakob Bernoulli matematico suico.
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b) para t€ (—1,00U(1,),x(t) <y(t),poist <t> € lim,,(x(t),y()) =

. 1 ¢
Jim (5 7i) = ©0)
Com as informacdes acima podemos fazer um esboco da curva:

0.6

-08

Figura 3.45: Lemniscata de Bernoulli

t? t ~ .
Como y = = t? = t?x, entdo, t?> =% isso mostra que y tem 0 mesmo
1+t4 1+t4 x

sinal que x ao longo da curva.

3.16 O FOLIUM DE DESCARTES

O Folium de Descartes®, como mostra FRENSEL, K; DELGADO, J. (acesso em

12/07/2017), é uma curva de equacéo cartesiana C:x* + y*> = 3axy, onde a > 0. A

fim de encontrarmos a equacdo paramétrica da curva, seja t=§, uma

parametrizagdo. Dali,
e se(x,y) EC,entdox=0< y=0
e se t=-1, ou seja, y=—x e (x,y) € C, entdo x*+ (—x)%=
Bax(—x) =2 0=—-3ax*=> x=0ey =0.
Substituindo y = tx na equacdo x3+y* =3axy e supondo (x,y) # (0,0),

obtemos (1 + t*)x® = 3atx®. Portanto, para t # —1, temos

° René Descartes foi filésofo, fisico e matemaético francés.
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3at
x(t) - 1+t3

zqrz L € (—0,—1)U(—1, +0)
y(t) = 1+t3

€ uma parametrizacdo do Folium de Descartes.

Figura 3.46: Folium de Descartes

3.17 HIPERBOLICAS

Como nos fala James Stewart:

Certas combinacbes das fungbes exponenciais e* e e™ surgem
frequentemente em matemética e suas aplicacdes, por isso merecem
nomes especiais. Elas sdo analogas de muitas formas as funcfes
trigonométricas, e ttm a mesma relagdo com a hipérbole que as fungbes
trigonométricas tém com o circulo. Por essa razdo, sdo chamadas de
funcdes hiperbdlicas, particularmente seno hiperbdlico, cosseno hiperbdlico
e assim por diante. (JAMES STEWART, 2006, pag246)

Neste capitulo trataremos das funcdes seno e cosseno hiperbdlico.

Definicao:

B e*—e
senhx =
2
eX+e™*
coshsz

7

Uma forma de se esbocar o grafico das fungdes hiperbdlicas é usar os

graficos das fungoes f(x) = ? eglx) = —.

Dai,

e
2

senhx = f(x)—g(x)
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coshx = f(x) + g(x).

z
¢

z
. i €

b () — _
Senh(zr) = - 5

Figura 3.47: Seno Hiperbdlico

.4 ;
| € :
ng { = +
Cashy(x) 5

Figura 3.48: Cosseno Hiperbdlico

ex/a_e—x/a

A funcdo f:R - Rdada por f(x)=a —— —— tc=acosh(x/a) +c e

conhecida como Catenaria’®. Essa é a forma assumida por uma corrente de peso

1% curva plana que representa a forma de equilibrio de um fio homogéneo, flexivel, suspenso por
suas extremidades a partir de dois pontos fixos, e submetido exclusivamente a forca da gravidade.
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uniforme é pendurada por dois pontos de mesma altura deixada sob a acdo da forca

gravitacional, como fala:

Galileu (1564-1642) achava que era uma parabola. Jungius, em 1669,
argumenta que Galileu estava errado. Mas sé em 1691 é que Leibniz,
Huyghens e Johann Bernoulli ddo sua equacéao, respondendo a um desafio
colocado por Jacob Bernoulli. Leibniz a chama de catenéria (do latim catena
que significa corrente), (S6nia Pinto de Carvalho, acesso em 12/07/2017)*.

3.18 ESPIRAL DE ARQUIMEDES

A Espiral de Arquimedes é uma curva plana que tem esse nome devido ao
matematico grego Arquimedes de Siracusa, que viveu no século Il antes de Cristo.
A curva é definida como sendo o lugar geométrico de um ponto se movendo com
velocidade constante sobre uma reta que gira sobre um ponto fixo com velocidade
angular constante.

A espiral de Arquimedes tem equacéo cartesiana dada por

xtg —a )77

coma > 0, (ALENCAR, H; SANTOS, W., acesso em 12/07/2017).
Pela definicdo da curva é facil perceber que sua equacdo paramétrica é dada
por

x(t) =t.cost y(t) =t.sent

Figura 3.49: Espiral de Arquimedes

1 CARVALHO, S.P. As Fungées Hiperbdlicas, 2005.
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3.19 CATENARIA A PARTIR DA PARABOLA

A fim de estudarmos o lugar geométrico do foco da parabola quando a
mesma rola, sem deslizar, sobre o eixo 0X, fago aqui uma leitura e tradugéo do
artigo The Locus of the Focus of a Rolling Parabola'* de AGARWAL, A; MARENGO,
J., 2009, (acesso em 12/07/2017, tradugéo nossa). Para o bom desenvolvimento do
que serd exposto aqui, o leitor deve estar familiarizado com alguns conceitos do
Céalculo, como derivada e integral. Vamos fazer, inicialmente, uma breve revisao
acerca do comprimento de arcos de curvas planas. Para isso, utilizaremos, como
referéncia o livro de Célculo de James Stewart '3 (2006, pag 542), que nos explica
que dada uma curva C de equacado y = f(x) com derivada f’'(x) em [a, b], entdo o

comprimento da curva C no intervalo [a, b] € dado por

L= JI+f@%dx (D)

Ou pela notacéo de Leibniz**

b d 2
L=j 1+(_y) dx
a dx

Como exemplo, vamos calcular o comprimento do arco da curva, f(x) = x?,

do seu vértice (0,0) até o ponto (2,4).

L
Figura 3.50: Arco da curva f

20 artigo descreve o lugar geométrico do foco da parabola quando a mesma rola, sem

deslizar, sobre o eixo OX. O artigo encontra.

13 James Drewry Stewart, doutor pela universidade de Toronto.

1 Gottfried Wilhelm Leibniz foi um filésofo, cientista, matematico, diplomata e bibliotecario
aleméo
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A curva é continua em R e sua derivada, f’(x) = 2x, também €& continua em

R. Dai, o comprimento do arco sera dado por
2
L= f 1+ (2x)?dx = 4,65
0

Saber calcular o comprimento de arco de uma dada curva vai ser de grande
importancia para o entendimento das construcbes que serdo realizadas nos
capitulos seguintes, em particular a construcdo da Catendria a partir da pardbola
que rola, sem deslizar, sobre o eixo, além de podermos usar o0 comprimento de arco

como uma funcéo, como nos fala James Stewart:

E util termos uma fungéo que mede o comprimento de arco de uma curva a
partir de um ponto inicial particular até um outro ponto qualquer na curva.
Entdo, se a curva suave C tem equacdo y = f(x), a<x < b, seja s(x) a
distancia ao longo de C do ponto inicial PO(a, f(a)) ao ponto Q(x, f(x)).

Entdo s é uma funcdo, chamada funcdo comprimento de arco, e, pela

féormula 1, s(x) = f;,/l + (f'(t))? dx (Stewart, 2006, pag 545)

Esse resultado serd de grande importancia quando fizermos a parébola rolar,
sem deslizar, sobre o eixo 0X, a fim de encontrarmos o lugar geométrico do foco,
quando a curva rola.

Suponha que a pardbola de equacdo y = x?, e foco F = (0,%) role, sem
deslizar, sobre o eixo 0X, como na figura 3.51. Desejamos encontrar o lugar

geométrico do foco a medida que a parabola rola sobre o eixo.
Y

™~
N
N
N
~

Figura 3.51: Parabola y=x2

Para a resolucdo desse problema vamos introduzir variaveis como mostra a

figura 3.52. Onde, 61 = 6(t) € o angulo entre a reta tangente a parabola no ponto
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P = (t,t*) e 0 eixo 0X; 62 = 6(t) € o angulo entre a reta FP e 0 eixo 0X; a(t) =
61— 62 € o0 angulo entre a reta tangente e a reta FP. Além disso, d = d(t) € o
comprimento do segmento FP e s = s(t) € o comprimento do arco de parabola do

vértice V = (0,0) até o ponto P.

Figura 3.52: Elementos na parabola

Quando a parébola rolar o ponto P vai se mover para 0 ponto P’ sobre o eixo

0X, como na figura 3.53.

- f

Figura 3.53: Parabola rolando sobre o eixo

Nesse instante F vai est4 na posicao F’ = (x,y). Vamos encontrar formulas
que explicitam F’ em funcdo de t. Como a parabola rola sem deslizar o comprimento

do segmento VP’ € s(t). As coordenadas de x(t) e y(t) de F’ sédo dadas por:
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x(t) = s—d.cosa e y(t) = d.sena (D

Calculando a derivada da funcédo y = x? encontramos a inclinacdo da reta
tangente a pardbola em P que é

tg 01 =2t

E ainclinacéo da reta FP &

t? —

tg 02 =
g vz n

Usando identidades trigonométricas e depois simplificando encontramos
. 1
9¢=5¢

A partir do qual se segue

¢ 1
cosa = esena =
ft2+% 2. t2+%

Da figura 3.52 temos que
:l |"P| — t2 I

Podemos calcular o valor de s(t) usando a férmula de comprimento de arco, e

t dy t
s(t)=f 1+< )dezf /1+(2x)2dx
0 dx 0
)=t t2+1+11 2t +2 t2+l
S 47" 4

Como os valores de a, d e s foram explicitados em funcdo de t, podemos

entao,

Logo,

achar as coordenadas (x,y) de F’ substituindo esses valores na expressao (1):

x(t)=%ln<2t+2 /t2+%> )
y@® =1 [e+? (3)

Agora que expressamos x € y em termos do pardmetro t, vamos tentar

eliminar t. Isolando t em (2) temos
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Substituindo essa expressao em (3), obtemos:

1 |[e** —e 4 1
——— — 2 —_
Y=g ( 4 ) T2

1 et 4 o4 1 ha
y=3 5 = g coshx

Simplificando fica

E essa curva, uma Catenéria, € o lugar geométrico do foco da parabola

quando ela rola, sem deslizar, sobre o eixo 0X, como mostra a figura 3.54.

Catenaria

Figura 3.54: Catenéria a partir da parabola

3.20 CURVA DE LARGURA CONSTANTE

Na edicéo 81 da Revista do Professor de Matematica (RPM)™ foi apresentado
o artigo “Poligonos de Reuleaux a Generalizagao de Pi” de José Pastore Mello, na
qual falava sobre poligonos de largura ou diametro constante. Iremos aqui fazer uma
breve introducéo ao assunto, a fim de instigar o leitor a conhecer mais sobre o tema
e em 4.20 serd mostrado a construcéo do triangulo de Reuleaux no GeoGebra.

Uma definicdo sem o rigor matematico das curvas de largura constante é

encontrado nesse artigo da revista, onde se Ié:

Sejam r e s retas paralelas girando em torno de uma curva fechada
convexa A de forma que 1 sempre fique “perfeitamente espremida” entre r e

*  MELLO, J.L.P. Revista de professor de matematica ed. 81. Disponivel em:<

http://ogeogebra.com.br/arquivos/reuleaux_rpm81.pdf> Acesso em: 12 de julho 2017.
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s, sendo P e Q os pontos de intersec¢cdo de r e s com A (assuma que esses
pontos sejam Unicos). Nesse caso, chamaremos a distancia entre P e Q de
um didmetro de A. Ao girarmos r e s na condicdo estabelecida, podemos
verificar “intuitivamente” que o diametro de 1 podera ser constante, como no
caso do circulo e do tridngulo de Reuleaux, ou ndo. (MELLO, J.L.P, 2013)

Além do circulo existem infinitas curvas de diametro constante, formadas a
partir de poligonos regulares com um namero impar de lados, uma dessas curvas é
o triangulo de Reuleaux.

O triangulo de Reuleaux, tem esse nome em homenagem ao engenheiro
alemao Franz Reuleaux, que, no século 19, projetou mecanismos envolvendo essa
forma geométrica. A curva pode ser facilmente obtida da seguinte maneira: dado um
triangulo equilatero de lado L, fazemos trés arcos de circunferéncia de raio L,
centrados em A, B e C, como mostra a figura seguinte; a curva obtida € chamada

triangulo de Reuleaux.

Figura 3.55: Triangulo de Reuleaux

Ao compararmos as areas de um triangulo de Reuleaux (Ar) de didmetro 1 e a

area de um circulo (Ac) de didmetro 1, encontramos:

V3.12 3m V3.2 V3 3m V3 m—+3
= — =13 = —4+ ——3—=—<Ac-=7
4 6 4 4 6 4 2

E possivel de se mostrar que dentre todas as curvas de mesma largura

At

constante o triangulo de Reuleaux é a que tem menor area e o circulo a maior area.
Ao compararmos o perimetro de um triangulo de Reuleaux (Pr) formado a
partir de um triangulo equilatero de lado 1, com o perimetro de um circulo (Pc) de

didmetro 1, encontramos:
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2l
PT=T= 1w = Pc

As curvas de mesmo diametro, como nesse caso o triangulo de Reuleaux e o
circulo, tem o mesmo perimetro. Esse resultado € conhecido como teorema de
Barbier™.

Diante das propriedades apresentadas acima, as curvas de largura constante,
bem como os poligonos de Reuleaux, tem importante aplicacdo em situacdes

praticas que envolvem engenharia.

' saiba mais em: VOLOCH, J. F. Curvas de largura constante. Matematica Universitaria, n°

5, junho de 1987, IMPA, RJ.
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4 CONSTRUCAO DAS CURVAS PLANAS NO GEOGEBRA

No capitulo 1 foi apresentado o software GeoGebra e algumas de suas
funcdes, no capitulo 3 foram estudadas algumas curvas planas e seus elementos
mais importantes. Neste capitulo, serdo apresentadas as construcbes das curvas
planas do capitulo 3, bem como seus elementos principais, com a utilizacdo do
software de matematica dinamica GeoGebra. As apresentacdes deste capitulo

seguem a mesma ordem vista no capitulo 3.

41 RETA

Existem varias formas de se construir uma reta no GeoGebra, iremos a seguir
explorar essas formas.

a) Reta dado sua funcdo: a fim de se construir uma reta, por exemplo,
y = 2x — 1, basta digitar no campo de Entrada do GeoGebra sua equacao (pode ser
digitado “y=2x-1" ou “y=2*x-1" ou ainda “y=2.x-1". Pode-se ainda usar f(x) no lugar
de y), e em seguida apertar ENTER. O gréfico da curva aparecera na Janela de
Visualizag&o e a equacao sera exibida na Janela de Algebra.

L7 GeoGebm m] »

Arquive Edfiar Exbir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Enfrar

. - = = .
. e AR N
¥ p AL LI R 1 L TN - *

¥ Janela de Algebra % | = Janeia de Vissskeacio

A

Fungio
® fix)=2x—1

Entrada:

Figura 4.1: Reta dado sua fungéo
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b) Reta dados dois pontos: a fim de se construir a reta que passa por dois
pontos dados, suponha A(1,1) e B(2,3), basta ir ao icone de Pontos localizado na
Barra de Ferramentas, clicar na ferramenta “Ponto”, e em seguida inserir 0s pontos
na Janela de Visualizacdo. Uma vez que os pontos foram inseridos, basta ir ao icone
de Retas e selecionar a ferramenta Reta e clicar sobre os dois pontos na Janela de
Visualizagdo que a reta aparecera. Na Janela de Visualizacdo estardo os dois
pontos e a reta que passar por eles, e na Janela de Algebra sera exibido os mesmos

elementos, mas com suas expressoes algébricas bem como seus nomes.

7 GeoGebra = a x
Aiguio Edilal Edibir OpgBes Feramenias Janela Ajuda =

| AINNCTEY e
w (1= I 1M /A o 1 o™ il == T

= Jdanela de Visualizaghio

Eniraca g s

Figura 4.2: Reta dado dois pontos

c) Reta com coeficientes variando: a fim de se fazer o estudo da variagcdo
causada no grafico de a funcdo f(x) = ax + b quando os coeficientes a e b sofrem
variacfes, pode-se proceder da seguinte forma: na Barra de Ferramentas clique no
icone Controle Deslizante, e nele selecione a ferramenta Controle Deslizante. Em

seguida clique sobre a Janela de Visualizacao e a seguinte janela sera exibida.



Controle Deslizante

. Mome
(®) Nimero

O Angulo

O Inteiro [] Aleatério (F3)

Intervalo  Controle Deslizante  Animacio

min: |-5 max: |5 Incremento:

oK Cancelar

Figura 4.3: Controle Deslizante

78

Esta janela deve ser configurada da forma desejada, e apdés dado OK o

parametro a sera criado. Analogamente deve ser feito para a criacdo do parametro

b. Com os coeficiente a e b criados basta ir ao campo Entrada e digitar a expresséo

genérica da funcéo, “f(x)=ax+b”, e a reta sera criada.

Figura 4.4: Reta com Controle Deslizante ‘a’ e ‘b’

d) Variacao dos coeficientes: Clicando no botdo ESC do teclado ou no icone

Mover da barra de ferramentas, pode-se fazer variar os valores de a e b da fungéo, e

assim analisar os efeitos causados no grafico de f(x).

Ao variar os valores do coeficiente a da funcéo f(x) = ax + b, o gréfico sofre

variagdes em sua inclinagdo, ficando com maior inclinagéo em relagéo ao eixo 0X se

o valor de a aumentar e menor inclinagdo se a diminuir, chegando a se tornar uma

reta paralela ao eixo das abscissas se o valor de a for zero, tal reta serd chamada
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constante. Para valores de a negativos o grafico tera inclinacdo negativa em relacao

ao eixo 0X, como mostra a figura a seguir.

Figura 4.5: Reta com ‘a’ variando

Ao se variar os valores do coeficiente b da fungéo f(x) = ax + b, o grafico
sofre variagdes verticais se deslocando na dire¢éo do eixo 0Y. Os deslocamentos
serdo para cima se os valores de b aumentarem e para baixo se diminuirem, e as

retas produzidas sao paralelas entre si, como mostra a figura a seguir.

Figura 4.6: Reta com ‘b’ variando

e) Raiz da fungéo: a raiz da fun¢éo f(x) = ax + b (ou onde o grafico toca o
eixo das abscissas) pode ser encontrada de forma facil no GeoGebra a partir do

campo Entrada. Ao digitar no campo Entrada “raiz[f(x)]” e clicar no botdo ENTER do
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teclado a raiz seré exibida como um ponto na Janela de Visualizac&o e na Janela de
Algebra.

Figura 4.7: Raiz da funcéo

4.2 POLIGONAL

Com varias aplicacdes no cotidiano as fungdes poligonais, assim como seus
gréficos, tem relevancia indiscutivel. Vejamos, a seguir, exemplos de como tais
funcdes podem ser criadas e exploradas no GeoGebra.

a) Caminho Poligonal: Sejam dados uma quantidade finita de pontos no
plano, por exemplo, A(—3,-5), B(0,2), €(3,—1), D(4,4) e E(5,—2). Vamos ligar
esses pontos por um Caminho Poligonal de modo que o caminho comece em um
dos pontos e termine em outro dos pontos dados. Para isso, basta clicar no icone de
Reta na Barra de Ferramentas e |4 selecionar a ferramenta Caminho Poligonal, e em
seguida clicar na Janela de Visualizagdo sobre as coordenadas dos pontos
desejados e no final clicar sobre o primeiro ponto novamente. Dessa forma o
Caminho Poligonal e os pontos utilizados serdo criados na Janela de Visualizacao,
enquanto na Janela de Algebra, aparecera o nome do Caminho Poligonal com seu
comprimento e as coordenadas algébricas dos pontos.

A fim de tornar a criagdo da curva poligonal mais facil, pode-se fazer uso da

malha quadriculada da Janela de Visualizacdo, para isso basta clicar com o botao
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direito do mouse sobre a Janela de Visualizagdo e, em seguida, escolher a opc¢éo
Malha.

Figura 4.8: Caminho Poligonal

Janela de Visualizagdo

Eixos
Malha
Barra de Navegacio

L
i

&, Zoom »
EixoX : EixoY >
Exibir Todos os Objetos

Visualizacdo Padrio Ctrl+M

22 Janela de Visualizag3o ...

Figura 4.9: Opcédo Malha

b) Funcéo poligonal: sejam dados to < t1 < t2... < ta tais que, para x < to,
para x > tn € em cada intervalo [ti - 1, ti], f coincide com uma fungdo afim fi. Como

exemplo seja

x+5

5 ,5e —3<x<1; f(x)=3,sel<x<3; f(x)

f(x)=—x—-2,5ex <-3; f(x) =

—x+9
=— ,5¢3<x<5f(x)=x—3,sex>5

Para construir o grafico de tal curva poligonal no GeoGebra, as informacdes

podem ser digitadas direto no campo Entrada, utilizando-se o comando de fungao
acompanhado do comando se| ], da seguinte forma:
“f(x)=Se[x<-3,-x-2,-3<x<1,(x+5)/2,1<x<3,3,3<x< 5,(-x+9)/2,x>5,x-3]”
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Apébs apertar o botdo ENTER do teclado, o grafico da funcdo poligonal sera
gerado na Janela de Visualizacao e sua expressao algébrica aparecerd na Janela de

Algebra, como mostra a figura a seguir.

Figura 4.10: Funcéo Poligonal

4.3 EXPONENCIAL

Para se construir uma curva exponencial no GeoGebra, basta digitar no
campo Entrada a funcdo desejada. Por exemplo, para se construir o grafico da
funcdo f(x) = 2%, digita-se a expressao “f(x)=2"x" no campo Entrada e o grafico sera

gerado, como na figura a seguir.

all Al 1T
21 I
B e us
Y »

Figura 4.11: Func&o Exponencial
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Na Janela de Visualizacéo € exibido o grafico da fungéo dada, e na Janela de
Algebra é exibida a expressé&o da funcao.

Pode-se também usar como base um controle deslizante, a fim de se analisar
as variacdes sofridas no grafico da funcéo. Para isto, basta clicar no icone Controle
Deslizante e selecionar a ferramenta Controle Deslizante, e em seguida clicar sobre
a Janela de Visualizagdo. Com o parametro a definido deve-se digitar no campo
Entrada a expresséo “f(x)=a”x”. Assim o grafico da funcéo sera criado e podera ser
modificado, de acordo com a conveniéncia, bastando para isso mexer no controle
deslizante criando. O proprio controle deslizante deve ser configurado a fim de
atender melhor as necessidades do usuario, como, por exemplo, ao visualizar o
grafico para valores de a entre 0 e 1 e para valores de a > 1, como mostram as

figuras a seguir.

Figura 4.12: Exponencial, O<a<l
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Figura 4.13: Exponencial, a>1

4.4 LOGARITMICA

A construcéo das funcfes logaritmicas no GeoGebra, sao facilitadas pelo fato
do software exibir opcdes de funcdes desse tipo. Ao se digitar, no campo Entrada, a
palavra “log”, o software faz o reconhecimento e exibe op¢des, como mostra a figura

a sequir.

log( =x=)
lag10( =x=)
log2( =x=)

Entrada:|log

Figura 4.14: Funcao Logaritmo no campo Entrada

De baixo para cima as opg¢fes sdo: log, x, log;, x, log, x e log, x. No Ultimo
caso 0 usuario pode escolher a base que desejar. Exemplos de cada uma das
funcdes geradas a partir das opgcdes acima aparecem na figura a seguir, onde no

lugar de b foi usado o valor 5.
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Figura 4.15: Fung8es Logaritmicas, b>1

Caso o usuario queira fazer uma funcdo com uma base especifica, diferente
das que aparecem nas opcdes, ele podera escolher a opcao log, x e usar a base de
seu interesse, bastando para isso substituir o valor de b na expressao.

Como exemplo, podemos usar um valor para b no intervalo (0,1).Usemos,

entdo, os valores 0,2; 0,5; 0,7 e vejamos como ficam os graficos.

Figura 4.16: Funcdes Logaritmicas, 0<b<1

Observamos que na Janela de Algebra sdo exibidos os nomes das funcdes e
suas leis de formagdo, enquanto na Janela de Visualizagcdo sao exibidos seus
graficos.

E possivel obter os valores do logaritmo natural’’ pela definicdo geométrica,

~ 1 . . .
usando-se a funcao -e integral. Com a ferramenta Controle Deslizante cria-se um

parametro k. Em seguida, no campo Entrada, cria-se a fungcédo f(x) = i Uma vez

" O logaritmo natural é o de base e, onde e é um nimero irracional aproximado por 2,71.
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., 1 . . .
que a hipérbole ;f0| criada, usaremos a ferramenta Integral. Digitando no campo

Entrada “Integral”. Aparecerdo as seguintes opcoes.

Integral] <Funcio=] ~
Integral] <Funcio=, <Varidvel=]

Integral[ <Funcio=, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final=]

Integral[ <Funcio=, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final=, <Calcular (true | false)= ]

IntegralEntre[ <Funcio=, <Funcio=, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final= ]

IntegralEntre[ <Funcio=, <Funcio=, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final=, <Calcular (true | false)=] v

Entrada:

Figura 4.17: Integral no campo Entrada

A escolha da terceira op¢do de cima para baixo possibilitara ao usuario
. ~ . . . g 1
associar a funcao na qual ele deseja calcular a integral, no caso a hipérbole ot bem

como o valor de inicio e valor final na qual se pretende obter a area.

Para o caso do logaritmo natural teriamos: “Integral[f(x),1,k]”. Com isso,
aparecera na Janela de Visualizacdo a area sob a hipérbole de 1 até k, e na Janela
de Algebra seréa exibido o valor da area, nesse caso chamado de nimero a, que pela

definicdo sera o valor de log, k, como mostra a figura.

Figura 4.18: Area sob a hipérbole

4.5 SENO, COSSENO E TANGENTE

As fungdes trigonomeétricas, assim como varias outras, podem ser construidas

diretamente do campo Entrada digitando-se suas expressoes.
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Ao se digitar “f(xX)=sen(x)”, no campo Entrada o grafico da funcédo seno sera
criado e exibido na Janela de Visualizagcdo, enquanto sua expressao algébrica sera

mostrada na Janela de Algebra.

D‘-\

Figura 4.19: Funcdo Seno

Ao se digitar "f(x)=cos(x)", no campo Entrada o grafico da fungdo cosseno
sera criado e exibido na Janela de Visualizacdo, enquanto sua expressao algébrica

serd mostrada na Janela de Algebra.

Figura 4.20: Funcdo Cosseno

Ao se digitar “f(x)=tan(x)”, no campo Entrada o grafico da funcédo tangente
sera criado e exibido na Janela de Visualizagéo, enquanto sua expressao algébrica

serd mostrada na Janela de Algebra.
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D o

Figura 4.21: Funcdo Tangente

As fungBes trigonométricas, seno, cosseno e tangente podem ser exibidas a
partir da construgdo do circulo trigpnométrico, como sendo as coordenadas do ponto
P que se desloca sobre o circulo no sentido anti-horario. Para isso, deve-se construir
um circulo de centro na origem e raio unitario, clicando no icone de Circulos e Arcos,
e escolhendo-se a ferramenta Circulo dados Centro e Raio. Em seguida basta clicar
na origem do sistema de eixos e escolher 1 como medida do raio. Sera criado um

ponto A(0,0) e o circulo unitario.

D"

Figura 4.22: Circulo unitario

Em seguida, com a ferramenta Ponto, devem ser criados os pontos B(1,0) e C

sobre o circulo. O ponto C sera movel.
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A fim de medir o arco BC, utilizaremos a ferramenta Angulos, clicando no
icone de Angulos da Barra de Ferramentas. Em seguida, deve-se clicar nos pontos

B e C, e 0 angulo a sera gerado.

Figura 4.23: Medida do arco BC

As coordenadas do ponto C sao, respectivamente, o cosseno e 0 seno do
arco BC. A fim de melhor visualizar os valores do seno e cosseno a medida que o
arco BC varia, podem ser criados os pontos D e E que serdo, respectivamente, as
projecBes sobre os eixos X e Y, do ponto C. A construcdo desses pontos é feita
digitando-se no campo Entrada “D=(x(C),0)” e “E=(0,y(C))"”. E, para melhor
visualizacdo, podem ser criados os segmentos AD e AE, que representam as
medidas do cosseno e seno. Se o usuario quiser ele pode modificar a unidade de
medida, e coloca-la em radianos, clicando com o botédo direito do mouse sobre a

Janela de Visualizacéo e escolhendo propriedades.
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Figura 4.24: Unidade em radianos

A fim de se obter o grafico das fun¢des seno, cosseno e tangente no intervalo
[0,2m], o usuério podera criar pontos S = (a,sen(a)), C = (a,cos(a)) e T =
(a,tg(a)), respectivamente, e ,em seguida, clicando sobre esses pontos com o
botdo direito, selecionar a op¢ao Habilitar Rastro. Quando o ponto C for movido com

0 mouse, o gréafico de cada fungéo sera esbogcado como mostram as figuras abaixo.

!j.._-‘ .

Figura 4.25: Funcdo Seno
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Figura 4.26: Fungéo Cosseno

Figura 4.27: Funcao Tangente
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Figura 4.28: Funcdes Trigonométricas

4.6 PARABOLA

Para a construcdo da funcdo quadratica, basta digitar no campo Entrada sua

expressao, por exemplo, “f(xX)=x"2” e a funcéo sera criada na Janela de Visualizacao.

Figura 4.29: Parabola

Como a fungdo quadratica tem a forma f(x) = ax®+ bx +c, podem ser
criados parametros a, b e c, a fim de se verificar as altera¢cdes produzidas no grafico
a medida que se variam seus valores. Para isso, basta usar a ferramenta Controle

Deslizante e, clicando-se sobre a Janela de Visualizagéo, criar os parametros. Apos
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a criacdo dos parametros a,b e ¢ a funcdo genérica pode ser criada no campo
Entrada digitando-se "f(x)=ax"2+bx+c”.

D‘J\.

Figura 4.30: Parabola com Controle Deslizante

A fim de melhor visualizar os efeitos causados no gréfico da funcdo quando
se variam os valores de seus coeficientes, podemos construir o vértice da parabola.
Para isso, no campo Entrada, digitamos “V=(-b/(2a),(4ac-b”"2)/(4a))”, e em seguida
clicando com o botéo direito sobre o ponto V criado e abrindo a Janela Propriedades,

pode ser exibido o rasto do vértice V.

a) Variagdo do parametro a: A variagdo do coeficiente a faz com que o vértice
P b P
da parabola se desloque sobre a reta y = 7x+ c. Tanto a reta quanto a parabola

tocam o eixo Y no ponto (0,c), e para que iSso ocorra a abertura da parabola deve
mudar.
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Figura 4.31: Variacédo de ‘a’ na Parabola

No caso em que b = 0, o0 vértice da parabola sera o ponto (0, c), e ao se variar
os valores de a, o gréfico da funcao sofrera alteracdes em sua abertura e sentido da

concavidade, sendo para cima quando a > 0 e para baixo quando a < 0.

eyeemc e

Figura 4.32: Parabola com ‘a’ variando

b) Variagdo do parametro b: Ao se variar o coeficiente b de uma funcéo
quadratica f(x) = ax®* + bx + ¢ as pardbolas geradas se movem segundo uma
pardbola de sentido oposto a parabola dada. O lugar geométrico dos vértices das
parabolas ¢ a funcdo y = —ax? + ¢, essa fungdo tem vértice no ponto (0,c) onde

tocaoeixo?Y.
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Figura 4.33: Variacéo de b, a<0

Figura 4.34: Variacéo de b, a>0

c) Variagdo do parametro c: A variagcéo do coeficiente ¢ provoca no grafico um

deslocamento vertical, de modo que o vértice da parabola se desloca sobre a reta

-b , . . .
X =, que € o eixo de simetria da curva.
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Figura 4.35: Variagéo de c, a<0

Figura 4.36: Variagéo de c, a>0

4.7 POLINOMIAL

Existem duas formas basicas de se construir curvas polinomiais no
GeoGebra: A primeira € digitar a expressao polinomial direto no campo Entrada; a
segunda é criar a curva a partir de pontos no plano, usando uma funcéo pré-definida
do GeoGebra, encontrada, também, no campo Entrada.

Dada uma expressao polinomial, o seu grafico pode ser gerado a partir do

campo Entrada, como foi feito em 4.1, para a funcdo afim, e em 4.6, para a parabola.
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Vejamos, agora, a construcdo de curvas polinomiais de grau maior que 2. Como

exemplo, tomemos as funcdes f(x) = 2x3> —5x*+x+ 1, g(x) = 2x* — x* — 2x* +

2x-1 e h(x) = —4x5—4x*+ x + 1. Para se construir a curva basta digitar no

campo Entrada suas expressdes, como mostram as figuras a seguir.
o

D.;...

Figura 4.37: Polinomial de grau 3

Figura 4.38: Polinomial de grau 4
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Figura 4.39: Polinomial de grau 5

Consideremos agora, a construgao das curvas polinomiais que passam por
pontos dados. Sejam A(-2,1), B(—1,—-1), €(1,3), D(2,2) e E(3,—1). Para se
construir um polinbmio uma vez conhecido seus pontos, basta, no campo Entrada,
digitar “polinbmio” e aparecerdao opc¢des ao usuario. Em seguida, o usuario deve
escolher a segunda opcao, “Polinbmio[<Lista de Pontos>]", e no lugar da lista de

pontos devem ser digitados 0s pontos as quais pertencem ao grafico.

Polindmio[ <Funcdo= ]
Paolindmio[ =Lista de Pontos= ]
PolindmioDeTaylor] <Fungdo=, =Centro=, =0Ordem:= |

Entrada: |

Figura 4.40: Polinbmio campo Entrada

Como exemplo, sejam construidas as curvas polinomiais de grau 1 que
passam por A e B; de grau 2 que passam por A4,B e C; de grau 3 que passam por
A,B,C e D; de grau 4 que passam por A,B,C,D e E, como mostram as figuras

seguintes.
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Figura 4.41: Polinémio grau 1

(=

Figura 4.42: Polinémio grau 2
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Figura 4.43: Polindbmio grau 3

Figura 4.44: Polinbmio grau 4

E possivel, também, criar uma curva polinomial com coeficientes que podem
ser variados convenientemente. Para isso, devemos criar parametros a partir da
ferramenta Controle Deslizante. Como exemplo, vamos construir uma curva
polinomial de grau 3,

“f(x)=ax3+bx2+cx+d”, com parametros a,b,c e d.

Primeiramente, com a ferramenta Controle Deslizante, criam-se coeficientes a,b,c e
d; em seguida, no campo Entrada, digita-se “f(x)=ax"3+bx"2+cx+d”, e a curva sera

criada e exibida na Janela de Visualizacdo e seu expressio na Janela de Algebra.
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Figura 4.45: Polinbmio com Controle Deslizante

4.8 CICUNFERENCIA

A construcdo de uma circunferéncia se da de forma bem simples a partir da
ferramenta de Circulos, na Barra de Ferramentas, ou digitando-se sua equacéo no
campo Entrada.

a) Ferramenta Circulo dado centro e um de seus pontos: Com essa
ferramenta o usuério devera clicar no centro da circunferéncia e em um de seus
pontos, assim a circunferéncia seréa criada na Janela de Visualiza¢do e sua equacao
cartesiana aparecera na Janela de Algebra.

b) Ferramenta Circulo dado Centro e Raio: Nesta ferramenta o usuario devera
clicar no centro da circunferéncia e informar o valor do raio. Feito isso, a
circunferéncia seré criada e sua equacao sera exibida.

c) Ferramenta Circulo definido por trés pontos: Com esta ferramenta é
possivel criar a circunferéncia a partir de trés pontos nado colineares do plano.
Clicando-se sobre os pontos a circunferéncia serad exibida, assim como sua
equacao.

d) Equacdo da Circunferéncia: No campo Entrada é possivel digitar a
equacado da circunferéncia, e a partir dai gerar seu grafico. Como exemplo, vamos
gerar a circunferéncia que tem equacdo x* + y* = 1. Para isso, digitamos no campo
Entrada “x"2+y"2=1".
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Figura 4.46: Circulo centro na origem e raio 1

4.9 ELIPSE

A Elipse pode ser construida a partir do campo Entrada, digitando-se sua
equacado, ou usando-se a ferramenta Elipse, no icone de Cbnicas, na Barra de
Ferramentas.

a) Ferramenta Elipse: Basta selecionar a ferramenta Elipse no icone de
Conicas da Barra de Ferramentas, e em seguida escolher dois pontos que serdo 0s
focos, e um ponto da elipse, assim a elipse sera criada e sua equacéo sera exibida.

b) Equacao da Elipse: No campo Entrada basta digitar a equacéo da elipse
desejada e apertar Enter, assim a curva sera criada e sua equacao exibida. Como

(x—5)2 n (y—31)2

exemplo, seja construida a curva de equacao = 1. Para isso, deve ser

digitado no campo Entrada “(x-5)"2/6+(y-1)"2/3=1", e a elipse sera criada, como

mostra a figura a seguir.
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Figura 4.47: Elipse centro em (5,1)

4.10 HIPERBOLE

A Hipérbole pode ser construida a partir do campo Entrada, digitando-se sua
equacao, ou usando-se a ferramenta Hipérbole, no icone de Coénicas, na Barra de
Ferramentas.

a) Ferramenta Hipérbole: Basta selecionar a ferramenta Hipérbole, no icone
de Conicas da Barra de Ferramentas, e em seguida escolher dois pontos que serao
os focos, e um ponto da hipérbole, assim a hipérbole sera criada e sua equacao sera
exibida.

b) Equacdo da Hipérbole: No campo Entrada basta digitar a equacao da
hipérbole desejada e apertar Enter, assim a curva sera criada e sua equacgao

(-3 _ (-1)?
2 2

= 1. Para

exibida. Como exemplo, seja construida a curva de equacao

isso, deve ser digitado no campo Entrada “(x-3)"2/2-(y-1)"2/2=1", e a hipérbole sera

criada, como mostra a figura a seguir.
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Figura 4.48: Hipérbole centro em (3,1)

4.11 BRUXA DE AGNESI

A fim de se construir a curva de Agnesi, mais conhecida como Bruxa de
Agnesi, podemos usar sua equacao cartesiana, equagcdo paramétrica ou fazer a
construcdo do lugar geométrico, como foi mostrado em 3.11.

a) Equacdo Paramétrica: Para a construcdo da curva por meio da equacao
paramétrica, iremos inicialmente criar o parametro r na ferramenta de Controle
Deslizante, no icone de Controle Deslizante. Com o parametro r criado basta digitar
no campo Entrada “curva” e em seguida selecionar a opc¢ao
“Curva[<Expressao>,<Expressao>,<Variavel>,<Valor Inicial>,<Valor Final>]", e fazer
0 seguinte preenchimento: “Curva[2*r*cotg(t),2*r*(sen(t))"2,t,0,2*m ]’, e a bruxa de

Agnesi sera criada, como mostra a figura a seguir.
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Figura 4.49:; Bruxa de Agnesi eq. Paramétrica

b) Equacéo Cartesiana: A fim de se construir & curva de Agnesi por meio da
equacao cartesiana, criaremos, da mesma forma, o parametro r na ferramenta de
Controle Deslizante. Em seguida, no campo Entrada deve ser digitado

“y=(8*r"3)/(x"2+4*r"2)”. Assim, a curva sera criada, como mostra a figura a seguir.

Figura 4.50: Bruxa de Agnesi eq. Cartesiana

c) Construcdo do Lugar Geométrico: Para a constru¢cdo do lugar geométrico
definido como bruxa de Agnesi, seguiremos 0s seguintes passos:
e Construir o parametro r com a ferramenta de Controle Deslizante.
e Criar o ponto 4 = (0,r).

e Criar o circulo €1 de centro A e raio r, com a ferramenta de circulo.
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e Criarasretasri:y=0erzy=2r.

e Criar a semirreta s com origem A e ponto B sobre o circulo C1, no sentido
de r2.

e Com a ferramenta de Intersecéo entre dois Objetos no icone de pontos,
criar o ponto C que € a intersecédo entre s e ra.

e Com a ferramenta de Reta Perpendicular, criar as retas r3 perpendicular
ao eixo 0X passando por C e r4 perpendicular ao eixo OY passando por B.

e Com a ferramenta de Intersegao entre dois Objetos, criar o ponto D de
intersecdo entre as retas r3 e ra.

e Clicar com o boté&o direito sobre o ponto D e escolher a opcdo Habilitar
Rastro e Renomear chamando-o por P.

e Mover o ponto B e o lugar geométrico da Bruxa de Agnesi sera criado,

como mostra a figura a seguir.

0

Figura 4.51: Construcéo da Bruxa de Agnesi

4.12 CICLOIDE

Para a constru¢do da cicloide usaremos sua equacdo paramétrica e depois
faremos a construcdo do lugar geométrico que define a curva.

a) Equacdo paramétrica: Inicialmente deve ser criado o parametro r com a
ferramenta de Controle Deslizante. Em seguida, no campo Entrada digita-se “Curva”

e seleciona-se a opcgao
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“Curva[<Expressao>,<Expressao>,<Varidvel><Valorlnicial>,<ValorFinal>]” e se

preenche da seguinte forma: “Curva[r*t-r*sen(t),r-r*cos(t),t,0,20]”, os valores 0 e 20

podem ser mudados. Assim, a curva cicloide sera criada, como mostra a figura

seguinte.

Figura 4.52: Cicloide eq. Paramétrica

b) Construcdo do lugar geométrico: Para a constru¢cdo do lugar geométrico

definido como Cicloide, devemos seguir 0s seguintes passos:

Criar os parametros r e t com a ferramenta de Controle Deslizante.
Criar os pontos de A = (¢, 7).

Com a ferramenta Circulo dado Centro e Raio clicar sobre o ponto A e
definir r como sendo o raio do circulo.

Criar um ponto B sobre o circulo e arrasta-lo para a origem do sistema
de eixos quando o parametro t = 0.

Usar a ferramenta Rotacdo em torno de um Ponto no icone de
Ferramentas de Transformacdo na Barra de Ferramentas, e clicar
sobre B e depois sobre A e selecionar o angulo -t. Assim, sera criado
um ponto B’.

Criar o segmento AB’

Clicar com o botdo direito sobre B’ e selecionar a opg¢ao Habilitar
Rastro, e mover o valor de t, assim a curva sera criada, como mostra a

figura a sequir.
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Figura 4.53: Construgdo da Cicloide

4.13 EPICICLOIDE

A Epicicloide pode ser construida na GeoGebra, a partir da equacao
paramétrica da curva ou pela definicdo, dadas em 3.17.

a) Equacdo Paramétrica: Utilizando a ferramenta Controle Deslizante, na
Barra de Ferramentas, devemos criar os parametros R e r. Em seguida, no campo
Entrada, utilizando a estrutura “Curva[<Expressao>,<Expressao>,<Variavel>,<Valor
Inicial>,<Valor Final>]" devemos digitar as equag¢des da curva, mostradas em 3.17, e
fazer o seguinte preenchimento “Curva[(R+r)*cos(t)-r*cos(((R+r)/r)*t),(R+r)*sen(t)-
r'sen(((R+r)/r)*t),1,0,100]”. Desta forma, a curva serd gerada na Janela de
Visualizacdo e sua equacdo paramétrica sera exibida na Janela de Algebra, e
variando os valores de R e r € possivel ver as variacbes produzidas na curva, como

mostram as figuras a seguir.
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Figura 4.55: Epicicloide com R=3r
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Figura 4.56: Epicicloide com R=4r

Figura 4.57: Epicicloide com r=3 e R=2

b) Por construcdo: Para se construir a curva, a partir de sua definicéo,
devemos seguir 0s seguintes passos:
e Construa os parametros R e r, utilizando a ferramenta Controle
Deslizante na Barra de Ferramentas;
e Crie 0 ponto 01 = (0,0);
e Construa o circulo C1 de centro em 01 e raio R, com a ferramenta
Circulo dados Centro e Raio;
e Construa o circulo C de centro na origem e raio R + r;

e Construa o parametro t com valor minimo 0 e valor maximo 2n(r + R);
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Construa o ponto A = (R, 0);

Com a ferramenta Angulo com amplitude fixa, construa o angulo A01B
com amplitude t/R;

Construa a semirreta s = 01B, com a ferramenta Semirreta, na Barra
de Ferramentas;

Faca o ponto 02 = C ns, utilizando a ferramenta Intersecdo de dois
Objetos;

Construa o circulo C2 de centro em Oz e raio r;

Com a ferramenta Angulo com amplitude fixa, construa o angulo BOzP
com amplitude t/r;

Construa os segmentos 0102 e 02P;

Habilite o rastro do ponto P, clicando sobre 0 mesmo com o botéao
direito do mouse e escolhendo a opc¢éo Habilitar Rastro;

Dessa forma a curva sera criada ao se “animar’” o parametro t. E
modificando-se os valores de R e r, obtém-se variacbes nas
Epicicloides. Pode-se, ainda, esconder a exibicAo de elementos

irrelevantes a visualizagédo da curva, como mostram as figuras a seguir.

D.; AR e G P N B

Figura 4.58: Cardioide
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Figura 4.59: Epicicloide com R=2r

Figura 4.60: Epicicloide com R=5r

4.14 HIPOCICLOIDE

A Hipocicloide pode ser construida no GeoGebra, a partir de sua equacgéo
paramétrica ou pela definicdo, ambas apresentadas em 3.18.

a) Pela equacéo paramétrica: Utilizando a ferramenta de Controle Deslizante,
na Barra de Ferramentas, devemos criar os parametros R e r. Em seguida, no
campo Entrada, utilizando a estrutura

“Curva[<Expressao>,<Expressao>,<Variavel>,<Valorlnicial>,<ValorFinal>]" devemos
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digitar as equacdes da curva, mostradas em 3.18, e fazer o seguinte preenchimento
“Curva[(R-r)*cos(t)+r*cos(((R-r)/r)*t),(R-r)*sen(t)-r*sen(((R-r)/r)*t),t,0,100]". Desta
forma, a curva serd gerada na Janela de Visualizacdo e sua equacao paramétrica
sera exibida na Janela de Algebra, e variando os valores de R e r é possivel ver as

variagcdes produzidas na curva, como mostram as figuras a seguir.

Figura 4.61: Hipoclicoide Degenerada

Figura 4.62: Hipocicloide com R=3r



114

Figura 4.63: Hipocicloide com R=7 e r=4

b) Por construcdo: Para se construir a curva a partir de sua definicéo,

devemos seguir 0s seguintes passos:

Construa os parametros R e r com valor minimo 1 e valor maximo 10, e
t com valor minimo 0 e méaximo 2nR, utilizando a ferramenta Controle
Deslizante;

Construa o ponto 01 = (0,0);

Construa o circulo com centro em 01 e raio R;

Construa o circulo € com centro na origem e raio R — r;

Construa o ponto A = (R, 0);

Construa o angulo A01B com amplitude fixa igual a t/R, utilizando a
ferramenta Angulo com amplitude fixa;

Construa o segmento m = 01B,;

Construa o ponto 02 = m N C, utilizando a ferramenta Interse¢éo entre
dois objetos;

Construa o circulo de centro em 02 e raio r;

Construa o angulo B0zP com amplitude fixa igual a t/r;

Construa o segmento n = 0102 e 0 segmento h = 02P;

Habilite o rastro do ponto P com a ferramenta Habilitar rastro;

Ao animar o parametro t a curva sera criada na Janela de Visualizagédo

e sua equacio sera exibida na Janela de Algebra. E possivel, ainda,
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verificar as variagcbes sofridas na curva quando os valores de R e r

mudam, como mostram as figuras a seguir.
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Figura 4.65: Hipocicloide com R=3r
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Figura 4.66: Hipocicloide com R=5 e r=2

4.15 LEMNISCATA DE BERNOULLI

A Lemniscata de Bernoulli pode ser construida a partir do campo Entrada,
digitando-se sua equacédo cartesiana ou paramétrica. Como exemplo, seja digitado
no campo Entrada a equacgao cartesiana “L:(x?+y?)2=xy” da Lemniscata, sua equacao
serda expressa na Janela de Algebra e a curva sera exibida na Janela de

Visualizacdo, como mostra a figura seguinte.

Eriasa

Figura 4.67: Lemniscata de Bernoulli

4.16 O FOLIUM DE DESCARTES
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O Folium de Descartes pode ser criado a partir do campo Entrada, digitando-
se sua equacdo cartesiana ou paramétrica. A fim de se estudar as variacbes
causadas na curva a partir da mudanca do valor a, pode-se criar 0 controle
deslizante a com a ferramenta de Controle Deslizante, no icone de Controle
Deslizante, na Barra de Ferramentas. ApoOs criado o Controle Deslizante, basta
digitar no campo Entrada a equagado “C:x3+y3*=3axy”, e a curva sera exibida na
Janela de Visualizacdo e sua equacdo aparecera na Janela de Algebra, como

mostra a figura a sequir.

all <l = It sl
P - [
B - .

Figura 4.68: Folium de Descartes

4.17 HIPERBOLICAS

Para a construcdo das curvas hiperbdlicas no GeoGebra, basta utilizar as
funcdes ja definidas no software. Para isso, podemos digitar no campo Entrada

“senh(x)” ou “cosh(x)” e as curvas serao criadas, como na figura seguinte.
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Figura 4.69: Seno Hiperbdlico

Figura 4.70: Cosseno Hiperbdlico

4.18 ESPIRAL DE ARQUIMEDES

A Espiral de Arquimedes pode ser construida no GeoGebra a partir de sua
equacao cartesiana, parameétrica ou pela definicdo da curva. Vejamos algumas
construcoes:

a) Equacédo paramétrica: No campo Entrada pode ser usado a opcao
“Curva[<Expresséo>,<Expressao>,<Variavel>,<Valor Inicial>,<Valor Final>]’, com o

seguinte preenchimento “Curva[t*cos(t), t*sen(t), t, 0, 15]”. O valor 15 pode ser
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modificado caso o usuario julgue necessario. Dessa forma a curva sera gerada e

sua equacdo paramétrica exibida, como mostra a figura seguinte.

D-AT. szl el = e

Figura 4.71: Espiral de Arquimedes equacdo

b) Pela definicdo: Vamos construir a curva a partir de sua definicdo dada em

3.16. Para isso o usuario deve:

Com a ferramenta Circulo dados centro e Raio crie o circulo de centro
na origem, ponto A, e raio 1;

Construa o ponto B = (0,0);

Crie o controle deslizante t, com valor minimo 0 e valor maximo 15;
Com a ferramenta Angulo com Amplitude Fixa, clique sobre o ponto B
e em seguida sobre o ponto A e escolha t como amplitude do angulo,
criando assim o ponto B’ sobre o circulo;

Com a ferramenta de Semirreta, crie a semirreta AB’;

Crie o ponto “P=(t*cos(t),t*sen(t))”;

Cligue com o botédo direito do mouse sobre o ponto P e habilite a
exibicdo do rastro do ponto;

Cligue com o botéo direito do mouse sobre o Controle Deslizante t e
faca a animacéao;

Assim a espiral de Arquimedes sera criada, como mostra a figura a

sequir.
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Figura 4.72: Espiral de Arquimedes construcao

4.19 CATENARIA A PARTIR DA PARABOLA

Para a construcdo, no GeoGebra, da parabola que rola sobre o eixo 0X e,

consequentemente, a exibicdo do lugar geométrico do foco da parabola, quando a

mesma rola, seguiremos 0s seguintes passos:

No campo Entrada digite “f(x)=x"2", para criar da parabola f(x) = x?%
Crie o ponto F = (0,1/4) que € o foco da parabola;

Crie um ponto P sobre a parabola f;

Use a ferramenta Reta Tangente para criar a reta t, tangente a
parabola f, no ponto P;

Crie 0 angulo a formado entre a reta t e 0 eixo 0X, digitando no campo
entrada “a=ANGULOI[EixoXt]”;

Faca a rotacdo da pardbola f (criando assim a pardbola f1) por um
angulo - a, digitando no campo Entrada “Girar[f, -a]”;

Faca a rotacdo da reta t (criando assim a reta t’) por um angulo - a,
digitando no campo Entrada “Girarlt, -a]”;

Faca a rotacédo do foco F (criando assim o ponto F’) por um angulo - «,
digitando no campo Entrada “Girar[F, -a]”;

Faca a rotacdo do ponto P (criando assim o ponto P’) por um angulo

- a, digitando no campo Entrada “Girar[P, -a]”;
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Defina o numero k como sendo o comprimento do arco da parabola f,
do ponto (0,0) ou ponto P, digitando no campo entrada “Integral[sqrt(1
+4x2), 0, x(P)]”;

Crie o ponto K = (k,0);

Com a ferramenta de criacao de vetor, crie o vetor u = P’K digitando no
campo Entrada “Vetor[P', K];

Com a ferramenta Translagédo por um Vetor, na Barra de Ferramentas,
translade a parabola f1 pelo vetor u, criando assim a curva a;

Com a ferramenta Translacdo por um Vetor, translade o ponto F’ pelo
vetor u, encontrando assim o ponto F”;

Esconda todos os objetos, deixando apenas as curvas f e a e 0S
pontos P, F e F”,

Clicando com o botdo direito do mouse sobre o ponto F”, habilite o
rastro desse ponto;

Mova o ponto P para rolar a parabola f e criar o lugar geométrico do
ponto F”.

Ao mover o ponto P o rastro do lugar geométrico do ponto F”, que € o
foco da parabola que rola sobre o eixo 0X, ser& criado. A fim de se
obter a curva completa, pode-se usar a ferramenta Lugar Geométrico
na Barra de Ferramentas. A figura a seguir mostra o resultado da

construgao.

Figura 4.73: Catenéria a partir da Parabola
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4.20 CURVA DE LARGURA CONSTANTE

A fim de construirmos uma curva de largura constante, o triangulo de

Realeaux,

utilizo aqui a construcdo feita por Sérgio Dantas (acesso em

12/07/2017)8. Essa construgéo segue 0s seguintes passos:

Crie o controle deslizante max com valor minimo 0 e valor maximo 50;
Crie o controle deslizante d com valor minimo 0 e valor maximo max;
Crie as funcgdes f1(x) =0 e f2(x) =1, digitando no campo Entrada
“f 1(x)=0"e “f_2(x) = 17, respectivamente;

Crie o numero “a=Resto[180d / 11, 60]”, a partir do campo Entrada;

Crie o numero “e=Quociente[d, 1.0472] + 17, a partir do campo Entrada;
Crie o ponto “O=Se[Resto[e, 2] ==0,(e/2mw/3,0),(d-(e-1) /6,
0)]”, a partir do campo Entrada;

Crie o numero “a=Resto[e, 6]”; a partir do campo Entrada;

Crie o ponto “P=(x(0O), 1)”; a partir do campo Entrada,;

Crie o ponto “A=Se[a == 1, Girar[O, (-a)°, P], Se[a == 2, Girar[P, 60° -
a’, O], Se[a == 3, P, Se[a == 4, Girar[P, (-a)°, O], Se[a == 5, Girar[O,
60° - a°, P], Se[a == 0, O]|NII", a partir do campo Entrada;

Crie o ponto “B=Se[a == 1, Girar[A, 60°, P], Se[a == 2, O, Se[a == 3,
Girar[O, (-a)°, P], Se[a == 4, Girar[P, 60° - a°, O], Se[a == 5, P, Se[a
== 0, Girar[P, (-a)°, O]]||I”, a partir do campo Entrada;

Crie o triangulo equilatero ABC, com a ferramenta Poligono Regular,
clicando sobre A e depois B, assim o ponto C sera automaticamente
criado;

Clique na ferramenta Arco Circular e construa trés arcos: de centro em
AeporBec(C,decentroemBeporAeCedecentroemCeporde
B;

Por dltimo oculte os pontos 4, B e C e anime o controle deslizante d.

® DANTAS, Sérgio. Triangulo de Reuleaux.
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Figura 4.74: Triangulo de Realeaux rolando
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Todas as curvas propostas foram possiveis de serem realizadas com o
software GeoGebra, mostrando assim a importante ferramenta que o software
representa no que se refere ao ensino de matemética. Além das curvas mais
basicas como, por exemplo, a Reta, foi possivel a construcdo de curvas mais
complexas, como no caso da Parabola que gira sobre o eixo OX e a construgdo do
Triangulo de Realeaux, ambas as constru¢cdes exigiram um nivel maior de
dificuldade ao utilizarmos ferramentas como Rotagéo e translagao por um Vetor.

Foram construidas mais de vinte curvas planas, varias das quais aparecem
nas aulas de matematica do ensino médio. De modo que, temos aqui um “manual”
de curvas planas a ser utilizado em sala de aula pelos professores que se
aventurarem pelos belos caminhos das construgdes dinamicas.

Esse trabalho teve uma longa pesquisa das curvas planas e sucessivas
tentativas e erros até chegarmos ao formato exposto aqui, como € o caso da
Pardbola que rola. As referéncias foram fundamentais para a elaboracdo do
trabalho, tanto no caso da descrigdo das curvas como no caso de suas construgoes
no GeoGebra, cito aqui a construgcdo do Triangulo de Realeaux, que teve sua

construcdo baseada na construcdo de Sérgio Dantas (Acesso em 12/07/2017).
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