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Resumo

O objetivo desse trabalho dentre outros, é desenvolver um material com maior embasamento
tedrico sobre niimeros complexos, seja para o professor, seja para o aluno. Para isso, desen-
volvemos o trabalho da seguinte forma: No capitulo 1 vamos apresentar um pouco da historia
dos niimeros complexos, nesse capitulo vamos compreender que a criagao dos niimeros com-
plexos surgiu a partir da busca da solucao de equacoes do 32 grau e nao do 22 grau. No
capitulo 2 apresentaremos um resumo de todas as representacoes dos nimeros complexos
usualmente utilizadas (cartesiana, algébrica e trigonométrica) e também a representagao
matricial que quase nao é abordada no ensino médio. No capitulo 3, apresentaremos a repre-
sentacao exponencial junto com o estudo de logaritmo no campo dos complexos e também
a potenciacao quando o expoente é um numero da forma a + bi. No capitulo 4, discutimos
alguns tépicos de geometria no plano de Argand-Gauss onde apresentaremos uma férmula
para calcular a area do poligono formado pelos afixos das raizes n-ésimas de um complexo

a + bi que depende apenas de n,a e b.

Palavras-Chave: Numeros Complexos; Representagoes; Logaritmos; Areas.
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Abstract

The aim of this study and others, is to develop a material with a stronger theoretical base on
complex numbers, either to the teacher or to the student. For this, we developed the work
as follows: In chapter 1 we show some of the history of complex numbers, in this chapter we
understand that the creation of complex numbers arose from the search for the solution of
equations of the 3rd degree and not of 2nd degree. In Chapter 2 we present a summary of all
representations of complex numbers usually used (Cartesian, algebraic and trigonometric)
and also the matrix representation which is barely addressed in high school. In Chapter 3,
we present the exponential representation along with the study of the complex logarithm in
the field and also the potentiation when the exponent is a number of the form a + bi. In
chapter 4, we discuss some topics in geometry Argand-Gauss plane where we will present a
formula to calculate the area of the polygon formed by affixes the nth roots of a complex

a + bi which depends only on n,a and b.

Keywords: Complex Numbers; Representations; Logarithms; Areas.
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Introducao

Apesar do seu pouco aparecimento no ensino médio, os nimeros complexos emergem
naturalmente em diversas aplicagoes do mundo real. Eles possuem grande relevancia em
inimeras areas, principalmente nas engenharias, onde seu uso se torna uma ferramenta
fundamental. Podemos citar, por exemplo, na engenharia elétrica onde a andlise de circuitos
de corrente alternada é feita com a ajuda desses nimeros. Nessa mesma engenharia grandezas
com a impedancia (em ohm) e a poténcia aparente (em volt-ampere) sdo expressas por um
nimero complexo, ja na aerodinamica foi desenvolvida uma curva fechada no plano complexo
que representa o perfil de uma asa de avido [20]. Nesse trabalho apresentamos uma aplicagao
na fisica, mais precisamente na 6ptica, onde determinamos a direcao de um raio de luz
refletido num espelho plano!. Segundo Jucimar Peruzzo?, foi a partir do estudo das equacoes
algébricas do 32 grau que se conseguiu um melhor entendimento da estrutura dos nimeros
complexos ou imaginarios. Descobriu-se que o campo dos nimeros reais ¢ insuficiente para
o estudo da &lgebra, sendo indispensavel trabalhar-se também com os nimeros imaginarios.
Isso ficou bastante visivel quanto a questao de resolucao de equagoes. Os ntimeros complexos
sao uma das tantas abstragoes matematicas que facilitam o cédlculo e a resolucao de muitos
problemas.

Nosso objetivo é apresentar um material de estudo para professores e alunos, com as-
suntos que envolvam nimeros complexos. Inicialmente, apresentamos uma breve introducao
sobre os numeros complexos, seu aparecimento e desenvolvimento ao longo dos tempos.
No Capitulo 2, mostramos suas representagoes e propriedades, destacando as representacoes

algébricas e trigonométricas, que sao bastante utilizadas nas aplicagoes. No capitulo 3, abor-

1Sistema Sptico de espelhos constituido por superficies planas e polidas, capazes de refletir regularmente
a luz.

2Professor da E.E.B. Dom Felicio César da Cunha Vasconcelos e E.E.B. Isabel da Silva Telles em, Irani,
Santa Catarina.
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damos o estudo de logaritmo de um nimero complexo, que corresponde a um ponto delicado
do assunto, mas de extrema importancia. No capitulo 4, discutimos alguns topicos de geo-
metria no plano de Argand-Gauss, apresentando uma forma de calcular a area do poligono
formado pelas raizes n-ésimas de um complexo.

Como dito anteriormente, nossa proposta é desenvolver um material com maior emba-
samento teodrico, com a finalidade de dar um maior suporte aos professores e alunos, pos-
sibilitando, por exemplo, a elaboracao e implementacao de projetos em programas como o

PIBIC-JUNIOR, que tem como objetivo fortalecer a pesquisa cientifica.



Capitulo 1

Um pouco da histéria do nimeros

complexos

Podemos dizer que uma das motivacoes principais do surgimento dos nimeros complexos
nao foi a resolugao de equagoes do 22 grau cujas solugoes sao expressas por raizes quadradas
de nuimeros negativos. O surgimento desses nimeros esta ligado diretamente a resolucao de
equagoes algébricas do 3¢ grau. Até aquele momento as equagoes do 22 grau que apresentavam
raizes quadradas de numeros negativos eram consideradas sem resolucao e o objetivo dos
matematicos da época era desenvolver uma férmula de resolucao de equagoes cuibicas através
de radicais, semelhante a que se usava para resolver as equagoes quadraticas.

Por volta de 1510, o matemaético italiano Scipione Del Ferro (1465-1526) desenvolveu
uma formula para um caso especial de ctibicas, ele desenvolveu uma resolucao para equacoes
do tipo

2+ pr+q=0.

Entretanto Scipione faleceu sem publicar seus resultados, divulgando-os apenas para um
pequeno grupo de pessoas dentre eles Antonio Maria Del Fiore. De posse desse resultado
Fiore tentou ganhar seu espago entre os matematicos e no ano de 1535 desafiou Nicolau
Fontana (1500-1557), conhecido como Tartdglia, para um duelo de resolu¢ao de problemas
(o que era comum naquela época). O desafio consistia na resolucao de trinta problemas para
cada, propostos pelo oponente, cabia ao perdedor pagar trinta banquetes. Tartaglia estava

comecando a se destacar no cenario matematico da época e prontamente aceitou o desafio.
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Todos os problemas propostos por Fior para Tartéglia recaiam no caso particular da ctbica
cuja solucao ele conhecia, Tartaglia sabia que seu adversario conhecia tal solugao, mas o que
Fior nao sabia era que no dia 10 de fevereiro de 1535 Tartaglia também deduziu a férmula

e foi ainda mais longe deduzindo a férmula para a equacao do tipo
2?4+ pa® 4+ q=0.

Tartaglia venceu o desafio sem muito esforco, pois conseguiu resolver todos os problemas
propostos por Fior, ja seu adversario nao conseguiu resolver nem a metade dos problemas
impostos por Tartaglia, e saiu humilhado do desafio. A vitoria de Tartéglia e sua descoberta
ganham grande repercussao entre os matematicos e ele recebe um convite de Girolamo Car-
dano (1501-1576) para ir a sua casa. Nessa época, Cardano gozava de boa posi¢ao em Milao
e o convite era com o pretexto de apresenta-lo ao comandante militar da cidade, uma vez que
Tartaglia tinha feito também grandes descobertas sobre tiros e fortificacoes, a intencao de
Cardano era ganhar a autorizacao de Tartaglia para publicar a resolucao da equacao em seu
livro Practica Arithmetica (1539). A principio Tartaglia nao revela a férmula, mas depois
de muita insisténcia Cardano conseguiu a férmula com a promessa de que nao publicaria,
pois o proprio Tartaglia queria publicar e s6 estava esperando o momento exato para isso.
Porém Tartéglia tinha revelado o segredo na forma de um poema cifrado e Cardano nao con-
seguiu decifrar. Depois de mais promessas por parte de Cardano, Tartaglia revela a férmula
sem cddigos, entretanto Cardano nao cumpre a promessa e, em 1545, publica a formula de
Tartdglia no seu livro Ars Magna!.

A solucao para a equacao cibica do tipo 2° + px + ¢ = 0 se dava através da férmula

conhecida hoje como formula de Cardano. Essa féormula sé se aplicava quando

OROR

!Para melhor entendimento, usar a seguinte referéncia [J]
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pois isso garantia a existéncia da raiz evitando assim a mesma situacao das equacoes do 2°
grau com raizes quadradas de nimeros negativos.

Nessa mesma época o matematico italiano Rafael Bombelli (1526-1573) em seu livro
L’Algebra Parte Maggiore Dell” Arithmetica fez um estudo sobre a resolugao de equagoes de
grau inferior a quatro e resolvendo a equacao z* — 152 = 4 verificou por inspecao que = = 4
era solucao da equacao, pois 4> — 15.4 = 4 mas, tentando verificar se encontrava a mesma

solugao x = 4, pela formula de Cardano- Tartaglia obteve:

314 16 3375 34 16 3375 3 3
— (/= — B bt _ —\v/—121.
. ¢2+ ‘ 27% Ty i v

Com esse resultado, Bombelli chegou a um impasse pois v/—121 nao existia. Logo, a equacao
nao teria solugao, mas x = 4 era uma solugao da equacao pois satisfazia a igualdade. Somente
em 1572 ele resolveu o impasse, partindo da hipotese que existiam expressoes das formas
a++v/—b e a—+/—b que seriam as formas simplificadas de, respectivamente, v/2 + /—121
e m tal que

(a+V=b)+(a—V—-b) =4

concluindo assim que a = 2. Faltava entao determinar o valor de b, voltando a equacao ele

deduziu:

2+\/—_={’/2+\/ﬁ:€/2+\/ﬁ.\/—_1:€/2+11.¢—_1.

Elevando ambos os membros ao cubo, chegou na seguinte relagao:
(8 —=6b) + (12 —b)vV—b =2+ 11v/—1.

Por comparacao concluiu que b = 1. Assim:

V24 V12l =24++V—1 e {/2— V=121 =2 — V/—1.

Portanto

T = §/2+\/—121+ {’/2— Vo2l =2+V-1+2-V/-1=4
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Bambelli também criou as regras da multiplicagao para operar com y/—1, ou seja:
VD)D) = -1

(—V-1.(vV=-1) =1
(—V-1).(—v-1) = -1
(1) (V=T) = +V—1
(F)(EV-1) =£V-1

Além dessa regra da multiplicacao também criou a regra para somar dois nimeros da

forma x + yv/—1, z,y € R, ou seja:
(21 + V=1 + (z2 + y2vV—1) = (z1 + 22) + (y1 + y2)V 1.

E importante ressaltar que a notacao v/—1 sé foi introduzida no ano de 1629 por Albert
Girard (1595-1632) em seu livro L'Invention Nouvelle em Algebre, até entao a simbologia
para /—1 era da forma R[0 m.1] (R de raiz, m de menos) usada por Bombelli. J4 os
termos real e imagindrio foram introduzidos em 1637 por René Descartes (1596-1650); em
1777 Leonhard Euler (1707-1783) introduziu o sfmbolo i para denotar y/—1 sendo aceito
plenamente somente no ano de 1801 quando Friederich Gauss (1777-1855) comegou a usar
de forma continua essa notacao. Também foi Gauss que introduziu a expressao ”numeros
complexos” e coube a Willian Rowan Hamilton (1805-1865) a introduzir a notac¢ao a-+bi para
um numero complexo, essa expressao ¢ denominada nos dias de hoje como forma algébrica
de um nimero complexo.

No campo geométrico o desenvolvimento aconteceu a partir do ano de 1800 quando Jean
Robert Argand (1768-1822) e Gauss chegaram a conclusao que os nimeros complexos pode-
riam ser representados em um sistema de coordenadas retangulares e para isso eles conven-
cionaram que o eixo horizontal representaria os niimeros reais, o eixo vertical representaria
os numeros imaginarios e qualquer complexo poderia ser representado na forma de par or-
denado, isto é, a + bi corresponderia ao par (a,b). Com essas conversoes um complexo a + bi

representaria geometricamente um ponto nesse plano bidimensional que hoje é denominado
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de plano de Argand-Gauss.
Encerramos este capitulo apresentando de forma sistematica e numa notacao atual a

solugao encontrada para resolver a equacao
3 2 _
ar” +bx*+cr+d=0

desenvolvida por Cardano.
Primeiramente vamos fazer uma mudanca de variavel através da seguinte substituicao

x =y + m. Dessa forma:
aly +m)* + by +m)* +c(y +m) +d=0.
Desenvolvendo, teremos:
ay® + (3am + b)y® + (3am? + 2bm + )y + (am® + bm?* + cm + d) = 0.

Como o objetivo é reduzir a equacao a uma ctbica do tipo y® + py + ¢ = 0 devemos

anular o coeficiente de y2. Para isso fazemos 3am + b = 0 e, assim, m = ~3q Logo,
a
ay® + (3am* + 2bm + )y + (am® + bm? + cm + d) = 0.

Dividindo toda a equagao por a # 0, obtemos:

3 3am? + 2bm + ¢ am® +bm? +cm+d
Y+ y+ =0.

a a

3am? + 2bm + ¢ am? +bm? +cm +d .
Fazendo p = e q= , obtemos a equacao
a a

v +py+q=0

que é exatamente o tipo de cubica que Tartaglia desenvolveu a féormula. Resolvendo essa
equacao encontraremos o valor de x.
Agora vamos mostrar numa linguagem atual como Tartaglia chegou na férmula de para

determinar a raiz da equacao y® + py +q = 0, para isso vamos usar outro artificio que é fazer
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y = A+ B. Logo:
y* = (A+ B)* = A® + 3A°B + 3AB*> 4+ B® = A* + B® + 3AB(A + B).
Como y = A+ B, entdo y*> = A*> + B3+ 3ABy e, dai,
y* — 3ABy — (A* + B*) = 0.

Comparando com a equacao 3° + py + ¢ = 0, obtemos:

3
p:—3AB:>AB:—§:>A3B3:—p—

5 © ¢g=—(A*+ B = A*+ B> = —¢q.

3
Fazendo oo = A% e B = B3, obtemos: a8 = P ag = —q.

27
Conhecemos agora a soma e o produto de dois nimeros podemos assim gerar uma equagao
3 4 3
do 22 grau do tipo k? + gk — ]2)—7 = 0 de raizes a e 5. Logo, A = ¢* + 2_p7 Consequentemente,
4 3
A3 — o= 27 _ _ 1
2
e
4 3
2 2

Como y = A + B, segue que:

Neste capitulo, destacamos o aparecimento dos ntimeros complexos, bem como atual
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simbologia e o plano de Argand-Gauss. Ainda, um modo sistematico para obtencao das
raizes cubicas de uma equacao de terceiro grau. Lembrando que este foi o principal motivo
do surgimento dos ntimeros complexos e nao a resolucao de uma equacao de segundo grau.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [9], [17], [19], [20], [16].



Capitulo 2

Representacoes dos niimeros

complexos

2.1 Representacao cartesiana

Seja o conjunto R? = {(z,y);z € R e y € R}, isto é, R? ¢ o conjunto dos pares ordenados
(x,y) onde z € R e y € R. Tomando os elementos (x1,y1) e (x2,y2) desse conjunto, temos:
i) Igualdade de pares ordenados: Dois pares ordenados sao iguais se, e somente se,

possuem abscissas iguais e também as ordenadas.

(1,91) = (T2,12) &= 21 =22 ey1 = Yo

ii) Adicao de pares ordenados: A soma de dois pares ordenados resulta em um novo
par ordenado cujos primeiro e segundo termos sao, respectivamente, a soma dos primeiros e

a soma dos segundos termos dos pares ordenados dados.

(z1,91) + (2, 42) = (21 + 22, Y1 + 1)

iii) Multiplicagao de pares ordenados: O produto de dois pares ordenados resulta
em um novo par ordenado cuja abscissa ¢é a diferenga entre o produto dos primeiros termos

e o produto dos segundos termos dos pares ordenados dados e cuja ordenada é a soma dos

10
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produtos do primeiro termo de cada par dado pelo segundo termo do outro par.

(x1,y1).(T2, Y2) = (T1.2 — Y1.Y2, T1.Y2 + T2.Y1)

Chamamos de nimero complexo a qualquer par ordenado (z,y) de ntimeros reais. O
conjunto dos numeros complexos, representado pela letra C, é o conjunto dos pares ordenados
de nimeros reais para os quais estao definidas a igualdade, a adicao e a multiplicagao. De

maneira usual o elemento de C é representado pela letra z, logo:

2€C<«<= z=(z,y) com z,y € R.

Aqui z é chamada a parte real de z, denotada por Re(z) = z, e y é a parte imaginaria de z,
denotada por I'm(z) = y.[15]

O complexo cuja parte imagindria é zero, tem a seguinte forma (x,0). Este ntimero é
identificado com o nimero real z.[15]

Tomando dois elementos de C, z; = (a,b) e z3 = (¢, d), estabelecemos, as seguintes
definigoes:

i) Igualdade de complexos: z; = 2o <= a=c e b=d.

ii) Adicao de complexos: z; + 23 = z, onde z, = (a+ ¢, b+ d).

iii) Multiplicagao de complexos: zj.z5 = z,, onde z,, = (ac — bd, ad + bc).

2.1.1 Propriedades da adicao no conjunto C
A-1) Propriedade associativa : (z; + 23) + 23 = 21 + (22 + 23), V21, 229,23 € C

Demonstracao: Sejam z; = (a,b), 2o = (¢,d) e z3 = (e, f). Entao:

(214 22) + 23 = [(a,b)+ (¢, d)]+ (e, f) =[(a+c,b+d)| + (e, f)
= [(a+c)+e,(b+d)+ fl=[a+ (c+e),b+ (d+ f)]

= (a,b)+[(c+e,d+ f)] =21+ (22 + 23)

A-2) Propriedade comutativa : z; + 25 = 20 + 21,21, 20 € C
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Demonstragao: Sejam z; = (a,b), zo = (¢,d). Entao:
Stz = (0,8)+ (6.d) = (a+ b+ d) = (e a,d+b) = (¢, d) + (a, ) = 2 + 21

A-3) Existéncia do elemento neutro: Je, € C;z+e¢, =z, Vz € C.
Demonstragao: Fazendo z = (a,b), vamos mostrar que existe e, = (x,y) tal que

z+4+e, =z, Vz € C. De fato:
(a,b) + (z,y) = (a,b) <= (a + =, b+ y) = (a,b).

Logo,a+x=aeb+y=>bdeonde, z =0ey=0. Portanto existe ¢, = (0,0) que somado
a qualquer nimero complexo z da como resultado o proprio z.
A-4) Existéncia do elemento simétrico: 3z € C;z+ 2 =¢,, Vz € C.
Demonstracao: Fazendo z = (a,b), vamos mostrar que existe 2z = (z,%) tal que

2+ 2 =e,, ¥z € C. De fato:
(a,0) + (z,y) = (0,0) <= (a + z,b+y) = (0,0).

Logo,a+x=0eb+y=0deonde, = —a e y= —b. Portanto, existe z° = (—a, —b) que

somado a qualquer nimero complexo z da como resultado o elemento neutro e,.

2.1.2 Propriedades da multiplicagao no conjunto C

M-1) Propriedade associativa : (z1.23).23 = 21.(22.23), V21, 29,23 € C

Demonstragao: Sejam z; = (a,b), 29 = (¢,d) e z3 = (e, f). Entao:

(z1.22).23 = [(a,b).(c,d)].(e, f) = [(ac — bd, ad + bc)).(e, f)
= [(ac —bd).e — (ad + be).f, (ac — bd).f + (ad + bc).€]
= [(ac).e — (bd).c — (ad).f — (bc).f, (ac).f — (bd).f + (ad).c + (bc).e]
= a.(ce) — b.(de) — a.(df) — b.(cf),a.(cf) — b.(df) + a.(de) + b.(ce)]
= Ja.(ce — df) — b.(cf + de), a.(cf + de) + b.(ce — df)]

= (a,b).[(ce —df,cf +de)] = (a,b).[(c,d).(e, [)] = z1.(22.23)
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M-2) Propriedade comutativa : 2.2y = 29.21,V21,29 € C

Demonstragao: Sejam z; = (a,b), z2 = (¢,d). Entao:
21.29 = (a,b).(c,d) = (ac — bd, ad + bc) = (ca — db, da + cb) = (¢, d).(a,b) = z9.21.

M-3) Existéncia do elemento neutro: Je,, € C;z.e,, =z, Vz € C.
Demonstragao: Fazendo z = (a,b), vamos mostrar que existe e, = (z,y) tal que z.e,, =

z, Vz € C. De fato:
(a,b).(, ) = (a,b) <= (az — by, ay + bx) = (a, ).

Logo, ax — by = a e ay + bx = b de onde, x = 1 e y = 0. Portanto existe e,, = (1,0) que
multiplicado a qualquer niimero complexo z da como resultado o proprio z.
M-4) Existéncia do elemento inverso: 3z '€ C;z.27! =¢,, V2 € C—{(0,0)}.
Demonstragao: Fazendo z = (a, b) # (0,0), vamos mostrar que existe z~! = (x,y) tal que

2.2l =e,,, Vz € C*. De fato:

(a,b).(z,y) = (1,0) <= (ax — by, ay + bx) = (1,0).

a
—5 € -5
a® +b° a® +b?

) que multiplicado a qualquer nimero complexo z # (0,0) da como

Portanto existe

Logo, ax — by = 1 e ay + bx = 0 de onde, x = Yy =
a

P -
<CL2 + b?’ a2 + b2
resultado o elemento neutro e,,.

2.1.3 Propriedade distributiva em relagao a adigao

Dados z1, 29, 23 € C entdo z1.(z9 + 23) = 21.20 + 2123

Demonstragao: Sejam z; = (a,b), z2 = (¢,d) e z5 = (e, f), temos:

21.(20 + 23) = (a,b).[(c,d) + (e, f)] = (a,b) [(c + e,d + [)]

=la.(c+e)=b(d+ f),a.(d+ f)+b(c+e)] =[ac+ae—bd — bf,ad + af + bc + be]
= [(a.c — b.d) + (a.e — b.f), (a.d + bc) + (af + be)]

= (a.c— b.d,a.d+be) + (a.e — b.f,af + be) = (a,b).(c,d) + (a,b).(e, f) = z1.22 + 21.73
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2.1.4 Imersao de R sobre C

Seja o subconjunto C" de C, formado pelos complexos da forma (z,0), isto é:

/

C ={(z,y);z € R e y=0}.

Consideremos uma aplicacdo f, de R em C" que leva cada 2 € R ao par (z,0) € C.

Figura 2.1: Aplicacao de R em C'.

Observamos primeiramente que f é bijetora, pois:
1. Todo par (z,0) € C’ é o correspondente, segundo f, de z € R (ou seja, f é sobrejetiva).

2. Dados z1,79 € R, com 7 # 5, temos que os seus correspondentes (x1,0) € C' e
(x2,0) € C' sao distintos, de acordo com a definigdo de pares ordenados (ou seja, f é

injetora).
Observamos ainda que f conserva as operacoes de adicao e multiplicacao, pois:
1. fla+b)=(a+b,0)=(a,0)+ (b,0) = f(a) + f(b);
2. f(ab) = (ab,0) = (ab — 0.0,a.0 + 0.b) = (a,0).(b,0) = f(a).f(b).

Como temos uma aplicacao bijetora f : R — C’ que conserva as operagoes de adi¢ao

e multiplicagao, dizemos que R e C’ sdao isomorfos. Devido ao isomorfismo podemos operar
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com os complexos da forma (z,0) do mesmo modo que operamos com o real x, ou seja:
(2,0) — z, Yz € R.

Com essa justificativa, o nimero complexo da forma (z, 0) serd identificado com o nimero

real = [18].

2.1.5 Unidade imaginaria

Definimos como unidade imaginaria (notacao: ¢ ) o ndmero complexo (0, 1), ou seja:

i =(0,1). Entao:
i =1i.4=(0,1).(0,1) = (0.0 — 1.1,0.1 + 1.0) = (—1,0).

Obtemos assim, de acordo com Subsecao 2.1.4, a propriedade fundamental da unidade

imagindria: i = —1.

2.2 Representacao algébrica

O nimero complexo z = (z,y) pode ser reescrito como:
z=(z,y) = (z,0) + (0,y) = 2(1,0) + y(0, 1),

ou seja, utilizando as representacoes 1 e ¢, para os respectivos pares ordenados, obtemos a
representacao z = x + yi que é denominada de forma algébrica, onde os niimeros reais z e
y sao, respectivamente, denominados de parte real e parte imaginaria de z, cujas notacoes
sao Re(z) = x para parte real e Im(z) = y para parte imaginaria. Se y # 0 entdo o nimero
complexo z = x + yi ¢ denominado nimero imaginério e no caso de x = 0 é conhecido como
imagindario puro.

Vamos, a seguir, apresentar algumas propriedades dos nimeros complexos com esta

representacao.
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2.2.1 Operagoes com nimeros complexos na forma algébrica

i) Igualdade de dois complexos: Dois complexos s@o iguais se, e somente se, tém
partes reais iguais e partes imagindrias também iguais. Sejam os complexos z; = x1 + Y1t
e 2z = Ty + Yal,

21 =2y = X1 = T2 € Y1 = Ya.
ii) Adicao de dois complexos: Para somarmos dois complexos nessa forma, somamos
as partes reais e as partes imagindrias. Sejam os complexos z; = x1 + Y1t € 2o = To + Ysl,

21+ 20 = (1 + y1t) + (2 + y21) = (21 + 22) + (y1 + y2)i.

iii) Multiplicagao de complexos: Para efetuarmos o produto de dois nimeros com-
plexos na forma algébrica devemos aplicar a propriedade distributiva e a propriedade funda-

mental da unidade imaginéria (i = —1). Sejam os complexos z; = T;+y1i € 2y = To+1Yoi,

2.20 = (1 + 1) (X2 + Yoi) = T122 + T1Y2 + Y122 + yl?/2i2

= %2+ T1Y2 + Y102 — Yiye = (0122 — Y1y2) + (T1Y2 + 1122)1

2.2.2 Poténcias naturais de 1

Vamos analisar o comportamento das poténcias do tipo " , onde n é um nimero natural,

temos:

i =1

it =i

i* = —1 (propriedade fundamental da unidade imaginaria)
it = iti=(—1)i=—i
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Percebemos que a proporcao que n cresce, os valores de " vao se repetindo periodica-
mente, admitindo sempre um dos valores da sequéncia (1,7, —1,—i). Como o periodo de
repeticao é de quatro unidades, entao podemos calcular o valor de " bastando elevar 7
ao resto da divisao euclidiana de n por 4. Quando efetuamos essa divisao obteremos um

quociente ¢ € N e um resto r € N, entao:
n=4q+r = i" =" =" = (" = 190" =", 0<r < 4

Com isso, para todo n € N, temos as seguintes possibilidades.

it o= 0 =10 =11 =1,
it o= M = = 14 =g
o= T = = (1) = 1
o= T =0 = 1 (=) = —i

Porém fica a divida para poténcias de ¢ com expoentes inteiros negativos, racionais e irra-

cionais, que com o decorrer do trabalho apresentamos tais comportamentos.

2.2.3 Conjugado de um nimero complexo

O conjugado do complexo z = (a,b) é o complexo Z = (a, —b), ou Z = a — bi.

Da definigao, resulta que:
(a) O conjugado do conjugado de z é o préprio z;

(b) A soma de dois complexos conjugados é o dobro da parte real e a diferenga é o ima-

ginario puro cujo coeficiente é o dobro dos coeficientes dos complexos em questao;

(c¢) O produto de um nimero complexo pelo seu conjugado é igual ao nimero real positivo.

2.2.4 Conjugado da soma, do produto e de uma poténcia

Se z1 e 29 s@o numeros complexos quaisquer, temos:

i) O conjugado da soma ¢é a soma dos conjugados, isto é: z; + 29 = 27 + Z3.
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ii) O conjugado do produto é o produto dos conjugados, isto é: z1.z23 = Z1.23.
iii) O conjugado da poténcia ¢ igual a poténcia do conjugado, isto é: 2z} = (z7)".

Demonstracoes:

2tz = (a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i=(a+c)— (b+d)i

= (a—"bi)+ (c—d)i =71 + Z.

(i)

Zizs = (a+bi)(c+di) = ac+ adi + bei — bd = (ac — bd) + (ad + be)i
= (ac—bd) — (ad + be)i = ac — adi — bei — bd = (a — bi)(c — di) = Z1.%3.

(iii)

2 = (a+bi)" = (a+bi).(a+bi).(a+ bi). - .(a+ bi)

N S
-

n fatores

:(a+mMa+mMi+myu-@+wQ:[m+mﬂ":@n¢

[

n fatores

2.2.5 Divisao de nimeros complexos na forma algébrica

a + bi
:LL r com ¢+ di # 0, basta multiplicar o numerador e o
c+ di

denominador pelo conjugado do denominador, entao:

Para efetuarmos a divisao de

2 — d22 B A+ d?

a+bi  (a+bi c—di ac — adi + bei — bdi®>  ac — adi + bei + bd
c+di c+di) \c—di

B ac + bd n bc — ad ;
o\ + a2 A2+d2 )"

Como ja sabemos dividir dois complexos, podemos agora operar poténcias de i com

expoentes inteiros negativos, ou seja, i~ " = — com n > 0.
7
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Analisaremos o comportamento de " com n € Z* :

Percebemos o mesmo comportamento de n € N, ou seja, os valores de ", n € Z* | vao
se repetindo periodicamente, admitindo sempre um dos valores da sequéncia (—i,—1,1,1).

Logo, para n € Z teremos que i" sempre serd igual a um desses valores.

2.3 Representacao trigonométrica

O complexo z = a + bi pode ser representado geometricamente, para isso usamos um
plano idéntico ao plano de coordenadas cartesianas denominado de plano de Argand-Gauss.
A cada complexo z = a + bi corresponde um tnico ponto P(a,b) do plano Oy, esse ponto
¢é chamado de afixo do complexo z. Todos os nimeros reais tém seus afixos no eixo Ox, os
nimeros imaginarios tém seus afixos fora desse eixo, ja os complexos da forma z = bi = (0, b)
sao denominados imagindrios puros e seus afixos estao sobre o eixo Oy. Os eixos Ox e Oy

sao denominados, respectivamente, de eixo real e eixo imaginario.

YA

br ———-—-—-- P

I |

Figura 2.2: Plano de Argand-Gauss.
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2.3.1 Modbdulo de um complexo

O médulo de um nimero complexo z = a + bi é o ntimero real p > 0 que representa
a distancia de P(a,b) até a origem do plano de Argand-Gauss. O mddulo de um nimero

complexo z = a + bi também pode ser representado por |z| .

p =7

Figura 2.3: Plano de Argand-Gauss.

Observando que o triangulo OPQ é retangulo entao p? = a® + b?, como o nimero real p

representa o comprimento do segmento,

p=Va?+ b (2.1)

2.3.2 Propriedades do médulo

Sejam z; = a + bi e zo = ¢+ di dois complexos, temos as seguintes propriedades:

(i) |21] = [z

(11) |21.2’2| = |Zl||22|
aiy |2 = L, 20
Z9 |22‘

Demonstracoes:
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(i)

21| = |a+bi| = Va2 + 52 = /@ + (=b)2 = |a — bi| = |7]

|z1.20] = |(a+bi)(a—bi)| = |(ac — bd) + (ad + bc)i|
= /(ac — bd)? + (ad + bc)?
= Va2 — 2acbd + b2d? + a2d? + 2acbd + b2c2

= Va2 + a2d? + b2c? + 2% = \/a%(2 + d?) + b2(c? + d?)

= V(@ + ) (2 +d?) = /(a2 +02).\/ (2 + d?) = |z1|.| 2.

zZ9

(iii) Vamos inicialmente calcular

c—di
c? + d?

c d

1 )
02+d2_02—|—d22

z2

1
c+di

1 c—di
c+di c—di

B c? N d? | E+dr I 1
S V@+r@2 " (@+@2 \(@+d2)? Vae+d Va2t
1

|2a]

)

Agora iremos com esse resultado demonstrar a propriedade:

2.3.3 A desigualdade triangular

O modulo da soma de dois complexos é menor que a soma dos moédulos, isto €, dados os
complexos z = a + bi e w = ¢ + di, tem-se |z +w| < |z]| + |w].
Partimos da desigualdade (ad — bc)*> > 0 (que é verdadeira para quaisquer que sejam

a,b,c,d € R).

(ad — bc)2 > (0 = a’d® — 2adbc + b*? > 0 = a®d?® + b*c® > 2adbe.
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Somando a ambos os membros o ntimero positivo a?c? + b%d?, temos
a*d® + b°c? + a*c® + V?d* > 2adbe + a*c* + b*d* = (a® + b*) (¢ + d°®) > (ac + bd)>.

Dai, teremos:

V(@ +62)(2 + ) > (ac + bd).

Multiplicando ambos os membros por 2 e em seguida somando o nimero positivo

a’ +b? + ¢ + d?, obtemos:

a? + 0% +2¢/(a® +02)(2 + d2) + 2 + d* > a® + 2ac + ¢ + b* + 2bd + d*.

Segue que

Va2 + 2+ Ve +d > \/(a+c)2+ (b+d)? = |z| +|w| > |z +w|,

ou, de forma equivalente,

|2 4 w| < [2] + [wl.

2.3.4 Argumento de um nimero complexo

Chamamos de argumento de um ntimero complexo, o nimero real 6, tal que
b a
sen) = — e cos = —, a,b,p € R.
P P

O angulo 6 é considerado no sentido anti-horario a partir da parte positiva do eixo real até
o segmento OP. Observamos ainda no caso de b = 0 e a > 0, isto é, quando P esta no
semi-eixo positivo Oz, § = 0 rad.

De modo geral, para z # 0 o angulo # é determinado a menos de um multiplo inteiro
de 27, ou seja, 0 < # < 2m. Nesse caso, 6 é denominado argumento principal pelo fato de
também serem considerados como argumentos do ntimero complexo z = a+ bi todos os arcos

congruos de 6, ou seja, os angulos de medida 0, = 0y + 2km, k € Z .
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YA

Y

Figura 2.4: Plano de Argand-Gauss.

2.3.5 Forma trigonométrica dos niimeros complexos

Seja o complexo z = a + bi, z # 0. Usando as relagoes trigonométricas no triangulo

retangulo OP(Q da Figura 2.4, temos:
b : a .
sen = — = b=psenl (i) e cosd =— = a = pcosh. (ii)
p p
Substituindo (7) e (#¢) na igualdade z = a + bi, obtemos z = pcosf + ipsend, ou seja:
z = p(cosl + isend) (2.2)

que corresponde a sua forma trigonométrica.

2.3.6 Igualdade de complexos na forma trigonométrica

Sejam os complexos z; = p1(costy + isenby) e zo = pa(coshy + isenbs), entao:

21 =29 <= pP1=pP2 € (91:92+2]C7T k’GZ,
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ou seja, dois complexos na forma trigonométrica sao iguais se, e somente se, os médulos sao

iguais e os argumentos arcos congruos.

Exemplo 2.1 Provar que o conjunto dos afixos dos nimeros complexos pertencentes a {(2+
cost) + isent;t € R}, onde i = \/—1, € uma circunferéncia de raio 1, com centro no afixo

do numero 2.
Solugao: Podemos notar que no eixo real x = 2 4 cost e no eixo imaginéario y = sent.
Com isso, elevando ambas as variaveis ao quadrado e somando-as, obtemos:

T =2+ cost => 1 — 2 = cost => (v — 2)* = cos’t ey = sent => y* = sen’t.

Como sen?t + cos*t = 1 implica que (z — 2)? + y* = 1 que representa uma circunferéncia de

centro (2,0) e raio 1.

2.3.7 Operacgoes com complexos na forma trigonométrica

As operagoes de multiplicacao e divisao podem ser efetuadas de maneira mais facil quando
os numeros complexos estao na forma trigonométrica.

(i) Multiplicacao: Dados z1 = pi(cosf; + isenby) e zo = pa(cosbty + isenbs), entdo:

21.29 = p1(coshy + isenby).pa(cosby + isenby)
= p1.p2(costy + isenby).(coshy + isenby)
= p1.p2(cosbycosty + icosbisenby + isenbicosty — senbysents)
= p1.p2|(cosbhicosly — senbsenby) + i(senbicosty + cost senbs)]

= p1.p2lcos(0; + 02) + isen(0; + 6)].

Notemos que o nimero complexo obtido é tal que:
e Seu modulo ¢é igual a produto dos médulos de 2; e zy;

e Seu argumento ¢ igual a soma dos argumentos de 2; e z;.
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(ii) Divisao: Dados z; = p1(cost; + isenby) e zo = pa(cosly + isenbs), zo # 0, entao:

21 p1(cost +isenby)  pi(costy + isenby) (costy —isends)

29 pa(cosly +isenbly) — pa(costy + isenby) (coshy — isends)
p1(cosBicoshy — icostsenby + isenbtcosly — i*>senbdisenbs)

p2(cos?0y — i2sen?0y)
p1(cosBicosly — icost senby + isenbicosly + senbisents)

p2(cos?0y + sen?0sy)
p1(cosBicosly + senbysenby + i(senbicosty — cosbsenbs)
P2

= &[003(91 —0y) +isen(6, — 05)].
P2

Notemos que o nimero complexo obtido ¢é tal que:
e Seu modulo é igual ao quociente entre os médulos de z; e 2o;
e Seu argumento ¢é igual a diferenga entre o argumentos de z; e o argumento de 2.

(iii) Potenciagao: Dados o complexo z = p(cost + isenf) e n € Z. No caso em que

n > 0, temos:

2" = [p(cosh +isend)]|" = p"(cosh + isend)"
= p". (cosO + isend).(cosO + isend).(cosh + isend). - - - .(cosh + isend)
n f;t:)res

= p'lcos(@0+0+...4+0)+isen( +0+ 0+ ...+ 0)] = p"[cos(nb) + isen(nh)].
No caso em que n = 0, tem-se:
2% = p"[c0s(0.0) + isen(0.0)] = 1.(cos0 + isen0) = 1.

Quando n < 0, ou seja, n = —k com k > 0, temos:

ok 1 1 B 1 [cos(kO) — isen(kO)]
B 2k pFcos(kO) +isen(kO)]  pklcos(kO) + isen(kB)] [cos(kO) — isen(kO)]
[cos(kO) — isen(kO)] _ [cos(kO) — isen(kO)] _ [cos(—nb) — isen(—nb)]

pFlcos? (k) + sen?(k0)] pk pn
= p"[cos(nb) + isen(nbh)).
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Ou seja, temos também que
2" = p"[cos(nb) + isen(nh)).

Em resumo, para elevarmos um complexo z # 0 a um expoente inteiro n qualquer basta
elevarmos o seu médulo a n e multiplicarmos o seu argumento por n. O resultado obtido é

denominado primeira férmula de De Moivre!.

Exemplo 2.2 Mostre que se (\/§—|— i)2n, n € 7 € real, entdao n é maultiplo de 3.

Solucao: Vamos inicialmente transformar z = v/3 + i para a forma trigonométrica:

p=1/(V3)?2+12=3+1=2.

( a \/g
cos) = — = cosl = —
p 2

= 0 = —rad.

b 1
sen = — = senf = —
p 2

Logo, temos que

2n 2n
22 = (\/5—1— z> = [2 (cos% + isenzﬂ

6
ou seja,
nmw nmw
22 = 4" [cos (—) + 1sen <—>} .
3 3
2n : . e e . nim
Para que z°" seja real, devemos ter sua parte imagindaria igual a zero, ou seja, sen 5 =
0, isto é:

nm

sen <?> = sen (km), k€ Z.

Logo,%:kﬂ:M”L:?)k, ke Z.

2.3.8 Radiciacao de nimeros complexos

Chamamos de raiz n-ésima de z a todo complexo w que satisfaz a relagao z = w™ .

! Abraham de Moivre (Vitry-le-Francois, Champagne, Franca, 26 de Maio de 1667 - Londres, Reino Unido,
27 de Novembro de 1754) foi um matemético francés famoso pela férmula de De Moivre, que relaciona os
nimeros complexos com a trigonometria.
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Proposicao 2.3 Sejam o complexo z = p(cost +isend) e n > 0 um nimero natural, entdo

z admite n raizes que sao da forma

[ (0 2/{:7?) , (0 2]{:7?)}
wg = Yp |cos | —+— | +isen | — + —
n n n n

onde 3/p € R, ek € Z.

Demonstragao: Seja w = r(cosa + isena) uma raiz n-ésima de z. Temos:

w" =z = [r(cosa + isena)]" = p(cosh + isend).

Assim,

r" [cos(na) + isen(na)] = p(cost + isenf).

Dessa igualdade, concluimos:

o " =p=r = yp (O mddulo da raiz n-ésima de um complexo z ¢ igual a raiz

n-ésima do médulo de z ).
e cos(na) = cosf e sen(na) = senf. Dali,

0 2k
na:9+2k7r:>oz:—+—ﬁ, k € Z.
n n

Como « é argumento de w, para k = 0,1,2,3,...,n — 1 obtemos n valores distintos e

nao congruos para « e, para qualquer outro valor de k, o valor de o serd congruo de

um dos anteriores, ou seja:

0
k= 0=a=-—
n
2
k= 1:a:€—|——7T
n o n
4
k= 2:oz:€+—7T
n n
0 0
k= n=a=—+2r=—.
n n
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Os valores de a para k = n,n+ 1,n+2,... e k = —1,—2,—3, ... sao dispensavel por
serem congruentes a valores ja obtidos para k = 0,1,2,3,...,n — 1 . Observamos ainda que
todas as raizes n-ésimas possuem o mesmo moédulo {/p e argumentos principais formando

. o L 6 . 27
uma progressao aritmética de primeiro termo — e razao — .
n n

Como as raizes n-ésimas de z tém o mesmo moédulo, entdo seus afixos estao sobre a

mesma circunferéncia com centro na origem e raio /p, também que esses afixos dividem a

0 2w
circunferéncia em n partes iguais pois os arcos da forma — + — representam pontos distintos
n on

no ciclo trigonométrico. Entao:

e Para n = 2, temos as extremidades de um diametro da circunferéncia de centro (0, 0)
e raio /p.

e Para n > 3, temos os vértices de um poligono regular de n lados inscritos na circun-

feréncia de centro (0,0) e raio {/p.
Exemplo 2.4 Calcular \4/1 em C.

Solucao: Fazendo z = 1 cuja forma trigonométrica é z = 1.(cos0 + isen0), entao as

raizes quarta de z sao da forma:

wy = Yp [cos (Q + %—W) + isen (9 + %—W)}
n

S|
3

n
0 2km 0 2km
p— 41 _— —_— ) -
f[cos<4+ 4>+Zsen(4+—4 )}

0 2km 0 2krm
_ O 2R L o4 —0,1,2¢3.
{005(4—1— 4)+zsen(4+ 4)}, k=0,1,2¢e3

e Para k£ = 0, temos:

B 0, 20) (0, 20m\] _ ANPAAY B
Wo = | COS 1 1 15en 4 1 = | COS 1 15€en 1 = 1.

e Para k =1, temos:

B 0+2.1.7r 4 O+2.1.7r _[ <7r>+, (W)]_.
w1 = [COS 4 4 15€en 4 4 = |COS 2 15€en 2 = 1.
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e Para k = 2, temos:

wy = {cos (9 + 22—7T> + isen (9 + 22—7T>} = [cos (m) + isen (m)] = —1.

4 4 4 4

e Para k = 3, temos:

B 0, 23x) (0, 23m\] _ 37
W3 = | COS 1 1 15€en 1 4 = | COS B 5€en

Logo, as raizes sao 1,7, —1, —i.

Y

8y

Figura 2.5: Representacio geométrica das raizes de v/1.
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Aqui, observamos que as raizes quarta de z = 1, ou seja, v/1, formam um quadrildtero
que um ¢ poligono regular. Com este fato em evidéncia, podemos nos questionar sobre o
que acontece com as raizes n-ésimas de um nimero complexo z # 0, quando dispostas no
plano de Argand-Gauss. Essa pergunta tem como resposta um poligono regular de n lados,
ou seja, as raizes n-ésimas, n > 3 de um nimero complexo z # 0 representam os vértices de

um poligono regular de n lados no plano de Argand-Gauss.

Zn—1 29

20 21

Figura 2.6: Poligono regular de n lados.

2.4 Representacao matricial

Um numero complexo z = a + bt também pode ser representado sobre a forma de uma

matriz quadrada antissimétrica 2 x 2 da forma:

a —b
b a

Vamos agora analisar o comportamento dessa nova representacao em relacao as operagoes

de adicao e multiplicacao.
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2.4.1 Adicao de complexos na forma matricial

Dados os complexos z; = a + bi e 29 = ¢+ di, temos que z; + 25 = (a +¢) + (b+ d)i. Na

forma matricial, teremos:

a —b c —d a+c —(b+d)
b a d c (b+d) a+c

que corresponde ao complexo z = (a + ¢) + (b + d)i.

2.4.2 Multiplicagcao de complexos na forma matricial

Dados os complexos z; = a + bi e zo = ¢ + di, temos que z1.29 = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Na forma matricial teremos:

a —b c —d ac—bd —(ad+ be)
Z1.29 — . =

b a d c (ad+bc)  ac—bd

que corresponde ao complexo z = (ac — bd) + (ad + be)i.

Observamos também que o conjugado de um nidmero complexo z na forma matricial

a —b
corresponde a matriz transposta da matriz correspondente de z, isto é, se z = que
b a

corresponde a z = a + bi na forma algébrica, entao:

T
a —b a b

b a -b a

Syl
I
I

que corresponde ao complexo Z = a — bi.
Também estao garantidas as propriedades da adicao e multiplicacao na representacao
matricial, ou seja, vale a propriedade associativa, comutativa, existéncia do elemento neutro,

existéncia do elemento simétrico e a existéncia do elemento inverso.

2.4.3 Algumas propriedades na representacao matricial

e Elemento neutro da adigao: de, € C; z+¢, =2, Vz € C.
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na forma algébrica,

z. De fato, temos

—b

a —b
Fazendo z = que corresponde ao complexo z = a + bi,
b a
. . .x -
vamos mostrar que existe e, = x + yi = tal que z + e,
y T
que:
a —b N T -y a —b at+zx —(b+y)
b a y b a b+y a+zx
Dai:
atr=a
—(b+y)=-b <=z=0ey=0.
b+y=>
0 0 . - -
Portanto e, = , ou seja, o elemento neutro da adigao e, = 04 07 é representado
0

pela matriz nula.

Elemento neutro da multiplicagao: Je,, € C; z.e,, =z, Vz € C.

Fazendo z = = a + bi, vamos mostrar que existe e, = x + yi = Y tal
b a Yy
que z.e,, = z. De fato, temos que:
a —b r -y a —b axr —by —(ay+ bx) a —b
= P ey
b a y T b a (ay +bx)  ax — by b a
Dai:
ar —by = a
—(ay+b)=—-b <<= z=1ey=0.
ay+b=2>b
10 . - -
Portanto e, = , ou seja, o elemento neutro da adicao e, = 14 0: é representado
0 1

pela matriz identidade.

e Existéncia do elemento inverso: de ! € C; z.27! =e¢,, V2 € C.
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a —b 00 ) r -y
Fazendo z = #+ , vamos mostrar que existe 27! = tal que
b a 0 0 Yy
z2.27t = e,,. De fato, temos que:
a —b xr -y 10 ax —by —(ay+ bx) 10
. = < =
b a y x 0 1 (ay +bx)  axr — by 01
Dai:
ar —by =a
a? b
—(ay+b) =—b <:>:c—a2+b2 V=
ay+b=>b
a? b
Portanto »~! = | @+ b? GQC"LE b?

a2+ a4
As diversas representagbes para os numeros complexos, nos possibilitam uma gama de
aplicacoes desses nuimeros, bem como um melhor entendimento das propriedades. Dentre
essas representacoes, destacamos a forma trigonométrica, que aparece de modo natural em

vérias aplicagdes fisicas. As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [3], [7],

[10], {11, [, [17], 18],



Capitulo 3

Logaritmos no campo dos complexos

3.1 Representacao exponencial

Por volta de 1747, Euler determinou quatro identidades fundamentais para a matematica,
sendo a primeira a mais importante. Euler usando estudos sobre func¢oes complexas chegou

a conclusao que

¢ = cosh +isend, 0 € R (3.1)

que ¢é chamada de forma exponencial de um complexo de médulo 1 e argumento 6. Fazendo

0 =a+ [ em (3.1), obtemos:

A = cos(a+ B) +isen(a + )
= cosa.cosf — sena.senf + isena.cosf3 + isen3.cosa
= (cosa +isena).(cosf + isenf)

= ¥

Observamos que a igualdade e = cosf+isenf se comporta como uma exponencial, entao
um nimero complexo cuja forma trigonométrica é z = p(cosf + isenfl) tem representagao

exponencial dada por z = p.e?. As outras identidades sdo:
o ¢ % = cosh — isend

Demonstragao: Como e = cosf + isend), entdo e~ = (=% = cos(—0) + isen(—0).

34
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Sabemos que cos(—0) = cos(#) e sen(—0) = —sen(0), portanto:
e = cosf) — isend. (3.2)
eif 4 o=if
o cost) = —

Demonstracao: Como e = cosf +isenf) e e~ = cosf —isend, somando as igualdades

membro a membro, temos:

eie + 649

e 1+ 7 = 2c0s0 = cost) = 5

(3.3)

o _ o—if
24

Demonstracao: Como e

e senf =

 — cosO+isenf e e = cosf—isend), subtraindo as igualdades

membro a membro, temos:
e — 7 = 2isenh) = senf) = (3.4)
No ano de 1748, Euler apresenta varios resultados importantes para a matematica de sua
época, dentre esses se destaca a identidade numérica obtida quando substituimos 6 = wrad
na igualdade e = cos + isend, ou seja:
€™ = cos(m) +isen(n) = —1+0=—1
e, assim,

e +1=0. (3.5)

Essa férmula é conhecida como férmula de Euler.

3.1.1 Operacoes na forma exponencial de complexos

e Multiplicacao: Dados os complexos z; = p1e't e zy = pyei??, entdo:

_ i0 iy _ 01 _ify _ i(61+0
21.29 = p1.€ "t pae’? = py.po.e”t.e? = pl.pQ.e( 1+02)
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e Divisao: Dados os complexos z; = p1e e zy = poei?? £ 0, entdo:

i61
AAa_pe” M oi(01—02)

22 paei®2 P2

e Potenciacao: Dados os complexos z = p.e?? e n € Z, utilizando a propriedade da

multiplicacao, temos:

'L(n9)

60 0 0 0 n.619+19+---+19 — ,0”.6

2" = (,o.eie)n = pe pe® ... pe =pp.-oo pelel . ¥ =p

Exemplo 3.1 Seja z um nimero complexo de mddulo 1 e de argumento 0, se n € um niumero
n

€ real.

tetro positivo, mostre que 5
14 z4n

Demonstracao: Vamos utilizar a forma exponencial z = p.e?, como p = 1, entdo z = e®,

logo:
s (et e 1 B 1
1 4 z2n o 1+ (ei9)2n ] £+ ¢i(2n0)  e—i(nb) [1 n ei(2n9)]  e—i(nd) £+ ¢i(nd)
1
= — R
2cos(nd)

3.1.2 Aplicagoes da forma exponencial na trigonometria

A conexao entre niimeros complexos e trigonometria se estabelece quando um complexo
z = a + bi pode ser representado da forma z = p(cosf + isenf) onde p = va?+ b e
0 = arctg (2) , essa representacao junto com a formula de De Moivre é de fundamental
importancia para demonstrar diversas identidades trigonométricas. Vamos, nesta segao,
mostrar algumas identidades onde o uso de numeros complexos simplifica em muito essas

demonstragoes.

Exemplo 3.2 Fxpressar cosb0 e senbl em funcao de senf e cosf, respectivamente.
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Solugao: Temos que:

5
cos50 +isen50 = (cosf + isend)® = [(3) (cosh)’ P (isend)"]
p=0
= (8) c0s°0.i°.sen’0 + (i’) cos*0.it.sen' + - - + (g) c0s"0.1°.sen’0

= c0s°0 + 5icos*Osend + - - -+ i°.sen’0
= (c0s”0 — 10cos*9sen®d + 5cosfsen*d) +

+ i(sen’d — 10cos*0sen’d + 5cos*Osend).
Obtemos assim uma igualdade de dois complexos, entao:

cosb0 = cos’0 — 10cos>0sen’6 + Hcoslsen’d
= 05’0 — 10c0s*0(1 — cos*0) + 5cosd(1 — cos®0)?

= 16c0s°0 — 20c0s>0 + Hcosb

senbl = sen®d — 10cos*0sen’6 + Heos*Osend
= sen’d — 10(1 — sen®0)sen®d + 5(1 — send)*send

= 16sen’d — 20sen0 + Hsend

Exemplo 3.3 Calcule as somas abaizo:
(i) A = senx + sen3x + senbx + -+ - + sen(2n — 1)z
(i1) B = cosx + cos3x + cosbx + - - - + cos(2n — 1)z

Solugao: Seja z = cosx + isenx, entao:

2> = cos3x + isen3x

z° = cosbx + isendbx

2t = cos(2n — 1)x +isen(2n — 1)x.
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Somando membro a membro as igualdades anteriores, tem-se:

2n+1
[cosz + -+ -+ cos(2n — 1)x] + i [senz + - - - + sen(2n — V)a] = 2+ - + 22" = 22—1
Z J—
o+l _
Fazendo w = ————, temos:
z¢—1
cos(2n + 1)x + isen(2n + 1)z — cosx — isenx
w —_=
cos2z +isen2x — 1
_leos(2n + 1)z — cosx] +i[sen(2n + 1)z — senx
B cos?x — sen’x + i2senxcosr — 1
Utilizando as expressoes
B p+q p—q
senp — senq = 2cos | —— | sen | ——
2 2
e
B p+q p—gq
cosp — cosq = —2sen | —— | sen | —— |,
2 2
chegaremos em:
—2sen(n + 1)xsen(nx) + 2icos(n + 1)xsen(nz)
w =
—2sen?x + 2isenxcosx
_ 2isen(nx) [isen(n 4 1)x 4 cos(n + 1)x]
B 2isenz [isenx + cos]
_ 2isen(nx) [isen(n 4 1)x 4 cos(n + 1)z] (—isenx + cosx)
B 2isen [isenx + cosx] (—isenx + cosz)’
Como cosx = cos(—x) e —senx = sen(—x), entao:
sen(nz) [cos(n + 1)x + isen(n + 1)z| . [cos(—x) + isen(—x)]
w =
senx
sen(nz) [cos(nx) +isen(nx)]  sen(nz)cos(nx) N _sen®(nzx)
= = 7
senx senx senx
_ sen(2nx)  sen®(nx)
- 2senx senx
Logo,
sen?(nx)

A = senx + sen3x + senbx + -+ - + sen(2n — 1)z =
Senx
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e
2
B = cosx + cos3z + cosbx + -+ - + cos(2n — 1)z = sen(2n)
2senx
Exemplo 3.4 Calcule a soma abaixo:
(i) A = sen(2x) + sen(4x) + sen(6z) + - - - + sen(2nzx)
(i) B = cos(2x) + cos(4x) + cos(6x) + - - - + cos(2nx)
Solucao: Seja z = cosx + isenx, entao:
22 = cos2x + isen2x
2t = cosdx +isendx
2" = cos(2n)x + isen(2n)x.
Somando membro a membro as igualdades anteriores, tem-se:
,2n+2

[cos2x 4 - -+ + cos(2n)z] + i [sen2x + - - + sen(2n)x] = 22 + -+ 22" =

2n+2 22

Fazendo w = ————, temos:
z2—1

cos(2n + 2)x + isen(2n + 2)x — cos2x — isen2x

cos2x + isen2v — 1
[cos(2n + 2)x — cos2z| + i [sen(2n + 2)x — sen2x]

cos?x — sen?x + 12senxcosx — 1

2nx + 4x 2nx ) 2nx + 4x
—2sen | ——— | sen | — | + 2tcos | —— | sen
2 2 2 2

2nx

)

—2sen’x + 2isenxcosx
2isen(nx) [isen(nx + 2z) + cos(nx + 2x)]

2isenzx [isenx + cosx]

sen(nx) [isen(nx 4+ 2z) + cos(nz + 2x)] isen(—x) + cos(—x)

senx [isenz + cosx] "~ cosx —isenx
sen(nx) [cos(nx + ) + isen(nz + x)]

senx
sen(nx)cos(nx + x) N _sen(nz)sen(nx + )
i :

SeENT SENT
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Logo:
sen(nz)sen(nx + )

A = sen(2z) + sen(4x) + - - - + sen(2nx) =
senz

B = cos(2z) 4 cos(4x) + - - - + cos(2nx) = sen(nz)cos(ne + $)

senx
Exemplo 3.5 Calcule a soma abaixo:
(1) A = senx + sen(2x) + sen(3z) + - - - + sen(nx)
(ii) B = cosx + cos(2x) + cos(3x) + - - - + cos(nx)
Solugao: Observando os exemplos 3.3 e 3.4 temos:
2
senx + sen(3x) + - -- + sen(2n — 1)x = sen”(nz)
senx

sen(2x) + sen(4x) + - - - + sen(2nz) = sen(nx)cos(nx + x)
senx

Somando membro a membro as igualdades anteriores, tem-se:

senx + sen(2z) + sen(3z) + sen(4x) + -+ + sen(2n — 1)z + sen(2nx) =
sen?(nx) N sen(nz)cos(nx + x)

senx senx
sen(nx) [sen(nz + x) + sen(nx)]

SENT

sen(nz) {23671 (2”9”2* “”) cos (g)} |

SENT

Como sen (2.3 ) = 2sen (3) cos (), on se 2sen () cos (5)
m 5= P = = — — mos:
omo sen 5 sen 5 cos 5) ou seja, senx sen 5 cos 5) emos

senz + sen(2x) + sen(3z) + sen(4z) +--- + sen(2n — 1)z + sen(2nx) =

2nr +x x
sen(nx).2.sen 5 .COS <§>

en () ()

2nz +x
sen(nx)sen 5

)




Logaritmos no campo dos complexos 41

De maneira analoga, teremos:

cosx + cos(2x) + cos(3z) + sen(4x) + -+ + cos(2n — 1)z + cos(2nx) =

2nx +x
sen(nx)cos —

()

3.1.3 Aplicagoes da forma exponencial em somatoérios de nimeros

binomiais
No triangulo de Pascal a soma dos elementos da n-ésima linha é dada por 2". Vamos

usar o binomio de Newton para mostrar esse resultado:
1+2)"=1+Cla+C2a® +C3a® + - + Cl.a™.

Iremos trabalhar com = € R e n € N* para evitar a situacao onde x = —1 e n = 0 nesse caso
terfamos (1 — 1) = 0° que é uma indeterminagao.

Fazendo x = 1, teremos:

AI+1D)"=1+Cr1+C212+C31° + ... 4 C 1™,

Assim:
1+CL+C24C2 4+ O = 2", (3.6)
Se fizermos © = —1, obtemos outro resultado importante:
1-1)"=14+C (=) +C2 (=12 + C3.(=1)* +---+ O™ (-1)",
ou seja:

1-CH+C2—C3 - (—D)"C" = 0. (3.7)

Quando fazemos a soma das igualdades (1) e (2), temos:

24+2C% 4204 +208 + ... = 2"
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ou, de forma equivalente,

1+C24+Ch4+C8 4 =271 (3.8)

Quando fazemos (3.6)-(3.7), obtemos:
200 +2C3 +2C% + ... =27 (3.9)

ou, de forma equivalente,

Cl+C3+C8 4. =21 (3.10)

Observamos que com poucas manipulagoes chegamos a uma féormula fechada para os
somatérios CL +C3 +C5 + ... e C°+ C? + (C!+ --- . Entretanto, em outros somatérios
binomiais, serd que é tao facil chegarmos a uma formula fechada? Veremos através de dois
exemplos a aplicagao de niimeros complexos para chegarmos a essas formulas fechadas para

somatorios binomiais.

Exemplo 3.6 Determine uma férmula fechada para a soma 1+ C* + C8 + Cl2 + ... ¢
Ch+CO+C) -

Solugao:

1+2)"=1+Cla+C2a®>+C3a® + . 4+ Cl.a™,

Procuramos um ntimero x que repita sua poténcia de modo que

pois dessa forma teriamos apenas a soma de nimeros binomiais. Facilmente concluimos
que x = 1 ou x = —1, mas ja vimos que para esses valores de x chegamos nas igualdades
(3.6) e (3.7), entretanto existem outros nimeros que elevados as poténcias 4, 8,12, ... dao
ltado igual a 1 determi a tros basta f; t=1 1
resultado igual a 1, para determinar quem sao esses outros basta fazermos x e resolver
essa equacao no campo dos complexos, observe que nao fazemos 2® =1, 2 =1 ou 2! =1
e assim sucessivamente porque nem todas as raizes dessas igualdades elevadas a quarta
. ~ . . ., , 4 .
potencia serao iguais a 1, ja todas as raizes de * = 1 quando elevadas a quarta, a oitava, a
décima sexta poténcias serao iguais a 1.

Resolvendo a equacdo ¢ =1, temos: t =1louxz = —loux =1ioux = —i.
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Vamos entao fazer x = i. Logo:

14+ = 1+CLi+C22+ 3B+ =1+iCl—C2— i O+ C* —iC° + - -

= 1-C*+CH—- ) +i(CL-C3+C5— -0,
Como (1 +1i)" = (ﬂ)n.cos (%) + 1. (\/ﬁ)n.sen (Z—W>, entao:
(v2)" cos (%) —i—i(\/i)nsen(%) S (12O ) (O - OB OB ),

Temos assim uma igualdade de dois complexos, logo:
(i)

1—C2+Ch = = (\/§>n.cos <%ﬂ> (3.11)

Somando (3.8) com (3.11), obtemos:

4 8 ... _ on-1 " nw
24+ 2C% 4208 + 2 —i—<\/§> .cos<4>,
ou ainda:
14+ CH+C8 4. =272 4227 L cos (%T)
(i)
Cl 340 .. = <\/§>n.sen (%), (3.12)

Somando(3.10) com (3.12), obtemos:

2(]711 + 20;;’ + 202 o=l (\/§>n .sen <n_7r> ,

4
ou ainda:
n nm
Cl+C2+CY - =2"2 4227  sen (I) .
Se optassemos por fazer x = —i, de forma andloga, chegariamos ao mesmo resultado.

Exemplo 3.7 Determine a expressao reduzida para os somatorios

CO+CB4+C8+C0+ - e CLH O+ CI+CN -
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Solucao: Procuramos um nimero que repita sua poténcia de modo que

Facamos 2% = 1 e resolvemos essa equacao no campo dos complexos, logo x = 1 ou

21 w 21 47 w 47
T = cos— +isen— ou T = cos— + i1sen—.
3 3 3 3

2T T ;
Para x = 1 chegaremos a igualdade (3.6), entao facamos = = COS? + z'sen? = e%’,

entao:

(1+e%”)n = 1+C}L.(
= 140 (e*) i) (;) e <6L> Lot (e—> L.

1 2 1 02 304
= (1_ﬁ_%+0n_...)+@'<\/§20"_\/§2 "+\/_2 ”_...>‘

1 2 1 2 4
cos (T)—Fisen(T) = (1—&—%4—@1—"-)4—2’ <\/§20” - \/320”+\/§20n—-~~>.

Temos assim uma igualdade de dois complexos, logo:

1 2
_%_%+Cn_...zcos<n_ﬂ_>‘ (313)
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Multiplicando ambos os membros por 2, teremos:

2—05—05+2Cn—.~:2cos(%). (3.14)

Somando (3.6) com (3.14), temos:

3+3C§+302+--.:2”+2cos(%)

ou ainda nr
2" 4 2cos (?>

Ch+Ci4Cpa--- =

3
(ii)
V3CL  \/3C2 /30 nm
5 5 T 5 —---—sen(F). (3.15)
Somando (3.6) com (3.15), temos:
2
14+2C +C2 + 202+ CC +2CT + C2 + 200 4 ... = 2" + ——sen <@>
V3 3

Segue que:

2
20}1—1—203—1-202—1-20,110—1-'--+(1+C’2+CE+C’2+---):2"+—Sen<@)

NRANE

nm
2" 4 2cos <—> 9
ou ainda 2C}! +2C% + 207 + 2010 + ... + 3/ _ony % sen (T) _

3 NN

Dali, teremos:

2" 4 \/3sen (%) — oS <T)

Co+Cr+Cr+Co - = 3 :
om _ 9 —\?sen (ng) + %COS <n?7r)] n _ 9 [cos <%> coS (%) — sen <%> Sen (%

3 3
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Observamos que o uso de niimeros complexos para determinarmos a férmula fechada para

somatorios do tipo
CPr+CP4+CPB 4 ...+ CP neNep eN, 1<i<k,

temos que a sequéncia (py, p2, P, - , pr) deve ser uma progressao aritmética.

3.2 Conexao entre complexo e logaritmo

Seja z = p(cosf + isenf) um complexo diferente de zero, pela defini¢io de logaritmos
naturais, o logaritmo do ntimero z é um nimero w tal que z = e, isto é Lnz = w. Supondo

que w seja da forma a + bi, entao:

a+bi

z = p(cosh + isend) = e = e e = e%(cosb + isenb).

Temos que p(cosl + isend) = e*(cosb + isenb), logo:
o p=c' = a=lInp;
o b=0+2km, kel

Como w = a + bi, entao:

w=lInp+ (0 +2kn)i, kel (3.16)

Como p > 0, entao Inp é um logaritmo natural no conjunto dos niimeros reais e positivos.
Se z = 0 a equacao z = e nao terd solucao, pois e” é sempre diferente de zero para qualquer

valor de w, consequentemente nao existe o logaritmo de zero.

3.2.1 Valor principal do logaritmo de um complexo

Se escolhermos um valor para o argumento de z pertencente ao intervalo [0, 27| entao
do conjunto de todos os nimeros complexos Ln(z) sobressai-se o valor chamado de valor
principal do logaritmo, ou seja:

Inz = Inp + 16, (3.17)
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onde p = |z| e § € [0, 27].
Observando a equagao w = Inp + (0 + 2kw)i, k € Z, chegamos & conclusao que todo
complexo nao nulo possui um conjunto infinito de logaritmos, cujos valores formam uma P.A

de razao imaginaria 277 .

vy dnz —Ami Inz — 2w, Inz, Inz + 21, Inz + 4w, ...

O conjunto de todos os valores do logaritmo de z sao representados pela expressao
Ln(z) = Inp + (0 + 2km)i = In|z| + arg(2), k € Z, (3.18)
onde arg(z) representa o conjunto de valores do argumento do complexo z.

Em resumo temos:

o In(z) =In|z|+ (0 4+ 2kn)i, k € Z (Ln com a letra L maitiscula) representa o conjunto

de todos os valores do logaritmo de z;

e Inz=Inp+ib, 6 € [0,27[ (In com a letra [ minidscula) representa o valor principal do

logaritmo de z.

Vamos agora, enunciar algumas propriedades relacionadas com logaritmos dos niimeros com-
plexos. Vamos nos limitar em demonstrar essas propriedades ao valor principal desses loga-
ritmos. Para um aprofundamento sobre elas devemos consultar a referéncia[!8].

(P,) Propriedade do produto: Sejam

21 = p1(coshy +isenby) e zy = pa(cosly + isenby),

entdo Ln(z1.20) = Ln(z1) + Ln(z2), 0 <0y,0; < 2.

Demonstracao: Sabemos que

21.29 = p1.p2.Jcos(0y + b3) + sen(0; + 65)]

e também que Ln(z) = Inp + i, onde 6 é o argumento principal de z. Logo,

Ln(zy.22) = In(p1.p2) + i.(61 + 65). (3.19)
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Por outro lado,
Ln(z) = Inpy + 610 e Ln(z) = Inpy + Oqi.
Logo:
Ln(z) + Ln(za) = Inpy + 010+ Inpy + Ooi
Comparando (3.19) com (3.20) teremos:
Ln(z.22) = Ln(z) + Ln(zy).m (3.21)
(P,) Propriedade do quociente: Sejam
21 = p1(coshy + isenby) e zo = pa(costy +isenty) # 0, 0 < 6q,0; < 2,
entdao Ln (?) = Ln(z) — Ln(z).
2
Demonstracao: Sabemos que
EL o 2L Lcos(6) — 62) + sen(6y — 65)]
) P2
e também que Ln(z) = Inp + i. Logo,
Ln (ﬁ> —In (ﬂ> (0 — 0y). (3.22)
z2 P2
Por outro lado,
Ln(z) = lnpy + 010 e Ln(z) = Inpy + Osi.
Logo:
Ln(z) — Ln(zy) = lInpy + 010 — Inpy — Osi
= Inpy — Inps + (61 — 05)i = In (ﬂ> (0, - 0,)i, (4) (3.23)

P2
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P1 . .
uma vez que, [np; — Inps = In | — |, pois pertencem ao campo dos reais.
P2

Comparando (3.22) com (3.23) teremos:

Ln (ﬁ) — Ln(z1) — Ln(z)n (3.24)

Z2

(P;) Propriedade da poténcia: Seja z = p(cosf + isenf),0 < § < 27, entdo Lnz"™ =
m.Lnz.

Demonstracao: Seja z = p(cos + isenf)), entao 2™ = p™[cos(mb) + isen(mb)]. Logo:
Lnz™ = Inp™ + mbi.
Como Inp™ = mlinp, pois pertencem ao campo dos reais, entao:
Lnz™ = minp + mbi (3.25)

Sabemos também que Lnz = Inp + 6i. Dessa forma, multiplicando ambos os membros
por m € Z*, teremos:

mLnz = mlnp + mbi. (3.26)

Comparando (3.25) com (3.26), teremos:

Lnz" =m.Lnzm (3.27)

3.3 Potenciacao no campo do complexo

Se z e w sao numeros complexos, definimos
2@ = gwln(®), (3.28)

Como Ln(z) tem infinitos valores, entao z* também terd infinitos valores, o valor prin-

wlnz

cipal de z* se define como €“"*, ou seja, determinamos o valor principal para Ln(z) e

wLn(z)

consequentemente e tera um unico valor.

Exemplo 3.8 Determinar os valores gerais e principais de Ln(—r) e Ln(ri) onde r € real



Logaritmos no campo dos complexos 50

e positivo e calcule ainda Ln (1 + Z\/g) e Ln (—1 — z\/g) .

Solucao:
(i) Célculo de Ln(—r)

Como —r = r(cosm + isenm), entdao o valor principal é
In(—r) =lnr + i

e o valor geral é Ln(—r) = lnr + (7 + 2kn)i, k € Z.
(ii) Cdalculo de Ln(ri)

_ T .o B T
Como ri = 7“(0035 + zseni), entao o valor principal é

In(ri) = Inr + gz

e o valor geral é Ln(ri) = Inr + (g + 2km)i, k€ Z.
(ili) Célculo de Ln (1 +1iv/3)

Como 1 +iv/3 = 2(003% + isenz), entao o valor principal é

3
. .
n (1+Z\/§) :ln2+§z

e o valor geral é Ln (1 +iv/3) = In2 + (g +2km)i, k€ Z.
(iv) Calculo de Ln (—1 —iv/3)

Como —1 —iv/3 = 2(005?7T + isen%), entao o valor principal é
: 47 .
Ln (1 + Z\/§> =1In2+ ?’L
4
e o valor geral é Ln (1 + Z\/g) =1In2+ (% + 2km)i, k€ Z.

s
Observe que In (1 + 2\/5) =1In2+ §i’ entao vamos supor que temos a seguinte equacao

Inx =In2 + gz Aplicando a definicao de logaritmo, temos:

I T . /3
n2+—i —i
r=e 3 =¢emed3 =2 (cosg + isen%) =2 (5 + 27> = 1+iV3.
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Exemplo 3.9 Determinar os valores geral e principal de i* e (1 + i\/§)1+i.

Solucao:
m us
. ) ) i<—+2k7ri> —— _9%km
(i) Temos que i* = ™) = ¢ =e 2 | k € Z( valor geral). Tomando
m m
. ———20r  ——
k=0, temos i’ =e 2 = e 2 (valor principal).

ii) Como 1+iv/3 =2 cosz + z’senﬁ , tem-se
3 3

L (1+V3) = in2 + (5 +2km)i, ke

Logo:
1+4 (1+4). |1 2+(7T+2k )] l (W k)il (7T k)
1 2). [tn > ™)t n2+(—+2km)i+iln2—(—+2km
(1+iv3) " = e 3 "3 3
l (7T km)+i |1 (7T k) T l (W k)
n2—(—42km)+i | In2+(—+2kn In2—(—=+2knm) %|In2+(5 +2km

Para k = 0, temos o valor principal:

<1 + i\/§>1+i = "3 [cos (ln? + g) + 1sen <ln2 + ZH

3
— 2% [cos(an)cosg — sen(ln2)sen% + isen(ln2)cosg + isen%cos(ln?)}

= 275 [ws(ln?)é - sen(an).? + isen(ln2)% + i?cos(lrﬂ)]

(% + z?) cos(In2) + (—? + %Z) Sen(an)]
V3 o1 INERVERN
Como (—7 + 52) = (5 + 27> i, temos:
<% + z?) cos(In2) + (% + Z?) isen(an)]

= e_% (1 + 2\/§> [cos(In2) + isen(In2)]

1+
(1+i\/§) = 2 3
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Exemplo 3.10 Determinar a expressao geral para w = In(x + iy), com x,y € R.

Solugao: Colocando na forma exponencial, temos:

Y
i.arctg<—>
x4y =22+ ye /),

Logo:

Y Y
i.arctg(—) i.arctg(—)
w=1In [\/22+y%e z = ln( x2+y2>—i—ln e x
_ 2 2 - Yy
= In < r°+y ) + i.arctg (—) )
x

Podemos deduzir a partir da expressao anterior, a expressao geral para v = Ln(x + iy),

ou seja:
v=1In <\/x2 + y2> + . [arctg (Q) + 2/{77} , keZ.
x
Como exemplo temos o cédlculo de v = Ln(—1), para isso basta fazer xt = —1 e y = 0,
entao:

v = In ( (—1)2 + 02) + 1. [arctg <_£1) + 2]€7T:| = Inl 4+ i.(m + 2km)
= (2k+1)mi, keZ.

Concluimos esta secao com o fato de podermos calcular a poténcia de um nimero com-

plexo, nao apenas de ordem inteira, mais de um modo geral, poténcias de valores complexos.

3.4 Reflexoes nos espelhos planos através de niimeros
complexos

Apresentamos uma aplicagdo dos numeros complexos a fisica, mais precisamente na

optica.
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Inicialmente vamos conceituar alguns elementos da reflexao de um raio de luz.

Figura 3.1: Reflexao da luz.

(i) Raio incidente: E o raio de luz que atinge determinada superficie.

(ii) Raio refletido: E o raio de luz que a superficie consegue refletir.

(iii) AB = raio incidente.

(iv) BC = raio de luz refletido.

(v) N = reta normal & superficie no ponto B.

(vi) T = reta tangente a superficie no ponto B.

(vii) i = angulo de reflex@o, formado entre o raio incidente e a reta normal.
(viii) r = angulo de incidéncia, formado entre o raio refletido e a reta normal.

Os fenomenos em que acontecem reflexao obedecem a duas leis fundamentais que sao:
1% lei da reflexao: O raio de luz refletido e o raio de luz incidente, assim como a reta
normal a superficie, pertencem ao mesmo plano, ou seja, sao coplanares.
22 lei da reflexao: O angulo de reflexao r é sempre igual ao angulo de incidéncia i:

r=1.
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Um ntimero complexo z = x + y2 pode ser considerado como um vetorO? cuja origem O
é o ponto (0,0) e a extremidade P é o ponto (x,y) do sistema de coordenadas. Denotamos

o vetor (ﬁ’ simplesmente por z = x + yi. Dizemos que O? ¢é o vetor posicao de P.

YA

P =(z,y)

O?:z:x—l—yi

Figura 3.2: Vetor posicao.
Representamos um espelho plano F pelo vetor unitério

il = cost + isenf) = .
O raio incidente serd representado pelo complexo z = x+yi e o raio refletido pelo nimero
complexo w = Ty(z).
O produto de z = x4 yi pelo nimero complexo e?, rotaciona z de um angulo 6. De fato,

pois se a = arg(z), entdo podemos escrever z na forma z = |z|.e*. Assim,

z=¢" = |z].e".e" = |z|.ei(a+9).

Em relacao ao conjugado de z = x + yi,x > 0 e y < 0, geometricamente, Z representa a

reflexdo de z em torno do eixo Ozx.

Nesse caso (x > 0 e y > 0), para determinarmos Z basta realizarmos uma rotacao de

—2a no sentido anti-horario sobre o vetor que representa z.
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YA
zZ=x+ Y
Yl
a i »
@) a ix x
Y ‘z:x—yz

Figura 3.3: Reflexao de z = x — yi sobre o eixo Ox.

De fato, pois se a = arg(z) < 0, entao z pode ser escrito da forma |z|.e’®. Assim,

Para determinarmos

TQZC—>C

vamos considerar o espelho E representado pelo vetor unitario @ = e®.

Sejam N a normal a F pela origem,

v=z=x+yi

o vetor diregao do raio de luz incidente sobre o espelho F e w = Ty(z) o vetor direcao do
raio refletido.
Pela lei de reflexao, os vetores

U e Tp(2)

formam angulos iguais com a normal N que denotaremos por 3 conforme Figura 3.4.
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o6

YA
N Ty (2) .
Y S N Bﬁf —y v=x+yi v>0ey<0
| B
} «Q 0 T R
-z «Q } T
Yy '
,,,,,,,,,,,,,, 7

Figura 3.4: Raio de luz refletido sobre o espelho E.

Sendo por definicdo, a reflexao uma isometrial, T, é uma transformacao que preserva

moédulo, isto é, |Tp(z)| = |z|. Assim, para determinar Tp(z), basta realizarmos uma rotagao
de 2 no sentido horario sobre o vetor —v' = —z, isto é:
Ty(2) = —z.e7 .

Como —7 = e™.v e v = |z|.e™, entao:

To(z) = €™.|z|.e¥ e = |z|.el@=20+m)i,

(3.29)
Mas, sendo « < 0, segue da Figura 3.4 que 8 = g — (0 — a), ou seja, B = T +a—0,de

modo que —2/ = 20 — 2a — 7. Substituindo esta expressao em (3.29), obtemos:

2601
= e 7.
'E uma transformacdo geométrica que aplicada a uma figura geométrica, mantém as distancias entre
pontos. Ou seja, os segmentos da figura transformada sao geometricamente iguais aos da figura original,
podendo variar a direcao e o sentido.

TQ(Z) _ ‘Z|.6(a+ﬂ-+26—2a_ﬂ-)i — |Z"€(29—2a)i — ’Z‘ .6_2ai.€29i
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Logo, a expressao fundamental para determinar a dire¢ao do raio refletido é dada por
To(2) = e*' Z. (3.30)

Se o espelho E estiver localizado sobre a bissetriz dos quadrantes impares, entao
70

0= Zrad, logo:

Tx(2) =iz (3.31)

Exemplo 3.11 Determinar a direcao de um raio luminoso na direcao de z = —1 + 21 apds

refletir em um espelho E que forma um angulo de 60° com o eizo Ozx.

Ya

60°

—_
]V

Figura 3.5: Exemplo usando raio refletido.

Solucao: Sendo 0 = grad, segue da expressao (3.30) que:

27 - —_— 2 2
T=(—1+2i)=e3". (-1+42i) = <cos§ + isen%) (=142i) =2,234+0,13i.m

Exemplo 3.12 Um raio luminoso na direcao de z = 2t apds incidir sobre um espelho E
reflete na direcao do vetor w = 2. Determinar o angulo 6 que o espelho forma com o eizo

Ozx.
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Solucdo: Sendo w = Ty(z) segue que:

- 2
2=e"2 —= = =
-2
Como i = e2?, temos:
)
. "y LT, ™
6291 — eg’t _— 292 — EZ — 0 = Zrad.l

Nesse capitulo mostramos que a representacao exponencial formulada por Euler é uma
relagao entre a trigonometria e a funcao exponencial e que essa representagao junto com
a representacao trigonométrica simplifica a demonstracao de algumas identidades trigo-
nométricas, além de facilitar a determinacao de férmulas fechadas para alguns somatorios.
Mostramos também que o logaritmo de um complexo e uma potenciagao de exponente com-

plexo possui infinitos valores. As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [2],

], 120, 1020, 1140 [21, (23], 129



Capitulo 4

Topicos de geometria no plano de

Argand-(Gauss

Ja é do nosso conhecimento que um nimero complexo z = a+ bz fica claramente determi-
nado pelo par ordenado (a,b) € R?, e esse par pode ser representado num plano denominado

de plano de Argand-Gauss, entao:

1. Sera que seria possivel determinar a equacao de uma reta que passe pelos afixos de

dois complexos z; e zp ( 21 # 29)7

2. Se fossem dados trés complexos 21, 2o € z3 nao colineares, classificar quanto aos lados o

triangulo formado pelos seus afixos sem ter que calcular a distancia entre esses afixos?

Daremos a reposta para estas perguntas mais adiante e também apresentaremos outras

aplicagoes de complexos a geometria.

4.1 Equacao da reta por dois afixos

Vamos considerar sobre um plano «, um sistema de coordenadas cartesianas e seja a

funcao

fC—a

2z +—> (a,b)

59
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a+ bl > P((l, b)

Figura 4.1: Diagrama representando a aplicagdao z = a + bi — P(a,b).

Sejam os complexos z; e zo tais que os pontos P e () do plano « sao definidos respectiva-
mente por f(z1) e f(22), e seja também um ponto X = f(z) qualquer da reta determinada

por P e Q.

yA

(@]

8

Figura 4.2: Reta r passando por dois afixos.

Observamos que o vetor ﬁ ¢ uma combinacao linear do vetor Q?, logo:
(X—=P)=XQ-P), XeR.

Como Xp=2z—12 e Q — P =z — z, teremos que a equagao da reta determinada pelos
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afixos de z; e z5 é dada por z — z; = A(2z2 — 21). Dal,
2= ANz —21) — 21 =0. (4.1)
Se A =0, temos z = z; e se A = 1, temos que z = 29, ou seja, VA € R encontraremos um

complexo z pertencente a reta s.

Exemplo 4.1 Determine a equacao da reta que passa pelos afizos de z1 = 1+1i e zg = 5—1.

Verifique também se os complexos z3 =4 — 21 e z4 = —11 + Ti pertencem a essa reta.

Solugao: Vamos inicialmente determinar a equacao da reta s que passa pelos afixos z; e
29.

Temos que z — A(z9 — 21) — 21 = 0, logo:

2= AB—i—1—i)—1—i=0=2—-A4—-2i)—2 =0

¢é a equacao da reta s.

Vamos verificar se z3 € s:

23— A4 —20)—1—i=0=4—-2—A4—2)—1—i=0=>3—3i— \4—2i) =0.

33 3-3442 9 3
_ . _ 2 2R 1 .
1 2 4 2iir2 10 5 FRlogomds

Vamos verificar se z, € s:

Segue que A =

= A4 —2)—1—i=0= —11+Ti—A4—-2))—1—i=0=>3—3i — A(4—2i) = 0.

—12+61 —12461 4424

S A= = . =-3eR, 1 )
egue que 19 19 419 € K, 10go z4 € s
Observe que o complexo
a—l—bieR a ¢
¢+ di — b d

De fato, pois:

a+bi a+bic—di ac—adi+bci—bdi® ac+bd be—ad.

ctdi ctdic—di 2 “ere T are”




Tépicos de geometria no plano de Argand-Gauss 62

bc — ad

— =0, ou seja, bc — ad = 0 e, consequentemente, bc = ad.
2+ d? ) d

Para ser real, devemos ter

4.2 Condicao de alinhamento de trés complexos

Dados os complexos z1, 2o € z3 tais que f(z1) = P, f(z2) = Q e f(z3) = R, com P, Q,
R € R, a condicao para que esses trés pontos estejam alinhados é que exista A € R, tal que

23 — 21 = M(z2 — 21), ou seja:

23 — 21 B . 23— 2 23— 21 Z3— 21
A= (lembrando que se z, entao z = z) <= > = ? ==
Z9 — 21 29 — 21 Z9 — 21 Z9 — 21
Dai, segue que:
(m—21).(—71) — (2 —21).(z3—71) = 0.
Desenvolvendo, teremos:
1 1 1
2w+ 0zt — (Bt st +2020) =0 | 21 2z 23 |=0.
21 %o Z3
Logo,
1 1 1
Z1 29 23 | — 0. (42)
2 Ze Z3

E a condicao necessaria e suficiente para que z1, z3 e 23 sejam colineares.
Exemplo 4.2 Verifique se os complexos 21 =241, 20 =3 — 1 e z3 =6 — 7i sao colineares.

Solucao:

11 1
940 3—i 6-Ti| = B—=)6+T)+(6—7)2—i)+ (2+)(3+1)
2—4 3+i 647

—(2—0)(3—i)— (3+i)(6—7i) — (6 + Ti)(2+1i) = 0.
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Logo, z1, 29 € z3 sao colineares.
Podemos notar que A necessariamente deve ser um nimero real. Caso contrario, teremos

trés afixos que nao sao colineares. Por exemplo, os complexos z; = 1,20 =7 e 23 =1+ sao

. 23—z 1—¢ 1 1. . , N .
tais que A = = - = — — —i ¢ R. Assim, concluimos que eles nao sao colineares.
Z9 — 21 141 2 2

4.3 Classificacao dos triangulos

~ 23 — 21
Na relacao A = ——
22— X

,se A € R entao z1, 25 e 23 sao colineares, caso contrario os seus

~ - . . R3 — %1 . -
afixos sao vértices de um triangulo. Seja o complexo ¢ = ——— denominado de relagao
R2 — X1
: . |23 — 21 ) .
simples de trés complexos, onde |¢p| = [P e argp = 6. O angulo 0 é formado pelos
22— 2
lados Z125 e Z12z3. Se optdssemos por trabalhar com o angulo formado pelos lados Z323 e Z32;
~ . R3 — X2
a relacao seria ¢p = —.
Rl — 22
21
0
22 3

Figura 4.3: Triangulo 1

. A . ~ 23 — 1
Analisaremos o triangulo da Figura 4.3 conforme a relacao ¢ = ——:
R2 — X1
1. Se |¢| =1 = |23 — 21| = |22 — 21| = Az12923 é isOsceles;
. c ~ a ;- ..
2. Se ¢ for imaginério puro, entao cos# = 0. De fato, como cosf = W e ¢ ¢é imaginario

~ , T
puro, entao a = 0, uma vez que a é a parte real de ¢. Dessa forma, 6 = §rad e,

consequentemente, Azjzoz3 é retangulo em zy;

3. Se ¢ for real, temos a condi¢ao de alinhamento e, em consequéncia, os afixos 21, z5 e

z3 nao formam um triangulo.
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1 3
_'_

1 3
4. Se¢:§+£z’,tem08que|¢]: Y

2

= 1, consequentemente
|23 — 21| = |22 — 21| € 0= gmd.

Dessa forma, Azz923 é equilatero.

Assim, podemos classificar um triangulo conforme ¢.

4.4 Area do triangulo

Apoés classificarmos os triangulos, vamos determinar a area de um triangulo qualquer,
levando em consideracao os vértices.
Seja o triangulo z12023 € N, ¥ = 1,2, 3, a projecao de qualquer ponto de z, sobre o eixo

Oux:

1
| |
| |
|
l |
0 Ny Ny N3 x

Figura 4.4: Triangulo 2.

Dessa forma, teremos:

A(Aplpgpg) = A(trapézioPngNlNQ) + A(trapézioPlpgNgNl) — A(trapézioP2N2N3P3)
1 1 1

= §(P2P2 + PyN1)NyNy + §(P1N1 + P3N3)N{ N3 — §(P2P2 + P3N3)NyNj
1 1 1

= §(y2 + 1) (21 — 22) + 5(91 +y3) (23 — x1) — §(y2 + y3)(z3 — x2)
1

= 5[(3313/2 - ylﬂfz) + (55293 - 92373) + (953% - 3/3961)]~
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Como:
o (11y2 — ix2) = Im (21 — iy1) (22 +iy2)] = Im(Z122) = 52'(212:—2 — Z122);
o (1oys — yox3) = Im [(x2 — iys)(x3 + tys)] = Im(Zaz3) = 52(222’_3 — Z523);

[} (I3y1 — ygl'l) =1Im [(Ig — Z’yg)(l'l + 'lyl)] = Im(z_gzl) = 52(232_1 — 2_321),

entao:
1 1 1
S _ . i
A(AP1P2P3) = Z (2’122 — 2129 + Z9R3 — Z9%3 + Z321 — 232’1) = Z 21 22 23 |- (43)
21 Z2 23
1 1 1
Este determinante é puramente imaginério, ja que 1|2 = é real positivo ou
21z Z3
negativo, caso seja negativo devemos tomar seu modulo.
. . . 21 22 22 23 Z3 2
O determinante acima pode ser reescrito como + + , para
2 Z Z Z3 Z3 21
isso basta aplicar o teorema de Laplace na primeira linha, ou seja:
1 1 1
%2 <3 21 23 21 22
2 29 23 | =an-An + a2 A+ arz. Ay = - + )
Z Z3 21 Z3 2 Z
2z Z3
1 1 1
onde A;; é o cofator do elemento a;;, 7,5 = 1,2,3, da matriz 2 7y z3 |- Como
21z Z3
f1 %3 3 21



Tépicos de geometria no plano de Argand-Gauss 66

1 1 1
Z21 22 Z9 Z3 Z3 21

21z 3| T + + . (4.4)
Z1 %2 Za 23 Z3 Z1

Z1 Z2 23

i Z1 Z 2o 2 Zs 2
A(APPPy) = . S U e R (4.5)

Exemplo 4.3 Classifique o triangulo formado pelos afizos dos complexos zy = 1+ 41, 29 =

142 e z3 =5+ 2i. Calcule também a drea desse triangulo, senA e cosA.

A1)

A

Figura 4.5: Triangulo 3.

: o : 23— 2
(i) Vamos inicialmente determinar o complexo ¢ = —— .
2 — 21
A(Zl)
A
B(z) C(z3)

Figura 4.6: Triangulo 4.

520 — (1+4i | 3
1 1 22 - 21 1 43 = ¢1 = 2—4i. Como |¢] # §+§i, o triangulo

Azi2923 nao € equilatero e como ¢ nao é imaginario puro entao o triangulo Az;z923 nao é

Entao, temos que ¢ =

retangulo em A(z).
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. : 23— 2
(i) Vamos determinar o complexo ¢ = ——2.
k1 — %2

A(z)

B(ZQ)
Figura 4.7: Triangulo 5.

54 2i — (1+2i)
1+4i— (14 2q)
o triangulo Az zy23 é retangulo em B(zs).

¢y = —2i. Como ¢, é imagindrio puro entao

Entao, temos que ¢y =

21— %
L™ (6 triangulo j4 foi classificado).

(iii) Por curiosidade vamos calcular ¢3 =
Z9 — 23

A1)

Figura 4.8: Triangulo 6.

1+4i— (24 59) 1.
— =1—=4. C 1 1 1
112 — (21 5) P2 21 omo ¢1 # 1, ¢ #1 e ¢p3# 1,0
triangulo Azqz923 nao é isdsceles.

Segue que ¢3 =

(iv) Vamos calcular a drea do triangulo.

1 1 1 1 1 1
A:Z—L- a2 o=y 1+4i 1+2i 5+2i :Z(_l&) = 4u.a.
o5 5 1—4i 1—2 5—2i

(v) Vamos calcular senA.

Temos que b = |23 — 21| =[5+ 20 — =1 —4i| = [4 —2i] = V20 e ¢c = |z — z| =
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|1+ 2i — —1 —4i| = | — 2i| = 2.Logo:
1 1 1 1 1 1 y
~ i 7 7 25
A=—. = — ; j | = ——=(—161) = —u.a.
sen Sbe’ | 1 72 4 2.v/20.2 1+4: 1+20 542 8\/3( i) 5 u.a
Z1 Z3 23 1—4i 1—2i 5—2i

(vi) Vamos calcular cosA.

2
cos’A + sen’A =1= cos’A=1— (%) = cosA = :i:%.

V5

Como A € 10, [, pois é um angulo interno de um triangulo, entao cosA = 2=

5

4.5 Area de um poligono convexo

A partir de (4.5), vamos determinar uma férmula geral para o cdlculo da drea de um
poligono convexo formado por n afixos. Entretanto, antes devemos lembrar que a &area
de um poligono convexo é igual a soma das areas de uma decomposicao do poligono em

triangulos.

Figura 4.9: Poligono convexo no plano de Argand-Gauss.

Consideremos um poligono convexo P de n lados e de afixos Py, P, ..., P,, percorridos
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no sentido anti-horario, entao Apoh’gono = App,p,p, + Appsp,py + - + App,_ PPy, Onde

Ap,p,p,,, P, Tepresenta a drea do k-ésimo triangulo dada pela expressao:

1 21 Rk Rl Rk+1 Zk+1 Rl
AP1PkPIc+1P1 = Z - + o + - : (46)
21 Rk Rk Zk+1 Zk+1 <1
Entao:
A 1 A Z9 23 z3 21
poligono = 4 - SR R R e O
21 22 Z2 23 z3 2
7 21 Z3 23 24 Z4 2
+ 1 + +
Z1 23 23 24 Zy 21
7 21 24 24 Z5 Z5 21
+ Z_l + + +
Z1 24 Zs Z5 Z5 Z1
i 21 Rn-1 Zn—1 %n Zn 21
+ Z_l + + . (4.7)
21 Rn-—1 Zn—1 Rn Zn 21

Na expressao (4.7) observamos que o tltimo determinante de Ap, p,p,,,p, se anula com o

primeiro determinante de Ap p, ., p,,,p,. LoOgo, temos:

7 Z1 %2 Z2 23 Zn 21
poligono = + + ...+ - (4.8)

Z1 29 Z 23 Zn 21

A

Ja sabemos que as raizes enésimas de z # 0 representam geometricamente os vértices de
um poligono regular de n lados. Representando essas raizes por wy, wo, ..., w,_1, a area desse

poligono formado pelos afixos dessas raizes é dada pela expressao’

1 Wy Wy wp W2 w, Wy
Apoligono = 2 + + .t : (4.9)

Wy Wy Wy Wy W, Wy

Vimos que a equacao (4.9) determina a area do poligono regular formado pelas raizes

n-ésimas de um complexo a + bi, entao sera que seria possivel chegar a uma equagao que

'Uma demonstragao detalhada pode ser feita usando a indugao finita como feito em [4].
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determina essa mesma area sem ter que calcular essas raizes? Isto é, seria possivel determinar
uma formula que calcula essa area que dependa apenas de a, b e n? Vejamos:
Seja wq, wy,ws - -+ wW,_1 as raizes n-ésimas de z = a + bt e seja [ a medida do lado do

poligono regular formado por essas raizes, entao:

’wl_wO’:‘w2—wl|:...:‘wk—wkil = ... = wnil_wo‘:l'

Wp—2 e o o w3
l l
Wp—-1 wo
! l
Wo I w1

Figura 4.10: Poligono regular formado pelas raizes n-ésimas.

Logo, | = |wy — wy_1].

0+ 2k 0+ 2k
Como o valor de wy é dado por wyp = p |cos vt shm + isen gt shm e o0 va-
n n
0+ 2km — 2 0 + 2km — 2pi
lor de wy_, é dado por wi_1 = p [cos (u) + isen <u>] , onde
n n

b
p= |z = Va2 + b2, 0 =arctyg ( > e k € Z, fazendo wy, — wy_1, obtemos:

a

0 + 2km 0+ 2k — 2w
wy — Wi, = plcos| —— | —cos | ——— || +
n n
. 0 + 2k 0 + 2km — 2pi
+ dipl|sen| — ) —sen| ———
n n

20 + 4km — 27 T , v 20 + 4km — 27
= p {—2003 ( o ) sen <ﬁ> + i2sen <ﬁ> cos ( o )] .
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Aplicando o médulo, teremos:

20 + 4k — 2 20 + 4k — 2
lwe —wp_1| = 4/4p? |cos? Ak em sen? (Z) + sen? (E) cos? Ak em
2n n n 2n
= \/4p256n2 (z) .1 =2psen <E> :
n n

Logo, o lado do poligono é

[ = 2psen (%) =2%/a? + b.sen (E) : (4.10)

n

O poligono pode ser dividido em n triangulos tomando o centro da circunferéncia cir-

cunscrita como um vértice comum a todos esses n triangulos.

Figura 4.11: Poligono regular inscrito em uma circunferéncia, associado &s raizes n-ésimas
de um complexo.

Sabemos que p ¢ igual a medida do raio dessa circunferéncia circunscrita, entao vamos

calcular a drea de um desses triangulos.

) ) 1\ 2 12 4p236n<Z .
— — = 2 — 2 . \n/J _ 2 _ 2 2 (L
pr=h +(2) = ho= =Ny 1 \/p prsent (1)
= py/1— sen? (E) = py [ cos? (E) = pcos (E)
n n n
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Figura 4.12: Triangulo 7.

Logo, a area do triangulo sera:

4 hil ~ P-cos <%> 2psen (%) |

2 2

Como o poligono foi dividido em n triangulos iguais, entao:

P (@ (@] [ ()]

=n.Ar =n. =n

Apoligono 9 : 9

Segue que, a area do poligono regular sera:

2
nva? + b%.sen (—W)
n

poligono — 5 : (4.11)

A

Nesse capitulo observamos que dispondo de trés afixos no plano de Argand-Gauss eles
podem formar um triangulo e a partir de uma relacao envolvendo esses afixos podemos
classificar esse triangulo como retangulo, ou isésceles ou equilatero. Mostramos também que
as raizes n-ésimas de um complexo z formam um poligono regular e que podemos calcular a
area desse poligono através de uma férmula substituindo apenas o indice da radiciagao (n), o

valor da parte real (a) e o valor da parte imagindria (b). As principais referéncias utilizadas

foram [4], [10], [15], [24].
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Na busca por uma férmula para resolver equagoes do 3° grau, os grandes algebristas do
século XVI comegaram a se curvar a um numero magnifico denominado de imaginério. Desde
aquela época, até os dias de hoje, o seu estudo sofre resisténcia, antes por muitos matematicos
e hoje por alguns estudantes da educagao basica. O porqué de se estudar esses nimeros é
uma pergunta feita com muita frequéncia aos professores e essa resisténcia foi aumentada
ainda mais quando esse conteudo foi excluido da prova do ENEM. Visto isso, é preciso que
o professor tenha um cuidado especial ao iniciar esse assunto, abordando principalmente
a historia dos nimeros complexos e as aplicagoes presentes na algebra, na fisica, dinamica
dos fluidos e electromagnetismo, buscando, sobretudo, situagoes para explorar este contetido
através de uma abordagem mais significativa e contextualizada. Para os alunos com interesse
em aprofundar o assunto, cabe ao professor orientar a pesquisa e mostrar a magnitude dos
nimeros complexos. Desse modo, pretendemos deixar um rastro de luz sobre esse assunto
que ainda nao é apaixonante para muitos devido a diversos questionamentos que aqui sao
respondidos de uma maneira elegante e singela, evitando o dogmatismo que em muitos casos
afastam o nedfito. Lancamos mao a essa obra que pretende ser mais uma ferramenta para

0s mais experimentados.
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