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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo mostrar uma possibilidade da aplicacdo do estudo de
grafos na modelagem das questdes do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). Para
isso, estabelecemos um levantamento, através da anélise prévia das provas do ENEM, se-
lecionamos algumas questdes das provas de 2009 a 2016 e classificamos as questdes como
modeladas e modelédveis. Verificamos como os grafos podem auxiliar nas resolu¢des das
questdes do ENEM, através de uma melhor visualizagdo e organiza¢do dos dados apre-
sentados e aplicamos modelos grafos nas resolugdes das questdes classificadas.

PALAVRA CHAVE: Grafos, Grafos no Ensino Médio, Modelagem Matemética, ENEM.
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ABSTRACT

This paper aims to show a possibility of application of the graph studies in the mo-
deling of questions of the National High School Examination (ENEM). For this, we esta-
blished a survey, through the previous analysis of the ENEM tests, selected some questi-
ons from the tests from 2009 to 2016 and classify the questions as modeled and modelable.
We verified how the graphs can help to solve the ENEM questions, through a better vi-
sualization and organization of the presented data and we apply graph models in the
resolution of the classified questions.

KEY WORDS : Graphs, Graphs in high School, Mathematical Modeling, ENEM.
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INTRODUCAO

O ntimero de publicagdes com o tema grafo tem crescido consideravelmente depois
da criacdo do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT). O
PROFMAT é representado e coordenado pela Sociedade Brasileira de Matemética (SBM),
com apoio do Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada (IMPA). E formado por
uma rede de Institui¢des de Ensino Superior, no contexto da Universidade Aberta do Bra-
sil/Coordenagdo de Aperfeigoamento Pessoal de Nivel Superior (CAPES) e visa atender
prioritariamente professores de Matematica em exercicio na Educagdo Bésica, especial-
mente de escolas publicas, que busquem aprimoramento em sua formacgédo profissional,
com énfase no dominio aprofundado de contetido matemaético relevante para sua docén-
cia.

Hoje no Banco de Dissertagdes do PROFMAT encontramos 42 publica¢des que tém
grafo como principal tema. Dentre essas publica¢des, algumas tém nas dissertagdes do
PROFMAT sua principal fonte de pesquisa, a exemplo de [20], que apresenta uma andlise
das contribui¢des do PROFMAT ao Estudo da Teoria dos Grafos, ideia ja abordada em
[4]. Outras, como [1][12][4], abordam, além de grafo, a Modelagem Matemadtica. E ainda
[4] justificando a necessidade da abordagem do Ensino de Grafos no Ensino Bésico cita,
como exemplo, duas questdes com problemas sobre grafos no ENEM, uma de 2010 e
outra de 2011.

Neste contexto e utilizando como ponto de partida algumas dissertagdes do PROF-
MAT, que defendem uma proposta de inser¢do do tema grafo no ensino médio, temos

como objetivo geral deste trabalho:

e Analisar a possibilidade da aplicagdo de grafos na modelagem das questdes do



Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).
Para isso, temos como objetivos especificos:

e Estabelecer um levantamento, através da andlise prévia das provas do ENEM, das

questdes de andlise combinatéria, de probabilidade;

e Verificar como os grafos podem auxiliar na resolugdo das questdes do ENEM, atra-

ves de uma melhor visualizagao e organizagdo dos dados apresentados.

Na anélise prévia das provas do ENEM encontramos outras questdes, além das ques-
tdes de analise combinatéria e de probabilidade, consideradas como ricas para uma apli-
cacao de grafos na modelagem. Este fato nos levou a selecionar e classificar dois tipos de
questdes: questdes modelas e questdes modelaveis.

Assim, para uma maior compreensdo do contexto em que esté inserido o nosso tra-
balho precisamos pensar sobre: O que sdo grafos e como sdo representados? O que é
modelagem matematica? De que forma os grafos sdo abordados no ensino médio?

Os grafos sdo ferramentas riquissimas para modelar variedades de situagdes reais,
tanto em ambientes matemadticos, como também em ambientes ndo matemadticos. Por
exemplo, na Fisica os grafos podem ser usados na analise de circuito elétricos, na quimica
na enumeracdo de compostos quimicos, na Biologia na representacdo das relacdes entre
individuos e nas Ciéncias Humanas na representa¢do de mapas conceituais.

Os grafos, muitas vezes, sdo apresentados através de diagramas constituidos por um
conjunto de vértices jutamente com arestas que interconectam certos pares desses pontos.
Essa forma de apresentar os grafos nos remetem a uma representacdo geométrica. Na
representacdo geométrica de um grafo, os vértices sdo representados por pontos e as
arestas sdo representadas por segmentos de curvas que tem extremidades exatamente em
dois desses pontos. Em [14] é apresentado trés maneiras de representacdo dos grafos: a
representacdo geométrica, a representacao por Conjuntos de Adjacéncia e a representacdo
por Matriz de Adjacéncia.

Neste trabalho adotaremos a representacdo geométrica, pois ao nosso olhar, é a que
responde melhor aos nossos objetivos. Para construir a representagdo geométrica dos
grafos usamos o ambiente TIKZ cujo o manual se encontra em [21].

A maioria das literaturas pesquisadas datam o ano de 1736 como inicio da Teoria dos
Grafos, que tem no matematico Leonhard Euler o seu precursor. Euler, em visita a cidade

de Konigsberg, resolveu o problema das sete pontes através de uma modelagem com
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grafos. Esse fato é historicamente tdo importante que em [23] tem a seguinte afirmacdo
"Nenhuma introdugdo a teoria dos grafos pode omitir o problema das pontes de Ko-
nigsberg (anteriormente uma cidade na Prussia)". Algumas disserta¢des do PROFMAT
trazem este problema como motivagdo da sua pesquisa.

No catdlogo de disciplinas do PROFMAT existe a disciplina eletiva MA 37 - Mode-
lagem Matematica, que tem como itens 17 e 18 do programa, respectivamete, Teoria dos
Grafos e Aplicagdes de grafos em modelagem matematica. Em [3], uma das referéncias
para essa disciplina, achamos a seguinte definicdo "A modelagem matematica consiste
na arte de transformar problemas da realidade em problemas matemaéticos e resolvé-
los interpretando suas solugdes na linguagem do mundo real". E mais adiante define
"Chamaremos simplesmente de Modelo Matematico um conjunto de simbolos e relacdes
matemadticas que representam de alguma forma o objeto estudado".

Assim, modelagem neste trabalho é o ato de criar modelos, os modelos serdo repre-
sentados por grafos e os objetos estudados serdo as questdes selecionadas do ENEM. Um
grafo que servird de modelo para a resolugdo das questdes chamaremos de um modelo
grafo.

O estudo de grafos, embora ndo faga parte do Curriculo Oficial Brasileiro, é um as-
sunto que ja tem sido trabalhado no Ensino Médio. Por exemplo, podemos citar o pro-
grama da OBM e OBMEDP, que trazem o contetido de grafos em sua programacado, onde
verificamos com destaque um video dividido em 18 aulas sobre grafos encontrado no
Portal da Matematica na pagina da OBMEP em Tépicos Adicionais. Essas aulas mos-
tram, de uma forma clara, como o conceito de grafo pode ser abordado no Ensino Bésico.

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) é uma realiza-
¢do do IMPA e tem como objetivo estimular o estudo da Matematica e revelar talentos
na area. No ano de 2017 houve uma modificagdo no programacgao da OBMEDP, as escolas
privadas de todo o Brasil, que antes participavam da OBM, estdo sendo convidadas para
participar da OBMEP, o que ao nosso olhar, aumenta consideravelmente a importancia
desse programa destinado inicialmente somente as Escolas Publicas.

O Exame Nacional do Ensino Médio (Enem), criado em 1998 pelo Instituto Nacional
de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (Inep), do Ministério da Educagéo,
cujo objetivo é avaliar o desempenho dos estudantes no término do Ensino Bésico, sofre
uma reestruturagdo em 2009 e passa a ser utilizado como processo de sele¢do para varias

universidades publicas federais tornando-se o "Novo ENEM". Nas provas do ENEM o



tema grafo ndo é abordado, mas existem questdes que podem ser modeladas com grafos,
a exemplo das questdes de andlise combinatéria e probabilidade nas provas de Matema-
tica e, as questdes de circuitos elétricos nas provas de Ciéncias da Natureza.

Diante da compreensao do contexto e dos objetivos definidos, dividimos esse trabalho
em cinco capitulos apresentados da seguinte forma:

No primeiro capitulo, trazemos uma abordagem formal sobre os aspectos da Teoria
dos Grafos mais importantes para este trabalho.

No segundo capitulo, fizemos um levantamento das questdes de andlise combinatéria
e probabilidade nas provas de Matematica e, classificamos as questdes como, modeladas
e modeldveis. As provas analisadas correspodem ao periodo de 2009 a 2016, periodo do
"Novo ENEM".

No terceiro capitulo, procuramos fazer uma andlise das questdes classificadas como
modeladas. A andlise das questdes modeladas correspondem a trés a¢des: resolugdo, co-
mentdrio e pensando com grafo. Usamos para auxiliar a resolugdo das questdes digrafos,
arvores, grafos completos, caminhos hamiltonianos em grafos grade e grafos roda.

No quarto capitulo, procuramos fazer uma anédlise das questdes classificadas como
modeldveis. A andlise das questdes modeldveis correspondem a duas agdes: resolucdo
com grafo e comentario. Usamos para modelar as questdes: grafos completos, drvores e
grafos bipartidos.

No quinto e tdltimo capitulo, apresentamos as consideragdes finais deste trabalho.
Confirmamos a possibilidade da aplicagdo do estudo de grafos na modelagem das ques-
toes do ENEM mostrando resolugdes das questdes através de modelos grafos. Esperamos
que este trabalho, assim como outras dissertacdes do PROFMAT, contribua para reforcar

a insercao deste contetido no curriculo de Matematica do Ensino Médio Brasileiro.



cAPiTuLO 1

UM POUCO DA TEORIA DOS GRAFOS

1.1 Definicdes Basicas e o Primeiro Teorema

1.1.1 Defini¢ao de Grafo

Definicdo 1.1. Um grafo G é denotado por um par (Vg, Eg), que consiste de um conjunto nio
G ke

vazio Vi de vértices e um conjunto E¢ de arestas, jutamente com uma fungio de incidéncia g

que faz corresponder a cada aresta e € Eg um par ndo ordenado de vértices, ndo necessariamente

distintos, de V. Os vértices pertencentes a ¢ (e) sio os extremos da aresta e.

Exemplo 1.1. Seja o grafo

G = (Vg, Eg)
onde
Ve = {v1, v2, v3, Vs, U5}
Eg = {e1, e, €3, e4, €5, €6, €7, €3}
e P¢ € definida por:

Pc(er) = v Pgler) =02 Pgle3) = vov3 Pgles) = v3v3

Wcles) = v3vs YPo(es) = V405 Pg(e7) = V405

Na figura[I.1|apresentamos uma representagio geométrica do grafo G.
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Figura 1.1: Grafo G

Apresentaremos, a seguir, alguns elementos nos grafos importantes para o entendi-
mento de algumas situagdes apresentadas neste trabalho.

Se P(es) = uv dizemos que e; e u (assim como e; e v) sdo incidentes e que u e v sdo
adjacentes.

Se (es) = vv a aresta e; chama-se um lago.

Se e, # es, com P (e,) = (es) as arestas e, e e; sdo chamadas arestas paralelas.

Assim, no grafo G da figura podemos observar que:

1. os vértices vy e v3 sdo adjacentes, pois possuem a aresta e3 incidente em ambos,
isto é,

P(e3) = vov3;

2. aaresta e4 é um lago, pois tem seus extremos no mesmo vértice vs, isto é,
P(es) = v303;

3. os dois pares eq, e, e eg, €7 Sa0 de arestas paralelas, pois tratam-se de arestas que

possuem 0s mesmos extremos, isto ¢,

ey 7# ey, com P(er) = P(e2)

e # ey, com P(eg) = P(ez).



Por simplicidade, omitiremos o indice G e falaremos apenas do conjunto V de vértices

e do conjunto E de arestas. Assim, no grafo G da figura[1.1} teremos simplesmente:

V = {v1, v2, v3, V4, U5}

E = {e, e, €3, €4, €5, €6, €7, €3}

1.1.2 Grafo Simples e Multigrafo

Definicdo 1.2. Um grafo diz-se simples se ndo tem lacos nem arestas paralelas. Um grafo que

ndo é simples chamamos de multigrafo.

Se de um multigrafo eliminarmos todos os lagos e representarmos cada conjunto de

arestas paralelas por uma tnica aresta teremos um grafo simples.
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Figura 1.2: Multigrafo G;
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Figura 1.3: Grafo Simples G,



O grafo simples G, da figura[1.3|foi obtido do multigrafo G; da figura[1.2} da seguinte

maneira:
1. Eliminamos o lago ey;
2. Tomamos e5 como representante das arestas e5, e.

Num grafo simples, uma aresta fica completamente definida por seus extremos. As-
sim, em qualquer grafo simples podemos dispensar a fun¢ao de incidéncia ¢¢ renome-
ando cada aresta como par ndo ordenado de vértices que sdo seus extremos. Por exemplo:

para o grafo simples da figura [1.4]escrevemos

€1 = U102; €2 = U1U5; €3 = U3Us5; €4 = U50U2; €5 = U403.
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Figura 1.4: Grafo Simples G3

1.1.3 Subgrafo de um Grafo

Defini¢do 1.3. Um grafo H = (U, F) é um subgrafo de um grafo G = (V,E)se U C Ve
F CE. SelU =V, dizemos que H é um subgrafo gerador de G. Se H é um subgrafo de G mas
G # H, dizemos que H é um subgrafo proprio de G.
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(a) Grafo G = (V,E) (b) Grafo H(U, F);
V= {Ul/ U2, U3, U4, U5, 06} U= {vlr U2, U3, Uy, 05}

E= {el/ ey, €3, €4, €5, €, €7, €8, 69} F= {elr €p, €3, €4, €5, 66}

Figura 1.5: (a) Grafo G e (b) Grafo H, um subgrafo de G

O grafo H = (U, F) da figura é um subgrafo préprio do grafo G = (V,E) da
figura[1.5a} pois atende as duas condigdes: U C Ve F C E.

A definicdo de grafos que enunciamos comporta a possibilidade de V' ou E serem
infinitos, porém s6 trabalharemos apenas grafos com V e E finitos.

1.1.4 Cardinalidade em Grafos

Definicao 1.4. A cardinalidade do conjunto de vértices, chamada de ordem do grafo G e denotada
por |V|, é a quantidade de vértices do grafo G. A cardinalidade do conjunto de arestas, chamada

de tamanho do grafo G e denotada por |E|, é a quantidade de arestas do grafo G.
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Figura 1.6: Grafo G4 = (V,E),onde |V| =7e |E| =11



No grafo da figura temos um multigrafo de ordem |V| = 7 e tamanho |E| = 11,
pois

V = {vy, v2, v3, V4, U5, Vs, U7}

E = {e1, e, €3, €4, €5, €6, €7, €3, €9, €10, €11 }-

Definicao 1.5. O grau de um vértice v é o niimero de arestas incidentes em v e denotamos por
d(v). Nos multigrafos os lagos sio contados duas vezes.
Denotamos por 5(G) e A(G), respectivamente, os graus minimo e mdximo dos vértices de um

grafo G.

No Grafo G4 da figura verificamos que os graus dos vértices sao:
d(Ul) = 2, d(Uz) = 4, d(7)3) = 3, d(U4) = 3, d(v5) = 3, d(vé) = 3, d(U7) = 4,‘

€ 0s graus minimo e grau maximo sado, respectivamente:

A aplicagdo do principio da contagem dupla & fun¢do de incidéncia de um grafo,

conduz-nos ao primeiro teorema da Teoria dos Grafos.

Teorema 1.1. Para qualquer grafo G, a soma dos graus dos vértices é igual ao dobro do niimero

de arestas, isto é:

Y d(v) =2-|E|

veV
Demonstragdo. Existe claramente duas formas de se obter o tamanho do grafo G. A pri-
meira forma é contar diretamente as arestas determinando o tamanho do grafo, isto é |E]|.
A segunda forma é obter a soma dos graus dos vértices e dividir por dois, pois nesta con-
tagem cada aresta foram contadas duas vezes. Essas duas contagem nos levam a concluir

que

1
5 Ld) = |

veV
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Coroldrio 1.1. Para qualquer grafo G, o niimero de vértices de graus impares é par.

Demonstragio. Considerem vy, vy, - - - , vy 0s Vértices de graus impares e Ux1, Vg2, - - ,Un

os vértices de graus pares. Assim, pelo teorema
k n
Y d(v)+ ) d(vi) =2-E|,

i=1 i=k+1

isto é,

o

N
I
—_

d(v;) =2-|E| - Zd

i=k+1
como o segundo membro da equagédo é par, pois é uma diferenca de duas quantidades

pares. Assim
k

Zd ) é par .

Logo k é par O

Exemplo 1.2. Vamos calcular a soma dos graus dos vértices do multigrafo G da figura e

verificar se os resultados obtidos estdo em conformidade com o Teoremal[l.1|e o Cololdrio

U3

€11 @
Q /
€6
@

(%]} es

v
3 ® U4

e5 e

€10 A

U1 @
x

U5
Figura 1.7: Multigrafo G
Resolugdo 1.1. No multigrafo G da figura[1.7|temos que os graus dos vértices sio

d(l)l) = 3, d(Uz) = 5, d(v3) = 3, d(?}4) = 3, d(U5) = 4, d(U6) =4
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assim

Y d(v) =3+5+3+3+4+4=22

veV
que é justamente o dobro do niimero de arestas.

Observe que existem quatro vértices (quantidade par) de graus impares, v1, U2, V3, V4.

1.2 Informacgdes Adicionais aos Grafos

Muitas vezes precisamos representar uma determinada situagdo real com grafos que
tenham algumas informagdes adicionais. Por exemplo, a orientagao e a rotulagao.

A orientac¢do das arestas em um grafo é uma informagdo que torna o grafo dirigido.

A rotulagdo das arestas de um grafo por ntimeros reais torna o grafo ponderado e a

rotulagdo dos vértices de um grafo por cores é conhecida por coloragdo de vértices.

1.2.1 Grafo Dirigido

Defini¢ao 1.6. Um grafo dirigido, ou digrafo, é um grafo onde cada aresta tem um sentido
determinado, isto é, cada aresta corresponde a um par ordenado de vértices.

Se (es) = (u,v), entdo u é o vértice inicial de es e v 0 seu vértice final. Observe que para todo
u#v,Ple) = (u,0) # (v,u) = P(es). Neste caso, dizemos que e, e es sdo arestas paralelas de
sentidos opostos. Arestas multiplas sdo arestas paralelas de sentidos opostos ou arestas paralelas

de mesmo sentido. Arestas simples sdo arestas nio miiltiplas.

€2

v @ ) e3 034
@

€1 U3

Figura 1.8: Exemplo de Digrafo
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O digrafo na figura [1.8 foi obtido do grafo da figura Orientamos cada aresta,
dando-lhe um sentido. Uma aresta tem vértice inicial no inicio da seta e vértice final no
final da seta.

No digrafo as arestas sdo representadas por pares ordenados de vértices, assim po-

demos exemplificar:

1. Arestas multiplas de sentidos opostos e € e7.

P(es) = (va,v5) # (vs,v4) = P(ey), vy é 0 inicio de eq e 0 final de ey , vs é o inicio de ey e o final de e ;

2. Arestas multiplas de mesmo sentido, e; e es.

P(e1) = P(e2) = (v2,v1), v2 é0inicio de ey e ey, v1 € 0 final;

3. Aresta simples, es.

P(es) = (v4,v3) # (v3,0v4), 0 sentido é de vy para v3 e ndo de vs para vy.

Observe que ndo tem muita finalidade orientar um lago, em termos de acesso, em uma
representacdo geométrica, pois trocando se o sentido da seta ndo muda a representacao

da aresta.

Grau de Vértices nos Digrafos

Ao orientarmos as arestas de um grafo G, dando um sentido para cada uma, modifi-
camos de maneira significa algumas caracteristicas de G. Podemos dizer, sem sombra de
duvida, que o digrafo obtido é um outro grafo. Por exemplo, no digrafo podemos definir

o grau de entrada e o grau de saida de um vértice v, conforme mostraremos a seguir.

Defini¢do 1.7. O grau de entrada de um vértice v é o niimero d.(v) de arestas que tem seu
final em v e 0 grau de saida de um vértice v é o mimero ds(v) de arestas que tem seu inicio em

v. Assim, d(v) = d.(v) + ds(v).

13
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No digrafo mostrado acima, temos que os graus dos vértices sdo:
o d.(v1) =2, ds(v1) =0 e d(vy) =de(v1) +ds(v1) =2;
o d.(v2) =0, ds(v2) =3 e d(v2) = de(v2) +ds(v2) = 3;
o do(v3) =3, ds(v3) =1 e d(v3) =d.(v3) +ds(v3) =4
o do(vs) =1, ds(vy) =2 e d(vy) = do(vs) + ds(v4) = 3;

e do(vs) =1, ds(vs) =1 e d(vs) = d.(vs5) + ds(vs5) = 2.

1.2.2 Grafo Rotulado

Definigao 1.8. Um grafo é dito rotulado quando a cada vértice ou a cada aresta estd associado

uma informagdo adicional.

AN ZN

G1 GZ

Figura 1.9: Grafo ndo Rotulado G; e Grafo Rotulado G,.
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Na figurao grafo G; é ndo rotulado. O grafo G, é rotulado, pois adcionamos letras
para representar os seus vértices. Poderiamos também termos adcionados informacoes

as arestas, conforme a figura[I.10]

1.2.3 Grafo Ponderado

Definicao 1.9. Um grafo G é dito ponderado se a cada aresta e de G associamos um niimero

real w(e) chamado de peso ou comprimento de e.

Até agora, apresentamos a representagdo gréfica dos grafos indicando as suas arestas
por um determinado termo e; onde s é um nimero natural que representa a ordem das

arestas. Se atribuirmos a cada aresta e; um valor w(e;) correspondente, teremos um grafo

ponderado.
02
.K
€4 ®
€1 U4
L
€2
| €3
U1
®
U3

Ao grafo da figura mostrado acima, fizemos as seguintes atribuicdes:
1. Para e; um valor w(e;) = 2;
2. Para e, um valor w(ey) = 3;
3. Para ez um valor w(e3) = 1;
4. Para ey um valor w(es) = §;
5. Para es um valor w(es) = 4.

Obtivemos assim o grafo ponderado da figura[1.10}
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Figura 1.10: Exemplo de Grafo Ponderado

1.2.4 Coloragio de Vértices

Defini¢ao 1.10. Uma coloragio de um vértice G é a atribuigdo de cores aos vértices de G, de modo
que vértices adjacentes tenham cores distintas. O menor niimero para a coloragio de um grafo G

é dito niimero cromitico e é indicado por x(G).

o\—/o < ‘ >‘ — o / \.
APV

o o
(@) x(Ws) =3 (b) x(We) = 4 @ x(Cy) =2 (@ x(Cs) =3
° ®
_ AN e o
Ly XK
«—e VN ¢ ® o/ \0
() x(Ky) =4 (f) x(K5) =5 () x(S5) =2 (h) x(S¢) =

Figura 1.11: Grafos W5, Ws, Cy4, Cs, Ky, K5, S4, S5 e seus respectivos ntimeros cromaticos.

Na figura temos oito grafos com seus respectivos niimeros cromaticos:

1. Na figura temos um ciclo com 4 vértices e com nimero cromético x(Cs) =2 e
na figura|l.11d| temos um ciclo com 5 vértices e com nimero cromatico x(Cs) = 3.

No geral para um ciclo C,, temos duas condigdes:
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(a) Sen é par entdo x(C,) = 2;

(b) Se n é impar entdo x(C,) = 3.

2. Na figura|l.11a/temos um grafo roda com 5 vértices e com ntimero cromatico x (Ws) =
3 e na figura temos um grafo roda com 6 vértices e com nimero cromédtico

X(We) = 4. No geral para um grafo roda W, temos duas condicdes:

(a) Se n é impar entdo x(W,) = 3;

(b) Se n é par entdo x(W,) = 4.

3. Na figura temos um grafo completo com 4 vértices e com ntimero cromédtico
X(K4) = 4 ena figura temos um grafo completo com 5 vértices e com niimero
cromatico x(Ks) = 5. No geral, um grafo completo com n vértices tem niamero

cromatico x(K,) = n.

4. Na figura [1.11g| temos um grafo estrela com 5 vértices e com ntimero cromético
X(Ss5) = 2 e na figura temos um grafo estrela com 6 vértices e com ntimero
cromatico x(S¢) = 2. No geral, um grafo estrela com n vértices tem niimero croma-

tico x(Sn) = 2, que é uma caracteristica dos grafos bipartidos.

Apresentamos coloragdo de grafos ciclos, grafos rodas, grafos completos e grafos es-
trelas (exemplos de grafos bipartidos) sem que definissimos esses grafos. Os grafos cita-

dos sdo tipos de grafos especiais que apresentaremos na préxima secgao.

1.3 Tipos Especiais de Grafos

Certos tipos de grafos desempenham papéis de destaque na teoria dos grafos. Fa-
remos mencao dos grafos completos, dos grafos bipartidos, dos grafos regulares e dos

grafos planares.

1.3.1 Grafos Completos

Definicao 1.11. Um grafo completo é um grafo simples onde quaisquer dois de seus vértices
sdo adjacentes. Um grafo completo com n vértices é denotado por K,,. O grau de cada um dos n

vértices de um grafo completo K,, é sempre (n — 1).
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Figura 1.12: Grafos Completos K,; n =1, 2, 3, 4.
Na ﬁgura temos uma sequéncia com os quatro primeiros grafos completos. Por
exemplo:

e O grafo K; é representado por um vértice isolado vy, sem aresta. K; é denominado

de grafo trivial.

e O grafo K3 possui trés vértices v4, vs, v6 com d(vs) = d(vs) = d(ve) = 2.

1.3.2 Grafos Bipartidos

Definicao 1.12. Um grafo é bipartido se seu conjunto de vértices pode ser dividido em dois
subconjuntos X,Y de modo que cada aresta tenha uma extremidade em X e a outra extremidade
em Y. Tal particio (X,Y) é chamada biparticio do grdfico, e X,Y suas partes. Denotamos um
grafo bipartido G com bipartigio (X,Y) por G[X, Y].

Se G[X, Y] é simples e cada vértice em X é unido a cada vértice em Y, entdo G é chamado um
grafo bipartido completo. Denotamos um grafo bipartido completo G[X, Y], com r vértices em

X e s vértices em Y, por K, 5. A menos dos digrafos consideraremos sempre r < s.

u Us r T2 r3 Y4

o
y‘s\l/y'g
NG
1 Y2

1 (%) U3 51 52 53 y
Ka3 Kss3 Kis
Figura 1.13: Trés Exemplos de Grafos Bipartidos Completos

Na figura temos trés exemplos de grafos bipartidos completos. Por exemplo:
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e O grafo bipartido completo K33

X = {u1, 1/!2}
K2,3 = Gl[X, Y] . ;

Y = {v1, v, v3}

e O grafo bipartido completo K 5

X ={x1}
K1/5 = Gg[X,Y] :

Y = {yl, Y2, Y3, Y4, ys}-

O grafo Kj,5 pertence a familia dos grafos estrelas. Grafos estrelas sdo grafos bipartidos

completos da forma Kj, ;.

1.3.3 Grafos Regulares

Defini¢do 1.13. Um grafo é k-regular se d(v) = k, para todo v € V. Um grafo regular é
aquele que é k-regular, para algum k. Por exemplo, um grafo completo de n vértices é um grafo

(n — 1)-reqular e o grafo bipartido completo com k vértices em cada parte é k-regular.

Os grafos K4 e K33 na figura e figura respectivamente, sdo 3 — regular, pois
todos os vértices tém grau 3.

O grafo K3 na figura é 2 — reqular, pois possui todos os vértices com grau 2.

oo o
I

\ )

o—©O @ { ]
A B 01 (%]
(a) Grafo Cy (b) Grafo Cs

Figura 1.14: Exemplos de Grafos 2-Regular

Na figura temos dois exemplos de grafos 2 — regular, o grafo C4 em e o
grafo Cs em
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1.3.4 Grafos Planares

Definicao 1.14. Um grafo é dito planar se admite uma representagio grdfica em que as arestas

ndo se cruzem. Exemplos de grafos planares sdo dados pelo grafo roda e pelo grafo grade.
A seguir definimos e exemplificamos o grafo roda e o grafo grade.

Defini¢ao 1.15. Um grafo W,,, com n > 3 vértices, é dito grafo roda se possui um desses vértices

com grau n — 1 e os demais vértices com grau 3.

D C (£
— )
\E/ v 0< ‘ \ v
5 8
o—© ® @
A B (%] (%)
(a) Grafo Roda Wjs (b) Grafo roda Wy

Figura 1.15: Exemplos de Grafos Roda
Na figura temos um grafo roda Ws. Observe que:
d(E)=4ed(A)=d(B)=d(C)=d(D) = 3.
Na figura [1.15b] temos um grafo roda We. Observe que:
d(ve) =5 e d(vy) =d(vy) =d(v3) =d(vg) = d(vs) = 3.

Defini¢do 1.16. Seja V o produto cartesiano {1,2,---,p} x {1,2,---,q}, isto é, o conjunto
de todos os pares ordenados (i,j) comi =1,2,---,pej=1,2,---,q. Dizemos que dois

elementos (i,j) e (7',]') de V sdo adjacentes se
i=ielj—j|=1ouj=jeli—i|=1

Essa relacio de adjacéncia define um grafo Gpx, sobre o conjunto V de vértices. Esse grafo é

conhecido como grade p-por-q.
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Figura 1.16: Grafos Grade G35

Na figura temos um grafo grade 3-por-5, onde cada vértice (i, j) foi representado
por a;;. Observe que o grafo grade é um grafo bipartido, pois podemos particionar o

conjunto V da seguinte maneira:

i,7) € X sei—+ | forpar,
Vo XUY . (i) j for p

(i,j) € Y sei+ j for impar.

Assim, X = {ay1, a13, a2, 31, 415,024, 33,435} € Y = {a12, 421, 14, a3, 32, 425, A34 }

1.4 Conectividades em Grafos

Nesta seccdo vamos tratar de um assunto que desempenha um papel muito relevante
na Teoria dos Grafos, a conectividade. Muitas situagdes modeladas por grafos podem ser
resolvidas por uma visita aos seus vértices através da exploracdo pelas suas arestas. Essa
visita pode ser feita por inspegao, no caso de pequenos grafos, ou por um processo mais
sistemdtico, chamado de busca, no caso dos grafos com grandes quantidades de arestas.

Para tratar da conectividade descrevemos algumas defini¢des e considera¢des impor-
tantes. Porém temos de ter cuidado com os digrafos, pois os conceitos apresentados a

seguir nem sempre sdo aplicados a eles.

1.4.1 Passeios e Caminhos

Definicao 1.17. Um passeio de um grafo G é uma sucessio de vértices e arestas

00€p01 * * * Uk—1€k—10k
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em que para todo i < k, a aresta e; incide nos vértices v; e viy1. Vg € 0 vértice inicial e vy é 0 vértice
final do passeio.

Um passeio é dito fechado se comega e termina no mesmo vértice, isto é, vy = v.

Um passeio ¢ dito trilha se ndo repete aresta, isto é, e; # ej para todo i,j < k.

Um passeio é dito caminho se ndo repete vértice, isto é, v; # vj para todo i, j < k.

Um passeio é dito ciclo se nio repete vértice a menos da origem, isto é, vg = vy e vy # v; para
todo i # k.

Uma trilha fechada chama-se um circuito.

€2
o .\_/.6\3 064
J

€1 U3
5
€6

es
U4 @

\____—®u

e7

Figura 1.17: Multigrafo G,

Do multigrafo da figura teremos as seguintes sequéncias como exemplos:

1. A sequéncia P; = v1e202e303€403€302874 € Um passeio, mas ndo é uma trilha, pois a

aresta ez aparece duas vezes;

€2

@
U3

eg

U4 @
Figura 1.18: Passeio P!

2. Asequéncia P, = vye10162020303e473€302 € um passeio fechado, pois inicia e termina

no vértice vy, mas ndo é uma trilha fechada, pois a aresta e3 aparece duas vezes;
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€2
e e [y
®

€1 U3

Figura 1.19: Passeio P(/!)

3. A sequéncia P; = wv3e3v2e101€2026804 € uma trilha, mas ndo é um caminho, pois
embora ndo se tenha repeticdo de uma mesma aresta, o vértice v, aparece duas

vezes;

]
K\UZ
(]

€1 03

es

U1 @

Figura 1.20: Passeio p)

4. A sequéncia Py = v3e3v2e101€20268746503 € uma trilha fechada, pois inicia e termina

no vértice v3, logo é um circuito;

€2
B e G
®

€1 03

eg es5

U4 @

Figura 1.21: Passeio P(!V)

5. A sequéncia P5 = v1e202e303e5046705 € um caminho, pois ndo hé repeticdo de vérti-

ces;
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e7

Figura 1.22: Passeio P(V)

6. A sequéncia Ps = vye3v3e504e872 € um ciclo, pois inicia e termina no vértice v,
e ndo tem repeticio de nenhum outro vértice. Em um ciclo, quaisquer vértice
pode ser escolhido para vértice inicial, por exemplo, as sequéncias vzesv4egv2€303

€ U4eg02e303657, representam o mesmo ciclo Ps.

(%)
e— 5
]
U3
es es5
U4 @
(Vi)

Figura 1.23: Passeio P

Neste trabalho a um caminho, com vértice inicial vy e vértice final vy, representaremos
por vy — v, e um ciclo representaremos por C, onde n é a quantidade de vértice do ciclo.

Um caminho, em um grafo simples, é completamente determinado pela sequéncia de
seus vértices, 0 que nem sempre acontece no multigrafo.

Veja as duas situagdes a seguir:
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02

U1 @ o1 06\3
®

U3

eg €5

L
® U5

Figura 1.24: Grafos Simples G,

1. No grafo simples G, da figura a sequéncia v1v203v405 determina um dnico

caminho, pois entre cada dois vértices s6 existe uma aresta;

02
U1 @ el 06\3
@
U3
€5
U4 €6

\. Us

Figura 1.25: Caminho v; — v5 em G

2. No multigrafo G, da figura a sequéncia v1020403 representa dois diferentes
caminhos, pois existem duas arestas paralelas, que tém como extremos v; e v, cada

uma contribuindo para um caminho.

U2 02
01 .T‘ U3 .T. U3
e U [
s / s\ e
U4 @ U4 @
(a) Caminho passando por e;. (b) Caminho passando por e;.

Figura 1.26: Caminhos v10,0403 em Gy

Definigao 1.18. O comprimento de um passeio (e em particular de um caminho) é o niimero de

arestas contadas com repetigoes, se ocorrer, que aparece no passeio ( e em particular no caminho).

25



O peso ou comprimento de um caminho em um grafo ponderado é definido como sendo a
soma dos pesos das arestas no caminho.

A distancia d(u,v) entre dois vértices u e v é o minimo dos comprimentos dos caminhos
entre os vértices u e v, isto é, d(u,v) = min{u — v}. Se ndo existir um caminho entre u e v,

dizemos que d(u,v) = oo.

Veja as duas situagdes a seguir:

’U

65

Grafo Simples G3

1. No grafo da figura[1.4]existem dois caminhos v3 — vy,
P1 1 0305010204 € P2 . U3050204.

O comprimento de P; é 4 e o comprimento de P, é 3, logo d(vs, v4) = 3.

(%) U2
® €4 ®
e1 U4 U4
L] @
/ vs Us
€2
€3 €3
U1
®
U3 U3
(a) Caminho P;. (b) Caminho P,.

Figura 1.27: Distancias dos Caminhos v3 — v4 em G3

2. No grafo da figura temos d(vy, vs) = oo
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1.4.2 Grafos Conexos

Defini¢do 1.19. Um grafo G é conexo se dados quaisquer dois vértices distintos u e v de G,
existe um caminho que se inicia em u e termina em v. Se G nio é conexo é dito desconexo.
Uma componente conexa de G é um subgrafo H de G, conexo, tal que para todo subgrafo I

de G, que contenha estritamente H, se tenha I desconexo.

U3

v 02 O/ i ® U1
\.

(43

U1 @
H, H;

Figura 1.28: Grafo G = H; U H

O grafo G da figura é desconexo, pois os vértices v1,v5 € G mas nado existe um

caminho v; — v5 e nem um caminho vs — v1. Hy e H, sdo componentes conexas de G.

Grafos Hamiltonianos

Defini¢do 1.20. Um caminho em um grafo G é dito Hamiltoniano se possui todos os vértices de
G. Da mesma forma, um ciclo Hamiltoniano é um ciclo que possui todos os vétices de G. Um

grafo que admite um ciclo Hamiltoniano é dito um grafo Hamiltoniano.

U5 U4 7010 U9
@ o——90
@ { o
U1 U2 U3 (43 07 (4]
G H

Figura 1.29: Grafo G Hamiltoniano e Grafo H ndo Hamiltoniano

Na figura temos dois grafos:
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1. O grafo G é Hamiltoniano, pois possui o ciclo Hamiltoniano v;v,v3040501;

(%3 U4
@ { ]
o @ @
U1 U2 (%]

Figura 1.30: Um Ciclo Hamiltoniano no Grafo G

2. O grafo H é ndo Hamiltoniano, apesar de possuir o caminho Hamiltoniano vgvev19vsv7.

010 (%]
o—0
o o o
Ve (%4 Ug

Figura 1.31: Um Caminho Hamiltoniano no Grafo H

O Problema do Caixeiro Viajante (PCV)

O PCV é um termo usado para denominar qualquer problema que pode ser mode-
lado em termos de ciclos Hamiltonianos em um grafo completo K,,. O PCV tem como
finalidade obter um ciclo Hamiltoniano de peso minimo em um grafo ponderado, este
ciclo pode ser obtido atrdves do método exaustivo.

O método exaustivo consiste em fazer uma lista de todos os ciclos Hamiltonianos do

grafo, calcular o peso de cada um e escolher aquele de menor peso.

Exemplo 1.3. Vamos usar o método exaustivo para, no grafo da figura determinar um ciclo

Hamiltoniano de peso minimo.
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Figura 1.32: Grafo Ponderado e Completo K5

Resolucdo 1.2. Um caminho Hamiltoniano em Ks é determinado por uma sequéncia dos cinco
vértices, todos distintos, em Ks. Se a sequéncia do caminho acrescentamos, no final, o mesmo
vértice que iniciou o caminho, teremos um ciclo Hamiltoniano. Em um ciclo ndo importa o vértice
inicial, jd que podemos comegar em qualquer vértice. Assim, fixando o vértice inicial como sendo

A e fazendo a listagem de todos os ciclos Hamiltonianos do grafo, teremos a tabela

ciclo Hamiltoniano peso do ciclo ciclo simétrico
ABCDEA 10+15+12+16+11 = 64 AEDCBA
ABCEDA 10+15+13 +16 + 14 = 68 ADECBA
ABDCEA 10+10+12+13+11 =56 AECDBA
ABDECA 10+10+16 +13 +9 = 58 ACEDBA
ABECDA 10+15+13+12+14 =64 ADCEBA
ABEDCA 10+15+16+12+9 =62 ACDEBA
ACBDEA 9+15+10+16+11 = 61 AEDBCA
ACBEDA 9+15+15+16+14 =69 ADEBCA
ACDBEA 9+12+10+15+11 =57 AEBDCA
ACEBDA 9+13+15+10+14 = 61 ADBECA
ADBCEA 14+10+15+13+11 =63 AECBDA
ADCBEA 14 +12+15+15+11 = 67 AEBCDA

Tabela 1.1: Ciclos Hamiltonianos de Ks, com seus Pesos

Verificamos assim que hd exatamente dois ciclos com peso minimo, o ciclo ABDCEA e seu
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simétrico AECDBA, em ambos os casos, o peso do ciclo é 56.
U

Para resolvermos o PCV em um grafo completo Ks, pelo método exaustivo, analisa-
mos 12 sequéncias. As 24 sequéncias possiveis aparece aos pares de sequéncias simétri-
cas, que possuem O mesmo peso.

No grafo completo K, um caminho Hamiltoniano pode ser determinado por n! maneiras
diferentes, pois teremos uma permutacdo de n elementos distintos. O ciclo Hamiltoni-
ano pode ser determinado por (n — 1)! maneiras diferentes, pois podemos fixar o vértice
inicial nas sequéncias. Assim, como cada duas sequéncias possuem o mesmo peso, sO
precisaremos analisar @ sequeéncias.

Nos grafos completo K,, com n > 5, 0 método exaustivo se torna muito cansativo e muito
pouco eficiente, no que diz respeito a quantidade de segéncias a ser analisadas. No grafo
K¢, por exemplo, teremos que analisar % = 60 sequéncias.

Para grafos mais complexos, com maior nimero de vértices, geralmente é usado uma

busca.

Um Caminho Hamiltoniano em um Grafo Grade

Muitas situagdes em grafos grades sdo trabalhadas por passeios em todos os seus vér-
tices. Por exemplo, A possibilidade de caminhos ou ciclos Hamiltonianos e a enumeracdo
de diferentes caminhos e ciclos Hamiltonianos.

Neste trabalho estamos interessado em como achar, em grafos grades, caminhos Hamil-
tonianos das formas (1,1) — (p,q),(1,1) — (1,9) e (1,1) — (p,1).

As condicdes necessdrias para existir caminhos Hamitonianos das formas citadas sao:

e Se p ou q sdo impares, entdo existe um caminho Hamiltoniano do tipo (1,1) —
(p,q). Se p for impar basta alternarmos as linhas sucessivamente, indo pela linha 1,
voltando pela linha 2 e assim, sucessivamente até chegar ao vértice (p, q). Se q for

impar, procedemos da mesma forma s6 que agora, alternando as colunas;

e Se p for par, entdo existe caminhos Hamiltonianos do tipo (1,1) — (p,1). Se p for
par basta alternarmos as linhas sucessivamente, indo pela linha 1, voltando pela

linha 2 e assim, sucessivamente até chegar ao vértice (p, 1).
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e Se q for par, entdo existe caminhos Hamiltonianos do tipo (1,1) — (1,4). Se q for

par basta alternarmos as colunas sucessivamente, indo pela coluna 1, voltando pela

coluna 2 e assim, sucessivamente até chegar ao vértice (1, q).

Exemplo 1.4. Vamos usar as condigoes descritas acima para achar, no grafo grade da figura

um caminho Hamiltoniano do tipo (1,1) — (p,q) e outro do tipo (1,1) — (1,q).

as1 asz ass a34
® @ ] ]

a1 a a3 24
® @ @

a1 a1 ai13 a14
o @ @ @

Figura 1.33: Grafo Grade Gz 4

Resolugdo 1.3. Na figura temos o grafo grade 3-por-4. Como p = 3 temos um caminho
Hamiltoniano (1,1) — (3,4) mostrado na figura Como q = 4 temos um caminho Hamil-
toniano (1,1) — (1,4) mostrado na figura|1.34b

O
as31 asp ass a34 a31 asz ass a34
o @ @ @ ® @ ® @
a1 a a3 a4 a1 a a3 a4
o @ @ ® o ® o
ai a2 a13 a4 a1 ain ai3 a4
o @ ] o o @ o

®
@ (1,1) - (3,4)

Figura 1.34: (a) Caminho Hamiltoniano (1,1) — (3,4) e (b) Caminho Hamiltoniano
(1,1) — (1,4).

(b) (1,1) - (1,4)

Exemplo 1.5. Vamos usar as condigdes descritas acima para achar, no grafo grade da figura[1.35]

um caminho Hamiltoniano do tipo (1,1) — (p,q) e outro do tipo (1,1) — (p,1).
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Figura 1.35: Grafo Grade G4x3

Resolugdo 1.4. Na figura temos o grafo grade 4-por-3. Como q = 3 temos um caminho
Hamiltoniano (1,1) — (4, 3) mostrado na figura Como p = 4 temos um caminho Hamil-

toniano (1,1) — (4, 1) mostrado na figura|1.36b

a4 a4 a43
@ @ o

as31 as2 as3
o o ®

a1 a az3
o o ®

a1l a2 ai3
o o o

@ (1,1) — (4,3)

(1,1) — (4,1).

1.4.3 Florestas e Arvores

O
a4 a4 43
@ @ @
as31 azp as3
® @ o
a1 a az3
o @ ®
a1l a2 a3
@ @ @

(b) (1,1) = (4,1)

Figura 1.36: (a) Caminho Hamiltoniano (1,1) — (4,3) e (b) Caminho Hamiltoniano

Definicdo 1.21. Um grafo G é dito uma floresta se ndo possui ciclos. Quasquer componente

conexa T de uma floresta G é chamada de arvore, isto é, T é um grafo conexo sem ciclos. Ao

denotarmos uma drvore por T estamos fazendo uma simplificagio de T = (V, E).

Um exemplo de floresta trivial é o grafo nulo. Um Grafo nulo com n vértices, denotado por

Ny, é um grafo sem aresta.
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Figura 1.37: Floresta com suas componentes conexas 11, 12, T3, Ty.

As arvores sdo amplamente utilizadas em diferentes aplica¢des e em diferentes dreas
de conhecimentos. As &rvores sdo consideradas, em muitos aspectos, como o mais sim-
ples entre os grafos. Entre os aspectos que demostram a simplicidade de uma &rvore,
podemos citar: O de possuir um tinico caminho entre quasquer dois de seus vértices e o
de ser, entre os grafos conexos, o que tem menor quantidade de arestas, quando conside-
ramos o mesmo nimero de vértices.

A seguir apresentaremos algumas defini¢des e teoremas, afim de caracterizar melhor

os aspectos de uma arvore.

Teorema 1.2. Um grafo T é uma drvore se e somente se existe um iinico caminho entre quaisquer

dois dos seus vértices.

Demonstragio. Seja T uma arvore e consideremos dois vértices u e v de T. Como T é co-
nexo entdo existe um caminho u# — v. Afirmamos que o caminho u — v é tnico, pois se
existisse outro caminho entre u e v teriamos um ciclo formado pela unido desses dois
caminhos, o que contradiz o fato de T ser um grafo sem ciclo.

Reciprocamente, se entre dois vértices quasquer de um grafo T existir um tinico cami-
nho, entdo T é conexo. Além disso, ndo podera haver ciclo: um ciclo significaria dois ca-

minhos distintos entre dois vértices de T, contradizendo o fato do caminho ser tinico. [
Teorema 1.3. Uma drvore T com n vértices possui exatamente n — 1 arestas.

Demonstragio. Seja T = (V, E) uma arvore com n vértices. Para n = 1 é facil verificar a
validade.

Vamos supor que seja valido para arvores com ntimeros de vértices 11 e 1 com 1 <
n1, ny < n. Assim, pelo teorema anterior, se tirarmos uma aresta de T entdo teremos duas
componetes conexas de T, que sdo arvores. Consideremos T7 com n; vértices e T, com

ny vértices, onde 1y + n, = n. Assim, por hipétese de indugdo, teremos T; com n; — 1

33



arestas e T, com n, — 1 arestas, logo

El=(m-1)+(m-1)+1=m+n-1-1+1=n-1

Arvore Geradora de um Grafo G

Defini¢do 1.22. Um subgrafo gerador T = (U, F) de um grafo conexo G = (V, E) é dito drvore
geradora de G se T é uma drvore. Observe que como T é um grafo gerador de G entdo U = V.

Um grafo G pode possuir mais de uma drvore geradora.

N 2N N

Figura 1.38: Grafos G e duas arvores geradoras de G, Ty e T.

Na figura temos um grafo G e duas arvores geradora de G, as arvores Tj e T>.
Observe que T; e T, tém cinco vértices, os mesmos de G, porém como sdo arvores, cada

uma possui quatro arestas (5 —1 = 4).

Arvore Orientada e Arvore Enraizada

Definicdo 1.23. Quando um digrafo T é uma drvore chamamos T de arvore orientada. Uma
drvore orientada é dita enraizada quando existe o vértice r, chamado de raiz, tal que d.(r) = 0
ed.(v) = 1paratodov € Vr e v # r. Em uma drvore enraizada, um vértice v é dito folha se
ds(v) = 0. A um vértice que ndo é uma folha chamamos de vértice interno.

Quando em uma drvore enraizada T todos os vértices internos tém grau de saida iqual a 2,
temos que T é uma arvore bindria. No geral, uma drvore enraizada T onde todos os vértices

internos tém grau de saida igual a m é dita uma drvore m-aria.

Na figura temos duas arvores enraizada que foram obtidas a partir da drvore

mostrada na figura Para cada uma escolhemos um vértice para ser raiz.
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Figura 1.39: Grafo T, arvore rotulada ndo orientada.
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(a) Grafo Ty, arvore bindria de raiz B. (b) Grafo Ty, arvore enraizada de raiz E.

Figura 1.40: Dois exemplos de arvores enraizadas

A darvore enraizada Tj, na figura é uma arvore binaria onde:

e B¢ o vértice raiz, pois d.(B) =0ed.(v) =1; v # B;

e Ovértices C, D, H, I, J e K sdo folhas, pois ds(v) = 0; v=C,D,H, I, ],K;

e A, B,E, FeGsdo os vértices internos, pois ds(v) =2 #0; v = A,B,E, F,G.

A arvore T, de raiz E, na figura ndo é uma drvore m - dria, pois, por exemplo,

3 =dy(E) # ds(A) = 2.
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CAPITULO 2

CLASSIFICACAO DAS QUESTOES DO NOVO ENEM

Fizemos um levantamento das questdes de andlise combinatéria e probabilidade nas
provas de matemdtica. Na andlise prévia ndo foram encontradas questdes com referén-
cias ao estudo de grafos, mas encontramos no exame muitas questdes que tem uma "rou-
pagem"de grafo, isto é, questdes com ilustragdes que nos remetem a representagdo geo-
métrica de um grafo, e tantas outras questdes que podem ser modeladas com grafos.

O fato de acharmos muitas questdes com ilustragdes que nos remetem a representagdo
geométrica de um grafo nos levou: a selecionar as questdes possiveis de serem modeladas
e classificar as questdes selecionadas.

As provas analisadas correspodem as provas amarelas do periodo de 2009 a 2016,
periodo do "Novo ENEM".

As questdes que ja tém ilustragdes que nos remetem a representacdo geométrica de
um grafo, classificamos de questdes modeladas e, as questdes que podem ser modeladas
por grafos, questdes de andlise combinatéria e probabilidade, chamamos de questdes

modelaveis.

2.1 Questoes modeladas

As questdes classificadas como modeladas foram: questdo 137 de 2009; questdes 156 e
174 de 2010; questdo 175 de 2011; questdo 154 de 2012; questdes 160 e 161 de 2013; questdo
147, na primeira aplicac¢do, e questdo 170 na segunda aplicacdo de 2016. Nas provas dos

anos 2014 e 2015 nao foi encontrada questdo considerada modelada.
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Na investigac¢do das provas do Enem, nos anos de 2009 a 2016, classificamos como
modeladas nove questdes, das quais duas estavam na prova de 2016, sendo uma para

cada aplicacdo.

2.2 Questoes modelaveis

As questdes classificadas como modelaveis foram: questdes 145 e 171 de 2009; questao
170 de 2010; questdes 167 e 174 de 2011; questdes 173 e 174 de 2012; questdes 175, 176 e
177 de 2013; questdes 144, 147, 151, 152, 162 e 166 de 2014; questdes 142, 149, 158, 170 e
175 de 2015; questdes 153 e 157, na primeira aplicacdo, e questdes 176 e 180 na segunda
aplicacdo de 2016.

Na investigacdo das provas do Enem, nos anos de 2009 a 2016, classificamos como
modeldveis vinte e cinco questdes, das quais quatro estavam na prova de 2016, sendo

duas para cada aplicagao.
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CAPITULO 3

ANALISE DAS QUESTOES MODELADAS

Neste capitulo analisaremos as questdes classificadas como modeladas. Como essas
questdes ja tém ilustragdes que nos remetem a representacdo geométrica de um grafo,
usaremos outros grafos para auxiliar a resolugdo. A andlise das questdes modeladas

correspondem a trés agdes: resolugdo, comentario e pensando com grafo.
e Na resolugdo, resolvemos a questdo sem referéncia ao estudo de grafos;

e No comentario procuramos fazer uma ponte entre a resolugdo e o pensando com

grafo;

e No pensando com grafo procuramos resolver ou estabelecer dicas de como a ques-

tdo pode ser resolvida com referéncia ao estudo dos grafos.
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3.1 Questao 137 da prova amarela do Enem 2009.

137 I

O mapa ao lado representa um T
bairro de determinada cidade, . Y—

l—i

no qual as flechas indicam o le l
X
!

sentido das mdos do trafego.

Sabe-se que esse bairro  foi :
planejado e que cada guadra T l
representada na figura & um - — — —F
terreno quadrado, de lado igual l T l

a 200 metros. e et el Lo

Desconsiderando-se a largura das ruas, qual seria o
tempo, em minutos, gue um dnibus, em velocidade
constante e igual a 40 km/h, partindo do ponto X,
demoraria para chegar até o ponto Y7

9 25 min. @ 1.5 min.
& 15 min. @ 0,15 min.
® 25 min

Figura 3.1: Questado 137 - prova amarela Enem 2009

Resolucdo 3.1. Nesta questdo, precisamos achar o tempo, em minuto, que um onibus, em ve-
locidade constante de v = 40 km/h, partindo do ponto X, demoraria para chegar até o ponto
Y.

Sendo a velocidade definida como a razdo entre a distdncia percorrida e o tempo gasto no per-
curso, devemos encontrar o caminho entre o ponto X e o ponto Y, determinar a distdncia percorrida
d , fazer as devidas tranformagdes de unidades e achar o resultado.

Sequindo as setas partindo do ponto X até chegar ao ponto Y sdo contadas cinco setas, cada
uma medindo 200m = 0,2 Km, seque qued = 5-0,2 = 1km e como é v = 40 km/h. Logo o
tempo gasto no percurso é de
da 1

t==

— 40h =1,5min

0

Comentirio 3.1. O resultado apresentado na resolugio 3.1|estd em conformidade com o gabarito
oficial apresentado pelo Inep, porém existem outras possibilidades.

Se consideramos o grafo simplificado do mapa do bairro da tabela como uma modelagem
do problema, entiio a resposta estaria correta, pois teriamos apenas uma posssibilidades de desloca-

mento do onibus, o caminho X — Y mostrado na tabela[3.1b}

39



A—B——G A B
(a) Suposta Simplificagdo do Mapa do (b) caminho de X a Y,

Bairro.

Tabela 3.1: Digrafos auxiliares (a) e (b), Questao 137

Mas o grafo que representa um modelo para o problema é o mostrado na tabela

G H
F E D Y I
X C J K
S A B L M

R Q P N @)

Tabela 3.2: Digrafo do Mapa da Cidade

Pensando com Grafo 3.1. Fizemos inspegio aos vértices para mostrar que existem duas possi-

bilidades de passeio para o 6nibus de X para Y. Abaixo apresentamos os dois passeios possiveis

P;— Partindo de X, passaremos por A, passaremos por B, passaremos por L, passaremos vor N,
1
passaremos por P, passaremos por B, passaremos por C, passaremos por D e chegaremos em

Y;
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NN
O)—{C)—1—x
R OSR
R——Q——(P)—(N)—0

Tabela 3.3: Digrafo - Passeio P;

P,— Partindo de X, passaremos por A, passaremos por B, passaremos por C, passaremos por D e

chegaremos em Y;

R Q p N @)

Tabela 3.4: Digrafo - Passeio P>

Os dois passeios apresentados sdo trilhas, mas P, é um caminho.
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3.2 Questao 156 da prova amarela do Enem 2010.

Questao 156

A figura | abaixo mostra um esquema das principais vias
que interligam a cidade A com a cidade B. Cada nimero
indicado na figura |l representa a probabilidade de pegar um
engarrafamento guando se passa na via indicada. Assim,
ha uma probabilidade de 30% de se pegar engamafamento
no deslocamento do ponto C ao o ponto B, passando pela
estrada E4, e de 50%, guando se passa por E3. Essas
probabilidades 550 independentes umas das outras.

< c
E3, ) i
E1 0.5 08
Ed4 0.3
B A B A
EG D&
E2
E . 0.4 il
] D
Figura | Figura Il

Paula deseja se deslocar da cidade A para a cidade
B wusando exatamente duas das vias indicadas,
percorrendo um trajeto com a menor probabilidade de
engarrafamento possivel.

O melhor trajeto para Faula é

E1E3.
E1E4.
EZE4.
EZES.
EZEG.

e o

Figura 3.2: Questdo 156 - prova amarela Enem 2010

Resolugdo 3.2. Para responder esta questio, precisamos analisar as quatros possibilidades de
trajeto que Paula pode percorrer e determinar aquela que oferece a menor probabilidade de engar-
rafamento possivel. Sabendo que cada possibilidade de trajeto é formada por duas estradas que se
interligam com probabilidades de engarrafamento independentes.

Analisando os cinco trajetos que aparecem nas alternativas da questdo e considerando que,

“um trajeto que oferece a menor probabilidade de engarrafamento possivel "é aquele que oferece

maior probabilidade de ndo engarrafamento nas duas vias. Segue que:
1°. No trajeto EIE3 (1—-0,8)-(1—-0,5)=0,2-0,5=0,10;

2°. No trajeto E1E4 (1—0,8) - (1—0,3) =0,2-0,7 = 0,14;
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3°. No trajeto E2E5 (1 —0,7)-(1—-0,4) =0,3-0,6 =0,18;

4°. No trajeto E2E6 (1—-0,7)-(1—-0,6) =0,3-0,4=0,12;

5°. O trajeto E2E4 nio é possivel.

Logo, o trajeto que oferece a menor probabilidade de engarrafamento possivel é o E2E5.

Comentario 3.2. O uso de drvores em questdes como a apresentada é interessante para mostrar
todas as situagoes possiveis. Assim, teremos uma maior possibilidade de arqumentacio para a
questdo. Para termos uma maior clareza na resolugdo da questio vamos fazer o uso de drvores de

possibilidades.

Pensando com Grafo 3.2. Consideramos em cada drvore os termos s e ¢ para designar, reepec-
tivamente, sem engarrafamento e com engarrafamento, isto é, se existe uma probabilidade de 80%
com engarramento, entdo existe uma probabilidade de 20% sem engarramento. Assim, por exem-
plo, o rétulo Cs significa chegar no vértice C sem engarrafamento e o rétulo Bc3 significa chegar

no vértice B pela estrada E3 com engarrafamento.

1. O grafo da figura[3.3|mostra uma drvore em que, os caminhos determinam as probabilidades
de engarrafamento nas duas estradas, ou em uma das estradas, ou em nenhuma das estradas
usadas no trajeto E1IE3. Como a probabilidade de nio pegar engarrafamento na estrada E1
e na estrada E3 é representado pelo caminho A; 0,2; Cs; 0,5; Bs3, Assim a probabilidade de

menor engarrafamento possivel no trajeto E1E3 é dada por P =0,2-0,5=0,1.

/N
/ \

Cc Cs

/[ \ /[ \

05 05 05 05

/ \ / \

Bc3 Bs3 Bc3 Bs3

Figura 3.3: Arvore das possibilidades no trajeto E1E3

Analogamente, para outros trajetos temos:
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2. A probabilidade de nio pegar engarrafamento na estrada E1 e na estrada E4 é representado
pelo caminho A; 0,2; Cs; 0,7; Bs4, Assim a probabilidade de menor engarrafamento possivel

no trajeto E1E4 é dada por P =0,2-0,7 =0, 14. Veja a figura

A
/N
0,8 0,2
/ \

Cc Cs

/N / \
0,3 0,7 0,3 0,7
/ \ / \

Bc4 Bs4 Bc4 Bs4

Figura 3.4: Arvore das possibilidades no trajeto E1E4

3. A probabilidade de nio pegar engarrafamento na estrada E2 e na estrada E5 é representado
pelo caminho A; 0, 3; Ds; 0,6; Bsb, Assim a probabilidade de menor engarrafamento possivel

no trajeto E2E5 é dada por P =0,3-0,6 =0, 18. Veja a figura

A
AN
0,7 0,3
/ \

Dc Ds

/ 0\ / o\
04 0,6 04 0,6
/ \ / \

Bcb Bs5 Bcb Bs5

Figura 3.5: Arvore das possibilidades no trajeto E2E5

4. A probabilidade de ndo pegar engarrafamento na estrada E2 e na estrada E6 é representado

pelo caminho A; 0, 3; Ds; 0,4; Bs6, Assim a probabilidade de menor engarrafamento possivel
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no trajeto E2E6 é dada por P = 0,3 - 0,4 = 0,12. Veja a figura

A
AN
0,7 0,3
/ \

Dc Ds

/ [\
0,6 04 0,6 04
/ \ / \

Bc6 Bs6 Bc6 Bs6

Figura 3.6: Arvore das possibilidades no trajeto E2E6

Logo o trajeto que oferece a menor probabilidade de engarrafamento possivel é o E2ED.
O

Se consideramos que Paula deve evitar engarrafamento em pelo menos uma das es-

tradas, teremos:

1°. No trajeto EIE3 P =1-[(0,8) - (0,5)] =1 — 10,40 = 0, 60;
2°. No trajeto E1IE4 P =1-1[(0,8)-(0,3)] =1-10,24 =0,76;
3°. No trajeto E2E5 P =1—-1[(0,7)-(0,4)] =1-0,28 =0,72;

4°. No trajeto E2E6 P =1—[(0,7) - (0,6)] =1 — 0,42 = 0,58.

Assim, o trajeto que oferece a menor probabilidade de engarrafamento possivel é o E1E4.
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3.3 Questao 174 da prova amarela do Enem 2010.

Questio 174

Jodo mora na cidade A e precisa visitar cinco clientes,
localizados em cidades diferentes da sua. Cada trajeto
possivel pode ser representado por uma sequéncia de
7 letras. Por exemplo, o trajeto ABCDEFA, informa que
ele saira da cidade A, visitando as cidades B. C, D, E 2
F nesta ordem, voltando para a cidade A. Além disso,
o ndmero indicado entre as letras informa o custo do
deslocamento entre as cidades. A figura mostra o custo
de deslocamento entre cada uma das cidades.

[ fﬂ_:_i——___ '

Como Jo&o quer economizar, ele precisa determinar qual
o trajeto de menor custo para visitar os cinco clientes.
Examinando a figura, percebe que precisa considerar
somente parte das sequéncias, pois o5 frajetos
ABCDEFA e AFEDCBA t2m o mesmo custo. Ele gasta
1min30s para examinar uma sequéncia e descartar sua
simétrica, conforme apresentado.

O tempo minimo necessario para Jodo verificar todas as
sequéncias possiveis no problema é de

60 min.
20 rmin.
120 min.
180 min.
360 min.

RO

Figura 3.7: Questdo 174 - prova amarela Enem 2010

Resolucdo 3.3. Para responder esta questdo, precisamos achar a quantidade de trajetos possiveis
que Jodo precisa analisar, separd-los em duplas de trajetos simétricos e usar a quantidade de duplas
para determinar o tempo minimo que Jodo precisa para verificar todas as duplas.

A quantidade de trajetos iniciados e terminados na cidade A é 5!, pois:
Existe 1 maneira de escolher a primeira cidade de um determinado trajeto, cidade A;
Existe 5 maneiras de escolher a segunda cidade, dada que a primeira cidade jd foi escolhida;

Existe 4 maneiras de escolher a terceira cidade, dada que a sequnda cidade jd foi escolhida;
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Existe 3 maneiras de escolher a quarta cidade, dada que a terceira cidade jd foi escolhida;
Existe 2 maneiras de escolher a quinta cidade, dada que a quarta cidade jd foi escolhida;
Existe 1 maneiras de escolher a sexta cidade, dada que a quinta cidade jd foi escolhida;
Existe 1 maneiras de escolher a cidade que finalizar o trajeto, a prépria cidade A.

Assim, existem 3 duplas de trajetos simétricos. Como cada dupla é verificada por Jodo em

1min30s, isto é, 1,5 min. Logo, o tempo minimo que Jodo precisa para verificar todas as duplas é

!
t:1,5-%:1,5-%:1,560:907}11}1.

0

Comentario 3.3. O enuciado desta questio, embora nio seja dito, tem um contexto de grafo.
Observe que a propria representagdo grifica se refere a um grafo completo K. A questdo nos
remete a uma situagio do PCV, que objetiva, determinar um ciclo Hamiltoniano de peso minimo,
num grafo ponderado em que cada aresta possui seu custo (peso). Porem, como o Estudo de Grafo
ndo é um assunto que aparece no curriculo do Ensino Médio Brasileiro, o Exame se limitou a
cobrar somente a contagem de caminhos entre as cidades, que embora seja um assunto de grafo,
pode ser analisada no universo da Andlise Combinatdria presente no curriculo do Ensino Médio
Brasileiro.

Os grafos completos tém a caracteristica de serem totalmente conectados, isto é, quaisquer dois de
seus vértices sio adjacentes. Isto mostra a possibilidade de sempre existir um ciclo Hamiltoniano
quando, partimos de um determinado vértice, percorremos os demais vértices e retornamos ao

vértice inicial.

Pensando com Grafo 3.3. Mostraremos como se pode determinar o niimero de ciclos Hamilto-

nianos escrevendo o grafo completo como se fosse uma drvore.
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Figura 3.8: Arvore - Contagem dos Ciclos Hamiltonianos.

Observe primeiramente, que vértices com mesmo rétulo na drvore representam um 1inico vér-
tice de grau 5 no grafo completo e que sempre podemos sair de um vértice inicial, passar pelos
outros cinco vértices e retornar ao vértices inicial. Mas organizado dessa forma é mais ficil de
perceber todos os ciclos Hamiltoniano. Observe também que, tratando-se de ciclo, ndo importa
o vértice escolhido para ser o inicial. Porém, o vértice A foi escolhido como vértice inicial, pois

representa, na questdo, A cidade onde Jodo mora. Assim, partindo do vértice A, teremos em:

Ni1— 5 possibilidades de sair para os outros 5 vértices;

N>— 4 possibilidades de sair para os outros 4 vértices, dado que o segundo vértice foi escolhido,

por exemplo o vértice B;

N3— 3 possibilidades de sair para os outros 3 vértices, dado que o terceiro vértice foi escolhido,

por exemplo o vértice C;

Ny— 2 possibilidades de sair para os outros 2 vértices, dado que o quarto vértice foi escolhido, por

exemplo o vértice D;

Ns— 1 possibilidade de sair para o sexto e iiltimo vértice, dado que o quinto vértice foi escolhido,

por exemplo o vértice E;

N¢— 1 possibilidade, pois s6 nos resta sair do sexto vértice, por exemplo o vértice F, e retornar ao

vértice inicial. Para isso usaremos a aresta FA.

Logo teremos 5! = 120 ciclos Hamiltonianos e 60 duplas de ciclos simétricos.
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3.4 Questao 175 da prova amarela do Enem 2011.

QUESTAO 175 TEEEEEEXEEXEEREE

Um técnico em refrigeragao precisa revisar todos os
pontos de saida de ar de um escritorio com varias salas.

Ma imagem apresentada., cada ponto indicado
por uma letra & a saida do ar, e os segmentos sdo as

tubulagdes.
L G
L aF
| » .y
) L2 -
K J

Iniciando a revisao pelo ponto K e terminando em F, sem
passar mais de uma vez por cada ponto, o caminho sera
passando pelos pontos

0O KleF

0 K JI,GLeF
® K.LGIJHeF
® K JLH I, G LeF
@ K.LLGILH JeF

Figura 3.9: Questdo 175 - prova amarela Enem 2011

Resolucdo 3.4. Nesta questdo, precisamos determinar o caminho em que o técnico deve passat,
iniciando no ponto K, revisando todos os pontos uma iinica vez, até finalizar no ponto F.
Verificando inicialmente as alternativas, percebe-se que as alternativas A e B pode ser descartadas,
pois a revisdo precisa ser feita pelos 7 pontos e nas alternativas A e B tém-se 3 e 6 pontos respecti-
vamente.

Analisando as outras alternativas tem-se:
(©) O caminho que passa pelos pontos K, L, G, I, ], H e F responde a questio;

(D) Nio temos um caminho que passa pelos pontos K, |, H, I, G, L e F, pois ndo existe tubulagdo

direta ente os pontos L e F ;

(E) Ndo temos um caminho que passa pelos pontos K, L, G, I, H, | e F, pois ndo existe tubulagdo

direta ente os pontos J e F ;
Concluimos entdo, que C é a alternativa correta.
O

Comentario 3.4. O que se pretende com a questdo é determinar um caminho Hamiltoniano que

tem inicio no vértice K e término no vértice F, porém ndo é dito no enunciado. Ndo encontramos
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nenhum assunto de Ensino Médio para referenciar estd questdo, por isso, fizemos uma andlise
das alternativas eliminado as incoerentes. Reforcamos aqui a necessidade, levantada por algumas

dissertagdes do Profmat, de uma abordagem de grafos no Ensino Médio.

Pensando com Grafo 3.4. Vamos resolver estd questio enfocando um caminho Hamiltoniano
em um grafo grade. Na figura temos um subgrafo do grafo da figura Esse subgrafo é
um grafo grade 2-por-3 acrescido de um vértice I. Observe que q = 3 (quantidade de coluna do
grafo grade). Assim, temos que existe um caminho Hamiltoniano K — F, iniciando pela coluna 1,
voltando pela coluna 2 e sequindo pela coluna 3, mostrado na figura

Concluimos entdo, que o caminho K — F é representado pela sequéncia K, L, G, 1, ], HeF.

0
L G F L G F
o—0o—0©o .—T L
I T I T
o—0—0© [ o—©O
K J H K ] H
(a) Um Subgrafo (b) Caminho K — F

Figura 3.10: (a) Subgrafo Gerador do Grafo da Questao, (b) Caminho Hamiltoniano
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3.5 Questao 154 da prova amarela do Enem 2012.

QUESTAD 154

Jodo propts um desafs &8 Bruno, seu colega de
classe: e la descrever um deslocaments pela piramide
a sequir @ Bruno deveria desenhar a projecio desse
deslocamento no plano da base da pirarmide.

E

1]
B

O deslocamente descrln por Jo&o Tok mova-se pela
piramide, sampre em linha reta, do ponte A a0 ponto E,
a seguir do ponts E &0 ponto M, & depois de M a C.

O desenho que Brono deve fazer &

Figura 3.11: Questao 154 - prova amarela Enem 2012

Resolugdo 3.5. Supondo a piramide regular, a base ABCD é um quadrado e a projegdo ortogonal
da pirdmide sobre sua base tem o ponto E como centro do quadrado. (veja a figura[3.12a). Conforme
Jodo propds a Bruno, o deslocamento é do ponto A ao ponto E, a seguir do ponto E ao ponto M, e

depois de M a C, que estd representado na figura[3.12b] Logo a alternativa correta é C.
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A B
(a) Projecao da Piramide sobre a Base (b) Deslocamento Proposto por Jodo

Figura 3.12: Resolugdo da Questdo 154 - prova amarela Enem 2012

Comentario 3.5. A questdo foi resolvida considerando a pirdmide reqular. Porém, no enunciado
ndo temos as caracteristicas da pirdmide o que nos levam a interpretagio visual do desenho. No
estudo de grafos basta considerarmos uma representagio da pirdmide em um grafo planar, onde o

vértice E esteja equidistante aos vértices A, B, C, e D.

Pensando com Grafo 3.5. Podemos representar uma projecdo da pirdmide sobre sua base por
um grafo roda. Observe que na figura representamos a pirdmide por um grafo roda W,
pois consideramos o vértice M pertencente a ciclo que representa a base da pirdmide, esse vértice
preserva a mesma posi¢do que aparece na pirdmide para que o modelo grafo seja o mais fiel possivel
ao enuciado da questdo. Assim, na figura temos a solugdo do deslocamento, representado
pelo Caminho A — C), proposto por Jodo.

, A
| Jo!
¢
®

v

l E
io M 5 /o o M
® - ®
A B A B
(a) Grafo Roda Wy (b) Deslocamento (Caminho A — C)

Figura 3.13: Representacdes da Piramide em Grafo Planar
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3.6 Questao 160 da prova amarela do Enem 2013.

QUESTAD 160 ]

Um programa de edicdo de imagens possibiita
ranafommar figuras &m oulras mals complexas. Deseja-se
consiruir urma nova figura & partsr da onginal. A nova figura
devie apresentar simedria em relacio ao ponbo O.

o}
Figura original
Almagem que representa & nova figura &
a ﬂ
[}
ﬂ E
o
ﬂ 5
&
@ %
ﬂ %

Figura 3.14: Questdo 160 - prova amarela Enem 2013

Resolucdo 3.6. Nesta questio, devemos construir, a partir da figura dada, uma nova figura que
apresente simetria em relagdo ao ponto O. Cosiderando a figura dada como sendo um tridngulo

ACD escrito no retdngulo OBCE conforme a figura Temos a seguinte construgdo, conforme
a figura

e Na reta BO marca-se os pontos A’ e B tais que A'O = AO e B'O = BO;

e Na reta EO marca-se o ponto E' tal que E'O = EO;
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e Na reta CO marca-se o ponto C’ tal que C'O = CO;

e Na reta DO marca-se o ponto D’ tal que D'O = DO.

Liga-se os pontos achados conforme a figura obtendo a figura 3.16b] que é a mesma da

alternativa E da questao.

C B
D A
E O
(a) Figura Dada com Vértices.
C B
D A
EI
E O
A’ D’
B’ C

(b) Retas de Construcéo e os Pontos Simétricos.

Figura 3.15: Construcdo dos Pontos Simétricos da Figura Dada.
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D A
EI
E @)
A’ D’
B’ C

(a) Construcdo da Nova Figura.

C B
D A
E/
E @)
A’ D’
B’ C

(b) Nova Figura com Simetria no Ponto O.

Figura 3.16: Construcdo e Finalizacdo da Nova Figura.

Comentario 3.6. Resolvemos a questdo tomando referéncia a geometria analitica, que é o mais

adequado para estd questio. Porém, vamos construir a nova figura usando um grafo grade.

Pensando com Grafo 3.6. Consideremos o grafo nulo com 15 vértices dispotos como grafo grade
sem arestas conforme a ﬁgum Os seis vértices rotulados (O, A, B, C, D e E) representam a
figura dada.

Para construir a nova figura achamos primeiramente os vértices simétricos dos vértices B, E e C,
que estiio representados na figura[3.17be depois os vértices simétricos dos vértices A e D, que estiio
representados na figura Observe que o vértices C', por exemplo, foi determinado a partir
da aresta OC, através de um giro de 180° em torno do vértice O. Analogamente determinamos os
demais vértices simétricos.

Na figura[3.17d|temos a solugio da questdo jd com todos os vértices e arestas que finalizam a nova

figura.
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Ce @B
De oA
EFe 'Ye)
[ ) ]
[ J o
(a) Grafo da Figura Dada.
ce ®B

(@)
(] A’
(] B’

L Yeu

(c) Grafo - Vértices simétricos de A e D.

cCe ®B ®
D.\‘A o
Ee® @ @ L’
O
) ) o
[ ) B @ e/

(b) Grafo - Vértices Simétricos de E, Be C.

@)
A’ D’
B/ B C/
(d) Grafo da Nova Figura.

Figura 3.17: Grafos - Construcao da Nova Figura.
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3.7 Questdo 161 da prova amarela do Enem 2013.

QUESTAO 161

Um artesdo de joias tem a sua disposicaoc pedras
brasileiras de trés cores: vermelhas, azuis e verdes.

Ele pretende produzir joias constituidas por uma liga
metalica, a partir de um molde no formato de um losango
nao quadrado com pedras nos seus vertices, de modo
gue dois vértices consecutivos tenham sempre pedras de
cores diferentes.

A figura ilustra uma joia, produzida por esse artesdo,
cujos vertices A, B, C e D correspondem as posicoes
ocupadas pelas pedras.

Com base nas informacbes fornecidas, quantas joias
diferentes, nesse formato, o artesao podera obter?

06
0 12
® 18
® 24
2 36

Figura 3.18: Questdo 161 - prova amarela Enem 2013

Resolugdo 3.7. Nesta questio devemos determinar quantas joias diferentes, no formato de um
losango ndo quadrado, com pedras nos seus vértices, o artesido poderd obter de modo que dois
vértices consecutivos tenham sempre pedras de cores diferentes. O artesdo tem a sua disposigio,
para construir as joias, pedras de trés cores: vermelhas, azuis e verdes.

As joias podem ser construidas considerando os trés tipos a sequir:

1. Os pares de vértices nas posigoes A e C, B e D possuem as mesmas cores. Por exemplo, os
vértices em A e C com cor vermelha e os vértices em B e D com cor azul. Assim, existem 3
maneiras de escolhermos a cor do par de vértices em A e C, e 2 maneiras de escolhermos a

cor do par de vértices em B e D. Logo, temos 3 - 2 = 6 possibilidades para esse tipo de joias.

2. O par de vértices nas posicoes A e C tem mesma cor e os vértices nas posigoes B e D com

cores diferentes. Por exemplo, os vértices em A e C com cor vermelha, o vértice em B com
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cor azul e o vértice em D com cor verde. Assim, existem 3 maneiras de escolhermos o par
em A e C, 2 maneiras de escolhermos o vértice em B e 1 maneira de escolhermos o vértice
em D. Mas a permutagdo dos vértices em B e D representam a mesma possibilidade. Logo,

temos 22 = 3 posibilidades para esse tipo de joias.

3. O par de vértices nas posi¢oes B e D tem mesma cor e os vértices nas posigoes A e C com
cores diferentes. Por exemplo, os vértices em B e D com cor vermelha, o vértice em A com
cor azul e o vértice em C com cor verde. Assim, existem 3 maneiras de escolhermos o par em
B e D, 2 maneiras de escolhermos o vértice em A e 1 maneira de escolhermos o vértice em C.
Mas a permutagio dos vértices em A e C representam a mesma possibilidade. Logo, temos

32 = 3 posibilidades para esse tipo de joias.

Concluimos entdo que o artesio poderd obter um total de 6 + 3 + 3 = 12 joias.

O

Comentario 3.7. O que se deseja com esta questido é uma coloragdo de vértices cuja defini¢ido

’

aparece no enunciado ”- - - de modo que dois vértices consecutivos tenham sempre pedras de cores
diferentes”. Obeserve conforme o enunciado que os vértices A, B, C e D correspondem as posicdes
ocupadas pelas pedras.

Se os vértices A, B, C e D fazem partem das joias, entdo teremos um resultado diferente daquele

apresentado, pois as pedras serdo diferenciadas pelos vértices A, B, C e D, obtendo assim 18 joias.

Pensando com Grafo 3.7. Como os vértices A, B, C e D correspondem as posigdes ocupadas
pelas pedras, isto é, que as pedras ndo sdo diferenciadas pelos vértices A, B, C e D. Assim, quando
tivermos, por exemplo, uma joia conforme representada pelo grafo |y da figura[3.19a|serd idéntica
a uma joia |, representada pelo grafo da figura A drvore da figura mostra as possi-
bilidades de coloragio para os vértices dos grafos que representam as joias. Onde primeiramente
escolhemos as cores dos vértices colocado nas posicoes A e C e depois, escolhemos as cores dos

vértices B e D. Logo, obteremos uma quantidade de 6 4 3 + 3 = 12 joias.
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VAWAN
N/ \/

(a) Grafo [ (b) Grafo J»

Figura 3.19: Joias Idénticas.

Figura 3.20: Arvore de Possibilidades na Construcdo das Joias.
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3.8 Questao 147 da prova amarela do Enem 2016 (Primeira Apli-

cagao).

QUESTAOD 147

Um adolescente val a um pargue de diversoes
tendo, proritaramente, o desejo de Ir a um bringuedo
gue se encontra na area IV, dentre as areas I 1, I, IV
e V existentes. O esguema ilustra o mapa do parque,
com a localizacdo da entrada, das cinco areas com oS
bringuedos disponiveis & dos possiveis caminhes para se
chegar a cada area. O adolescente nao tem conhecimento
do mapa do pargue @ decide ir caminhando da entrada
até chegar a area IV,

e

Suponha que relativamente a cada ramificacio,
as opcdes existenles de percurso pelos caminhos
apresentem iguais probabllidades de escolha, que a
caminhada fol feita escolhendo ao acaso os caminhos
exislentes @ gue, ao tomar um caminho que chegue a
uma area distinta da IV, o adolescente necessanaments
passa por ela ou retoma.

Messas condictes, a probabllidade de ele chegar & drea
IV gem passar por outras areas @ sem relomar é igual a

Figura 3.21: Questdo 147 - prova amarela Enem 2016 (Primeira Aplicagao)

Resolucdo 3.8. Nesta questdo precisamos achar a probabilidade de um adolescente chegar a drea
1V. O adolecente tem que entrar no parque e percorrer os possiveis caminhos sem passar por outras
dreas e sem retornar. Na figura temos, com cores azul e vermelha, os dois caminhos para se

chegar a drea IV:
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1. No caminho marcado com cor azul a probabilidade é dada por

11 1
Pp==-.-.=
172273

1
P, =
=12

111

Pp==-.-.Z-

172272
1
Pl—g

Como essas probabilidades se complementam. logo, a probabilidade total é dada por

1 1 5

“ntsTx

Entrada

Figura 3.22: Mapa do Parque com as probabilidades nas ramificagdes .

Comentario 3.8. Grafos sio ferramentas eficientes em muitos problemas de probabilidades. nio
faremos muito diferente do que fizemos na resolugdo acima, mas questoes como essa, geralmente,
representaremos por drvores enraizadas, que ao nosso ver, ordenam e organizam melhor uma jus-

tificativa na resolugdo da questao.
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Pensando com Grafo 3.8. Na figura temos uma drvore enraizada, com raiz R, que mostra
as probabilidades das possibilidades que o adolescente tem de caminhar pelo parque. A raiz R da
drvore é a primeira ramificagdo do mapa ou ramificagdo de entrada, as outras ramificacdes repre-
sentamos pelos vértices internos (Rp1, Rpa, Re1, REp) eas dreas, I, I1, 111, IV e V, representamos
por folhas. Ao enraizamos a drvore estamos dando um sentido ao caminho que vai da raiz até a
folha. Assim as probabilidades sio geradas nas saidas (das arestas) dos vértices que representam
as ramificagoes e nunca na entrada. Os caminhos nas drvores, representados por linhas traceja-
das, apresentam as maneiras de chegarmos a drea IV. Logo, podemos calcular da mesma forma que

fizemos na resolugao 3.8.

P=1ts=x

Figura 3.23: Arvore de Probabilidades das Ramificacdes no Parque.
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3.9 Questao 170 da prova amarela do Enem 2016 (Segunda Apli-

cagao).

QUESTAO 170

Para estimular o raciocinio de sua filha, um pai fez
0 seguinte desenho e o entregou a crianga juntamente
com trés lapis de cores diferentes. Ele deseja que a
menina pinte somente os circulos, de modo gue agueles
que estejam ligados por um segmento tenham cores

diferentes.
(A) (®)

O——~O©

De quantas maneiras diferentes a crianga pode fazer o
que o pai pediu?

0 6

0 12

® 18

@ 24

G 72

Figura 3.24: Questdo 170 - prova amarela Enem 2016 (Segunda Aplicagao)

Resolucdo 3.9. Precisamos achar de quantas maneiras diferentes a crianga tem para pintar os
quatro circulos, de modo que aqueles que estejam ligados por um segmento tenham cores diferentes.
A crianga tem trés ldpis de cores diferentes para pintar os circulos.

Sabendo que as letras A, B, C e D diferénciam os circulos, temos que as permutacoes de ABCD
dos circulos, pintados conforme o enunciado, sdo todas distintas entre si. Assim, temos dois casos

a considerar:
1. Os circulos A e C tém mesma cor, o que nos leva a duas condigoes:

(1) B e D tém mesma cor. Assim, temos 3 maneiras de pintar a dupla de ciculos A e C
e 2 maneiras de pintar a dupla de circulos B e D. Pelo pricipio da multiplicagdo temos

3 -2 = 6. Logo, existem 6 maneiras para esta condigao.

(b) B e D tém cores diferentes. Assim, temos 3 maneiras de pintar a dupla de circulos
A e C, 2 maneiras de pintar o circulo B e 1 maneira de pitar o ciculo D. Pelo pricipio

da multiplicacio temos 3 - 2 - 1 = 6. Logo, existem 6 maneiras para esta condicao.
2. Os circulos A e C tém cores diferentes, o que nos leva a duas condigoes:
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(a) B e D tém mesma cor. Assim, temos 3 maneiras de pintar o ciculo A, 2 maneiras
de pitar o ciculo C e 1 maneira de pintar a dupla de circulos B e D. Pelo pricipio da

multiplicagio temos 3 - 2 - 1 = 6. Logo, existern 6 maneiras para esta condicao.

(b) B e D tém cores diferentes. Assim, temos 3 maneiras de pintar o ciculo A, 2
maneiras de pitar o ciculo C, 1 maneira de pintar o ciculo B e 0 maneira de pintar
o circulo D. Pelo pricipio da multiplicagdo temos 3-2-1-0 = 0. Logo, existem 0

maneira para esta condicao.

Seque que, teremos 6 + 6 = 12 maneiras para o primeiro caso e 6 + 0 = 6 maneiras no segundo

caso. Teremos entdo o total de 12 + 6 = 18 maneiras diferentes para a crianga pintar o desenho.
a

Comentario 3.9. Essa questio serve como exemplo do comentdrio da questio 161 de 2013. Agora
temos uma situagdo onde os vértices sio diferenciados pelas letras A, B, C, e D. Assim, a figura
mostra dois grafos representando dois desenhos distintos. Na figura temos dois outros
grafos representando dois diferentes desenhos. Se ndo houvesse as letras A, B, C, e D para diferen-
ciarem os vértices do desenho, entdo teriamos nos quatro grafos abaixo, D1, D2, D3, Dy, desenhos
indenticos a menos de uma rotacdo. Por exemplo, D3 seria obtido de Dy por uma rotagio anti

hordria de 90° em torno do centro do desenho.

o 6 O
® - 6O
(a) Grafo Dy (b) Grafo D,

Figura 3.25: Exemplo de dois Desenhos Distintos.
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(a) Grafo D3 (b) Grafo Dy

Figura 3.26: Exemplo de outros dois Desenhos Distintos.

Pensando com Grafo 3.9. Na drvore mostrada na figura[3.27) temos representado os dois casos,

com as duas situagoes de cada um, que apresentamos na resolugio da questio.

Figura 3.27: Arvore de Possibilidades na Pintura do Desenho.
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cAaPiTuLo 4

ANALISE DAS QUESTOES MODELAVEIS

Neste capitulo analisaremos as questdes classificadas como modelédveis. A anélise das

questdes modelavéis correspondem a duas agdes: resolucdo com grafos e comentdrio.

e Na resolucdo com grafos, escolhemos um modelo grafo objetivando organizar a

questdo e propocionar uma melhor visualizagdo na resolugao.;
e No comentdrio, procuramos fazer uma reflexdo sobre a resolu¢do com grafos.

Apesar de termos classificados vinte e cinco questdes como modelaveis s6 resolvemos
sete questdes. Muitas questdes tem raciocinio parecidos e para ndo deixarmos esse tra-
balho repetitivo achamos por melhor nado apresentar a solugdo de todas as vinte e cinco

questoes.
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4.1 Questao 145 da prova amarela do Enem 2009.

O controle de qualidade de uma empresa
fabricante de telefones celulares aponta que a
probabilidade de um aparelho de determinade modelo
apresentar defeito de fabricacdo & de 0,2%. Se uma loja
acaba de vender 4 aparelhos desse modelo para um
cliente, qual & a probabilidade de esse cliente sair da loja
com exatamente dois aparelhos defeituosos?

0 2x(02%)".
0 4x(02%)°.
@ 6 x(0,2%)" x (99,8%)".
® 4x(0,2%).
@ 6 x(0,2%) * (99,8%).

Figura 4.1: Questao 145 - prova amarela Enem 2009

Resoluc¢ao com Grafo 4.1. Queremos achar a probabilidade de nos quatro aparelhos vendidos ao
cliente exatamente dois estarem com defeito. Observe que, se um determinado modelo de aparelho
tem 0,2% de probabilidade de apresentar defeito, entdo ele tem 99, 8% de nio apresentar defeito.
Podemos modelar esta questdo por um grafo completo K4, onde os vértices representam os quatro
aparelhos e cada aresta representa a possibilidade de dois celulares defeituosos. Na figura|4.2|temos
um grafo Ky, que tem 6 arestas. Seque que, existem 6 possibilidades de, exatamente, dois aparelhos
serem defeituosos. Assim, dentre os quatros aparelhos levado pelo cliente: para cada dois aparelhos
defeituosos teremos, exatamente, dois aparelhos sem defeito. Logo, a probabilidade procurada é
dada por:
P=6-(0,2)2-(99,8)>

CO—0GC

CCo—e0(
Figura 4.2: Grafo K4 — Escolha de Dois Aparelhos entre Quatro.

Comentario 4.1. Poderiamos ter modelado estd questdo por uma drvore bindria de cinco niveis.
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Assim, teriamos 1 +2 + 4 + 8 + 16 = 31 vértices , 30 arestas e 2°~1 = 16 folhas, o que nos
daria 16 possibilidades de caminhos, da raiz as folhas, a serem analisados. Na figura |4.3| temos

uma drvore bindria que representa todas as possibilidades de caminhos. Os caminhos marcados,

com cor azul, representam a probabilidade procurada.

0,2% 99, 8%

0,2% 99, 8% 0,2% 99, 8%

0,2% 99,8%  0,2% 99, 8% 0,2% 99, 8% 0,2% 99, 8%

0,2%] 199, 8% 0,2%]( 199, 8% 0,2%]| 199, 8% 0,2%] 199, 8%
0,2% 199, 8% 0,2% 199, 8% 0,2% 199,8% 0,2%| 99, 8%

Figura 4.3: Arvore de Probabilidades das Possibilidades dos Quatro Aparelhos.

Assim, temos 6 caminhos com probabilidade de (0,2)? - (99, 8)? cada.

Concluimos entdo, que a probabilidade do cliente sair da loja com exatamente dois

aparelhos defeituosos é:

P=6-(0,2)%(99,8)>
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4.2

Resoluc¢dao com Grafo 4.2. Sejam Sy a situagdo em que uma pessoa ganhe a quina jogando 84
bilhetes com 6 dezenas cada e Sy a situagdo em que uma pessoa ganhe a quina jogando 1 bilhete

com 9 dezenas.

Questao 171 da prova amarela do Enem 2009.

A populagdo brasileira sabe, pelo menos
intuitivamente, que a probabilidade de acertar as
seis dezenas da mega sena ndo & Zero, mas & guase.
Mesmo assim, milhdes de pessoas sdo atraidas por essa
loteria, especialmente quando o prémio se acumula em
valores altos. Até junho de 2009, cada aposta de
seis dezenas, pertencentes ao conjunto {01, 02, 03, ..., 59,
60}, custava R§ 1,50.

Dispanivel em: waw.caics. gov.br. Acessa em: T jul. 2009,

Considere que uma pessoa decida apostar exatamente
R5126.00 e que esteja mais interessada em acertar
apenas cinco das seis dezenas da mega sena, justamente
pela dificuldade desta dltima. Nesse caso, & melhor gue
essa pessoa faca 84 apostas de seis dezenas diferentes,
que nao tenham cinco NUMeros em comum, do gue uma
unica aposta com nove dezenas, porque a probabilidade
de acertar a quina no segundo caso em relacdo ao
primeiro &, aproximadamente,

[ 4] 1% VEZ Menor.

1
2 E VEZES MENOr.

4 yeres menor.
9 veres menor.
14 vezes menor.

@e® o

Figura 4.4: Questao 171 - prova amarela Enem 2009

Podemos modelar a situagio da sequinte maneira:

1. Em Sy cada bilhete pode ser representado por um grafo nulo N de seis vértices e ganhar a

quina significa um subgrafo N5 de Ne com cinco vértices.
Para obter um subgrafo N5 de um grafo Ng precisamos eliminar, exatamente, um dos vér-
tices. Assim existem 6 maneiras de se obter um subgrafo N5 de um grafo Ne. Como temos
84 grafos Ng, e quaisquer dois deles nio tém cinco vértices em comum, segue que o total de

maneiras de se obter um subgrafo N5 em Sy é

84 -6 = 504
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2. Da mesma forma, podemos modelar a situagdo Sy. O bilhete pode ser representado por um
grafo nulo Ng e ganhar a quina por um subgrafo N5 de No. Para obter um subgrafo Ns de

um grafo Nog precisamos eliminar, exatamente, quatro vértices, que podemos fazer de

9.-8-7-6
- =126

4.3-2-1

maneiras, pois existem 9 maneiras de tirar o primeiro vértice, 8 de tirar o segundo, 7 de
tirar o terceiro e 6 de tirar o quarto. Mas como, por exemplo, tirar os vértices A, B, C e D
é 0 mesmo que tirar os Vértices A, B, D e C. temos que cada quarteto de vértices tirado foi

contado4 -3 -2 -1 = 24 vezes.

Dat, sendo n o niimero total de jogos que podem ser formados, Py a probabilidade de S1 acontecer

e P> a probabilidade de Sy acontecer. Segue que,

4 12
Pl:ﬂepzzi6
Logo,
A _p 1 _ 504 n
p, ''P n 126

Concluimos, que P, é quatro vezes menor que P;.

Comentario 4.2. No processo para obtermos um subgrafo N5 de um grafo Ne poderiamos, dos
6 vértices do grafo Ne, escolher 5 vértices para determinar Ns. O total de maneiras que podemos

fazer isso é

Poderiamos também, termos modelado S1 como um ciclo de 6 vértices que se deseja achar todas
as drvores geradoras, o que podemos fazer de 6 maneiras diferentes, isto é, eliminando uma das 6
arestas do ciclo em cada maneira.

Para acharmos os niimeros 6 e 126, usamos principios da contagem. Mas poderiamos ter usado a

férmula de combinagdo presente em muitos livros do Ensino Médio:

(7)==
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Assim,

6y _ 6 _ 6l _
5/ 5!1(6-5)! 51!
9 9! 9!
(5) T 51(9—5)! 514! 126.

(5)=()

O que confirma que as duas formas de ser obter os subgrafos N5 do grafo Ng estdo corretas.

Observe que, por exemplo,

4.3 Questao 170 da prova amarela do Enem 2010.

Questdo 170

Um grupo de pacientes com Hepatite C foi submetido a
um tratamento tradicional em que 40% desses pacientes
foram completamente curados. Os pacientes qgue ndo
obtiveram cura foram distribuidos em dois grupos de
mesma guantidade e submetidos a dois tratamentos
inovadores. No primeiro tratamento inovador, 35% dos
pacientes foram curados e, no segundo, 45%.

Em relacio aos pacientes submetidos inicialmente, os
tratamentos inovadores proporcionaram cura de

16%.
24%.
32%.
48%.
64%.

RO

Figura 4.5: Questdo 170 - prova amarela Enem 2010

Resoluc¢dao com Grafo 4.3. Vamos modelar essa questio por uma drvore enraizada ponderada,
mostrada na figura onde os pesos das arestas sio representadas pelas porcentagens de, ou o
tratamento acontecer com cura (CC) ou o tratamento acontecer sem cura (SC) ou, ainda, de uma

parte do grupo de pacientes submeter a um tratamento inovador. Por exemplo:

e O peso 40% da aresta (R, TTcc) significa que quarenta porcento dos pacientes foram cura-

dos completamente devido ao tratamento tradicional;

e O peso de 50% da aresta (TTsc, T1p) significa que ciquenta porcento dos pacientes que pas-
saram sem cura, devido ao tratamento tradicional, foram submetidos ao segundo tratamento

inovador;
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e O peso de 35% da aresta (T1,,CCy) significa que trinta e cinco porcento dos pacientes

submetidos ao primeiro tratamento inovador passaram com cura.

Assim, na figura apresentamos os dois caminhos R — CCy e R — CCy, marcados com linhas
tracejadas. Os caminhos representam os parcientes, do total de pacientes submetidos inicialmente

ao tratamento tradicional, que passaram com cura pelos tratamentos inovadores.

Figura 4.6: Arvore de Possibilidades de cura do grupo de pacientes com Hepatite C.

Logo, os tratamentos inovadores proporcionaram cura de
Perp = (60% - 50% - 35%) + (60% - 50% - 45%)

— (30% - 35%) + (30% - 45%)
_ (30 .35, (30 45
~ \ 100 100 100 100
_ (105, (135
— \ 100 100

=10,5% + 13,5% = 24%

Comentario 4.3. Ao modelamos essa questdo com drvore perdemos em agilidade, pois apresenta-
mos mais informagcdo do que precisamos para resolver a questdo. Porém, ganhamos em organizagio
e visualizagdo geral de todo o processo. Por exemplo, temos como saber rapidamente a porcentagem

dos pacientes, do total de pacientes que submeteram inicialmente ao tratamento tradicional e que
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ndo foram curados no primeiro tratamento inovador. A porcentagem é

30% - 65% = 19,5%

4.4 Questao 167 da prova amarela do Enem 2011.

QUESTAOD 167 IR

Em um jogo disputado em uma mesa de sinuca, ha
16 bolas: 1 branca e 15 coloridas, as quais, de acordo
com a coloragdo, valem de 1 a 15 pontos (um wvalor
para cada bola colorida).

O jogador acerta o taco na bola branca de forma que
esta acerte as outras, com o objetivo de acertar duas das
guinze bolas em quaisguer cagapas. Os valores dessas
duas bolas sdo somados e devem resultar em um valor
escolhido pelo jogador antes do inicio da jogada.

Arthur, Bermmardo e Caio escolhem os nimeros 12, 17
e 22 como sendo resultados de suas respectivas somas.

Com essa escolha, quem tem a maior probabilidade de

ganhar o jogo &

@ Arthur, pois a soma que escolheu & a menor.

© Bemardo, pois ha 7 possibilidades de compor a
soma escolhida por ele, contra 4 possibilidades
para a escolha de Arthur e 4 possibilidades para a
escolha de Caio.

® Bemardo, pois ha 7 possibilidades de compor a
soma escolhida por ele, contra 5 possibilidades
para a escolha de Arthur e 4 possibilidades para a
escolha de Caio.

@ Caio, pois ha 10 possibilidades de compor a soma
escolhida por ele, contra 5 possibilidades para a
escolha de Arthur e 8 possibilidades para a escolha
de Bernardo.

@ Caio, pois a soma que escolheu & a maior.

Figura 4.7: Questdo 167 - prova amarela Enem 2011

Resolucdao com Grafo 4.4. Podemos modelar as possibilidades de acertos das bolas, de acordo
com as escolhas dos trés jogadores, por grafos bipartidos G[X, Y], onde os vértices representam as
bolas numeradas e as arestas a soma entre dois vértices. Chamando de k ao niimero escolhido por

um jogador, os elementos de x € X e os elementos y € Y sdo determinados da seguinte forma:

X={xeZ;0<x<k
Gk[X, Y] : t 2}

Y={yeZ; <y<15}
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A relagido de incidéncia de G é dada por
ex={xy}5; x+y==r

Assim, os grafos de cada jogador sdo:

o A escolha de Arthur foi k = 12. Dat,

X={xezZ;0<x<¥}
Glz[X,Y]Z

Y={yez; 2 <y<15}

Segque que,

X={x€Z;0<x<6}=1{1,23,4,56}
Glz[X,Y]:

Y={yeZ;6<y<15} ={7,8,9 10,11, 12, 13, 14, 15}

Logo, pela relagdo de incidéncia ey = {x,y}; x +y = 12 temos

- Parax =1,y =12 —1=11. Assim, e; = {1, 11},
— Parax =2; y =12 —2 = 10. Assim, e; = {2, 10},
— Parax =3;y=12—-3=9. Assim, e3 = {3, 9},
— Parax =4; y =12 — 4 = 8. Assim, eq = {4, 8},
— Parax =5,y =12—-5=7. Assim,e5s = {5, 7};

— Parax = 6; y =12 — 1 = 11. Assim, eg ndo estd definida pois, 11 ¢ Y.
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Figura 4.8: Grafo Bipartido G13[X, Y]— Possibilidades de Arthur Ganhar.
o A escolha de Bernardo foi k = 17. Dat,

X={xeZ:0<x<¥
G17[X,Y]Z { 2}

Y={yez; ¥ <y<15}

Segque que,

X=1{1,2,34,5678}
G17[X, Y] .
Y =9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}

Logo, pela relagdo de incidéncia e, = {x,y}; x +y = 17 temos

— Parax =1,y =17 — 1 = 16. Assim, ey ndo estd definida pois, 16 ¢ Y;
— Parax =2; y =17 — 2 = 15. Assim, e; = {2, 15},
— Parax = 3; y =17 — 3 = 14. Assim, e3 = {3, 14},
- Parax =4; y =17 — 4 = 13. Assim, e = {4, 13},
— Parax =5; y =17 — 5 = 12. Assim, e5s = {5, 12},
— Parax = 6; y =17 — 6 = 11. Assim, e = {6, 11},
- Parax =7;y =17 —7 = 10. Assim, e; = {7, 10},

- Parax =8,y =17 —8 =9. Assim, es = {8, 9}.
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Figura 4.9: Grafo Bipartido Gi7[X, Y]— Possibilidades de Bernardo Ganhar.
o A escolha de Caio foi k = 22. Dat,

X={xezZ;0<x<%}
Gn[X,Y]:

Y={yeZ;% <y<15}

Segque que,

X=1{1,27345678,9 10,11}
Gn[X,Y]:

Y = {12, 13, 14, 15}
Logo, pela relagdo de incidéncia ey = {x,y}; x +y = 22 temos

- Paray = 12; x =22 — 12 = 10. Assim, e = {10, 12},
- Paray = 13; x =22 — 13 = 9. Assim, eg = {9, 13},
— Paray = 14; x =22 — 14 = 8. Assim, eg = {8, 14},
- Paray = 15; x =22 — 15 = 7. Assim, e; = {4, 15}.

- Parax =1, 2, 3, 4, 5, 6 ndo estd definida a aresta ey pois, para todo x < 6, temos

y = 22 — 6 = 16, que contradiz com o fato de 15 ser o maior elemento do conjuntoY.

— Para x =11; y = 22 — 11 = 11. Assim, eq11 ndo estd definida pois, 11 ¢ Y.
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Figura 4.10: Grafo Bipartido Gx[X, Y]— Possibilidades de Caio Ganhar.

Concluimos que, quem tem maior probabilidade de ganhar é Bernardo, pois hd 7 possibilidades de
compor a soma escolhida por ele, contra 5 possibilidades para a escolha de Arthur e 4 possibilidades

para a escolha de Caio.

Comentadrio 4.4. Quando objetivamos somente resolver a questio esta forma é um pouco tra-
balhosa e pode ser demorada. Mas, em termo de organizagdo e quantidade de informagdo, para
quem quer entender realmente o jogo e criar estrategias vencedoras esta é uma 6tima escolha. Por
exemplo, Suponhamos que Bernardo seja o primeiro a acertar uma bola na cagapa e essa bola seja
a bola 7, desta maneira, ele terd dificultado um pouco a situagio dos outros dois jogadores, pois

terdo, cada um, uma possibilidade a menos de ganhar.
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4.5 Questao 174 da prova amarela do Enem 2011.

QUESTAO 174 N NN NN EEEEREN]

O setor de recursos humanos de uma empresa
vai realizar uma entrevista com 120 candidatos a uma
vaga de contador. Por sorteio, eles pretendem atribuir a
cada candidato um ndmero, colocar a lista de nimeros
em ordem numeérica crescente e usa-la para convocar
os interessados. Acontece gue, por um defeito do
computador, foram gerados ndmeros com 5 algarismos
distintos e, em nenhum deles. apareceram digitos pares.
Em raz3o disso, a ordem de chamada do candidato que
tiver recebido o numero 75913 &

0 24,
O 31.
® 32
® 88
Q 89

Figura 4.11: Questdo 174 - prova amarela Enem 2011

Resolugao com Grafo 4.5. Vamos modelar esta questdo com grafos completos e contar os ca-
minhos Hamiltonianos para determinar a ordem do niimero 75913 nas condigdes do enunciado.
Faremos isso, tirando do total de niimeros os niimeros maiores que 75913.

Considerando os mimeros 1, 3, 5, 7 e 9 como sendo os vértices de um grafo completo temos que a

quantidade de niimeros formado é igual a quantidade de caminhos Hamiltonianos.

5
o

AN

3.W7
o
1 9

Figura 4.12: Caminhos Hamiltonianos em Ks— Total de Ntimeros Formados pelos 5 Al-
garismos

5!=5-4-3-2-1=120.

A quantidade de numeros maiores que 75913 é:

o Ao fixamos 9 como o algarismo inicial, temos que o vértices correspondente e as arestas
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incindentes neste vertice ndo influéncia na quantidade de caminhos. Assim, teremos um

grafo completo K4 cuja quantidade de caminhos Hamiltonianos é 4! =4-3-2-1 = 24.

Figura 4.13: Caminhos Hamiltonianos em K;— Numeros Iniciados pelo Algarismo 9

e Ao fixamos 79 como os dois algarimos iniciais, nesta ordem, temos que os vértices corres-
pondentes e as arestas incindentes nestes vertices nio influénciam na quantidade de cami-
nhos. Assim, teremos um grafo completo Kz cuja quantidade de caminhos Hamiltonianos é

31=3-2-1=6.

®7

Figura 4.14: Caminhos Hamiltonianos em K3 — Ntmeros Iniciados pelos Algarismos 79

e S50 nos resta o caminho 75931 que é o primeiro niimero maior que 75913.
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®7

Figura 4.15: Caminhos Hamiltonianos em K; — Numeros Iniciados pelos Algarismos 759

Dai, existem 24 + 6 + 1 = 31 niimeros maiores que 75913.
Logo, a ordem é 120 — 31 = 89.

O

Comentario 4.5. Poderiamos enumerar os niimeros atrdves de uma drvore enraizada de seis ni-
veis, onde as arestas representaria a escolha de um determinado niimero e assim achar a ordem
do niimero procurado, mas teriamos muita informacdo para ser processada. Na figura te-
mos uma floresta, simplificacido de uma drvore enraizada sem as raizes e suas arestas incidentes,
onde os vértices representam os algorismos e A1, Az, Az, Ay e As sdo os niveis de escolhas dos

algarismos. Por exemplo, Ay é o nivel de escolha do primeiro algarismo. Assim,
Ai1— Fornece 5 maneiras de escolher o primeiro algarismo;

Ap— Fornece 4 maneiras de escolher o sequndo algarismo, dado que jd foi escolhido o primeiro

algarismo;

Az— Fornece 3 maneiras de escolher o terceiro algarismo, dado que jd foram escolhidos os dois

primeiros algarismos;

Ay— Fornece 2 maneiras de escolher o quarto algarismo, dado que jd foram escolhidos os trés

primeiros algarismos;

As— Fornece 1 maneira de escolher o quinto algarismo, dado que jd foram escolhidos os quatro

primeiros algarismos;
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Ay
Az As
Ar
-

-
N

Figura 4.16: Floresta - Contagem dos ntimeros com 0s cinco algarismos.

Na figura temos uma arvore representando, de uma forma simplificada, todos
0s nuiimeros com 0s cinco algarismos e que comecam pelo algarismo 9. Contando as

possibilidades de arestas a partir do nivel A; temos que, o total de niimeros com essa
Ay
A3 As
: é

Figura 4.17: Arvore - Contagem dos Numeros com o Primeiro Algarismo Fixo.

caracteristicaé4-3-2-1 = 24.
Ay
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Na figura ao fixarmos os dois algarismos iniciais 79, contando as possibilidades
de arestas a partir do nivel A; temos que, o total de niimeros com essa caracteristica é

3-2-1=6.

Figura 4.18: Arvore - Contagem dos Ndmeros com os dois Primeiros Algarismos Fixos.

Na figura ao fixarmos os trés algarismos iniciais 795, contando as possibilidades
de arestas a partir do nivel A3 temos que, o total de nlimeros com essa caracteristica é
2.1 = 2. Destes dois niimeros um é o namero 79513 e o outro é 79531 que é o maior entre

os dois.

Ay
A Az Az As
A

o \0/ |

Figura 4.19: Arvore - Contagem dos Ntimeros com os Trés Primeiros Algarismos Fixos.

Concluimos, que existem 31 ntimeros maiores que 79513, do total de niimeros que

pode ser formados pelos cinco algarismos.
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4.6 Questao 175 da prova amarela do Enem 2013.

QUESTAO 175

Uma fabrica de parafusos possui duas maguinas,
| ell, para a producao de certo tipo de parafuso.

Em setembro, a maguina | produziu _24_ do total

de parafusos produzidos pela fdbrica. Dos parafusos

produzidos por essa magquina, 3 25 __ eram defeituosos.

Por sua vez, 3 %J?)G dos parafusos produzidos no mesmo
més pela maguina |l eram defeituosos.

O desempenho conjunto das duas maguinas e
classificade conforme o quadro, em que P indica a
probabilidade de um parafuso escolhido ao acaso ser

defeituoso.
0= P« % Excelente
% sP< ﬁ Bom
% =P=< % Regular
% £P=< % Ruim
%5 F=z1 Péssimo

O desempenho conjunto dessas maquinas, em setembro,
pode ser classificado como

excelente.

bom.

regular.

ruim.

pessimo.

RO

Figura 4.20: Questdo 175 - prova amarela Enem 2013

Resolugdo com Grafo 4.6. O modelo grafo escolhido para resolver esta questio é a drvore bindria

mostrado na figura[4.21]
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Figura 4.21: Arvore de Possibilidades do desempenho na Producio de Parafusos das
Maquinas I e II.

o Aaresta ey = (Tp, My) significa a fragio centesimal dos parafusos prodruzido pela md-

quima I em relagdo ao Total de parafusos produzidos. Seu peso é

54

wle) = 0

e Aaresta eg = (Tp, M) significa a fracio centesimal dos parafusos prodruzido pela md-

quima 11 em relagdo ao Total de parafusos produzidos. Seu peso é

46

w(€2) - m

calculado da sequinte forma

54 10054 46

—1_ g2 Wmos 50
w(e) w(er) 100 100 1007

o Aaresta e3 = (M;, CD) significa a fragio milesimal dos parafusos prodruzido, com defeito,

pela mdquima I. Seu peso é
w(es) = >
%~ 1000’

o Aaresta ey = (My, CD) significa a fragio milesimal dos parafusos prodruzido, com defeito,
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pela mdaquima II. Seu peso é
38

w(es) = 1900°
Assim, o valor de P é:
P =w(e) w(es) +wley) wleq)

_>4 25 46 38
~ 100 1000 ' 100 1000
p_ 135 1748 _ 3,098

T 100 100 100

Logo,
2 4

— <K .
100 ST <100

Concluimos, que o desempenho conjunto das duas mdquinas é classificado como bom.
O

Comentario 4.6. Acreditamos que questdes como essa ficam bem organizadas e com clareza de
entendimento quando modelada por uma drvore enraizada . Por isso, apresentamos como modelo

para muitas questoes do Enem.
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4.7 Questao 166 da prova amarela do Enem 2014.

QUESTAO 166

Uma crianga deseja criar triangulos utilizando palitos
de fosforo de mesmo comprimento. Cada tridngulo sera
construido com exatamente 17 palitos e pelo menos
um dos lados do tridngulo deve ter o comprimento
de exatamente 6 palitos. A figura ilustra um tridngulo
construido com essas caracteristicas.

A gquantidade maxima de triangulos nao congruentes dois
a dois que podem ser construidos e

0 3

PQORO
2@ oo

0.

Figura 4.22: Questdo 166 - prova amarela Enem 2014

Resolucdao com Grafo 4.7. Conforme o enuciado da questdo usaremos grafos Completos para re-
presentar os possiveis tridngulos a serem formados e grafos bipartidos para apresentar a contagem
desses tridngulos.

No grafo K3 da figura, os vértices representam as quantidades de palitos de fosforo que formario

os lados do tridngulo e as arestas os vértices de cada tridngulo formado.

6

Figura 4.23: Grafos Completos K3 — Formagao dos Triangulos.

Como um dos vértices jd é 6, e o total de palitos é 17, temos que os possiveis valores de x e
y sdo dados por: x +y +6 = 17, isto é, x +y = 11. Assim, como os Tridngulos devem ser

ndo congruentes dois a dois, podemos representar a possivel solugdo, por um grafo bipartido, da
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seguinte forma:

X={xeZ;0<x<l
GnlX,Y]: { 2}

Y={yez; Y <y<i11}

Segque que,

X=1{1,23, 4 5}
Gn[X,Y]:

Y ={6,7,8,9,10}

Onde, a relagdo de incidéncia é dada por ex = {x,y}; x +y = 11. Dai,

e Parax =1,y =11 —1=10. Assim, e; = {1, 10},

Parax =2,y =11 —-2=9. Assim, e = {2, 9},

Parax =3; y =11 —3 = 8. Assim, e3 = {3, 8},

Parax =4, y=11—-4=7. Assim, es = {4, 7},

Parax =5;y =11 —5 = 6. Assim, es = {5, 6}.

Figura 4.24: Grafo Bipartido G11[X, Y]— Possiveis lados dos Triangulos.

Os posstveis tridngulos sio representados na figura
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fo)
o)
® o
fo)
o))

N@
Q1
()

G1 Gz G3 G4 G5

Figura 4.25: Grafos Completos G,; n =1, 2, 3, 4, 5 — Possiveis Triangulos.

Segque que, como em um tridngulo o maior lado tem que ser menor que a soma dos outro dois lados

e por construgio dos conjuntos X e Y temos sempre y > 6 > x, assim:
G1 Nao é posstvel pois 10 > 1+ 6 =7;

Gz Nio é possivel pois 9 > 2 +6 = §;

Gs E possivel pois 8 < 3+6=9;

Gy E posstvel pois 7 < 4+ 6 = 10;

Gs E possivel pois 6 < 5+ 6 = 11.

Logo, apresentamos a solugio no grafo abaixo

Figura 4.26: Grafo Bipartido Gi1[X, Y]— Solugdo Final.

Concluimos entdo que, a quantidade mdxima de tridngulos ndo congruentes dois a dois que

podem ser construidos é 3.
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Comentario 4.7. Quando trabalhamos com poligonos é natural estabelecermos a seguinte rela-
cdo: Os vértices do poligono com os vértices do grafo e os lados do poligono com as arestas do
grafo. Porém nesta questdo fizemos diferente: Relacionamos a quantidade de palitos que significa
a medida do lado do tridngulo por um vértice do grafo Kz e os vértices do tridngulo representamos
pelas arestas do grafo Ks.

Os grafos bipartidos, assim como as drvores, sio ferramentas eficientes na enumeragdo de algumas

questdes do Enem e facilitam por demais a organizagio da contagem de quantidades discretas.
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CAPITULO D

CONSIDERACOES FINAIS

A busca de ferramentas que deixe o Ensino-aprendizagem prazeroso é uma neces-
sidade do Professor hoje em dia. O mundo tecnolégico atual é cheio de atrativos que
disputam com a sala de aula a atencdo dos alunos dificultando o aprendizado. Muitos
professores tém encontrado na Teoria dos Grafos vérias possibilidades para tornar o en-
sino mais estimulante. Exemplo disso, sdo as diversas dissertacdes do PROFMAT que
sinalizam a importancia da abordagem de grafos no Ensino Médio. Mas néo é s6 isso
que encontramos no estudo dos grafos. Os grafos sdo ferramentas facinantes pela grande
quantidade de problemas reais que podem ser resolvidos tomando eles como modelos.

As provas do Enem estdo cheias de questdes estimulantes que nos remetem ao estudo
dos grafos, porém como o ensino de grafos nado faz parte do Curriculo do Ensino Bra-
sileiro, perdemos o enriquecimento proporcionado pelos vérios conceitos interessantes
da Teoria dos Grafos. Entre os conceitos interessantes da Teoria de Grafos que poderia
ser abordados no Ensino Médio ajudando em um melhor entendimento nas provas do

ENEM, podemos citar:

¢ A diferenciagado entre as definigdes de passeios, caminho, trilhas, circuito e ciclos;

¢ O entendimento de arvores na enumeracgdes e organizacao das possibilidades em

um processo de contagem;

e A caracterizagdo de um grafo completo representando uma relacdo totalmente co-

nectada;
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e A caracteriza¢gdo de caminhos e ciclos hamiltonianos em grafos completos e em

grafo grade;

e A caracterizagdo de grafos planares como planificacdes de figuras espaciais, por

exemplo, o grafo roda representado uma projecao de uma pirdmide regular.

e O uso de grafos bipartidos como possibilidade de organizacdo da contagem na re-

lagdo entre dois conjuntos.

Assim, a partir das questdes classificadas como modeladas e modeldveis, mostra-
mos uma possibilidade de aplicagdo do estudo de grafos na modelagem das questdes do

ENEM, da seguinte maneira:

e Fizemos uma inspecdo aos vértices do grafo (questao 137 de 2009) mostrando mais
de uma possibilidade na resposta da questdo. Assim, verificamos a necessidade de

se estabelecer os conceitos de passeios, caminho e trilhas visto no ensino dos grafos.

e Identificamos a necessidade do conceito de ciclos Hamiltonianos na contagem des-
ses ciclos em grafos completos (questdo 174 de 2010). Estd questdao tem um contexto

do PCV que é uma abordagem do ensino de grafos.

e Apresentamos os grafos roda como modelo para a projecdo de pirdmides (questdo
154 de 2012) e os grafos grade como modelo de plano cartesiano (questdo 160 de

2013).

e Apresentamos as drvores como ferramentas eficientes na enumeragéo de possibili-
dades e na organizacdo dos dados de um determinado problema dando clareza na
resolugdo. As drvores enraizadas foram usadas como modelo grafo de muitas ques-
toes resolvidas neste trabalho (questdo 156 de 2010, questdo 147 de 2016, questao
145 de 2009, questao 170 de 2010 e questdo 175 de 2013).

Além das situagdes com grafos ja citadas, trazemos em destaque algumas situa¢oes
inovadoras com os grafos nulos, os grafos completos, os grafos bipartidos e as drvores.
Algumas situagdes apresentadas com esses tipos de grafos que consideramos inovadoras

Sao:

e A quantidade de subgrafos N, de um grafo nulo N, como modelo grafo para a

férmula (7)) = p!(n”iip)! (questao 171 de 2009).
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e Ontmero de arestas de um grafo completo K,, como modelo grafo na representagao

n__, onde de um conjunto de 1 elementos se toma

da quantidade dada por () = 2T

exatamente 2 elementos (questdo 145 de 2009).

e A contagem de caminhos Hamiltonianos em grafos completos K, como modelo

grafo na representagdo da quantidade n! (questdo 174 de 2011).

e A parti¢do em grafos bipartidos como modelo grafo na organizagdo da soma de ele-
mentos equidistantes de uma progressdo aritmética (questdo 167 de 2011 e questao

166 de 2014).

e O uso de arvores enraizadas como modelo grafo na contagem de caminhos e ciclos

Hamiltonianos em grafos completos (questdo 174 de 2010 e 174 de 2011).

Para responder a questdo 175 de 2011, estabelecemos condicdes necessarias para a
existéncia de um caminho Hamiltoniano em um grafo grade. Apresentamos assim uma
sugestdo de como obter um caminho Hamiltoniano em um grafo grade.

Desta forma, acreditamos que as possibilidades mostradas neste trabalho poderao
estimular o ensino de muitos professores e o aprendizado de varios alunos.

Deixamos como sugestdo para trabalho futuro, A investigagdo da possibilidade de
aplicagdo do estudo de grafos na modelagem das questdes de circuito elétricos, nas pro-
vas das Ciéncias Naturais.

Para finalizar, refor¢amos, a exemplos de muitas dissetagdes do PROFMAT, a neces-

sidade da inser¢do do estudo de grafos no Ensino Médio Brasileiro.
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