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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre equacoes diferenciais ordinarias com
o objetivo de compreender alguns modelos matematicos abordados a nivel de ensino
médio, como o modelo de crescimento populacional segundo Malthus, Lei do decai-
mento radioativo, lei de resfriamento de Newton e sistema massa mola ideal. Neste
sentido, selecionamos alguns conceitos e resultados mateméticos sobre célculo diferen-
cial e integral, introduzindo o estudo sobre limite, derivada e, de forma breve, sobre
integragao. Apresentamos o ntumero de Euler (e) e trabalhamos alguns exercicios en-
volvendo os modelos citados. Para o desenvolvimento dos assuntos e das atividades
propostas, procuramos abordar conceitos em fisica e utilizamos os softwares GeoGebra

e Modellus bem como simuladores disponiveis na internet.

Palavras-chave: Modelos mateméticos, Equagoes diferenciais ordinérias, Ensino mé-

dio, Célculo para o ensino médio.



Abstract

In this work, we present a study on ordinary differential equations with the objec-
tive of understanding some mathematical models addressed at secondary level, such
as Malthus’ theory of population growth, Law of radioactive decay, Newton’s law of
cooling and ideal mass spring system. In this sense, we have selected some concepts
and mathematical results on differential and integral calculus, introducing the study on
limit, derivative, and, briefly, on integration. We present the Euler’s number (e) and
we work some exercises involving the mentioned models. For the development of the
subjects and the proposed activities, we try to approach concepts in physics and we use

the software GeoGebra and Modellus as well as simulators available on the internet.

Keywords: Mathematical models, Ordinary differential equations, High school, Cal-

culus for high school.
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Introducao

Nos livros didaticos do Ensino Médio encontramos problemas e exercicios com fun-
¢oes ou expressoes elaboradas a partir de modelos matematicos, os quais envolvem,
em sua resolucao, o uso de calculo diferencial e integral, bem como o desenvolvimento
de equacoes diferenciais ordinarias. Esses exercicios sao trabalhados com os alunos no
intuito de se estudar fungoes exponenciais, logaritmicas ou trigonométricas, geralmente
com o objetivo de verificar ou treinar as ferramentas matematicas referentes a esses
assuntos, mas pouco é discutido sobre como sao obtidas essas fun¢des. Nosso objetivo
com este trabalho é procurar dar mais significado a esse tipo de exercicio, levando
o aluno a entender como essas expressoes foram obtidas e a compreender que alguns
fendmenos podem ser modelados, obtendo assim, algumas das expressoes matematicas
encontradas em livros, apostilas e vestibulares.

Segundo Bassanezi [4], na formulagao de um modelo, observa-se como as grandezas
variam com relacao as outras. As grandezas que se modificam durante o processo sao
as variaveis. A interpretagdo de um fendémeno e sua formulacao mateméatica depen-
dem da escolha que se faz em relagao as varidveis observadas. Modelos matematicos
que relacionam as variaveis através de variagoes continuas sao formulados com equa-
¢oes diferenciais e, se utilizam variagoes discretas, sao formulados com equacoes de
diferencgas.

No capitulo 1, relacionamos alguns conceitos sobre equacoes diferenciais ordinérias
(EDO) que servirao de apoio para o estudo das técnicas para determinar suas solu¢oes
e introduzimos um estudo sobre equacoes de diferencas. Uma das questoes ao se traba-
lhar com uma EDO ¢ se ela possui solugao tnica, pois nem todas podem ser resolvidas
obtendo-se uma solucao na forma explicita. O Teorema de Existéncia e Unicidade nos
fornece uma ferramenta matematica para essa questao e no primeiro capitulo buscamos
uma demonstracao para esse teorema, no caso de equagoes de primeira ordem.

Nos capitulos 2 e 3, com o intuito de explicar e compreender essas expressoes
e problemas a que nos referimos, estudaremos alguns tipos de equagoes diferenciais
ordinérias, de primeira e segunda ordens, que podem ser organizadas desenvolvendo-
se métodos de resolucao para cada grupo delas. Somente um pequeno grupo admite
solugoes, sendo discutidos, neste trabalho, alguns dos métodos utilizados para encontré-

las.
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O capitulo 4 é dedicado & metodologia utilizada no trabalho, suas justificativas de
escolha, apresentar o contexto e os participantes em que o trabalho foi desenvolvido.
Além disso, no mesmo, elaboramos uma sequéncia didatica introduzindo conceitos
sobre limite, derivada e integral, discutimos um pouco da histéria e a obtencao do
nimero e, o numero de Euler. Utilizamos, no desenvolvimento desses assuntos, o
software GeoGebra, como facilitador na construcao dessas ideias. Apresentamos alguns
modelos matematicos com o uso de softwares, simuladores online e através de algumas
atividades praticas. Por fim, ao trabalharmos esses assuntos, sob um novo olhar, para
o aluno, buscamos verificar o quanto este trabalho contribuiu para o interesse e o

aprendizado dos alunos que participaram das atividades propostas.



1 Equacoes Diferenciais Ordinarias e

Equacoes de Diferencas

Um modelo matematico, segundo Bassanezi [4], ¢ um conjunto de simbolos e re-
lagoes matematicas que representam de alguma forma o objeto estudado. Modelos
matematicos em termos de equagoes diferenciais sao adequados quando as situagoes
modeladas envolvem varidveis continuas evoluindo em relagao a outras variéveis con-
tinuas. As equagoes de diferengas, de acordo com Bassanezi [6], utilizam varia¢oes
discretas e podem ser resolvidas por meio de processos indutivos.

Para o desenvolvimento dos modelos e problemas matematicos apresentados neste
trabalho, estudaremos alguns métodos de solugao de equagoes diferenciais ordinarias
(EDO) no plano e verificaremos quando é possivel encontrar solu¢ao e quantas sao as

solucoes possiveis.

1.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Nesta se¢ao apresentamos conceitos matematicos que vao nos auxiliar nas demons-
tragoes dos teoremas que serao apresentados no decorrer do trabalho. Estes resultados

encontram-se nas referéncias [4, 9, 14, 15, 18, 32, 45].

1.1.1 Conceitos

Uma equagao que envolve uma fungao incégnita de uma tnica variavel indepen-
dente e suas derivadas, além da propria variavel independente, é chamada de equagao
diferencial ordinaria (EDO).

Definicao 1.1 (Equagoes Diferenciais Ordinarias). Dada uma aplicagio f:U —
R, definida em cada ponto (x,y) de um aberto U c R?, dizemos que y' = f(x,y) € uma

equacao diferencial ordindria em R? definida por f.

As equacoes diferenciais ordinarias podem ser classificadas de acordo com a ordem

e a linearidade.

15
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A ordem de uma EDO é o grau da derivada de maior ordem que aparece na

equacao, assim de forma geral, a equacao

F(z,y(2),y'(2),...,y" (2)) = 0,

¢ uma equacao diferencial ordinaria de ordem n expressando uma relacao entre a variéa-

vel independente x e os valores da fungao y e de suas n derivadas, y'(z), y" (z), -, y™ ().

Uma equagao diferencial ordinaria é chamada de linear quando pode ser escrita na
forma: iy P i
an(iﬂ)% + an—l(x)W +oet al(‘r)% +ao(7)y = g(z), (1.1)
onde a variavel dependente y e todas as suas derivadas sao do primeiro grau, a fungao
g depende apenas de x e para cada i € {0,1,...,n}, o coeficiente a; depende apenas da
variavel independente x. Uma equacao diferencial que nao atenda essas caracteristicas

é chamada de nao linear.

Exemplo 1.2. A equacgao diferencial ordinaria xy’ +y = 0 é linear de ordem 1, pois a
variavel dependente y e sua derivada sao do primeiro grau e os coeficientes ai(z) =
depende apenas de x e ag(z) = 1, enquanto a EDO yy” - 2y’ = x é ndo linear de ordem

2, ja que o coeficiente as depende da variavel y e nao somente da variavel x. ]

Uma equagao diferencial que descreve um processo que pode ser fisico, quimico ou
biologico é chamada, muitas vezes, de modelo matematico do processo e, geralmente,
envolve a variavel tempo sendo, por isso, comum adotar a letra ¢ para representar a

variavel independente.

Exemplo 1.3. Formular uma equagao diferencial que descreva a situacao em que
um corpo de massa m, iniciando do repouso, cai em um meio que oferece resisténcia
proporcional ao quadrado de sua velocidade.

Resolucgao:

Temos que a velocidade v varia com o tempo ¢ (variavel independente).

A segunda lei de Newton estabelece que:
F =ma, (1.2)

em que m é a massa do objeto, a é a sua aceleragao e F' é a forca total agindo sobre o
objeto.
Temos que a aceleracao a é a derivada da velocidade v

_d
Cdt

a

(1.3)

Considerando as forcas que agem no objeto em queda temos a forga peso mg agindo
para baixo no sentido positivo e uma forga contraria, da resisténcia do meio, que é dada

como sendo proporcional ao quadrado de sua velocidade kv?.
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mg

Figura 1.1: Diagrama de forgas
Assim a forga resultante é dada por:
F =mg - kv?, (1.4)

em que m, g e k sao constantes.
Relacionando (1.2), (1.3) e (1.4) temos a equagao diferencial ordinaria de primeira

ordem

Definig¢ao 1.4 (Solugao de uma EDO). Uma solu¢ao para uma equagao diferencial
ordindria F(x,y,y',...,y™) =0 no intervalo I c R é uma fungio f: I — R para a

qual existem pelo menos n derivadas e que satisfaz a equagao

F(z, f(2), f'(x),..., " (2)) =0,

para todo x no intervalo 1.

Exemplo 1.5. Dada a equagao diferencial ordinéria

dy
— = 1.5
7 =Y (1.5)
procurar uma fungao y = y(x) que satisfaga a equagao (1.5).

Resolugao:

Podemos verificar que a fungao y(x) = e* satisfaz essa condigao ja que

dy -
— =€
dz ’

para qualquer z € R, e assim

d
Y y=e e =

dx
Da mesma forma, a func¢ao y(x) = ¢- €* satisfaz a equagao (1.5), pois

dy d o .
@—dﬁ(c e’)=c- e’ =y(x),

para qualquer constante c € R. ]
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A equagao (1.5) dada no Exemplo 1.5 pode assumir solugdes de acordo com a
constante arbitraria c. Na figura 1.2 podemos observar as solugoes para alguns valores

dados para a constante c.

Figura 1.2: Graficos da Eq. (1.5) para diversos valores de ¢

Para uma dada equagao diferencial temos uma familia de solu¢oes que varia de
acordo com a constante ¢ escolhida. Podemos focar a aten¢cao em um tnico elemento
dessa familia de solugoes especificando um ponto pertencente ao grafico da solugao para
determinar a constante c.

A condi¢ao dada para determinar ¢ é chamada de condigao inicial. A equagao
diferencial junto com a condigao inicial forma uma problema de valor inicial
(PVI).

Exemplo 1.6. Determinar a solugao da equacao

dy _

dx_y

tomando como condigao inicial y(0) = 3.
Resolugao:
Vimos, no Exemplo 1.5, que a solugao para essa equagao diferencial pode ser escrita

como y(x) = ce*. Para a condigao inicial y(0) = 3 temos
y(0)=ce’ =3 <= c=3.
Logo, a solugao para esse problema de valor inicial é y(z) = 3e*, em destaque no

grafico da Figura 1.2. ]

Muitas vezes nao é tao facil encontrar solucoes de equagoes diferenciais entao, uma
questao importante, é se existem tais solugoes e se sao Tnicas, o que pode ser veri-

ficado pelo Teorema de Existéncia e Unicidade (Segao 1.2). Diante da dificuldade e
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até mesmo impossibilidade em encontrar solugoes para muitas dessas equacoes, houve,

segundo Figueiredo e Neves [15], grande interesse nas questoes qualitativas, ou seja,

informagoes sobre o comportamento de suas solugoes sem a preocupacao de escrevé-las

explicitamente. Contudo, a teoria qualitativa nao elimina o interesse e a importancia

oes.
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D uma diregao definida pela inclinagao f(x,y), fornecendo uma

ponto do dominio

étrica para a equagao (1.6), ou seja, o campo de diregoes.

interpretagao geom

de ser construido em cada ponto de uma malha retan-

irecoes po

Um campo de d

gular desenhando-se um pequeno segmento de reta cujo coeficiente angular é o valor da

funcao f naquele ponto. Dessa forma, cada segmento de reta é tangente ao grafico de

uma solucao contendo aquele ponto. Um campo de dire¢oes fornece o comportamento

das solucoes de uma equagao diferencial.
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y € o coeficiente angular

ponto do grafico de uma solugao qualquer, ou seja, f(x,y)

da reta tangente & curva em cada ponto.

Figura 1.3: Campo de diregoes e Solugoes da Eq. (1.5)

Para os pontos (x,y) do grafico de uma dada solugao, tais que y = 1, podemos

trica, assim, temos

a0 geomeé

utilizar o campo de diregoes para termos uma interpretag
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d . . .
Y 1, isso significa que o coeficiente angular da reta tangente ao grafico, de uma dada

solugdo, no ponto (x,y), com y = 1, tem valor 1. [

1.2 Teorema de existéncia e unicidade

Trabalharemos nessa se¢ao o teorema de existéncia e unicidade para a equagao
diferencial de primeira ordem do tipo y’ = f(x, ), seguindo como referéncia Guidorizzi
[18].

1.2.1 Teoria preliminar

Lema 1.9. Seja a equacgao
y' = f(z,y),

onde f:Q c R2 — R € continua no aberto Q) e (xg,y0) € Q2. Nestas condigoes, a
fungioy: 1 cR— R, sendo I xy(l) c Q, ou seja, (x,y(x)) €, comy=y(x), Ve el,
serd uma solugao satisfazendo a condi¢ao inicial y(xo) = yo, com xq no intervalo I, se

e somente se,

y(x) =yo+ f f(s,y(s))ds
zo
para todo x € I.
Demonstracao: Se y = y(x), z € I, é solugao da equagao y' = f(x,y), entéo
y'(z) = f(z,y(x))

para todo x € I.

Integrando no intervalo [xg, 2] c I e tomando a condigao inicial y(zg) = yo, vem

v() E= [ Fs(s))ds = y(@) =g+ [ Fsu()ds

para todo x € I.

Reciprocamente, se

y@) =yo+ [ fsy(s)ds. Vael.

0

entdo teremos y(zg) = yo e pelo teorema fundamental do célculo (ver Anexo),

y'(z) = f(z,y(x)), Vwel.
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0
Lema 1.10. Sejam f: Q — R uma funcao continua no aberto Q c R?, tal que 8_f €
Y

continua em S e (xg,y0) € Q. Sendo Q aberto, existem a >0 e b> 0 tais que o retangulo
Q={(z,y) eR¥Yzp-a<z<zo+a e yYo-b<y<yo+b} (1.7)
estda contido em €). Nestas condicoes, existe uma constante K >0 tal que

|f(z,91) = (@, 92)] < Klyr — 2]

para quaisquer que sejam (x,y1) e (x,y2) no retdngulo Q.

- 0 0
Demonstracgao: Da continuidade de 8_f em (2, segue a continuidade de 8_f no retan-
Y Y
gulo @ contido em 2.

Como @) c () é compacto, e 0 ¢é continua em (2, entao pelo Teorema de Weierstrass
Y

(ver Anexo), existe uma constante K >0 tal que

g—g(%y) <K

para todo (z,y) € Q.
Sejam (x,y1) e (x,y2) dois pontos quaisquer de (). Observamos que, se

9: [y, 2] — R
y — g(y)=f(z,y)

entao

9'(y) = %(fc,y), Yy € (Y1, 92)-

Assim, pelo Teorema do Valor Médio (ver Anexo), existe s € (y1,y2) tal que

F@y) — f(@ye) = %(x, ) (w1 - ).

Portanto,
|f(z,91) = f(2,92)] < Kly1 = 3.

Lema 1.11. Sejam
e [:Q— R uma fungio continua no aberto Q cR? e (zg,yo) €9,

e a>0 eb>0 tais que o retdngulo Q (descrito em (1.7), lema 1.10) esteja contido

em €2,

o M >0 tal que |f(z,y)|<M, V(x,y)e@, er>0 tais quer<a e Mr<b,
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e uma fun¢ao Yn_1 = Yn-1(x), T € [xg—r,x0+7], Continua cujo grdfico esteja contido
em @,

e y, =yn(x), v €[xg—1,20 + 7] dada por

(@) =m0+ [ : (5,9 (5))ds.

Nestas condigoes, o grifico de y, = y,(x) também estd contido em Q
Demonstracao: Para demonstrar que o grafico de y,, esta contido em (), é suficiente
provar que

lyn () = 9ol <D

para todo x € [xg — 1,20 + 7] (Fig. 1.4).

Figura 1.4: Teorema de Existéncia e Unicidade: Lema 1.11
Tem-se para todo x € [zg—r,x¢ + 7]
yn(x)—yoz f f(S,yn_l(S))dS
o

e, portanto,
[yn () = ol <

fxom|f(s,yn_1(s))|ds . (1.8)

Para todo s € [xg— 1,2+ r] tem-se (s,y,-1(s)) € @, o que resulta em

1/ (s,yn-1(s))[ < M (1.9)

para todo s € [xg — 1, z9 + r]. Logo, pelas relagoes (1.8) e (1.9), segue que

f " Mds
zo

para todo x € [zg— T,z + ], 0 que resulta em

[yn(2) — 10| <

[Yn () = yo| < M|z — 20|
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e portanto, como z € [zg—r, o+ 7] e tem-se Mr < b,
lyn () — yo| < M|z — x0| < M7 < b. (1.10)

Definigao 1.12 (Sequéncia de Picard). Considere a equagao diferencial y' = f(x,y)
com a condi¢ao inicial y(xo) = yo-

Seja po uma fungao constante definida no intervalo I, com xy € I, e dada por
wo(x) = yo. Consideremos a sequéncia de fungoes po, 1,92, -, Pn, - .. definidas em I

e suponhamos que tais funcoes sejam obtidas pelo sequinte processo de recorréncia
@) =0+ [ f(s.pa(s)ds,  n20. (1.11)
o

A sequéncia (@n)ney demomina-se sequéncia de Picard para o problema

{y’ = f(z,y), 11

y(z0) = o

1.2.2 Teorema de Existéncia e Unicidade

Teorema 1.13 (Teorema de Existéncia). Sejam f:Q cR? — R, com 2 aberto, e

(z0,Y0) € Q. Suponhamos que f e 30 sejam continuas em 2.
Y
Nestas condigoes, a equagao

y = f(x,y)

admite uma solugao y = y(x) definida em um intervalo [xo — 1,20 + 7] € satisfaz a

condig¢ao inicial y(xo) = yo.

Demonstragao: Seja y: [ c R — R, com y = y(x), = € I, uma fungao cujo grafico
esteja contido em €). Sejam dados r e () como no Lema 1.11 e K como no Lema 1.10.

Provaremos que a sequéncia chamada de sequéncia de Picard

yo($) = Yo,
z (1.13)
yn(x) :y0+[ f(Svyn—l(s))dS7
zo
converge uniformemente para a solu¢ao y = y(x), com x € [xg — 1,20 +1].
Consideremos a série o
Yo + Y [Yn(x) = Y (2)]. (1.14)
n=1

Para todo n > 1 tem-se

v () = 0 + z (e () -y ()]
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Deste modo, a sequéncia (1.13) sera uniformemente convergente em [xg —7,xo + 7]
se a série (1.14) for convergente.

Provaremos, entao, que

i;[yn<x)-—yn_1(x)]

é uniformemente convergente em [z — 1,z +r]. Para isso desejamos obter a desigual-
dade (1.20) e, a partir dela, mostraremos essa convergéncia.

Como y; e yg sao continuas podemos tomar M como sendo o valor maximo de

ly1(x) — yo(x)| em [xg -7, 20 +7].

Segue do Lema 1.10 que sendo f : 2 ¢ R2 — R, com €2 aberto, uma funcao continua

e tal que 0 também seja continua em €2, e dado o retangulo () contido em 2 , existe
K >0 tal que

£ (5, 9n(5)) = f (5, 4n-1(5))] £ Klyn () = yn-1(5)] (1.15)

para todo s € [xg—1r,zo +1].

Pela sequéncia dada em (1.13) podemos calcular y;(z) e ya(x), isto &,

(@) =vo+ [ fs.m0(s))ds

y2(x) = yo + /33: f(s,y1(s))ds.

Assim,

yo(z) —yi () = /a::[f(57y1(3)) ~ f(s,0(5))]ds.

Entao, para todo z € [zg—r,x¢ + 7],

[x: ILf(s,91(5)) = f(s,90(5))]|ds

ly2(2) =1 (2)] < : (1.16)

Pelas relagoes (1.15) e (1.16) e sendo K > 0, temos

lya () = y1 ()] <

/;Oz |[f($,y1(s)) - f(sayD(S))“dS

gkﬂljwﬁg—ya@us

Sendo M o valor maximo de |y1(s) = yo(s)| em [xg -7, x¢+7] temos, neste intervalo,

/szs /xlds

Analogamente, para todo x € [xg — 7, 2o + r], tem-se

ly1(x) — yo(x)| < M e, portanto,

-K-M-

ly2(z) =y ()| < K = K M|x - x| (1.17)

lys(z) = ya(x)| < (1.18)

| Kl - m(s)lds
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e considerando a relagao (1.17) tem-se

< = K’°M

‘L: Klya(s) = y1(s)|ds

/xK-(KM|S—:1:0|)ds

x
/ |s — xo|ds
zo

. (1.19)

De (1.18) e (1.19) temos, para todo x € [zg— 7,z + 7],

|z — x0|?

lys(z) —ya ()| < MK? :

Prosseguindo com esse raciocinio podemos concluir que

& — | ("D

(n-1)!

para todo x € [zg 1,20+ 7], 0 que pode ser verificado pelo processo de indugao. Como

[Yn (%) = Yo ()| < ME"

|z — 0| <7 entdo
M(Kr)r-1
() = toea ()] € 2100 (1.20)

Notemos que a série, com M, K,r > 0,

X M(Kr)-1

2. (n-1)!

n=1

(1.21)

é convergente, pois, pelo Critério da Razao,

M(Kr)»
T MU (-l Kr
M(Kr)=D — pl M(Kr)m-D g

(n-1)!

lim ﬁ:O<1.

n—>oo n
Assim, como a série (1.21) é convergente, resulta pelo critério M de Weierstrass (ver

Anexo), que a série

+0oo

D [n (@) = yor ()]

n=1
é uniformemente convergente no intervalo [z — r,x¢ + r]. Segue que a sequéncia de
Picard

b@) =m0+ [ F(spa(s))ds (122)

converge uniformemente em [zg -7,z +7].

Seja y =y(x), x € [xg— 1,209 + r], dada por

y(z) = lim y,(z). (1.23)
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Vamos provar que para todo x € [xg — 1,20 + 1], a fun¢ao y(z) é dada por

y(@) =yo + fx: f(s,y(s))ds.

Da relagao (1.22) temos, para x € [xg — 1,z + 1],

lim yn(fr)=yo+n£rgwfxf(s7yn_1(8))d8
o

n—>--+oo

e portanto, considerando (1.23) tem-se

v(@)=yo+ Jim [ f(spaa(s)ds. (1.24)

Para que seja possivel permutar os simbolos

X
lim e [
n—>+00 Zo

é necessario provar a convergéncia uniforme, em [zo—r, xo+r], da sequéncia (s, y,-1(s)),
para n > 1.

A sequéncia y,, converge uniformemente para y, no intervalo, [xg — 7, zo + ], entao

im (2, yn(2)) = (2,y(2)),

Vae[xg—r,20+7r]. Pelo Lema 1.11, (z,y,(x)) € Q, Vo € [xg— 1,20+ 7] € YN € N.
Como @ é um conjunto fechado e lim,, o (x,y,(2)) = (z,y(z)), (x,y(x)) € Q,

Va e [xg—1,20+71]. Segue, entdo, do Lema 1.10 que vale a desigualdade

(8, 9n-1(8)) = f (5, yn($))] < Klyn-1(s) =y (s)]

para todon > 1 e para todo s € [xg—7, 29+7], e algum k > 0. A convergéncia uniforme de
f(s,yn-1(s)) a f(s,y(s)) é consequéncia da convergéncia uniforme de y,_1(s) a y(s).
Assim, da equagao (1.24) e sabendo que

im_f(s,yaa(s)) = T f(s,5a(s)) = £(s,5(5)).

temos .
y(x) =yo + fxo | Jim f(s,yn1(s))] ds
e assim, N
v@) =+ [ f(sy()ds
para todo x € [xg — 1, zo +1].

Assim, segue do Lema 1.9 que a funcao y = y(x), com x € [xg —r,zo + 1], € solugao

da equagao y’ = f(x,y) e satisfaz a condigao inicial y(zg) = yo. ]
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Teorema 1.14 (Teorema de Unicidade). Sejam f:Q cR?2 — R, com Q aberto, e
(z0,y0) € . Suponhamos f e 8_f continuas em ).

Sejam yy = y1(x), x € I, e yo = yo(x), x € J, onde I e J sao intervalos abertos
contendo xg, duas solugoes da equacao y' = f(x,y) e tais que satisfagam a condigdo

inicial y1 (o) = y2(x0) = Yo-

Entao, nessas condicoes, existe d >0 tal que

yi(2) = ya()
em [xo—d,zo +d].

Demonstracao: Seja @ o retangulo @ = {(z,y) e R*)zp—a<z<zo+a e yo—-b<
y <o + b}, tal qual no Lema 1.10.

Da continuidade de y; e ys segue que existe d; >0, com d; < a, tal que (z,y,(x)) e
(z,y2(x)) pertencem ao retangulo @) para todo x € [xg — dy, zg + dy], assim pelo Lema
1.10 temos

[F(s,91(5)) = f(5,92(8))] < Klya(s) = ya(s)]

para todo s € [xg—dy,xo + dy].
Tomemos d >0 tal que d<d; e Kd< 1.
Como y; = y1(x) e yo = y2(x) s@o solugoes da equagao y' = f(z,y) tais que y;(xg) =

y2(x0) = yo resultam

(@) =vo+ [ fs(s))ds

wa(e)=vo+ [ fs.m(s))ds

para x € [xg — d, zo + d].

Seque que

[y1(7) = ya(2)] <

/w: I£(s,51(5)) = f(s,92(5))|ds

<K| [Tl - mislas| (129

para todo x € [xg — d, zo + d].
Seja
My = méx{|y;(z) —yo(x)|, xe€[xo-d,z0+d]}

assim,
ly1(s) = y2(s) < My (1.26)

para todo x € [xg — d, zo + d].
Das equagoes (1.25) e (1.26) temos

<K

(@) =) < K| [ ln(s) el

fol ds
zo
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e assim,
ly1(z) = y2(2)| < KMz — |-

Portanto,
ly1(z) = yo ()| < KMd,

para todo x € [z — d, zo + d], logo
M, < KdM,,

pois M; é o maximo de |y3(x) — y2(x)| em [zo - d, xo + d].
Dessa forma, supondo M; # 0 teremos 1 < Kd o que contraria a escolha inicial de d
(Kd<1).

Desse modo, M; =0 e temos

ly1(z) = ya2(x)| =0

em [xg —d, zo + d]. Consequentemente,

() = y2(2)
para x € [xg — d, xo + d]. ]

Corolario 1.15. Nas condicoes do Teorema 1.1/, se

y1=y1(x), wel,

y2:y2($)7 QTEJ,

onde I e J sao intervalos abertos contendo xg, sao duas solugées de y' = f(x,y) e tais

que
yl(lﬂo) = yQ(CUo) = Yo,
entao
y1(x) = ya(x)

para todo x e InJ.

Demonstragao: Suponhamos que exista t € I nJ tal que y1(t) # ya2(2).

Supondo t < g tomamos um conjunto A tal que

A={selt,zo] | wi(z)#ys(x), para ze€[t,s]}.
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Sendo y; e yo fungoes continuas segue que existe r >0 com t + 1 < xg, tal que

yi(x) # ya()

com x € [t —r,t+7r]. Assim, temos que ¢t + 1 € A, ou seja, A é um conjunto nao vazio.
Temos, também, que A é limitado superiormente por xy, o que garante que A admite
supremo (ver Anexo). Seja ¢ o supremo de A. Assim, ¢ < g e portanto, ce I nJ.

Devemos ter
y1(c) = y2(c)

yi(e) # y2(c).

Se y1(¢) = y2(c), pelo teorema anterior, existe um d > 0 tal que y;(z) = y2(z) em
[c—d,c+d] e isto contraria o fato de ¢ ser supremo de A, pois [c—d,c) ¢ A.
Se y1(c) # y2(c), existe 1 > 0 tal que y1 () # y2(x) em [c—ry, c+71], com ¢1+77 < g,
o que, também, contraria o fato de ¢ ser supremo de A, pois, nessas condicoes c+1q € A
eci+r>c
Logo,
n(z) = ya2(2)

em InJ.
]

Exemplo 1.16. Use o Teorema 1.14 para encontrar um intervalo no qual o problema

de valor inicial

(1.27)

{ty' +2y = 4t%
y(1)= 2

tem uma tnica solugao.
Resolugao:

Escreva a equacao dada no problema de valor inicial (1.27) na forma

2
T
Y ty
2 )
em que f(t,y) =4t - sy e continua em (t,y) e R?2 parat 0 e

of, . -2
8_y(t’y) - 7

também ¢é continua nos mesmos pontos da f.
Logo, para essa equacao, o conjunto Q = {(¢,y)|y,t € R,t > 0} contém a condigao
inicial (1,y(1)) = (1,2), portanto, pelo o Teorema 1.14, existe um intervalo, centrado

em 1, onde a solucao definida nesse intervalo, é tnica. [
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Exemplo 1.17. Vamos observar o campo de direcoes e o grafico da solucao para a

equacao

(1.28)

y'=dt- =y

6.

Resolucao

em que y(2)

No Exemplo 1.16 verificamos que ha uma solugao para a equagao (1.28), de acordo

com o teorema de existéncia e unicidade, para t # 0, logo, temos uma solucao para a

(2) = 6. A Figura 1.5 mostra o campo de dire¢oes ¢

digao inicial y

equacao com con

6 em

iveis de (1.28), com a solugao para y(2)

0€es pPOoss

os graficos para diversas solug

destaque.

destaque para a solugao em que

Figura 1.5: Campo de Diregoes e graficos de solugoes:

y(2)

=6.

e

da reta tangente

ao

(2,6) a inclinag

Observe que para o ponto em que (2,y(2))

dada por

=6.

Figura 1.6: Campo de Diregdes: inclinac¢ao da reta em y(2)
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1.3 Equacgoes de diferencas

Nesta se¢ao faremos uma introducao ao estudo de equacgoes de diferencas. Segundo
Weber [42] as equagoes de diferencas sdo frequentemente tuteis na Administragao e
na anélise econdmica, pois muitos dados econémicos sao registrados para periodos de
tempo uniformemente espagados. Em muitas analises econémicas, o tempo é variavel
independente e sao estudadas as variagoes das outras varidveis ao longo do tempo.
Ainda de acordo com Weber, tais estudos das variaveis ao longo de conjuntos discretos
de valores de tempo sao denominadas andlises de periodo, e as equagoes de diferengas
oferecem as bases para tais anélises. As referéncias para essa se¢ao sao 4, 6, 9, 11, 24,
29, 42].

1.3.1 Equacoes de Diferencas de Primeira Ordem

Definicao 1.18. A equacao
YUn+1 = f(nvyn)7 (129)

comn=0,1,2..., é chamada de equacoes de diferencas de primeira ordem, pois o

valor de y,,1 depende do valor de y, mas nao de valores anteriores.

A equagao (1.29) é chamada de nao auténoma e a equagio,

Yns1 = f(Yn) (1.30)

é chamada de autdénoma, visto que a fungao f nao depende explicitamente da variavel

n.

Definigao 1.19 (Sequéncia). Uma sequéncia de nimeros reais é uma fungao y: N —
R que a cada nimero natural n associa um nimero real y, = y(n), chamado o enésimo

termo da sequéncia.

Definigao 1.20 (Solugao). A solug¢io de uma equagao de diferencas € uma fungdao
que fornece o valor de uma varidvel num estdagio n em fun¢ao de n e dos valores dos

estdgios iniciais (condi¢ao inicial).

Exemplo 1.21. A sequéncia y, dos ntimeros naturais impares 1,3,5,7,... pode ser

definida por y,11 =y, +2 (n > 1), com uma condigao inicial y; = 1.

h+2=1+2=3
Yo+2=3+2=5H

Ya

Y3
Yg = y3+2:5+2:7
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Exemplo 1.22. A sequéncia de Fibonacci F,, = {1,1,2,3,5,8...} é definida por F},,5 =

F,.1+ F,,, para a qual sao necessarias duas condi¢oes iniciais F e F}.

Fy
F
Fy

1
1
Fi+Fy=1+1=2
B+ =2+1=3
F3+Fy=3+2=5
Fy+F3=5+3=8

Observacao: Em Boyce e DiPrima [9], uma solu¢ao para uma equagao de dife-

rencas ¢ uma sequéncia de nimeros v, y1, Y2, ... que satisfazem a equacao para cada

n.

A solucao da equacao de diferencas é encontrada por meio de iteragoes, as quais

sao obtidas a partir de um valor inicial yg = y(0), assim, denotaremos as iteragoes por

yr = y(1) = f(wo) = ()
yv2 = y(2)=f(f(p)) = fQ(yo)
ys = y(3)=f(f(f(v0))) = fg(yo)

Yn = yn)=f(ff(Wo))) = "(yo). (1.31)

n

1.3.2 Equacgoes de Primeira Ordem Lineares

Nesta se¢ao daremos énfase as equagoes de diferencas de primeira ordem do tipo

linear.

Definicao 1.23. Uma equacdo de diferencas de primeira ordem € linear se pode ser

escrita como

Yns1 = a(n)y, + b(n), (1.32)

com a(n) e b(n) fungoes a valores reais, em que a(n) # 0.

Se b(n) = 0 para todo n € N, a equagao é denominada homogénea. Se b(n) + 0

para algum n, a equacao é denominada de nao homogénea.

Exemplo 1.24. A equacao de diferencas de primeira ordem:

Yns1 = Y2 + 5 é ndo linear auténoma,

Yns1 = N2 + Y, € linear ndo autonoma. [ |
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Exemplo 1.25. Determinar a solu¢ao da equagao homogénea

Yn+1 = AYp (133)

com o fator a # 0 constante, n € N e condi¢ao inicial y(0) = yo.
Resolugao:

Por meio do processo de iteragoes podemos encontrar a solugao, ou seja

Y1 = aYo
Y2 = a1 = a(ayo) = a2y0
Yn = a"Yo. (1.34)

Vamos mostrar a validade da solu¢do encontrada em (1.34) por meio do Principio
de Inducao Finita. Temos que gy, é valido por ser condigao inicial, vamos supor que
Yn = a"yp ¢ ¢ solucdo da equagao (1.33) para n = k (hipotese indutiva) e passamos a
verificar que y, também satisfaz a equagao paran =k + 1.

Admitindo a relacao de recorréncia e a hipotese de indugao temos

Yk+1 ayY,

Yk+1 a(akyo) = CLkH?Jo-

Logo, pelo Principio de Indugao Finita, (1.34) vale para todo n € N sendo, portanto,
solugao de (1.33). n

Em Bassanezi [4] uma outra maneira de resolver a equagao y,,1 = ay, ¢ supor que

sua solucgao geral seja y, = kA™. Neste caso,

Yn = QY1 == kX" =akA"!
— kA"—ak\"1=0
— kAT (A-a)=0 (1.35)

e na expressao (1.35), A=0ou A = a.

Tomando a condicao inicial yg e substituindo em y,, = kA" temos
yozk)\ozk':yo:k.

Observacgao:
e Seypy=0—=k=0=y,=k\"=0

e Seyp=k+0= X0 (se A=0,y0=0), assim A = a e entao y, = ka™ = ypa".
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Logo, a solugao y, em funcao de y, sera

{ 0, se Yo =0,
Yn =
Yoa", se Yo = 0.

No proximo exemplo vamos determinar a solucao da equagao de diferencas consi-

derando o fator a em funcgao de n.

Exemplo 1.26. Determinar a solucao da equagao

Yn+1 = a(n)yn (1'36)

para n € N com condicao inicial y(0) = yp.
Resolugao:
Por meio do processo de iteragoes podemos encontrar a solugao e demonstrar sua

validade por meio do Principio de Inducao Finita. Assim, note que

yi = a(0)yo
y2 = a(l)y: = a(1)a(0)yo
Yo = a(n-1)...a(1)a(0)yo. (1.37)

Usando o Principio de Inducao Finita podemos demonstrar a validade da solugao
(1.37). De fato, temos que yy é valido por ser a condigao inicial. Suponhamos que
(1.37) seja valido para n = k (hipotese indutiva). Admitindo a relagao de recorréncia e

a hipotese de inducao, verificamos a propriedade para n = k + 1, ou seja,

a(k)yx
a(k)a(k—-1)...a(1)a(0)yo.

Yk+1

Yr+1

Logo, pelo Principio de Indugao Finita, (1.37) vale para todo n € N e portanto, é
solugao de (1.36). n

Consideraremos no préoximo exemplo um caso da equagao nao homogénea em que

0s termos a e b sao constantes.

Exemplo 1.27. Determinar a solucao da equagao linear
Yns1 = QYn + b (1.38)

para n € N com condigao inicial y(0) = yo.
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Resolugao:

Por meio de iteracoes encontramos

Y1 = ayo+b
Y2 = Cly1+b=a(ay0+b)+b:a2yo+ab+b
Yo = ayo+a"b+...+ab+b.
Os termos b, ab, . ..,a" 'b formam uma Progressao Geométrica de razao a.

Para o caso em que a # 1, a soma 5, dos seus n primeiros termos seréd dada por

b(a” 1)
S, = T
assim,
y(n) = anyo + 21 (1.39)

-1

Podemos mostrar a validade da solugao (1.39) usando o Principio de Indugao Finita.
Como yq satisfaz (1.39) por ser condi¢ao inicial, supomos que y, satisfaz (1.39) para
n =k (hipotese indutiva) e provamos que a propriedade continua vélida para n =k + 1.

Admitindo a relacao de recorréncia e a hipotese de inducao, temos

E_1 E_1
ayk+b:a[akyo+M]+b:ak”yo+ab(a )+b
a-1 a-1

E_1 k+1 _ -1
a**lyo +bla a4 +1|=a"yo+b a4 ara
a-1 a-1

Yk+1

1l
S
Ed
+
—
<
o
+
(o
—_
IS
ol
+
—
|
—_
N —

Logo, pelo Principio de Indugao Finita, (1.39) vale para todo n € N e portanto é
solucao de (1.38).
Para o caso em que a = 1,temos y,, = yo + nb. ]

Uma equacao linear ndo-homogénea, de primeira ordem, do tipo y,1 = a(n)y,+b(n)
pode ser transformada em uma equagao da forma y,,1 = y, + f(n).

O teorema a seguir pode ser encontrado em Lima, Carvalho e Morgado [24].

Teorema 1.28. Se p(n) € uma solu¢do nao-nula de y,.1 = a(n)y, entdo a substituicao

Yn = p(n)x, transforma a recorréncia y,41 = a(n)y, +b(n) em

Tns1 = T + b(n)[a(n) - p(n)]™
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Demonstracao: Substituindo y,, = p(n)z, em yn.1 = a(n)y, + b(n) temos
p(n+ 1)z, =a(n)p(n)x, +b(n). (1.40)

Como p(n) é uma solu¢ao nao nula da equagao homogénea associada y,,1 = a(n)y,,

entao
p(n+1)=a(n)p(n). (1.41)

Logo, substituindo (1.41) em (1.40) e considerando a(n) # 0, temos
a(n)p(n)zn.1 = a(n)p(n)z, + b(n) = x,,1 = 2, + b(n)[a(n) - p(n)]™".

Exemplo 1.29. Determinar a solucao da equagao linear y,,; = 3y, + 3" dada uma
condicao inicial yg.

Resolugao:

Determinamos a solugao da equagao homogénea associada ¥,,1 = 3y, que, de acordo
com o Exemplo 1.25, ou seja, y, = 3"yo. Logo, uma soluc¢ao particular sera p(n) = 3.

Fazendo a substitui¢ao y, = p(n)x, = 3"z, na equagao y,,1 = 3y, + 3" temos, pelo

Teorema 1.28,
Yni1 = 3Yp + 3" == 3", = 3(3"1,) + 3" = 2y =1, + 37 (1.42)

A equagao (1.42) pode ser resolvida por iteragao, isto é

o = Yo

T = Z‘0+3_1

Ty = x1+371=x0+371+371=$0+2-371

T3 = Xo+3 '=xe+3 1 +3 143 =py+3-37¢

T, = x9+mn-37" (1.43)

Por indugao demonstra-se a validade de (1.43). De fato, como (1.43) é valida para
xg, por ser condigao inicial, supoe-se que (1.43) seja verdadeira para n = k (hipotese
indutiva), ou seja,

T =20+ k375

Agora, admitindo a relacao de recorréncia e a hipotese de indugao, verificamos a
validade de (1.43) paran=Fk+1,

Tit1 = Tk +3_1 = Tk+1 = [l’o +k- (3_1)] +3 = Trpa1 = Lo +3_1 . (k;+ 1)
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Portanto, pelo Principio da Indugao Finita, (1.43) é valida para todo n € N sendo,
portanto, solucao de (1.42).

Por fim, substituindo (1.43) em y, = 3"z, temos

Yo = 3"(zo+n-37")
Yo = 3"wo+3"'n
Yo = 3" '(3wo+n). (1.44)

Logo, (1.44) é solucao da equagao y,41 = 3y, + 3".

Podemos mostrar que a solu¢ao encontrada é valida, de fato,

Y1 = 3 DBz + (n+1)] = 3"wg+3™n + 3"
3(3"wo + 3" 1n) + 3"
3[3" (3w +n)] + 3" = 3y, +3".

1.3.3 Ponto de Equilibrio e Estabilidade

Esta secao sera apenas um complemento do estudo de equagoes de diferencas.
Podemos analisar o comportamento de uma equacao de diferenca através de seus
pontos de equilibrio em que tem-se a estabilidade do processo quando nao ocorre varia-

¢oes do estagio n para o estagio n+1. Os resultados dessa se¢ao podem ser encontrados
em [11, 13, 24].

Definigao 1.30 (Ponto de Equilibrio). Um ponto y* no dominio de f € denominado
um ponto de equilibrio da equa¢ao yni1 = f(yn) se, yo = y*, entio y, = y*, Vn e N, ou
seja, y* € uma solug¢do constante da equac¢ao Yni1 = f(yn)

Teorema 1.31. Um nimero y* é um ponto de equilibrio de yn.1 = f(yn) se, e somente
se, y* = f(y*), isto €, y* € um ponto fizo da equagio Yni1 = f(Yn)-

Demonstracao: (=) Se y* é um ponto de equilibrio de y,41 = f(y,) entdo y, = y*,

Vn e N, é solugdo da equacao yn1 = f(yn). Logo, y* = yns1 = f(yn) = f(y*).
(<) Suponhamos que y,41 = f(y,) e que y* = f(y*). Assim para yy = y*, temos

vi = fw)=fW)=y"
v2 = fy)=fw)=y"
Yn = [(yn1) =f(y") =y~

Logo, ¥y, = y*, Yn € N (o que pode ser mostrado por indugao) e, portanto, pela

Definicao 1.30, y* é ponto de equilibrio da equacao. [
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No Exemplo 1.32 vamos utilizar o Teorema 1.31 para determinar os pontos de

equilibrio da equacao.

Exemplo 1.32. Determinar a solugao e os pontos de equilibrio da equagao

Yna1 = (Yn)”. (1.45)

Resolugao:
A equagao (1.45) é de primeira ordem do tipo néo linear, mas sua solu¢do pode ser

encontrada por meio de iteragoes, isto é,

Yo

yi = (yo)°

Yo = (y1)5:[(yo)5]5=982

U = (y0)”" (1.46)

Por induc@o podemos demonstrar a validade de (1.46). Como yy ¢é valida por ser
condic¢ao inicial, supoe-se (1.46) valida para n = k, nossa hipdtese de indugdo, ou
seja, Yn = (y0)5k, assim, admitindo a relacao de recorréncia e a hipotese de indugao,

verificamos a validade da equacao para n =k + 1, pois,

Yrer = (r)° = [(yo)"’k]5 = (40)™™ = ()"

Logo, (1.46) é solucao de (1.45).
De acordo com o Teorema 1.31 um ponto de equilibrio pode ser obtido calculando-se

y* = f(y*), ou seja, y* = (y*)5, que possui como solu¢ao y* =1, y* =0 e y* = -1.

1.5 Y+

05 1 1.5

Figura 1.7: Pontos de Equilibrio de (1.45)

Logo, os pontos de equilibrio, de acordo com o Teorema 1.31, sao y* =1, y* =0 e
y* = —1 .
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Vamos mostrar o caso do exemplo anterior de uma maneira mais geral, ou seja,
provaremos que qualquer equagao de diferengas do tipo yn.+1 = (y,)?™*t, com m > 0,
tem os pontos de equilibrio y* =1, y* =0e y* = —1.

Pelo Teorema 1.31 podemos determinar os pontos de equilibrio calculando os pontos

em que y* = f(y*), isto é,
y* — (y*)2m+1 N (y*)2m+1 _ y* =0
— yyr [(y*)Qm 1] 0
= y[(y)"+1]-[(y)"

l_l
I
e

(1.47)

Para que (1.47) ocorra é necessario que uma das 3 situagdes acontega: y* = 0,
(y*)™+1=0o0u (y*)"-1=0.

Se m for impar teremos

(y')"-1=0 = y"=1=y=1,
ou

(y)"+1=0 = y"=-1=y=-1
Se m for par teremos
(Y)"-1=0=y"=1=|y|=1"V"=y=1 ou y=-1 (1.48)

Uma questao sobre os pontos de equilibrio é saber se sao estaveis ou instaveis.

Defini¢ao 1.33 (Estabilidade). O ponto de equilibrio y* de y,.1 = f(yn) € estdvel
se dado € > 0, existe § > 0 tal que 0 < |yo — y*| < d = |f"(yo) — y*| < €, para qualquer

neN, n>0. Sey* € nao estdvel, entio é chamado de instdvel.

Observagao: No momento em que se altera ¢, se altera J e, consequentemente, o

ponto inicial ¥y, como podemos observar nos graficos das figuras 1.10 e 1.11.

Definigao 1.34 (Atragao). O ponto de equilibrio y* € dito de atrag¢ao se existe n >0

*

tal que 0 < |yo —y*| <n = lim f"(yo) = y*, isto é, Ve >0, Ing € N tal que, Yn € N,

n>ng = |f"(y0) —y*| <€

Observagao: Um ponto de equilibrio ¢ dito ponto de atracao se a partir de um
determinado n > ngy os valores da sequéncia vy, se aproximem tanto quanto queiramos
do ponto de equilibrio y* e para que o ponto de equilibrio seja estavel é necessario que

para todo n € N isso aconteca.

Definigao 1.35 (Assintoticamente estavel). O ponto de equilibrio y* é assintoti-

camente estdvel se € estavel e de atracao.
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Definicao 1.36 (Atrator Global). O ponto de equilibrio y* € dito Atrator Global
se lim f"(yo) = y"

Observacao:
Dada a equacao de diferencas de primeira ordem ¥,,1 = ry, +b, com b+ 0 e r + 1,
entao, pelo Teorema 1.31, seu ponto de equilibrio é obtido por
b

y*:ry*+b:>y*(1—r)=b:>y*:(1_r). (1.49)

Teorema 1.37. O ponto de equilibrio y* = Para Yni1 = ry, +b, comr 1 é

(1-7)
assintoticamente estdvel se |r| < 1. Se |r| > 1 € instdvel.

Demonstracao: Observemos que

| ‘ b b +b—7“b—b‘ ‘ rb ‘ ] b ‘
Y1-Y Yo (1—7) Yo 1 Yo -, Yo 11—
= |rllyo -y (1.50)
Similarmente,
b b
—y*| = b——— | = |2 b+b-—
lyo — y*| = [rys + ) Yo + b+ -
_ e +rb—r2b+b—br—b
= Yo -r)
b
= |rPyo +1? = lyo -yl (1.51)
(1-r)
Por indugao, podemos monstrar que
Yo =7 = Ir[" - lyo = y7l. (1.52)

Temos que a relagao ¢ valida para n = 1, por (1.50). Vamos supor que (1.52) é
verdadeira para n = k (hipotese de indugao), ou seja
lye =y =1l lyo = 7).

Assim, admitindo a relacao de recorréncia e a hipotese de inducao, passamos a
verificar a validade de (1.52) para n =k + 1, isto &,

br
1-r

(b-br-b)
1-r

TYr +

b
Y1 = Y| Tyk+b_m|: =‘7”?Jk;—

b * *
yr = ——| = Irl -y =y = 1rF - Jvo - v

1-r

7]

I Jyo — v
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Logo, pelo Principio de Indugao Finita, (1.52) vale para todo n € N.
Para mostrar que o ponto de equilibrio é estavel observamos que, dado € > 0, existe

d >0, sendo § =€, tal que 0 < |yg — y*| < ¢ implica, para |r| < 1, que
[YUn = vol =1|r|" Jyo—y*|<1l-e=¢, VneN, n>0.

Dessa forma, o ponto de equilibrio y* é estavel.

Além disso, suponha que para |y, — y*| = |r|* - |yo — y*| tenhamos |r| < 1, entao,

lim [r[" =0 = lim lyn —y*| = 0. (1.53)

n—oo

Portanto, y* é assintoticamente estéavel.

Se |r| > 1, entao

lim |r|" = o0 = lim |y,, — y*| = . (1.54)
Assim, o ponto de equilibrio y* é instéavel. ]

Observacoes
Considerando a equacgao ¥,,1 = 7y, + b vamos tomar os casos em que r =1 e b = 0;

r=1eb+0eocasoem quer=-1.

1. Ser=1eb=0 teremos y,.1 = Yy, € 0 ponto de equilibrio deve satisfazer a equacao

y* =y*, pois f(yn) = yn, entdo todos os pontos dados serdo pontos de equilibrio.

A solugao da equagao y,,1 = y, € constante y,, = o, pois

Yo

Y1 = Yo

Y2 = Y1 =%
Yn = Yo

Tomando € = |yo — y*|/2 entdo, YV > 0, com 0 < |yp — y*| < § temos |y, — y*| =

lvo — y*| > w = ¢, assim, para r = 1 teremos ponto de equilibrio instavel.
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2. Ser=1eb+0, entao teremos a equacao ¥,.1 = ¥y, +b e sua solucao sera dada por

Yo

Y1 = Yo+b

Yo = Y1+b=yo+20

Yys = Ya+b=1yo+3b

Yn = Yo+bn. (1.55)

De acordo com o Teorema 1.31, visto que f(y,) =y, + b, se existe y* tal que
Yy =y"+b=10=0,

o que ¢ uma contradi¢ao, pois tomamos b # 0, logo a equagao nao tem ponto de

equilibrio.

3. Se r=-1 temos y,4+1 = -y, + b e a solucao y,, sera

Yo

Y1 = —Yo+b

Y2 = ~yi+b==(-yo+b)+b=yo
Ys = ~Ya+b=~(yo) +b=-yo+0b

Logo, teremos, para n par (n = 2k),

Y2k = Yo (1.56)

e para n impar (n =2k +1),
Yok+1 = —Yo + b. (1.57)
No exemplo 1.38 mostraremos a validade das equagdes (1.56) e (1.57).

O ponto de equilibrio da equag¢ao y,,1 = -y, + b sera, de acordo com o Teorema

1.31, ponto fixo de f(y,) = —yn + b, isto &,

*

y =y rb=y’=c.

Para yy # y*, como vy, y* € R, existe m € R, m # 0, tal que yy = y* + m, e assim,

temos |yo — y*| = |m).

Para n par, temos a solucdo y,, = yo (1.56), assim |y, —y*| = [yo—y*| = [m|. Podemos
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tomar € = m/2 obtendo |y, —y*| > € sendo, portanto, y* ponto de equilibrio instével

para n par.

Similarmente, para n impar, temos a solugdo —yo + b (1.57), entdo |y, — y*| =
|—yo+b—y*|=|-y*—m+b-y*| =|-2y* —=m+0b|, como y*, m e b sdo valores

constantes, podemos tomar € = | — 2y* —m + b|/2, obtendo |y, — y*| > €.
Logo, o ponto de equilibrio é instavel.

Exemplo 1.38. Vamos provar, por indugao, a validade das solugdes ya = yo (1.56) e
Yok+1 = —Yo + b (1.57).

Resolugao:

Temos que para n =0 é valido por gy ser condigao inicial.

Vamos supor, primeiramente, que a solu¢ao (1.56) é verdadeira (hipotese indutiva)
e passamos a verificar a propriedade para o proximo indice par 2k + 2.

Admitindo a relagdo de recorréncia e a hipétese de indugao temos

Yok+2 = ~Yok+1 + 0,

sendo Yaks1 = —Yor + b segue que yogs1 = —Yo + b, logo
Yoz = —(=Yo +b) + b = yo. (1.58)

Desse modo, pelo Principio de Indugao Finita, (1.56) vale para todo n € N, tal que
n =2k, k € N, sendo, portanto, solucao da equagao y,+1 = -y, +b.

Da mesma forma vamos mostrar a validade da solugao (1.57).

Temos que para n = 0 é valido por yo ser condicao inicial, vamos supor que (1.57)
é verdadeira (hipotese indutiva) e passamos a verificar a propriedade para o proximo
indice impar n + 2 = 2k + 3.

Admitindo a relagao de recorréncia e a hipdtese indutiva temos

Yok+3 = —Yok+2 + b,

sendo Yops2 = —Yor41 + b, obtemos que yorr1 = —yo + b, entao
y2k+3:—[—(—y0+b)+b]+b:—y0+b. (159)

Logo, pelo Principio de Indugao Finita, (1.57) vale para todo n € N, tal que n = 2k+1,

k € N, sendo, portanto, solucao da equacao ¥,+1 = —yn + b. [

Exemplo 1.39. Analisar os pontos de equilibrio da equagao v,.1 = 2y, — 1.
Resolucgao:
Pelo Teorema 1.31, os pontos de equilibrio y* da equacao devem ser pontos fixos
de f(yn) =2y, — 1, isto é,
Yy =2y -1=y" =1
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Logo, o ponto y* = 1 é ponto de equilibrio da equacao e, partindo-se dele como
condicao inicial, nao ocorrem variagoes do estagio n para o estagio n + 1.

Tomando-se como condicao inicial yo = 0,9 e yo = 1,1 podemos observar o compor-
tamento da sequéncia em relacao ao ponto de equilibrio:

y1=2y0-1=2(0,9)-1=0,8
Yo =2y; —1=2(0.8)-1=0,6
Y3 =2ys—1=2(0,6)-1=0,2
ya =2y —1=2(0,2) —1 = ~0,6, (1.60)

y1=2y0-1=2(1,1)-1=1,2
Yo =2y —1=2(1,2)-1=1,4
ys=2uo—1=2(1,4)-1=1,8
ya=2y;—1=2(1,8)-1=2,6. (1.61)

O grafico da figura 1.8 apresenta o comportamento de alguns valores assumidos pela
equagao Yns+1 = 2y, — 1 dependendo da condigao inicial dada (1.60) e (1.61). Podemos
observar que a cada iteracao os valores se afastam do ponto y* = 1.

Pelo Teorema 1.37, como |r| = 2 > 1, o ponto de equilibrio y* = 1 é ponto de

equilibrio instavel.

=
=)
L]

Figura 1.8: Ponto de equilibrio instével

Exemplo 1.40. Analisar os pontos de equilibrio da equacao y,.1 = -0, 5y,, + 3.
Resolugao:

Pelo Teorema 1.31, os pontos de equilibrio da equacao devem ser pontos fixos de
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f(yn) = -0, 5y, + 3, ou seja,
Y =-0,5y"+3 =y" =2.

Tomando-se como condigao inicial, por exemplo, 1y = 1,5 e yy = 3 podemos observar

o comportamento da sequéncia em relacao ao ponto de equilibrio:

yr = 0,5y +3=-0,5(1,5) +3=2,25
yo = —0,5y; +3=-0,5(2,25) +3=1,875
ys = —0,5ys + 3 = —0,5(1,875) + 3 = 2,0625
y1 = —0,5y; + 3 =-0,5(2,0625) + 3 = 1,96875
ys = —0, 5y + 3 = —0,5(1,96875) + 3 = 2, 015625, (1.62)

y1=-0,550+3=-0,5(3)+3=1,5
Yo = —0,5y1 +3=-0,5(1,5) + 3 = 2,25
ys = —0,5ys +3 = —0,5(2,25) + 3 = 1,875
ys= 0,5y + 3 = —0,5(1,875) + 3 = 2, 0625
ys = —0,5y, +3=-0,5(2,0625) + 3 =1,96875. (1.63)

O gréfico da figura 1.8 apresenta esse comportamento observado em (1.62) e (1.63),
onde a cada iteracao os valores se aproximam do ponto y* = 2.

A equagao yn+1 = —0,5y, + 3 ¢ do tipo Yui1 = ry, +b com |r| = 0,5 < 1, entdo, pelo
Teorema 1.37 temos que o ponto de equilibrio y* = 2 é ponto de equilibrio assintoti-

camente estavel e a sequéncia das iteragdes converge para y*.

Yn

1 2 3 4 5 n

Figura 1.9: Ponto de Equilibrio assintoticamente estével

Exemplo 1.41. Analisar os pontos de equilibrio da equagao (1.64) usando a definigao
de estabilidade 1.33.
Yns1 = =0, 5y, + 3, (1.64)
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com ponto de equilibrio estavel, y* = 2.
Resolugao:
No grafico da figura 1.10, pela Definicao 1.33, foi dado, como exemplo, € = 1,5, para

o qual existe 0 = 1,25 e yo = 3 tal que |yo —y*|=13-2| < =1,25.
Pela equagao (1.52) do Teorema 1.37, temos

Y =y = Ir[" - lyo —y*| = [-0,5" -3 -2],
e assim, como n € N,

lyn —y*| = /" (yo) —y*| =10,5]" <1 <e=1,5.

Y
Y +e _

y*'+8

Figura 1.10: Ponto de Equilibrio Estavel

Similarmente, para o grafico da figura 1.11, determinamos um novo valor para e,
neste exemplo, para € = 0,75, existe d = 0,5 e yo = 1,7 tal que |[yo—y*| =|1,7-2| <4 =0, 5.
Logo,

Yy =y =" Jyo—y*[=1-0,5"-|1,7-2],

e como n € N,
lyn = y*1=10,5]"-0,3<0,15<e=0,75.
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05

-05 a 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Figura 1.11: Ponto de Equilibrio Estavel

De forma geral, para a equagao (1.64) com y* = 2 e n € N, temos, pelo Teorema

1.37, mais precisamente a equagao (1.52), que
|f"(yo) =2/ == 0,5["[yo = 2| < 1 |yo - 2,
dado € > 0, segundo a Definicao de estabilidade 1.33, 36 > 0, § = ¢, tal que
lyo —2| <0 = |f"(v0) - 2| <e.

Logo, o ponto de equilibrio y* =2 é ponto de equilibrio estavel, da equacao (1.64).



2 Equacoes Diferenciais Ordinarias de

Primeira Ordem

Uma EDO de primeira ordem é uma relacao do tipo

Fz,y(x),y'(x)) =0,

expressando uma relacao entre a varidvel independente x e os valores da funcao in-
cognita y(z) e de sua primeira derivada y/(x), podendo também ser representada na

forma explicita
y' = f(z,y).

Neste capitulo estudaremos alguns métodos de resolucao de equacgoes diferencias
de primeira ordem e suas aplicagoes. Para o estudo e desenvolvimento das proximas

segoes nos baseamos nas referéncias [4, 5, 9, 15, 32, 38§].

2.1 Equacoes Lineares

A forma geral de uma equagao diferencial ordinéria de primeira ordem do tipo linear

()2 + ao(x)y = o(c),

com ap(x) #0, e assim,

dy | aoe) _ 9(a)
dx al(x)y a(z) 2.1)

A equagao (2.1) pode ser escrita como

y +p(x)y = q(z), (2.2)

onde p: I - R e g: 1 — R sao fungoes reais e continuas definidas em um intervalo I.

No estudo da equagao (2.2) podemos obter:

48
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e a solugao geral da equacgao, ou seja, uma expressao que englobe todas as suas

solugoes;

e a solu¢do de um problema de valor inicial (P.V.I),

s p()y = a(),

y(ﬁo) = Yo,

sendo y(zg) = yo chamado de condigao inicial, em que xg € [ e yg € R.

2.1.1 Meétodo dos Fatores Integrantes
Seja uma equacao linear de primeira ordem
Y +p(x)y = q(z), (2.3)

onde p e ¢ sao fungdes dadas. Por esse método determinamos uma fungao u = p(x),
chamada fator integrante, que facilita a integracao dessa equacao.

Multiplicando a equagao (2.3) pelo fator integrante y, a ser determinado, obtemos

1y’ + pp(x)y = pg(z). (2.4)

Buscamos uma fungao u tal que o primeiro membro da equagao (2.4) seja a derivada

do produto de u por y, isto é,

d(pe-y)

el AN (2.5)
X

py' + pp(w)y =

Para que a igualdade proposta em (2.5) seja satisfeita devemos ter

1y = pp(x)y.

Logo, assumindo que y(z) # 0 e u(z) # 0, em algum intervalo [ € R,

p=pp(z) =

-u’dxz[p(a:)dx. (2.6)

Pela Regra da Cadeia,

%(IHLUD =l%-,u’=>fi-,u'dm=1n|,u|+c. (2.7)
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Relacionando (2.6) e (2.7) temos
/p(a:)dx =Injul+c = o P@de = gnlulre _ ee)y)
Tomando ¢ =0 tem-se e =1, e podemos escolher
p = ef P@)dz, (2.8)

Exemplo 2.1. Resolver o problema de valor inicial (P.V.I)

{xy' + 2y = 422, (2.9)

y(1) =3.

Resolugao:

A equacao deste exemplo é linear de primeira ordem e pode ser resolvida determinando-
se um fator integrante u.

Vamos escrever a equagao dada em (2.9) na forma y’ + p(z)y = q(z), para z # 0, ou
seja,

2
v+ 2L - 4g (2.10)

T

2
sendo p(z) = —.
x
Como visto em (2.8), o fator integrante é dado por p = ef P(@)dz igto é,

/p(m)dxz/gdx=21n|x|+k=1n|x|2+k,
T

f zdx = In|z|?,
T

In |z|? — .ZU2

tomando k = 0, segue que

e assim,
n(x) =e

Multiplicando a equagao (2.10) por p temos
22y + 2xy = 42° = (2%y)’ = 42® = 2%y = / da3de + k = 2%y = 2* + k.
Logo, a solugao geral de (2.10) é
k
y:y(a:)=x2+—2.
x
Para satisfazer a condigao inicial y(1) = 3 é necessério que

3:12+%:>k:2.
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Assim, temos como soluc¢ao do P.V.I
2
_ .2
Yy=x" + 13
]
2.2 Equacoes Separaveis
Definicao 2.2. Uma equacao diferencial que pode ser escrita na forma
d
LA @, com g(y) #0 (2.11)
dz g(y)

em que f(x) e g(y) sao fungées continuas em intervalos abertos de R, € chamada de

equacao separdvel.

. d . : .
Exemplo 2.3. A equacao d_y = xy € uma equagao separavel, pois pode ser escrita na
x
forma
dy
de

9

< | =8

onde f(x)zxeg(y):i. |

2.2.1 Solucao de uma equagao separavel

A equagao (2.11) pode ser escrita como

9(y(x))y'(x) = f(2).

Integrando-a em relacao a x, obtemos

[ stw@)@i= [ @)

Seja G uma primitiva de g. Entao, pela Regra da Cadeia,

[G(y(2)]) = G (y(x)) -y (z) = g(y(x)) - ' (2)
e assim, segue que
[1Gw@)yde= [ f)dz.

Logo,
G(y(x)) = F(x) +k,

em que k£ uma constante de integracdo e F' uma primitiva de f. Entao, y(x) é solugao
da EDO (2.11) se, e somente se, G(y(x)) = F(z) + k.
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Uma equagao do tipo

Y= P()- Q) (2.12)

é uma expressao separavel, pois se Q(y) # 0, Vy € I, sendo I; um intervalo, entao

d P(x)
2= P(@)-Qy) = ——

Q)

Supondo P(z) # 0, Vx € I, entao y(z) = ¢ (Y € I), sendo ¢ uma constante, é solu¢ao

de (2.12) se Q(y) = Q(y(x)) = Q(c) = 0, ou seja, se y = y(x) = ¢ é a raiz da equagao
Q(y) = 0. Neste caso, a equagao (2.12) admite solugao constante y(x) = c.

Exemplo 2.4. Vamos resolver a equacao

dy 2
— = . 2.13
o =Ty (2.13)
Resolugao:
Podemos escrevé-la como
dy 1
% = I fr— E y, = a’j’

onde f(x) = ¢ g(y(@)) = .

Integrando em relacao a x temos

1
/—Qy’dxzfxdx,
Y

Fazendo a mudanca de variavel u =y e du = y'dx, segue que

1 1 22 1 22 -2
fﬁdu:/xdz’:—5=3+k:—§=3+k:y:y(x)=m.

Nesse caso, a equagao (2.13) também possui solugao constante, pois sendo Q(y) = 32
entdo Q(y) =0<=y=0. n

Exemplo 2.5. Resolver, pelo método das equacoes separéaveis, o Problema de Valor

Inicial (P.V.I.)
I _ .2
{ v (2.14)
y(1)=1.
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Resolugao:

1 1
— —=ax+k=y=y(x)-= :
Y k—-x

1
Para y(1) = 1, temos 1 = I k =2. Logo, a solu¢ao do P.V.I. é y(x) = 5o
- -

2.3 Equacgoes Exatas
H4 equagoes diferenciais de primeira ordem que podem ser escritas na forma
d
L () =0, (2.15)
x

para alguma funcao ¥ (z,y(z)) =¥ (x,y).
Integrando ambos os lados da equagao (2.15) obtemos

Y(x,y) = constante

e, a partir dai, obtemos y como fungao de x implicitamente.

Pela regra da cadeia para diferenciagao parcial temos

d 0 0 d
() = gl + G a) - @) -0 (2.10)

Definicao 2.6. A equacao diferencial escrita na forma
dy
dx
¢ uma equacao diferencial exata se existe V(x,y) tal que
oY oY
M(z,y) = -(z,y), N(z,y)=—-(2,9). (2.18)
ox dy
Exemplo 2.7. Verificar que a equagao diferencial

d
1+cos(x+y)+ cos(;v+y)d—y =0
X

d
pode ser escrita sob a forma d—w(x,y) =0.
x
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Resolugao: Tomando-se ¢(x,y) = x +sen(z + y) temos, por (2.16), que

%(w,y(w)) = g—f(x,y)+g—z(x,y)%:1+cos(a:+y)+[O+Cos(x+y)y’]

1+ cos(x+y)+cos(x+y)y

Logo,

1+ cos(z+y)+cos(x+y)y = di[x +sen(x+y)] =0.
x

Exemplo 2.8. Determine a solugao geral da equacao diferencial
dy
1+ cos(z +vy) +Cos(a:+y)d— =0. (2.19)
x

Resolugao:

Colocando (2.19) na forma
d
—[z+sen(z+y)] =0
dx
e integrando ambos os lados com relacao a x, temos,

Y(z,y) =[x +sen(z+y)]=c

em que c é uma constante.
Aplicando a funcao arco seno em ambos os lados temos, como solucao geral da

equacao,

[z +sen(x+y)] =c = arcsen(sen(x +y)) = arcsen(c — x)

— y=arcsen(c—z)-z.
|
Teorema 2.9. Sejam M, N fungdes continuas de classe C' em uma regiao retangular
%={(x,y)eR2; a<wr<b e c<y<al}7

entdo, a equagao (2.17) € uma equagao diferencial exata em R, se e somente se,

0 0
a—yM(x,y)—%N(w,y), em fR. (2.20)

Demonstracao: Se a equacao

M(z,y)+ N(z, y)j—i =0 (2.21)
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é exata, temos, pela Defini¢ao 2.6 que existe ¥ (z,y) de modo que

_oy _oy
Calculando
oM ~ 0% ON ~ 0%
ay (..'L',y)— 8yax(x’y) € ax (x7y)_8xay(x7y)
oM ON ~ ) -
Como 8—y(x,y) e %(x,y) sao continuas, entao
0?1
S ) (2.23)
e 02

também sao continuas, sendo assim, a funcao 1 é de classe C? e, pelo Teorema de
Schwarz (ver Anexo), teremos a igualdade entre as equagdes (2.23) e (2.24), o que

garante

oM ON
a—y(lﬂ?/) = a—x(f’%y)-

Reciprocamente, vamos mostrar que se

) )
M - N
3y (z,y) e (z,9),

em ‘R, entao a equagao é exata.

Vamos construir uma funcao ¢ que satisfaca a Definicao 2.6, logo

M(z,y) = 92 ) (2.25)
N(z,y) = g—;j(x, y). (2.26)

Integrando a equagao (2.25) em relagdo a = obtemos

U(ay) = [ Mla.y)da+h(y).

em que h(y) é uma fun¢do que faz o papel de uma constante arbitraria. Precisamos
mostrar que é sempre possivel obter h(y) de modo que a equagdo N(x,y) = %(x,y)
seja satisfeita.

Vamos tomar Q(x,y) uma fungao diferenciavel tal que

Qz,y) = f M (z,y)dx
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entao, 5
2 (e,0) = M) (2.27)
x
e
U(x,y) = Q(z,y) +h(y). (2.28)
Derivando a equagao (2.28) em relac¢ao a y, obtemos
o _0Q e =
7 ,y) = By (z,y) +h'(y) = N(z,y),
assim

W (y) = N(x.y) - g—§<x,y>. (2.20)

Para que possamos determinar h(y), a partir da equagao (2.29), a expressao N (z,y)-
%—g(x, y) precisa ser uma fungao apenas de y. Logo, derivando o segundo membro da
equagao (2.29) parcialmente em rela¢ao a z, temos

9 9Q AN, . 2Q
Ve -GEan| = e - e
- Py - 2 L)
© g Y  Qydx Y
S CORE O} (2.30)

Além disso, por hipotese,

0 0
a_yM(‘r7y) - %N(I‘7y),

a expressao (2.30) é igual a zero, ou seja a expressao h'(y) em (2.29) depende somente

de y. Assim, integrando a equacao (2.29) em relagao a y, segue que

h(y):fN(I,y)dy—Q(%y)=fN(fc,y)dy—fM(fc,y)df€- (2.31)

Portanto,
U(z,y) = f M (z,y)dx + h(y)
= [ M (x,y)dx + / N(z,y)dy - / M(x,y)dx
= f N(z,y)dy
e satisfaz as condigoes para a equacao ser exata. ]

Exemplo 2.10. Encontrar a solucao da equagcao

(ycosx+2xey) + (senz + z%e¥ + 2) y' =0.
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Resolugao: Para encontrar a solucao da equagao dada tomamos:

3}
M(z,y) =ycosx + 2z = a—M(a:,y) =M, =cosx +2xe,
Y

2

0
N(z,y) =senz +z°¢’ + 2 — a—N(m,y) =N, =cosz +2xe.
x

Como M, = N, em R?, entao pelo Teorema 2.9 a equagao dada é exata em R2.

0 0

Pela definicao, existe ¢ tal que —w =M e —¢ = N em R2.
ox Jy

Logo,

U(x,y) = f M (x,y)dx = /(y cosx +2xe’)dr = ysenx + e/x? + h(y).

Se Y(z,y) =ysenz + e¥x% + h(y), entdo ¢, (z,y) = agv,b(x, y) =senx +z2e¥ + h'(y).
Y

Temos também que
¥, (z,y) = N(z,y) =senx + 2%e + 2,
o que implica em A/(y) =2 e h(y) = 2y + k. Tomando k = 0, temos ¥ (x,y) = ysenx +
V2 + 2y.

Portanto, a solugao y = y(x) da equagao é dada implicitamente por

Y(x,y) =c,

ou seja,

ysenx +x?e’ + 2y = c.

2.3.1 Equacgoes Exatas: Fator Integrante

Uma equagao diferencial
M(z,y)+N(z,y)y" =0

pode ser convertida em uma equagao exata se existir um fungao u(z,y), chamada fator

integrante, tal que

5o 9) - M (.0) = () - N )

de acordo com o Teorema 2.9.

Suponhamos primeiramente que p seja uma fungdo apenas de z, entao multiplicando
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a equagcao por i temos
p(x) - M(z,y) +p(x)  N(z,y)y' = p(x) - 0.
De acordo com o Teorema 2.9, para a equacao que seja exata, deve ocorrer
)M (2.9)) = - ()N (.9)
ay H’ >y - (930 ,u 7y .

Pela Regra do Produto, temos

0 0 0
p(x)- a—y(M(x,y)) = 5, (1(2)) - Nz, y) + p(z) - 5 (N (2, y)).
Como g é uma fungao que depende s6 de x temos

d
UM, = (ﬁ) N + uN,.

Logo, admitindo N (z,y) # 0,

du My—NI)

— = _— 2.32
- u( = (2.32)
M, - N,

e dessa forma, é necessario que dependa apenas de z. Neste caso, o fator

N
integrante p(x) é obtido resolvendo a EDO (2.32).

De forma analoga, se u depender s6 de y e M (z,y) # 0 temos

dp Nx—My)
— = — 2.33
o (M , (2.33)
em que
(Nx—My)
M

deve depender s6 de ¥, e o fator integrante p(y) é obtido resolvendo a EDO (2.33).

Exemplo 2.11. Determinar a solugao da EDO
6y + (4y + 922)y’ =0, (2.34)

com z,y € R*.
Resolucgao:
Notemos que
M(z,y) = 6oy = M, = 6,

N(x,y) =4y + 92> = N, = 18x.

Verificamos inicialmente, pelo Teorema 2.9, que a equagao nao é exata, pois M, # N,.

Logo, vamos procurar um fator integrante. De acordo com (2.33) observamos que
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Nx—My_ 18z —6x 2

M 6y Y

depende apenas de y, logo o fator integrante pode ser calculado resolvendo-se a EDO

(2.33), ou seja, para p + 0,

2

d 2 dy =
—’uzlu(—) fr—— —M:%
dy y T
_, Lodp 2
pody oy

= S ()= [ ()
H Y
= In|u|=2Inly|+k

= 621n \y|+k.

Tomando k = 0, temos como fator integrante p = 2.

Multiplicando a equagao (2.34) pelo fator integrante p = y?, obtemos
(62°) + (4y° + 92%y*)y = 0.
Assim,
M(z,y) = 6zy® = M, = 18z1?,
N(z,y) = 4y° + 92%y* = N, = 1813

Pelo Teorema 2.9, a equagao equivalente é exata em R* x R*, pois M, = N, em
R* x R*. Logo, existe ¢(z,y) tal que ¥, = M e ¢, = N. Assim

61322

U(ay) = [ Moo= [ (60y*)do = 55+ h(y) = 35%a* + h(y),

o que implica em 1, = 9y%z2 + h'(y).
Como 9, = 9, (x,y) = N(z,y), temos 9y?x2 + 4y = 9y%z2 + I/ (y). Logo, h'(y) = 4y3.
Dessa forma,

h(y) = f dyidy = y* + k.

Tomando k = 0 temos h(y) = y*.
Logo,
U(z,y) =32y +yt.

Portanto a solugao y(z) da equagao é dada implicitamente por ¢¥(z,y) = ¢, ou seja,

32y +yt = c.
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2.4 Aplicacoes envolvendo equacoes de primeira or-

dem

2.4.1 Mistura

Exemplo 2.12. Considere um tanque usado em determinados experimentos em hi-

drodindmica. Depois de um experimento o tanque contém 200 litros de uma solugao

de tinta com uma concentracao de 1 grama por litro. Para preparar o tanque para o

proximo experimento, ele é lavado com agua fresca fluindo a uma taxa de 2 litros por

minuto e a solugdo bem misturada flui para fora & mesma taxa. Encontre o tempo

gasto até a concentragao de tinta no tanque atingir 0,01 de seu valor original.
Resolugao:

A variacao na quantidade () da substéancia, no tanque, em relacao ao tempo t é dada

d . . .
por — e é devida aos fluxos de entrada e saida dessa substancia no tanque, ou seja,

dt

r ¢ igual a razao de entrada da substancia menos a razao de saida. Em simbolos,

temos — = taxa de entrada - taxa de saida.
A taxa de entrada da substancia é de 2I/min -0g = 0, pois o tanque esta sendo
lavado com agua fresca.

A cada 2[/min flui para fora do tanque uma quantidade ) da substancia diluida

Q

em 200! existentes no tanque, assim a taxa de saida é de 200 21/min = %g/mm.
Assim, temos

Q__@ _ d @ _, (2.35)
dt 100 dt 100

Temos uma equacgao linear de primeira ordem que pode ser resolvida usando-se o
métodos dos fatores integrantes.

Determinamos, inicialmente, uma funcao u, chamada fator integrante, sendo

o= e/ (1/100)dz _ e(t/100)+k’

e tomando k =0, temos p = et/100,

Multiplicando-se a equagao (2.35) pelo fator integrante p obtemos

dQ Q
t/100\ t/100y_ %  _
G i G T
I [616/100_@]/:0

6t/100Q =c

— Q= e (t100)

Sabemos que para t = 0 a quantidade () da substancia no tanque é de 200g, pois
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ha inicialmente 200/ de uma solucao de tinta com uma concentracao de 1g por litro,
assim, para t =0
Q(0) = 200 = ce (/19 = 200 = ¢ = 200.

Como 0,01 de 200 é 2, queremos encontrar o instante de tempo ¢ em que Q(t) =2,
logo
1

2 = 200 (H/100) — (= (t/100) _ 00— e(t/100) = 100 = ¢ = 1001n 100.

2.4.2 Populacao

Exemplo 2.13. Sabe-se que a populagao de uma certa comunidade cresce a uma taxa
proporcional ao numero de pessoas presentes em qualquer instante. Se a populacao
duplicou em 5 anos, em quanto tempo ela triplicara?

Resolucgao: Se a taxa de crescimento é proporcional ao niimero de pessoas presentes
em qualquer instante, temos que a populacao P depende do tempo ¢ e a variacao da

populagao é dada pela equacgao diferencial linear de primeira ordem
dP
dt
que pode ser resolvida pelo Método dos Fatores Integrantes visto na subsecgao 2.1.1.

kP, (2.36)

Escrevendo a equagao como

dP

——-kP=0 2.37

7 (2.37)
podemos calcular o fator integrante obtendo u(t) = e*. Multiplicando a equagao

(2.37) por p(t) = e, temos
NN e —kt\ P/ kit Jot
(e )E—(e kP =0=[(¢"™)P] =0= [(e")P]=c == P =ce".

Tomando por Py = P(0) a populacdo inicial, segue que P(0) = ce® = Py, isto é,
CcC= Po.

Logo, a solugao da equagao diferencial (2.36) é
P(t) = P(] €kt.

Para determinar o valor de k precisamos da informacgao sobre o crescimento dessa

populagao. Pelo enunciado sabemos que a populacao duplicou em 5 anos

In2
P(5):P065k=2P0:>e5k=2:>k:n—.
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Dessa forma, para essa situagao a populacao P(t) é dada por
P(t) = Pyetm2/5, (2.38)

Utilizando a solu¢ao em (2.38) podemos, agora, determinar em quanto tempo essa

populagao triplicaré, ou seja,

Ppetm2)/5 = 3p) — 02)/5 = 3 —s tln?Q =In3=t= 511n23 ~7.9.
n

2.4.3 Lei de Resfriamento de Newton

Exemplo 2.14. Considere uma caixa isolada termicamente (um prédio talvez) com
temperatura interna u(t). De acordo com a lei de Resfriamento de Newton, u satisfaz

a equacao diferencial
du

=
onde T'(t) ¢ a temperatura do ambiente (externo). Suponha que 7'(t) varia como uma

“k[u-T()], (2.39)

cossenodide, por exemplo, suponha que
T(t) =Ty + T} cos(wt). (2.40)

Resolva a equacao (2.39) e expresse u(t) em termos de ¢, k, Ty, T} e w.
Resolugao:
Substituindo (2.40) em (2.39), obtemos

Z—;‘ _ k[u- (T + Ty cos(wt))]
= u' =-ku+ kT, + kT cos(wt)

— u'+ku=KkTy+ kT cos(wt). (2.41)

A equagao (2.41) é linear de primeira ordem do tipo u’ + p(t)u = ¢(t), como em
(2.3), onde p(t) =k e q(t) = kTo + kT3.
Pelo método dos fatores integrantes (subsegao 2.1.1) determinamos uma fungao

w = u(t), chamada fator integrante, sendo

n= e.[ p(t)dt _ ef kdt _ ekt+c.

Tomando ¢ =0 teremos
M (2.42)

=
Il
™
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Agora, multiplicando a equagao (2.41) pelo fator integrante em (2.42) segue que

et + M ku = T + M KT cos(wt)

= (u) = MET, + kT cos(wt)

— Mu= [ [eF KT, + X kT cos(wt)]dt

— =T, f Mt + KTy f [+ cos(wt)]dt. (2.43)

Precisamos resolver
f[ekt cos(wt)]dt.

Pela regra de Integracao por Partes, sendo f e g fungoes diferenciaveis, obtemos

[£(D9(D] = F(Dg'(D)+ F'(Dg(1)
— f(Og() = [0y Ode+ [ 1F(®g)]d. (2.44)

Tomando f(t) = €kt e g(t) = sen(wt)/w temos f'(t) = ket e ¢'(t) = cos(wt), entao

ekt(M):[[ektcos(wt)]dtJrflM]dt. (2.45)

W W

Similarmente, vamos resolver

f [ sen(wt)]dt.

Tomando por 7(t) = e e s(t) = —cos(wt)/w temos 7/(t) = ket e s'(t) = sen(wt),

entdo, por (2.44),

_eos(wt) /[M]dt+f[ektsen(wt)]dt

:_M _ _g/[ektcos(wt)]dt+/[ektsen(wt)]dt

g ert cos(wt) .

— [ [ sen(un)t g [ 1 cosen)] (2.46)

Substituindo (2.46) em (2.45), segue que

ki kt
e senwt :/[ektcos(wt)]dt+[|:ke sen(wt)]dt

w w

kt
— N [t cos(n)]dr e~ [ [ sen(en)]
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ki Kt
— ﬂ:[[ektcos(wt)]dt+g[g[[ektcos(wt)]dt—%s(wt)]

w
eftsenwt  kekt cos(wt)
+

— f[ektcos(wt)]dt+gz/[ektcos(wt)]dtz

X _ wektsen(wt) + ket cos(wt)
— [[e tcos(wt)]dt = R : (2.47)

w2

Por fim, substituindo (2.47) em (2.43) obtemos

kt kt
&t = kT, f Mt + kT wer sen(wt) + ker cos(wt) o
w? + k?

= =My + kT welsen(wt) + ket cos(wt) | | c
w? + k?

e W=Ty 4+ T wekt sen(wt) + kert cos(wt) g
w? + k?
2
e w=Ty+ kTiwsen(wt) + k217 cos(wt) P

w? + k2

= u=TH+ [wsen(wt) + kcos(wt)] + ce™™.

1
w? + k2



3 Equacoes Diferenciais Lineares de

Segunda Ordem

As equagoes lineares de segunda ordem sao necessarias para o desenvolvimento de
assuntos dentro da fisica matematica como mecéanica dos fluidos, condugao do calor,
movimento ondulatério ou fendmenos eletromagnéticos. Para esse capitulo utilizamos
as referéncias |9, 19, 31, 38, 45].

Uma equagao diferencial de segunda ordem tem a forma:
d?y ,
priatd (7,9,9")

em que F' é uma fungao dada, x é a variavel independente e y é a variavel dependente.
Uma equagao do tipo

y"+p(x)y +q(z)y = g(z) (3.1)

é uma equagao linear de segunda ordem, pois p, ¢ e g sao fung¢oes que dependem

da variavel independente x, mas nao dependem de y.

Equagoes de segunda ordem do tipo,

az(2)y" + ar(2)y’ + ao(x)y = f(x), (3.2)

nos intervalos onde as(z) # 0, podem ser reduzidas & forma (3.1) através da divisao

membro a membro por as(x), isto é,

" CL1(£L’) ,+a0(ZL‘) _ f((L’)

i as(x) as(z)”  ag(x)’

em que

8wy, Dy, S

() as(z) aa(zy 9

65
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Teorema 3.1 (Teorema de Existéncia e Unicidade). Considere o problema de

valor inicial
y"+p(x)y +q(2)y = g(2),
y(wo) = Yo,
y'(wo) = Yo,
onde p, q € g sao funcoes continuas em um intervalo aberto I que contém o ponto xg.

Entao, existe exatamente uma solugao y = y(x) = F(x) deste problema e esta solugao

existe em todo o intervalo I
Uma demonstragao para o Teorema 3.1 pode ser encontrada em Santos [39].

Exemplo 3.2. Determinar o maior intervalo no qual o problema de valor inicial

zy" +3y =z,
y(1) =1,
y'(1) =2,

tem uma tUnica solugao.

Resolugao:

Observemos que se trata de uma EDO linear de segunda ordem para a qual pro-
curamos uma solugao cujo grafico contenha o ponto (1,1) e tenha reta tangente nesse
ponto com coeficiente angular 2.

Para colocar essa EDO no formato do Teorema 3.1 precisamos que x # 0 e assim
3
y'+-y=1
x

: 3
com os coeficientes p(z) =0, g(z) = — e g(z) = 1.
Logo, o maior intervalo I contendo o ponto inicial x = 1 no qual todos os coeficientes

sao fungdes continuas, e x # 0, é o intervalo I = (0, +00). [

3.1 Equacoes Diferenciais Lineares de Segunda Or-

dem Homogéneas

Definigao 3.3. Uma equagao linear de sequnda ordem s(z)y" + p(x)y’ + q(z) = g(x)
¢ dita homogénea se a funcao g(x) for igual a zero para todo x, caso contrdrio, a
equagao € dita nao homogénea.

A equagao y" +p(z)y' +q(x)y = 0 é denominada a EDO homogénea associada da

equagao y" + p(x)y' +q(x)y = g(z).
Em nosso estudo trataremos, primeiramente, equacoes do tipo

y" +p(z)y +q(x)y =0,
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onde os coeficientes p(z) e g(z) sao fungoes continuas em um intervalo aberto 1.

Teorema 3.4 (Principio da Superposicao). Se y; e ys sio solugoes da equagdao
diferencial y" + p(x)y" + q(x)y = 0, entao a combinagao linear c1y1 + coys também é

solugao para quaisquer que sejam as constantes ¢, e co

Demonstragao: Substituindo ciy; + coy na equagao y”’ + p(x)y’ + q(z)y temos

[01y1 + 0292]" +p(x)[cly1 + C2?J2]’ + Q(ﬂc)[cﬂh + C2yz]
= 1y + eyl + erp()yy + cap(2)yh + crq(z)ys + c2q(2) Yo
=iyl + p(x)yy + q(2)y1] + calys + p(2)ys + ()] (3.3)

Como y; e ys sao solugoes da equagao diferencial, obtemos que a equacao (3.3) é igual a

Z€ro € ¢y + Cays €, portanto, solugdo da equagao diferencial 4" +p(z)y’ +q(x)y=0. =

Exemplo 3.5. Verificar que y; = cos(z) e 3o = sen(x) sao solugoes da equagao diferen-
cial y” +y = 0 e que a combinagao linear ¢; cos(x) + ca sen(z) também é solugao.

Resolucgao:

Tomando y; = cos(z) temos y; = —sen(z) e yi' = —cos(x), resultando em —cos(z) +
cos(x) = 0. Logo, y; é solugao da equagao.

Para yo = sen(x) temos yh = cos(z) e y§ = —sen(z), com —sen(z)+sen(x) =0, o que
implica que ¥, também ¢é solugao da equacao.

Assim, a combinagao linear ¢; cos(x) + ¢y sen(z) é solugao, pois

[c1 cos(x) + casen(z)]” + [c1 cos(z) + casen(x) ]
= [c1(=sen(z)) + cacos(x)] + ¢1 cos(x) + cosen(z)
= c1(—cos(x)) + co(—sen(x)) + ¢q cos(x) + cysen(x)

= c1(—cos(x) + cos(x)) + ca(—sen(x) +sen(zx)) = 0.

3.1.1 Funcgoes Linearmente Independentes e Funcgoes Linear-

mente Dependentes

Teorema 3.6. Suponha que y; e ys sao duas solugoes do problema de valor inicial

y" +p(x)y +q(r)y =0,
y(o) = yo, (3.4)
y'(x0) = v,
e que

y1(z0)ys(20) = y2(o)y) (w0) # 0.
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Entao, existem cy,c5 € R tais que y(z) = cry1(x) + coya(x) satisfaz o problema de
valor inicial (3.4).

Demonstragao: Pelo principio da superposicao, Teorema 3.4, podemos tomar a so-
lugdo y = c1y1(z) + coya (). Para as condigoes iniciais dadas no PVI (3.4) devemos

ter

{ y(w0) = c1y1 (o) + c2y2(x0) = Yo, (3.5)

y'(20) = c1y) (20) + coyn(0) = Yo.

Resolvendo as equagoes (3.5) para ¢; e ¢y encontramos

y(zo) ya2(zo) lyl(xo) y(o)

. y'(w0) y5(wo) o yi(ro) y'(w0) (3.6)

n(zo) wzo) | ‘yl(%) o (o)
yi(l'o) yé(l'o) yi(l'o) 3/5(370)

em que o denominador é nao nulo, ou seja,

y1(wo)  ya(x0)

Vi) i) |7 (3.1)

Com esses valores para c¢; e ¢ a expressao y(z) = c1y1(x) + coya(z) satisfaz o

problema de valor inicial (3.4). |

Definicao 3.7 (Wronskiano). O determinante

W (y1,92)(w0) = y1(w0)ya(w0) = y2(w0)yi (o)

¢ chamado o determinante wronskiano, ou simplesmente wronskiano das fungoes y; e

Ya.

Definicao 3.8. Sejam y,,ys : I — R duas fungoes, a e 3 dois nimeros reais quaisquer.

Dizemos que y, e yo sao linearmente independentes, no intervalo I c R, se para
ayy () + Pya(x) =0, Vrel, (3.8)

tivermos o = 3 = 0.
Dizemos que y; e yo sao linearmente dependentes (LD), no intervalo I c R, se nao

forem linearmente independentes (LI).

As funcoes y; e 1y serem linearmente dependentes significa que existem ntmeros
reais o e 3, com pelo menos um deles diferentes de zero, tal que, para todo x € I,
teremos oy () + fy2(z) = 0.

Notemos que as fungoes y; e y» sao linearmente dependentes se, e somente se, existe

um numero k tal que y; = kys, com k =0 ou k # 0. De fato, se k = 0 teremos y; = kys = 0.
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Nesse caso podemos tomar uma combinagao linear ay;(z) + fyz(z) = a- 0+ Bya(x) =0
em que pode-se tomar o um numero real qualquer, e assim, segue que y; € Yo Sa0
linearmente dependentes. Se k£ # 0 entao y; = ky, = y; — kys = 0. Nesse caso,
temos uma combinagao linear com o coeficiente £ # 0, logo as fungbes y; e y, sao
linearmente dependentes. Dessa forma podemos dizer que duas fungoes sao linearmente
dependentes (LD) em um intervalo I, se uma das fungoes é um multiplo escalar da

outra.

Teorema 3.9. Se y; e yo sao funcoes diferencidveis em um intervalo aberto I c¢ R
e se W(y1,y2)(xo) # 0 em algum ponto xg € I, entio yi1(x) e yo(x) sdo linearmente

independentes em 1.

Demonstragao: Consideremos uma combinagao linear kiy;(x) + kay2(z) e suponha

que essa expressao € igual a zero em todo o intervalo I, ou seja,
klyl(.ﬁE) + kgyg(fﬂ) = 0, Vrel. (39)

Calculando a expressao (3.9) e sua derivada para z, temos

{klylmo)wzyz(m) -0, (3.10)

kryi (o) + kays(x0) = 0.
O determinante da matriz dos coeficientes desse sistema é o Wronskiano

y1(w0)  ya(o)

Wy @) =1V o (o)

)

que é diferente de zero, por hipétese. Portanto, existe uma tinica solucao para o sistema
(3.10) que ¢
ki1=ky=0.

Logo, y; e y2 sao linearmente independentes. ]

Teorema 3.10. Seja y; e yo solugdes da equagdao y" + p(x)y’ + q(z)y = 0, onde p(x)
e q(x) sao fungoes continuas em um intervalo I ¢ R. Entao y; e ya sao linearmente

dependentes em I, se e somente se, W(y1,y2)(x) se anula em 1.

Demonstragao: Pelo Teorema 3.9, se W # 0, entao as fungoes y; e ys sao linearmente
independentes, logo, se as fungoes y; e yo forem linearmente dependentes teremos
W =0.

Para mostrar a reciproca, isto é, se W (y1,y2)(z) = 0 para todo x € I, entao y; e yo

sao linearmente dependentes, tomamos xq € I, e entao, por hipotese, W (y1,42)(xo) = 0.
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Em consequéncia disso o sistema de equagoes
c1y1(wo) + caya(xo) = 0,
c1y1 (o) + c2y5(20) =0, (3.11)

para ¢ e ¢z, passa a ter uma solugdo nao trivial, ou seja, diferente de (0,0), de forma

que podemos usar esses valores para ¢; e ¢o tomando uma fungao ¢ tal que

¢(x) = cryr () + caya ().
Notemos que ¢ uma solugao do problema de valor inicial

y" +p(x)y +q(x)y =0,
y(o) =0, (3.12)
y' (o) =0,
com

P(20) =0 e ¢'(z) =0.

Por outro lado, y(z) = 0 também é solugao do problema de valor inicial (3.12).
Logo, pelo Teorema de existéncia e unicidade 3.1, ¢(z) = 0 para todo x € I.
Assim, temos ¢() = c1y1(x) + cay2(x) = 0 com uma das constantes ¢; e ¢y nao nula.
Logo, pela Definicao 3.8 temos que y; e ys sao linearmente dependentes.
]

No caso de nao termos um problema de valor inicial podemos calcular o Wronskiano

como no Teorema de Abel 3.11, a seguir.

Teorema 3.11 (Teorema de Abel). Se y; e ys sao duas solugoes da equagao dife-
rencial y" +p(x)y +q(x)y = 0, onde p(x) e q(x) sdo fungdes continuas em um intervalo

aberto I, entao o Wronskiano W (y1,y2)(x) € dado por
W(yla 3/2)(5”) = Ce[ffp(x)dx], Ve [7

onde ¢ € uma constante que depende de y; e Yy, mas nao depende de x. Além disso,

W (y1,y2)(x) ou € zero para todo x € I (se c=0) ou nunca se anula em I (se c+0).

Demonstracao: Se y; e y» sao duas solugoes da equagao diferencial, entao devem

satisfazer as equagoes

vl +p(x)y) +q(z)y =0, (3.13)
vy +p(x)ys + q(x)y2 = 0. (3.14)
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Multiplicando a equagao (3.13) por —ys e a equagao (3.14) por y; obtemos

~1yyt — p(2)y1y2 — ¢(x)y1y2 = 0, (3.15)
y1ys + p(x)ys + ¢(x)yr1y2 = 0, (3.16)

e somando as equagoes (3.15) e (3.16), obtemos

(15 = y2y1) + p(x) (Y192 — Yiy2) = 0. (3.17)

Pela Defini¢ao 3.7 temos que W (y1,y2)(x) = W = y1y5 — ¢}y, assim
W (y1,y2) (@) = W= y1ys + 195 = (19 + y1'v2] = 1 — 1'%
Entao, podemos escrever a equagao (3.17) como
W'+ p(z)W = 0. (3.18)

A equagao (3.18) é equagao diferencial, linear de primeira ordem e pode ser resolvida
pelo método dos fatores integrantes, subsecao 2.1.1. Dessa forma tomando-se um fator
integrante p(x) tal que

w(z) = o) p(a)dz

e multiplicando-se a equagao (3.18) pelo fator integrante p(z) temos

o) P@)dzyysr p(ﬁ)ef p@dzyyy  —
_— [efp(w)de]/ =0

— W =ce /r@)de (3.19)

em que ¢ ¢ uma constante que depende das solugoes y; e y2 ja que, pela Defini¢ao 3.7,
W (1, y2) (o) = y1(z0)ys (o) — y2(w0)y1 (o).

A equagao (3.19), para ¢ # 0, nunca se anula, pois a fun¢ao exponencial é diferente
de zero em todo seu dominio, dessa forma o valor do Wronskiano se anula somente se
tivermos ¢ = 0 e nesse caso, o valor do Wronskiano é zero para todo para todo x € I.

Teorema 3.12 (Conjunto fundamental de solugoes). Se y; e ys sao duas solugoes

da equacao diferencial
y"+p()y +q(x)y =0 (3.20)

ey e Yo sao linearmente independentes no intervalo I c R, entao todas as solugoes de
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(3.20) sao escritas na forma

y(z) = ciyi (x) + caya(), (3.21)

onde c¢1,c9 € R. A familia (3.21) é chamada de conjunto fundamental de solugées e

inclui todas as solugoes da equagdo (3.20).

Demonstragao: Seja ¢ uma solugao qualquer da equagao (3.20).

Como ¥, e yp sao linearmente independentes no intervalo I c R, entao existe xg € [
tal que W (y1,92)(x0) # 0. Sejam ¢(xg) = yo € ¢'(x0) = Yy}, temos, entdo, que ¢ é solucao
do problema de valor inicial (3.22)

y"+p(x)y +q(x)y =0,
y(o) = Yo, (3.22)

y'(z0) = yo-
Sendo W (y1,y2)(xo) # 0 é possivel, pelo Teorema 3.6, escolher constantes ¢; e co
tais que y(z) = c1y1(z) + coyo(x) também seja solugao do problema de valor inicial
(3.22). Pelo Teorema de existéncia e unicidade 3.1 temos que essas duas solugdes, y e

¢, do mesmo problema de valor inicial, sao iguais e assim,

o(x) = cryi () + ey ().

Portanto, ¢ esta incluida na familia de fungoes c1y1(x) + coy2(z) €, como ¢ é uma
solucao arbitraria, segue que toda solugao dessa equacao esta incluida nessa familia de
solugoes.

Assim, as solugoes 1, e yo com Wronskiano nao-nulo formam um conjunto funda-
mental de solugoes da equacao (3.20), ou seja, toda solugao da equagao (3.20) é uma

combinagao linear de y; e ys. ]

3.2 Equacoes Lineares Homogéneas com coeficientes

constantes
Tomaremos inicialmente as equagoes diferenciais homogéneas da forma
s(x)y" +p(x)y" +q(x)y = 0,

em que os coeficientes s(x), p(z) e ¢(x) s@o respectivamente as fungoes constantes

a,bec, coma+0,isto é

ay” +by’ +cy=0. (3.23)
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Para a funcao y = €'* tem-se ¢y’ =re™ e y” = r2e', logo
ay’ +by' +cy=0 <= a(r*e®) +b(re™) +c(e*) =0
<« ¢ (ar*+br+c)=0
-b+Vb? -4dac
— r= . (3.24)

2a

Assim, y = ¢ ¢ uma solucao da equacao (3.23) se, e somente se, r é uma raiz da
equacao algébrica ar? +br +c =0, a qual sera denominada equagao caracteristica de
(3.23).

Desse modo, temos trés possibilidades para as raizes dessa equagao caracteristica:
raizes reais e distintas (b? - 4ac > 0), uma raiz real (b — 4ac = 0) e raizes com-
plexas (b? - 4ac < 0).

3.2.1 Equacao caracteristica com raizes reais e distintas
Considere a equacao de coeficientes a, b e ¢ constantes reais, sendo a # 0,
ay”" +by’ +cy =0,

cuja equacao caracteristica ar? +br + ¢ = 0 possui discriminante b —4ac > 0. Entao suas

raizes sao
-b+Vb? -4ac -b-Vb?% -4ac
r = 2 e o = 2 ) (325)
a a

sendo rq # .

Sejam yi(x) = y1 = €% e yo(x) = y2 = €72% duas solugdes da equacao diferencial
homogénea, como foi visto em (3.24). Entao, pelo Principio da Superposigao, temos
que a combinagao linear y = c1y; + coyo também é solucao da equacao diferencial dada.

O Wronskiano, dado por

W (y1,y2)(%0) = y19h — Yoyt = €17 (ra€") = €27 (r1€™%) = (ro — 1) € ¥72) | (3.26)

é diferente de zero para todo x € R, pois 71 # 5. Assim, as solugoes sao linearmente
independentes, formando um conjunto fundamental de solugoes. Logo, a EDO de
coeficientes constantes, com r; e 19 raizes distintas da equacao caracteristica, tem
como solugao geral

y(z) = c1€™" + cpe™”.

Exemplo 3.13. Encontrar a solugao geral de

y"' =6y +8y=0. (3.27)
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Resolugao:
Temos que as raizes r; e ro da equagao caracteristica r? —6r +8 = 0 sdo 2 e 4.

Assim, a solucao geral da equacao diferencial é

y(x) =y = 1% + €',

|
Exemplo 3.14. Encontrar a solu¢ao do problema de valor inicial
y" - 6y" +8y =0,
y(0) =3, (3.28)

y'(0) =8,

Resolugao:
A solugao geral encontrada no Exemplo 3.27 é dada pela equagao y = ¢1€2* + ce?®,
sendo vy’ = 2¢; €2* + deget®.

Usando a condigao y(0) = 3 temos
y(0) =c1+ca =3,
e usando y'(0) = 8 segue que
y'(0) = 2¢1 + 4ey = 8.

Os valores que satisfazem as duas condig¢oes dadas sao: ¢; =2 e ¢ = 1. Logo, a solugao

do problema de valor inicial (3.28) é

y(r) =y =26+ '

]
3.2.2 Equacgao caracteristica com uma raiz real
Seja a EDO de coeficientes constantes reais a, b e ¢, sendo a # 0,
ay” +by’ +cy =0, (3.29)

quando as raizes da equacgao caracteristica ar? + br +c¢ =0, r1 e ry, sd0 iguais, o que
ocorre quando o discriminante b? — 4ac é zero, resultando em:
-b

7“1:7“2:%.
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Temos assim que uma primeira solu¢ao da EDO é dada por

y1(l‘) =y = e(—ba:/?a).

Para encontrarmos a solugao geral precisamos obter uma segunda solucao que seja
linearmente independente com ¥, para isso, tomaremos uma fun¢ao v(x) de modo que
o produto v(z)yi () seja solu¢do da equagao.

Como y;(z) = e(-b/29)7 temos
Yo () = yp = v(x) e 207 (3.30)

a partir disso podemos calcular as derivadas, obtendo

b
ys(x) =y = ' () 2T - %e(_b/%)wv(x)
(§
7 7 " (-b/2a)x b (=b/2a)z ./ b? o(-b2a)a b (bf2arey
s == " 2" v'(z) + 4a v(z) -5, ()

(e202) () (ge(—b/m)x) o () + ( o b/2a)a:) o(x).

Substituindo s, ¥4 e y4 em (3.29) temos

a[vll(x)e(—b/Qa)m_ b ( b/2a)x /(:L’) b b? ( b/2a)mv(x)
a 4a?

b
[ '(x)e( b/2a)x _ Ze( b/2a)mv(l.)

+c[ 2Dy ()] =

| G i S

Rearrumando os termos, segue que

o(-b/20)z [av"(x) bv'(z) + 2—20(96) + b’ () - 2—2”(@ * C“(x)]

— ¢(h2a)e [av”(x) +(=b+b)v'(z) + (g - % + c) v(:v)]

s e {av”(az)+[—_(b24 4“6)] @}=0. @31

O termo e(-0/20) £ (), Vx € R e, por hipotese, temos que a # 0 e b2 — 4ac = 0. Logo,
para que a equagao (3.31) seja igual a zero precisamos anular o termo av”(z), o que
s6 ocorreré se tivermos v (x) = 0.

Desse modo,

V() =0=0v"(x) = ki = v(x) = k1z + ko.
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Substituindo v(z) = ki + ks na equagao yo2() = yo = v(x)e-?/29)% temos
(kl.r + k2)€(_b/2a)x = klaje(_b/Qa)$ + kQ e(—b/?a)x'

Agora, vamos verificar se y; e y; s@o linearmente independentes. Para y;(x) =
e(-b/2a)x obtemos )
(1) = __6(7b/2a)x.
yi(x) 2%,

Para y(x), tomando as constantes k; = 1 e ky = 0, temos y(x) = xe(-b/20)7 ¢

yé(x) = _—be(fb/za)"”x + e(-b20)7 (1 - b_x) e(~b/20)z
2a 2a

O Wronskiano W (y1,y2)(x) = W para essas solugoes é

w

Y1Ys — Yol

o(-bf2a)e (1 _ b_ﬂf) o(-b/2a)z _ o (~bj2a)z (‘_b) (~bj2a)z
2a 2a
bz

_ obae _ 0T e O (bjare _ (bja)a
2a 2a

Temos que W = e(-b/a) + (), Vo € R, assim as solucoes para a EDO de coeficientes
constantes e raizes, da equacao caracteristica, reais iguais sao as fungoes linearmente

independentes y; (x) = e(-t/20)% ¢ yy(z) = ze(-0120)2 T0go, a solugao geral de (3.29) ¢
y(x) = ¢ V2T 4 g el-b20)7,

Exemplo 3.15. Determinar a solucao da equacao y” — 2y’ +y = 0.

Resolucgao:

Verificamos se tratar de uma EDO de segunda ordem, homogénea, linear de coefici-
entes constantes. Para determinarmos as suas solucoes calculamos as raizes da equacao

caracteristica ar? + br + ¢ = 0, que possui discriminante

V> —dac=(-2)*-4-1-1=4-4=0,

-b 2
e duas raizes iguaisar=— == =1
Logo as solugoes da equacao dada sdo y1(x) =y1 = €% = € e yo() = Yo = € = x€”.

A solucao geral, portanto, é

y(x) = cr€" + cowe®.
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3.2.3 Equacgao caracteristica com raizes complexas

Seja a EDO de coeficientes constantes reais a, b e ¢ dada por
ay” +by' +cy =0, (3.32)

quando as raizes da equacao caracteristica ar? +br +c¢ =0, r; e ry, S40 NUMEros com-

plexos, o que ocorre quando b? — 4ac < 0, resultando nas raizes:

_b+ Vdac - b? —b_,\/4ac—b2

=g i e =g i (3.33)
Vamos denotar essas raizes por
ry=a+ i e ry=a— i (3.34)
em que
-b Vidac —b?
a=— e fPB= yree (3.35)
2a 2a

Usando as relagoes dadas em (3.34) podemos escrever as solugoes yi(z) =y = €12

e ya2(x) = Y2 = €% como
yr(x) =y = Ty (x) =gy = 2T (3.36)

portanto, solu¢oes complexas. Vamos procurar solucoes reais para a equagao.
Sabendo que y; e ys, equagoes (3.36), sao solugdes para a equacao (3.32) entao,
pelo Principio da superposi¢ao (Teorema 3.4) qualquer combinagao linear dessas duas

solugoes também é solucao, dessa forma

ys(x) =ys = %(yl +Y2) (3.37)

Ya(T) = ys = —%(yl - 12) (3.38)

também sao solugoes de (3.32).

Assim, de (3.37) e (3.36) obtemos

—_

1

Yys = —(?J1+?J2) = 5

[eozx eiﬁ:c + 6—1’,890]

[e(oc+,3i)az + 6(04—61')3:]

NN~ DN

[eor (P + eF7)]. (3.39)
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Pela férmula de Euler temos
€% = cosw +isent, (3.40)
Assim, relacionando (3.39) e (3.40) concluimos que
1 ; i 1 : :
56”(6"8% + ey = iew [(cos px +isen fx) + (cos(-fz) +isen(-Fz))]. (3.41)
Como cosseno é uma fungao par e seno uma fungao impar entao
cos(—px) = cos fx e sen(-fx) = —sen fx (3.42)

assim, relacionando (3.41) e (3.42) temos

%em (2cos fx)
e** cos fx. (3.43)

%6‘“ [(cos Bz +isen fx) + (cos fx —isen fx)]

Obtivemos dessa forma uma solugao real para a EDO.
Das equagoes y; = eletF)z o = ela=Fi)z o 4 (1) =y, = —%(yl — 1) dadas em (3.36)
e (3.38), respectivamente, concluimos que

Yo = _%(yl ~ 1Y) = _% [e(wﬁm - e(a_m)x]
— _% I:eam eiﬁm — e—zﬂm]
= —%ea” (eiﬁ”’ - e’iﬁx) . (3.44)

Relacionando (3.44) e (3.40) temos

_% ear(eiﬁw _ e—iﬂz)

= —%eaw [(cos Bx +isen fx) — (cos(—Bx) +isen(-Sx))], (3.45)

novamente, como cosseno ¢ uma funcao par e seno uma funcao fmpar, relacionando

(3.42) e (3.45) obtemos

—% e** [2isen fx]

= ¢*senfx. (3.46)

—% e** [(cos fx +isen fx) — (cos Sz —isen fx)]

Assim, obtemos duas solugoes reais da equagao (3.32), a saber y; = e** cosffx e
Y4 = €% sen f.

Observagao: Podemos verificar que os resultados obtidos em (3.46) e (3.43) sao
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solugbes da EDO ay” + by’ + cy = 0. De fato, a solugao ys(x) = *® cos fx temos

ys(x) = e*PB(-senfx)+ ae*” cos Sz

= —e*f[sen fx + ae™ cos fx (3.47)

— e 32 cos B — ave®® B sen fx — ae® B sen S + o eF cos B

= *(a® - %) cos fx - 203" sen P (3.48)

y3 ()

Substituindo os resultados obtidos em (3.47) e (3.48) na EDO (3.32) obtemos

ays +bys + cys

a [eo‘f‘(a2 ~ %) cos Bx — 2a3e*" sen Bx]
b(—e*Bsen S + ae™ cos f)

c(e* cosfBr). (3.49)

+

+

Rearrumando os termos de (3.49):

ae™®(a? - %) cos B + bae™ cos B + ce™ cos B
- 2aafe*sen fx — be** Fsen fx

[a(a2 - B%) + ba + c] e** cos fx — fe**(2aa + b) sen . (3.50)

Para que a expressao (3.50) seja igual a zero uma possibilidade é que os termos

[a(a? - B?) +ba+c] e (2ac + b) se anulem. Substituindo os valores de o e § dados

b (4ac-b?)'?
em (3.35) por — e (ac—b%) 7
2a 2a

anulam, de fato,

, respectivamente, podemos verificar que os termos se

{ [b2 (4ac—b2)] (—b) } (ab2—4a20+ab2—2ab2+4a20)
al|l—— — | |[+0[=—)+cp = =0

42\ 4a? 2a 4a?
e
-b —2ab + 2ab
2a| — | +b|=|——— | =0. 3.51
[ a(2a) " ] ( 2a ) (3:51)
Logo, y(x) = ¢** cos fx é uma solugao real para a EDO homogénea de coeficientes
constantes.

Procedendo da mesma forma para a solugao ys(x) = e** sen fx temos

yy(x) = e** B cos fr + ae™ sen fx (3.52)
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afBe cos B — €2 3% sen B + o e sen B + ae®® 3 cos B

er (a2 - 62) sen Sx + 2a3e** cos . (3.53)

Yy (z)

Podemos verificar que y4(z) = e*®sen Sz é solucao de (3.32), pois substituindo na
EDO , os termos (3.52) e (3.53) obtemos

a [ea“” (on - ﬁQ) sen fx + 2a3 €™ cos BI]
b(e* 5 cos fx + ae® sen fx)

c(e*senfx). (3.54)

ayy +byy + cys

+

+

Rearrumando os termos da expressao (3.54):
B (2ac + b) cos fx + €** [a(oz2 - B%) + ba + c] sen fz. (3.55)

Para que a expressao (3.55) seja igual a zero uma possibilidade é que os termos
(2aac+b) e [a(a? - B?) + ba + c] se anulem, o que ja foi verificado em (3.51).

Logo, y4(x) = e**sen Sz é uma solucao real para a EDO homogénea de coeficientes
constantes.

Além disso, o calculo do Wronskiano nos fornece

w

(e** cos fx) (e sen fx + fe** cos fx) — (¢** sen fx) (ae™™ cos fx — fe** sen fx)
ae*®sen(fx) cos(Br) + B2 cos®(Bx) — ae**® sen(Bx) cos(Bx) + B2 sen?(Sx)
= pe*or (COSZ(ﬁx) + sen2(ﬁx))

Be2ow .1 = feer, (3.56)

Como e*** + (), Vx € R, e para o nimero complexo a+i3 temos 3 # 0, o Wronskiano
W para essas solugoes é tal que W # 0, Vo € R. Consequentemente as solugoes yz(z) =
e cos B e yy(z) = e** sen Bz da EDO (3.32) sao linearmente independentes, formando

um conjunto fundamental de solucoes, e a solucao geral da equagao é dada por
y(x) = c1* cos(Bz) + 2™ sen(Px).

Exemplo 3.16. Determinar a solugao geral da EDO y” + 6y’ + 13y = 0.

Resolugao:

Observamos que se trata de uma equacao homogénea de coeficientes constantes
a=1,b=06e c=13 cuja equacdo caracteristica & r2 + 6r + 13 = 0. Verificamos que o
discriminante é

b? —4dac=6*-4-1-13=36-52=-16<0.
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Logo, trata-se do caso em que as raizes sao niimeros complexos a+if3 e cujas solugoes

reais serao e** cos fxr e e**sen fxr em que

_b___6:_3

o=—=
20 2-1

5= (dac-b*)12  (4-1-13-6%)12 5
- 2a - 2.1 -

Portanto, duas solugoes reais da EDO sao

y1(z) = €37 cos 2z, yo() = €3 sen 2z,

cujo Wronskiano, de acordo com (3.56), é W =2¢62 0, VzeR.
Logo, a solucao geral da EDO pode ser escrita como uma combinagao linear de
y1(z) e ya(z), isto &,
y(x) = c1e7* cos 2z + cye 3 sen 2.

3.3 Equacoes Diferenciais Nao Homogéneas

Nessa secao trabalharemos com as equacgoes diferenciais ordinarias, de segunda or-

dem,
y" +p(x)y +q(x)y = g(x), (3.57)

nao homogéneas, ou seja, em que g(z) # 0. Assumiremos como fungoes continuas

em um intervalo aberto, os termos p(z), q(z) e g(z).

Teorema 3.17. Seja y,(x) uma solugao particular da equagao nao homogénea (3.57)
e sejam y1(z) e ya(x) solugdes linearmente independentes da equa¢ao homogénea cor-
respondente. Entdo, a solug¢ao geral da equac¢ao nao homogénea, isto €, (3.57) é a soma
da solugao geral da equag¢ao homogénea correspondente com uma solugao particular da

equagao diferencial nao homogénea y(z) = c1y1(x) + caya () + yp(x).

Demonstracao: Seja y(x) uma solu¢ao qualquer da equagao ndo homogeénea (3.57)
e yp(x) uma solucao particular de (3.57). Vamos mostrar que Y (z) = y(x) - y,(x) é
solu¢do da equagao homogénea associada y” + p(z)y’ + g(z)y = 0. Substituindo Y (x)

na equacao,
Y"(z) +p(x)Y'(z) + q(2)Y ()
= (y(2) —yp(2))" + p(x) (y(2) - yp(2))" + q(2) (y(x) - yp())

=y"(x) —y, (x) + p(x)y' (z) - p(x)y, () + q(x)y(z) - q(x)y,(x)
=y"(z) + p(2)y'(x) + q(z)y(x) - (v (z) + p(z)y,(2) + q(2)yy(2)) - (3.58)
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Por hipotese y(z) e y,(z) sao solugdes da EDO (3.57), logo

y'(z) +p(2)y' (z) + q(x)y(z) =g(x) e y () +p(@)y,(z) + q(x)y,(v) = g().

Temos assim que (3.58) é equivalente & g(z) —g(z) = 0, verificando dessa forma que
Y(x) =y(z) - yp(x) é solucao da EDO (3.57). Se y1(x) e y2(x) formam um conjunto
fundamental de solugoes para a equagao homogénea associada a equagao (3.57), entao
existem constantes ¢; e ¢y tais que c1y;(x) + caya(x) € solugao da equagdao homogénea

e podemos escrever

Y(r)=y(x)- yp(iU) = cy1 (@) + oy (),

ou seja, se y(x) ¢ uma solu¢ao qualquer de (3.57) e y1(z) e y2(x) sdo solugdes linear-
mente independentes da equagao homogénea associada, entao a solugao geral da EDO

nao homogénea é

y(r) = cryi(x) + coya () + yp().

3.3.1 Meétodo dos Coeficientes Indeterminados

O método dos coeficientes indeterminados, também chamado de método dos coefi-
cientes a determinar auxilia na resolugao de alguns tipos de equagoes em que os coe-
ficientes sejam funcgoes constantes e o termo nao homogéneo equivalha a uma funcao
polinomial, exponencial ou trigonométrica (seno ou cosseno), para as quais determina-
mos fungoes hipotéticas com coeficientes nao especificos, os quais serao determinados
de modo que a equacao seja satisfeita. Para encontrar a solugao geral de uma equacgao

nao homogénea da forma

ay’(x) + by’ (z) + cy(z) = g(z), (3.59)

onde os coeficientes a, b e ¢ sao constantes reais, com a # 0, precisamos, de acordo com
o Teorema 3.17, encontrar a solucao da equagao homogénea associada e uma solugao
particular.

Para a solugao particular procuramos determinar solugoes hipotéticas seguindo o
mesmo modelo do termo nao homogéneo (polindémio, exponencial, seno ou cosseno) de

acordo com os possiveis casos.

Caso 1: g(x) envolve uma fungao polinomial

O termo nao homogéneo g(x) é uma fungao polinomial P,(x) do tipo

g(x) = Py(x) = ag + ayx + asx® + ... + ap,a™,
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em que ag,a, s, ..., a0, € R.

Neste caso deve-se procurar uma solucao particular y,(z) da forma
yp(x) = 25(Ag + Ay + Agz? + ...+ A 2™),

em que s é o menor inteiro ndo negativo que garanta que nenhuma parcela de y,(x)
seja solugao da equacao homogénea correspondente e Ag, Ay, ..., A, sao coeficientes a

serem determinados substituindo-se y,(z) na equagao (3.59).

Exemplo 3.18. Determinar a solucao geral da equacao diferencial
y" -2y -3y =2+

Resolugao:

Para encontrar a solucao geral da equagao determinamos uma solugao particular
yp(z) da equacao dada e uma solucao y,(x) para a equagdo homogénea associada. As-
sim, pelo Teorema 3.17 a solugao geral da equagao sera a soma das solugoes encontradas
y() = (o) + g (2).

A equacao homogénea associada, cuja equacao caracteristica é r2 —2r — 3 = 0, tem

raizes

r = —1, o = 3.

—bi\/62—4ac_ 2++16 N
2

2a

Portanto, a solucao da equacao homogénea associada é y;, = ¢; e + ¢ €37,

A solucao particular y, pode ser determinada tomando-se uma fungao do tipo
yp(x) = Ag + A1z + Asz?, em que Ay, Ay e Ay s@o coeficientes a determinar de modo
a satisfazer a equacao dada. Para essa solugao particular temos y,(x) = A, + 247 e

yy/(z) = 243, que substituindo na equacao inicial nos fornece,

Y/ (2) - 25)(x) - 3y,(a)
= 245 -2(A; +2452) - 3(Ag + Ay + Ayx?)
= 245,-2A4; -4Ax - 3A0 - 3A,x - 34522
= (=340 -2A; +24;) - (3A; +4Ay)x — 3Ay2?

= 2422

Comparando os termos de mesmo grau obtemos o sistema linear
—3A0 - 2A1 + 2A2 =2

-3A1-4A,=0
—3142 = ].,
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1 4 32
que tem solucao A =-—, A; = 9 e Ag = ~57-
Assim, uma solugao particular da equagao nao homogénea é
a2 s 4r 32
P T Tar
e a solugao geral da equagao nao homogénea é
~ x2 4z 32
y(z) = yn(x) +yp(z) = cre™ + coe® - Y + 5 5
]

Caso 2: g(x) envolve fungao exponencial

O termo nao homogéneo g(x) envolve, também, uma fungao exponencial, ou seja,

g(x) = Py(x)e™™ = (ap + a1z + asx® + .. . + a,x™) €7,

em que ag,aq,as, ..., 0,,« € R.

Neste caso deve-se procurar uma solugao particular da forma
Yp(x) = 2°(Ag + Ay + Aga® + ...+ Aa™) e,

em que s ¢ o menor inteiro ndo negativo que garanta que nenhuma parcela de y,(x)
seja solugao da equacao homogénea correspondente e Ag, Aq,..., A, sdo coeficientes a

serem determinados substituindo-se y,(z) na equagao (3.59).

Exemplo 3.19. Determinar a solucao geral da equacao diferencial
y" -2y’ -3y = 3e**.

Resolugao:

A solucao da equacao homogénea associada é y, = c1e™® + ce3®, como visto no
Exemplo (3.18).

A solucao particular y, pode ser determinada tomando-se uma funcao do tipo
yp(z) = Ape?®, em que Ay é um coeficiente a determinar de modo a satisfazer a equa-
¢do dada. Para essa solugdo particular temos y;(x) = 240e** e y)/(v) = 4Aoe*”, que

substituindo na equagao inicial nos fornece

4Age* - 2(2A0€*) — 3(Ape*™) = 3e**

= 4A0e* —4A5e* - 3(Age®®) = 36>
= -3A4p6* =3e*
—

—3A0=3:>A0=—1.
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Assim, a solugdo particular é y,(z) = —€** e a solugdo geral da EDO é

3r 2%

y(z) =cre® + e — e

Exemplo 3.20. Determinar a solugao geral da equagao diferencial
y" -2y -3y = 3.

Resolucgao:

A solucao da equacgao homogénea associada ¢ y;, = c¢;e™ + €3, como visto nos
exemplos anteriores.

Neste caso o segundo membro da equacao envolve a funcao e3* que também é

solugao da homogénea associada. Devemos procurar uma solugao particular do tipo
yp(x) = 2°(Ag + Ay + Ao + ...+ A,z™)e®,

em que s = 1 ¢ o menor inteiro ndo negativo que garante que nenhuma parcela de y,(x)

é solugao da equagao homogénea correspondente. Obtemos assim
yp(x) = 2(Age®) = Apze™.

Para essa solugao particular temos y;,(z) = 34¢ze** + Age®” e y)/ (1) = 9Agr e’ +6Ag e,

que substituindo na equacao inicial se torna

Yy (x) = 2y, (2) = Byp(x) =

9Agz e + 6A0e>™ - 2(3Agwe®® + Age®) — 3(Apgwe®®)
(9140 - GAO - 3A0){E€3x + (6A0 - 2140)63z

4A,€% =36 = A, = Z

3
Assim, a solugao particular é y,(z) = 163%17 e a solugao geral da EDO é

3x 3

3
y(z)=cre® + e’ + 4_16 x.

Caso 3: g(x) envolve fung¢ao seno ou cosseno
O termo nao homogéneo g(x) envolve, também, uma fungao seno ou cosseno, isto
¢,

g(x) = Py(x) e cosx = (ag + a1z + asx® + ... + a,a™) e** cos B
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ou
g(z) = Py(2)esenz = (ag + a17 + azz® + ... + a,z™) e sen Bz,
em que ag,ay,ds,.-.,a,,a, 3 € R. Neste caso deve-se procurar uma solugao particular
da forma

Yp(x) =2 [(Ag+ A1z + ...+ Apa™)e* cos fr + (Bo + Bix + ... + B,a™)e* sen fr],

sendo s 0 menor inteiro nao negativo que garanta que nenhuma parcela de y,(z) seja
solucao da equagao homogénea correspondente e Ay, Ay, ..., A,, By, B1, ..., B, sao co-

eficientes a serem determinados substituindo-se y,(z) na equacao (3.59).

Exemplo 3.21. Determinar a solugao geral da equagao diferencial
y" =2y -3y =3senz.

Resolugao:

A solucao da equacao homogénea associada é vy, = ¢1e™® + ¢2€3*, como ja visto em
exemplos anteriores. A solucao particular y, pode ser determinada tomando-se uma
funcao do tipo y,(z) = Agsenz + Bycosz, em que Ay e By sao coeficientes a serem
determinados de modo a satisfazer a equagado dada. Para a solugao particular y,(x)
acima temos y;(z) = Agcosz — Bysenw e y)/(x) = ~Agsenx — By cosz que, substituindo

na equacao inicial, nos fornece
—Agpsenz — Bycosz — 2[Agcosx — Bysenx] - 3[Agsenx + Bycosz] = 3senz.
Agrupando os termos na igualdade acima, obtemos

(-Ag+2Bg—3Ag)senz + (-By—2Ag — 3Bg) cos x
= (-4Ap +2By)senx + (—4By — 2A) cosx = 3sen x.

Dessa forma, Ag e By devem satisfazer o sistema

{ —4A0 +2BO =3

ue tem solucao A ——§eB —3
q G (U 5 0= 10. ;
Assim, a solugdo particular ¢ () = — sena + 7 cosw ¢ a solugdo geral da EDO ¢
3 3 3

y(xr) =cre™® + e’ — 7 ST + 77 COST.
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Caso 4: g(x) é dado como soma de parcelas envolvendo as fungGes polino-

mial, exponencial, seno ou cosseno

Caso g(x) = g1(x)+g2(x)+. .. gn(x), ou seja, se g(x) é composto por uma soma de n
parcelas, devemos formar n subproblemas cada um contendo apenas uma das parcelas

g1, - -, 0n, seguindo os casos indicados anteriormente, ou seja,

ay"(x) + by’ (z) + cy(z) = g1(2)
ay"(x) +by'(x) + cy(r) = ga(x)

ay”(x) + by’ (z) + cy(x) = gn(z).
Exemplo 3.22. Determinar a solucao geral da equacao diferencial
y" -2y -3y = 2% + 3¢

Resolugao:
Como ja visto, a solucdo da equacao homogénea associada € vy, = ¢1 e + coe3®.
Nesse exemplo o termo nao homogéneo g(z) é dado por uma soma de parcelas

2

envolvendo uma fungdo polinomial g;(z) = 22 e uma funcdo exponencial go(z) = 3€*.

Logo, a solugao particular y, pode ser determinada formando-se dois subproblemas

y' =2y -3y =2%=gi(x)
y" =2y -3y =3e* = go(x)

para os quais trabalharemos com as fungoes particulares y, () e yp2(x), sendo y,1 () =
Ag + Ayz + Asa? e ypo(x) = Bpe®, em que Ay, Ay, Ay e By sao coeficientes a serem
determinados de modo a satisfazer a equacao dada. Para a solugao particular y,;(x)

tem-se y,, (z) = Ay + 2457 ey (2) = 245 que substituindo na equagao inicial fica

Ypr (2) = 251 () = 3ypi () =
(2A2) — 2(A1 + 2A2I) - 3(A0 + All‘ + AQJ?Q)
(2A2 - 2141 - 3A0) - (4A2 + 3141).17 - 3A2$C2 = .1’2.

Comparando os termos de mesmo grau obtemos o sistema linear

2142 - 2A1 - 3140 = 0
—(4142 + 3A1) =0
—34, =1,

4 14

1
t lugao Ag=—=, Aj=-e Ag=——.
que tem solugao Az = —3, A1 =7 e Ao =5
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Para a solugdo particular y,»(z) tem-se y,,(z) = Boe” e y/,(x) = Bye” que substi-

tuindo na equacao inicial nos fornece

Yp2(%) = 2052() = 3ypa()

Bye® —2Bye® —3By¢e”
= —-4Bye* =3¢e" (3.60)

3

e entao, temos que By = ——

Logo, a solucao geral da equacao é

y(SE) = yh(x) + ypl(x) + ypZ(x) =cre’ +ce

3.3.2 Variacao dos Parametros

O método da variacao dos parametros é um método geral, devido a Lagrange,
envolvendo o célculo de integrais para encontrar a solugao particular de uma equacao
nao homogeénea de segunda ordem conhecendo-se duas solugoes fundamentais y;(x) e

y2(z), linearmente independentes, da equagao homogénea correspondente.

Teorema 3.23. Se as funcgoes p, q e g forem continuas em um intervalo aberto I e
se as fungoes y; € Yo sao solucoes linearmente independentes da equacao homogénea
associada o equagao y" + p(x)y’ + q(x)y = g(x), entdo uma solugao particular dessa
equagao nao homogénea € dada por

Y(2) = ~y(2) wyf;f)gi(ﬁ o) [ vﬁ;;f)jfﬁx)dx

e a solugao geral €
y(z) = aipi(z) + caga(2) +Y ().

Demonstracao: Consideremos a equacao

y" +p(x)y +q(x)y = g(x), (3.61)

onde p, q e g sao fungoes continuas dadas, para a qual se conheca duas solugoes funda-
mentais y;(x) e yo(x) da equagdo homogénea correspondente em um intervalo I, em
que o Wronskiano W (yy,y2)(x) # 0, para todo x € I. Desse modo, a solu¢ao geral da

equagao homogénea correspondente é

y(z) = iy () + coya().
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Vamos procurar uma solucao particular da equacao nao homogénea que tenha a
forma da solucao geral da homogénea, mas substituindo as constantes c¢; e ¢y por
fungoes a serem determinadas ui(x) e uo(x), respectivamente, ou seja, tomaremos

uma solucao particular do tipo

Yp(2) = w1 (2)y1 () + ua(2)y2(T) = Yp = urys + uzya. (3.62)

Podemos determinar u; e us de modo que a expressao (3.62) seja solugao da equagao

(3.61). De fato, derivando a equagao (3.62), obtemos
Yp(x) = ur(2)yr(x) + ur (2)y (2) + uz(2)y2(2) + uz(2)ya(2).
Vamos tomar a condi¢ao de que
ui(2)yr () +up(x)y2() = 0 = wiys + usys, (3.63)
assim segue que
Yp(2) = ur ()1 (2) + ua(2)ya(2) = yp = ury] + uays. (3.64)

Derivando a equagao (3.64), temos

Yp (2) = ur (2)y1(x) + ua (2)y () + up(2)ys () + ua ()1 ()

= Yy = UhYL +uryy + uhys + Usyy. (3.65)

Substituindo na equacao (3.61) os termos y,, y;, e y; determinados em (3.62), (3.64) e

(3.65), respectivamente, concluimos que

Yy, +p(x)y, +q(x)y, =

Y+ wyy + usyy + usys + p(x) (uiyy + ugyy) + q(x) (urys + usys)
ur [yt + p(x)y; + q(@)yr] +ualyy + p(x)ys + () y2] + uiyy +usys
g(z) =g.

Como y; e ys sao, por hipotese, solugoes da equagao homogénea correspondente a

3.61), entao [y!' +py; +qy] =0 e [y} + py, + qy2] = 0, assim obtemos que
1 1 2 2
Uiyl + usys = g. (3.66)
Relacionando (3.63) e (3.66) temos o sistema de variaveis u} e u}, e coeficientes y,
Y1, Y2 € Y5, isto é

(3.67)

uiyy + upys = 0
uh Yy + UsYs = g.
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Multiplicando a primeira linha do sistema (3.67) por —y; e a segunda linha por y;

obtemos
_ylyiull - yiy2u,2 = 0 Y19
iy . — (1195 — Y1 luh = y1g = uy = ————.  (3.68)
Y1yuy + Y1YoUs = Y19 Y1Ys = Y192

De (3.68) determinamos uy em fungao de g(z) e das solugdes y; e y2 da equagao

homogénea associada, ou seja,

U = ug(w) = f m v(@)g() dz. (3.69)

(2)ya(x) - yi (2)ya()

Do sistema (3.67) e da solucdo u), encontrada em (3.68) podemos determinar u,,

isto é,

Uéyz:_( Y19 )'@: Y29
Y1 ViV - Y2 ) v WY - YLy

== uy =ui(z) =- y2(7)g(x) .
1=ui(2) fyl(x)yé(x)_yi(x)yz(a})d .

Como, por hipotese, y; e ¥ formam um conjunto fundamental de solugoes, o Wrons-

kiano W (y1,vy2)(2) = y1y5 — yjy2 nado se anula sendo, assim, as fungoes ui(z) e us(z),

@@ )
w(@ == [ et )= [ e

O préximo exemplo tem como termo ndo homogéneo a funcao exponencial 16¢%/2
podendo, assim, ser resolvido de acordo com o Caso 2 visto no método dos coeficientes
a determinar e também pelo método da variagao dos parametros, para determinar uma

solugao particular.

Exemplo 3.24. Encontre a solucao geral da equacao 4y” — 4y’ +y = 16¢*/2.
Resolugao: Como vimos no Teorema 3.23, o método da variagao dos parametros

pode ser utilizado para qualquer equacao linear de segunda ordem do tipo y" +p(z)y’ +

q(x)y = g(z) para a qual se conhece as solugdes da equagao homogeénea associada.

Logo, para utilizar o método visto devemos trabalhar com a equacao na forma

1
-y + 4e™2,
y' =y 4y
A solugao geral da equacao homogénea correspondente y” — 1’ + }ly =0é

yp, = 1 6°2 + ezl

em que y; (1) = /2 e yy(x) = ze¥/2.
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O Wronskiano das solugoes é dado por W = W (yy,y2)(z) = ¢* # 0.
A solugao particular y, pode ser encontrada, de acordo com o método da variagao

dos parametros, determinando-se as fungoes ui(z) e us(x) tais que

y2(2)g(x) f verl? - 4el? f 2
u(xr) = - dx = - dx = - dx)dx = -22° + ¢4,
() W (y1,y2) () e (4z) :

yi(z)g(x f erl? - el f
— T dr = ———dx= | 4dx =4 )
ug(x) = f o yg)(x) T = = T T =47 + ¢y

Tomando ¢; = ¢o = 0 temos uma solucao particular dada por
Yp(2) = ur (2)y1 () + ug(2)ya(x) = (-222) - () + (4a) - (ve*/?) = 222 e*/2,
Logo, a solucao geral da equacao 4y — 4y’ +1y = 16¢e*/2 é dada por
y(z) = 1 €2 + cowe™? + 22272,

Exemplo 3.25. Encontre a solugao geral da equacao diferencial y” + y = tgx, para
0<z<3.

Resolucgao: De acordo com o Teorema 3.23 a solu¢ao de uma equagao de segunda
ordem, linear, nao homogénea requer conhecer as solugoes y; e y, da equacao homoge-
nea associada e as fungoes u; e us. A equagao homogénea y” +y = 0 tem como equagao

caracteristica 2 + 1 = 0, com raizes +i, e solucao geral
Yp = C1 COST + Cosenx

em que y1(z) = cosz e ys(r) =senz.
O Wronskiano das solugoes é dado por W = cos?(z) + sen?(z) = 1 # 0.

Vamos calcular u; e us:

o(2)g(x) senz-tgw senx
u(x) = - mdx=—fftgdx=—f(senx-Cosx)dx

sen? (1 -cos’z) x) 1

—f f ——[( —cosx)dx
COSQS cos T cos T

—f (secx —cosx)dr = - (f sec xdx — f cosxdx)

—(In|tgz +secx| —senz) + ¢;.

Como 0 <z < 7, temos tg >0 e sec > 0 e a fungao u; pode ser escrita como

ui(z) = -In(tgx +secx) +senx + ¢;.
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U2($) = x

y1(z)g(x) - cosz-tgx
o™ 1

sen
Ccos T - dr = | senxdx = —-cosx + cs.
Ccosx

Tomando ¢; = ¢ = 0 temos que uma solugao particular da equagao, de acordo com

o Teorema 3.23, é dada por

[-In(tgx +secx) +senx]cosx + (—cosx)(senx)

Yp(r) = ur(2)y1(x) + ua()ya(x)

—In(tgz + secx) cos T + sen x cos T — sen  cos T

—In(tgx + secx) cos x.
A solugao geral da equagao y” +y =tgx, para0<x < 7, é

y(x) =yn+yp = c1cosx + cgsenx — In(tg x + secx) cos .

3.4 Equacoes Diferenciais Ordinarias de Segunda Or-

dem Redutiveis

As solucoes de alguns tipos de equacgoes diferenciais de segunda ordem

y"' = F(z,y,y")
podem ser obtidas separando-as em alguns casos e aplicando métodos ja discutidos

para as de primeira ordem.

3.4.1 A funcao F depende somente de x

Neste caso,
y" = f(x)

e podemos integrar a EDO duas vezes, isto &,

y"'=f(z)
— y’z[f(x)dercl

— y:f([f(a:)d:c+c1)da:+cg.

Exemplo 3.26. Determinar a soluc¢ao da equagao y” = sen(z).



Equacoes Diferenciais Ordinarias de Segunda Ordem Redutiveis

93

Resolugao: A EDO nao depende de y e de y” logo,

y(x) = [(/sen(m)d:z:+cl)dx+cg

— y(w):f(—cos(x)+cl)da:

= y(x)=-sen(x) + 12 + co.

3.4.2 A funcao F nao depende de y

Neste caso,
yll — F(.CE7 y/)

e podemos fazer a substituicao
(3.70)

obtendo a EDO v’ = F(z,v) que é de primeira ordem em .

Exemplo 3.27. Resolver a EDO
y'+y —x=0. (3.71)

Resolucao:
Primeiramente verificamos que se trata de uma EDO linear de segunda ordem em
que y" = F(z,y"). Nesse caso podemos fazer a substituigao (3.70) obtendo a EDO de

primeira ordem
vVtv-r=0= (v-z)+0v =0. (3.72)

A equacao obtida pode ser trabalhada usando-se algum dos métodos ja vistos para

equacoes de primeira ordem. Em particular, se

M(z,v)=(v-2) = M,=1,
N(z,v)=1 = N, =0,

entdo, a equagao (3.72) nao é uma equagao exata. Porém, usando o método dos fatores

integrantes temos que
M,-N, 1-0

=1.
N 1
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Logo, existe uma funcao pu(x) tal que

()

d:r_'u N
dp
_, aw_1
dx l

f(%/:b’)dx:fldx

—
— In|u|=x+k.

Tomando k = 0, segue que
u(x) = €.

Multiplicando-se a equagao (3.72) pelo fator integrante u(z) = ¢* obtemos a equagao
exata
(v-—x)+ v =0.

0
Dessa forma, podemos encontrar uma fungao ¢ (z,v) tal que a—¢(x,v) = M(x,v) e
x

3_@/)(2370) = N(z,v). Logo,
ov

U(z,v) = [(e’“”v - é'x)dr = €"v - "r + e + h(v),
e assim,

oy o
%(x,v)—e + R/ (v).

Temos também que g—w(x,v) = N(x,v) = e*. Logo, h'(v) =0 e h(v) = k Dai, a
v

solugdo implicita da equagao (3.72) sera
ev—€e'r+ef =

e entao,
C1
v=—+x—1.
er

Para determinar a solugao y usamos a substituicao inicial v = ¢/, isto é,

/

y=v

— y=f(ﬁ+$—1)d.l’
T
2

Logo, y(x) =y = % -z —c1e% + ¢y 6 solugao da EDO (3.71). ]
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3.4.3 A funcao F nao depende de x
Neste caso,
y'=F(y.y).
Seja v =v(y(z)), podemos fazer a substituicao:

!

v=v(y(z)) =9,
v' = (v(y(x))) =y".

Assim, obtemos

y'=F(y,y) = v =F(y,v)
dv _ dv(y(z))

dx - dz

— ’U’:

dy dx

do dy _

/l]d_/l)
dy

= F(y,v).

(3.73)

Se pudermos resolver essa equagao encontraremos v em fungao de y. Para obter y

em fungao de x resolve-se a EDO v(y) = ;Z_y
T

Exemplo 3.28. Resolver a equacao
2y%y" +2y(y')? = 0

com y(z) 0.

Resolugao: Fazendo a substitui¢ao dada em (3.73) temos, para y(x)

2020 + 2yv? = 0 = yv’ +v* = 0.

Tomando v’ = vd—v, obtemos
Yy

—2

yv

+ 0= dv _ v
yU— vt = _ = - =
dy dy y

v _
dy_

Y

1

v

Temos agora uma EDO separavel de primeira ordem em v. Assim,

[ - [t

— Injy|=-Inly|+ ¢
— = e—ln ly|+c1
= v=—e.

Y

# 0,
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Para determinar y devemos retornar a substituicao v =y, ou seja,
d 1
yl = —ecl fr— —y =
Y dr ye
— [ (ye ') dx = / ldx
2
— y—e‘cl =X+ Co
2
= 2= (2 +cy)2e7.
]

3.5 Vibracoes Mecanicas: uma Aplicacao da Equacao
de Segunda Ordem

As equagoes de segunda ordem servem como modelos matematicos de alguns pro-
cessos fisicos. Aqui trabalharemos uma de suas aplicacoes, as vibragdes mecéanicas. As

informagoes contidas nessa se¢do podem ser encontradas nas referéncias |9, 19, 31, 45].

3.5.1 Oscilador Harmonico

Segundo Nussenzveig [31], oscilagdes correspondem a vibragoes localizadas enquanto
ondas estao associadas a propagacao. Oscilagoes sao encontradas em todos os campos
da Fisica. Exemplos de sistemas mecanicos vibratorios incluem péndulos, diapasoes,
cordas de instrumentos musicais e colunas de ar em instrumentos de sopro.

Em Halliday, Resnick e Walker [19] temos que o estudo e o controle das oscilagoes
sao dois objetos importantes da fisica e da engenharia, pois, por exemplo, o vento
pode fazer uma linha oscilar com tanta intensidade que pode se romper. Nos avides
a turbuléncia do ar que passa pelas asas faz com que elas oscilem causando fadiga
no metal e quando acontece um terremoto nas vizinhangas de uma cidade os edificios
sofrem oscilagoes.

Vamos discutir um tipo de oscilacao conhecida como movimento harmoénico sim-
ples. Todo movimento que se repete a intervalos regulares ¢ chamado de movimento

periddico ou movimento harmonico.

Movimento Harmoénico Simples e Movimento Circular Uniforme

Em Halliday, Resnick e Walker [19] podemos encontrar uma referéncia historica as-
sociando o Movimento Harménico Simples (MHS) como uma projegao do Movimento
Circular Uniforme (MCU). Em 1610, Galileu descobriu os quatro maiores satélites de

Jupiter e ap6s semanas de observacao constatou que os satélites estavam se deslocando



Vibragoes Mecanicas: uma Aplicagao da Equacao de Segunda Ordem

97

de um lado para outro do planeta, realizando um tipo de movimento que, hoje cha-
mamos de movimento harmoénico simples. O satélite Calisto se move com velocidade
praticamente constante em uma Orbita quase circular de Jupiter. O verdadeiro movi-
mento nao € um movimento harmoénico simples e sim um movimento circular, o que
Galileu teria visto é a proje¢ao do movimento circular uniforme.

Em Nussenzveig [31] encontramos a Figura 3.1 que representa essa proje¢ao e o
circulo de referéncia (Fig. 3.2), mostrando a associagao entre os movimentos harménico
simples e circular uniforme.

Na Figura 3.1, um pequeno objeto cilindrico esta sobre um disco em rotacao e um
péndulo de mesmo periodo oscila sobre o disco. Um feixe de luz paralela projeta as
sombras do disco e do péndulo sobre um anteparo. Se a sombra do péndulo inicia-se
sobre a sombra do objeto cilindrico, ela a acompanha permanecendo sobre ela durante

todo o movimento.

Luz //" "\_._“
paralela /'/' ARl

Figura 3.1: MHS como projegao do MCU

Consideremos o circulo da figura 3.2 de raio R = A e um ponto P desse circulo cujo

vetor de posicao OP forma um angulo 6 com o eixo O, no instante ¢.

Figura 3.2: Circulo de Referéncia



Vibragoes Mecanicas: uma Aplicagao da Equacao de Segunda Ordem 98

O ponto P descreve um movimento circular uniforme de velocidade angular w sobre
o circulo, partindo da posicao inicial Py tal que 6(0) = ¢. Assim, 6(t) = wt + ¢, sendo o
termo (wt + ¢) chamado de fase e o angulo ¢ constante de fase ou angulo de fase. Se

X ¢é a projecao de P sobre o eixo dos x, temos
OX =x=AcosO(t) = Acos(wt + @), (3.74)

o que coincide com o deslocamento instantaneo da particula em MHS dado por u(t)
na equagao (3.86).
A velocidade v do movimento circular uniforme é tangencial e sua projecao sobre o

eixo Oz é v,, veja figura abaixo.

Figura 3.3: Projecao da velocidade sobre o eixo .
A velocidade v do movimento circular uniforme é tangencial de magnitude wA, pois

v=(27R)/T e w, a frequéncia angular, é dada por w = 27/T em que T é o periodo e

R = A. Assim, considerando o referencial positivo para a direita
v=-wA. (3.75)
Pela figura 3.3 a projecao da velocidade v sobre o eixo O, é dada por
Vg =vcos(g—9). (3.76)
Relacionando as equagoes (3.75) e (3.76), e sabendo que 0 = wt + ¢, temos
vy = —wAsen(0) = —wAsen(wt + )

que coincide com a velocidade da particula em MHS, equagao (3.87).
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N

a

dx

X A
T

Figura 3.4: Projecao da aceleragao sobre o eixo x.

A aceleragao centripeta do ponto P (Fig. 3.4) é radial de magnitude |a| = w?A e a

sua projecao sobre o eixo x é
a, = acosf = acos(wt + @) = —~w?Acos(wt + ©) (3.77)

que coincide com a aceleragao da particula em MHS, equagao (3.88).
Das equagoes (3.74) e (3.77) obtemos

ay = —w?z(t). (3.78)
Da segunda lei de Newton e da equagao (3.78) obtemos a seguinte relagao
F =ma=m[-w?z(t)] = -(mw?)z. (3.79)

Uma forga restauradora proporcional ao deslocamento ¢ dada pela lei de Hooke

F = —kz, assim da equacdo (3.79) temos
k
—(mw?)z = ~kr = w? = —. (3.80)
m

Sistema Massa Mola

Um exemplo de movimento harmoénico que iremos trabalhar ¢ o sistema massa
mola, que é constituido por uma massa m presa a uma mola elastica de comprimento
L.

Existem duas forcas agindo sobre o ponto onde a massa estda presa a mola, uma
delas é a forga gravitacional, ou forga peso da massa, que a puxa para baixo e tem
modulo igual a mg, onde g é a aceleracao da gravidade. A outra existente pela lei

de Hooke é uma forca restauradora F, devido a mola e por isso, oposta a direcao do



Vibragoes Mecéanicas: uma Aplicagao da Equagao de Segunda Ordem 100

alongamento e proporcional a distensao [, isto €,
Fy=-kl, (3.81)

onde a constante de proporcionalidade k& é chamada de constante da mola e o sinal
de menos é devido ao fato de a mola puxar a massa no sentido oposto. Em Boyce e
DiPrima [9] podemos encontrar a figura 3.5 ilustrando um sistema massa mola (para

esse trabalho adaptamos as figuras 3.5 e 3.6 encontradas em Boyce e DiPrima [9)]).

Figura 3.5: Um sistema massa-mola em equilibrio

Uma mola eléstica tem a propriedade de que se estirada ou comprimida a uma
distancia AL = [, que é pequena comparada com seu comprimento natural L, entao
ela exerce uma forga restauradora de modulo kl, Lei de Hooke, equagao (3.81). Se
passarmos do limite eldstico de uma mola ela nao retorna a posicao de equilibrio e sao
produzidas deformacoes permanentes. O sistema massa mola pode ser imerso num meio
tal como 6leo, conhecido como sistema massa mola amortecido, e ocorre por exemplo,
nos amortecedores dos automoveis.

Apoés uma massa m ser atada a uma mola, ela provoca uma distensao AL =1 na
mola e atinge sua posi¢ao de equilibrio na qual a forga peso w = mg possui a mesma
magnitude da forga restauradora Fy = —kl, sendo a massa medida em quilogramas e
g =9,8m/s?2. Um objeto de massa m atado a uma mola flexivel suspensa por um su-
porte rigido quando substituido por outro de massa diferente, produz um alongamento
diferente na mola.

Estando a massa em equilibrio, as duas for¢as que atuam no sistema estao em

equilibrio e a forga resultante é zero, isto é,
mg —kl = 0. (3.82)

Para um dado peso w = mg pode-se medir o alongamento [ e depois usar a equagao

(3.82) para determinar k, como no Exemplo 3.29 a seguir.

Exemplo 3.29. Uma massa de 5Kg provoca uma distensao de lecm em uma mola.
Determinar a constante k& da mola.
Resolucao: mg—-kl=0=—=5-9,8=k-1=k=49N/cm. ]
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De acordo com Boyce e DiPrima [9], no problema dindmico hé o interesse em
estudar o movimento da massa, seja na presenca de uma forca externa ou seja sob
um deslocamento inicial.

Denotando por u(t), medido positivamente no sentido para baixo, o deslocamento
da massa a partir de sua posi¢ao de equilibrio no instante ¢ (Fig. 3.6 em Boyce e
DiPrima [9]), entao u(t) esta relacionado as forgas que agem sobre a massa pela lei do

movimento de Newton, isto é
f(t) =mu”(1),

onde u”(t) é a aceleragdo da massa e f(t) é a forga total agindo sobre a massa.

Figura 3.6: Um sistema massa-mola

Vibragoes Livres Nao Amortecidas

Supondo que nao haja forgas de retardamento agindo sobre o sistema e supondo que
a massa vibre sem influéncia de outras forcas externas, movimento livre, podemos

igualar f(t) a forga resultante do peso e da forga restauradora da mola, ou seja,
mu' (t) =mg - k[l +u(t)] = mg - kl - ku(t).
Como mg - kl = 0, segue que
mu” (t) = —ku(t). (3.83)

A solugao geral da equacao (3.83), que é linear, de segunda ordem e com coeficien-
tes constantes, como ja foi visto na Segao 3.2.3, é obtida através da raiz da equacao

caracterisitca, isto é,

mrz(t)+k=0:>r2+£:():>r:ﬂ',/E
m m

e entao, a solucdo u(t) de (3.83) sera dada por

u(t) zAcos(\/g-t) + Bsen (\/%-t), (3.84)
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em que A e B sao constantes arbitrarias que podem ser determinadas se forem dadas
condigoes iniciais. A formulacao completa do problema de vibracao requer que especi-
fiquemos duas condigoes iniciais: a posi¢ao inicial u(0) = ug e a velocidade inicial da
massa u/(0) = vp.

Usando as equagoes (3.80) e (3.84) escrevemos
u(t) = ¢y cos(wt) + cosen(wt). (3.85)

A equagao (3.83) é apenas uma equacao aproximada para o deslocamento wu(t),
também nao foi levada em consideracao a massa da mola, considerada desprezivel
perto da massa do corpo.

A equagao (3.85) pode ser escrita como
u(t) = Acos(wt + ), (3.86)

pois

u(t) = Acos(wt + ) = Acos pcoswt — Asen psen wt

em que tomamos ¢; = Acosp e ¢y = —Asen .
Da equacgao (3.86) temos a equagao para a velocidade no movimento harménico
simples
u'(t) = —Awsen(wt + ). (3.87)

Da equagao (3.87), temos a equagao para a aceleragdo no movimento harménico
simples
u”(t) = —Aw? cos(wt + ). (3.88)

Exemplo 3.30. Uma massa de 100g estica uma mola de 5cm. Se a massa é colocada
em movimento, a partir da sua posi¢ao de equilibrio, com uma velocidade apontando
para baixo de 10cm/s, e se ndo ha amortecimento, determine a posigdo u da massa
em qualquer instante ¢t. Quando a massa retorna pela primeira vez a sua posicao de
equilibrio?

Resolugao:

Inicialmente a mola foi distendida em 5cm ficando em equilibrio, isto é, mg = ku(t).

Assim, tomando g = 9,8m/s? = 980cm/s?, temos
100-980 = 5k = k = 19.600N /cm.
Como nao ha amortecimento, entao
mu'(t) = —ku(t) = 100u" (t) + 19.600u(t) = 0. (3.89)

A equagao (3.89) ¢ linear de segunda ordem com coeficientes constantes e assim,
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resolvendo-se primeiramente a equagao caracteristica, obtemos
1007% +19.600 = 0 = r = +144. (3.90)

Como a equagao (3.90) possui raizes complexas, a solugao da equagao (3.89) é dada
por

y(x) = cre* cos(fx) + o™ sen(fx)

sendo a=0 e =14, ou seja,
u(t) = ¢1 cos 14t + co sen 14¢.

Considerando como zero a posicao inicial, isto &, u(0) = 0, e tendo como velocidade

inicial u/(t) = 10, segue que

u(0) cpcos(14-0) + csen(14-0)= 0 €1 =
SN
u'(0) = —14c¢ysen(14-0) + 14cp cos(14-0) = 10 Co =

Logo, a posi¢ao u(t) da mola em qualquer instante pode ser dada por
5
u(t) = = sen(14t).

A mola retornaré a sua posi¢ao de equilibrio em u(t) =0 se

5 k
u(t)=0= ?sen(14t) — 14t = kr —> t = 1_1

com k € Z. Tomando k = 1 temos que a mola retornara, pela primeira vez, a sua posi¢ao

de equilibrio em t = 17T—4 segundos. ]



4 Estudo e aprofundamento de alguns

modelos apresentados no ensino médio

Segundo Bassanezzi [4] quando se procura refletir sobre um acontecimento real, na
tentativa de explicar, entender ou agir sobre esse fato, o processo é selecionar argu-
mentos ou parametros considerados essenciais e formaliza-los através de um sistema
artificial que seria o modelo matemaético.

Os livros didaticos, de matematica, do ensino médio trazem expressoes que muitas
vezes estao relacionadas a modelos matematicos que envolvem equagoes de diferencas
ou equagoes diferenciais. As solugbes ou expressoes resultantes dessas equagoes sao
apresentadas aos alunos em problemas e listas de exercicios no intuito de trabalhar
ferramentas matematicas como poténcia, logaritmo ou trigonometria, mas pouco é
discutido sobre sua origem, sendo comum para o professor ouvir perguntas sobre como
foram “inventadas” certas “formulas”. O objetivo deste capitulo é dar sentido a esses

problemas mostrando como muitas dessas expressoes podem ser obtidas.

4.1 Metodologia

Nessa se¢ao procuramos descrever a metodologia utilizada em nosso trabalho, a
elaboracao e o desenvolvimento das aulas e, ao longo do capitulo, o retorno e partici-
pacao por parte dos alunos que se dispuseram a fazer parte das atividades propostas.
Optamos por uma abordagem de pesquisa qualitativa ja que nosso interesse foi, como
relatam Bodgan e Biklen [8], mais o processo do que simplesmente os resultados, ou
seja, priorizamos o desenvolvimento das atividades e a interagao com os alunos, para
isso, utilizamos avaliagoes escritas, observagoes e o didlogo com esses alunos. Na es-
colha e elaboracao das atividades procuramos utilizar recursos computacionais, bem
como elementos de histéria da matematica e pesquisas relacionadas ao estudo da fisica
e seu ensino.

Neste trabalho escolhemos modelos mateméticos que podem ser escritos em termos
de equacoes diferenciais cujas solugoes sao expressoes frequentemente encontradas em
livros didaticos, como os problemas envolvendo populacao dados pela lei de Malthus, a

lei do decaimento radioativo, a lei de resfriamento de Newton e o sistema massa mola

104
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ideal (movimento harménico simples).

Procuramos estabelecer um conjunto de agoes didaticas que favorecesse a com-
preensao desses problemas, que ja foram trabalhados no primeiro e segundo anos do
ensino médio, no estudo de fungdes exponenciais e logaritmicas e fungoes trigonomé-
tricas. Entendemos aqui que a compreensao da origem e do porqué da existéncia de
uma férmula, ou expressao matemaética, pode ser o meio pelo qual podemos ajudar no
desenvolvimento do conhecimento matematico, buscando facilitar a compreensao por
parte dos educandos sobre os problemas abordados, incentivar o estudo da matematica
e levar o aluno a compreender a relagao entre certos fenémenos fisicos e seus modelos
matematicos.

Nesse intuito elaboramos um material de apoio introduzindo o estudo de limites
e derivadas, bem como uma introducao a ideia de integracao. Para isso procuramos
nos basear nas ideias de Geraldo Avila e Euclides Roxo. Avila [2] defendia o estudo de
calculo no ensino médio, o qual fez parte do programa da escola secundéria porém tendo
sido retirado com o movimento Matematica Moderna. Segundo Avila a introducao da
derivada deveria ser acompanhada de varias de suas aplicacoes. Uma delas diz respeito
a cinematica, havendo também interessantes aplicacoes da derivada em problemas de
crescimento de populacgoes e decaimento radioativo. Outras aplicagoes que podem
estimular o interesse e a curiosidade dos alunos requerem uma introducao a integral,
mas que pode ser feito de maneira intuitiva, dando énfase nas ideias, nas técnicas e
nas aplicacoes. Ainda, para Avila [1], a continuidade seria um conceito que faz pouca
falta num primeiro curso de célculo ja que o desenvolvimento do calculo vem desde
Arquimedes (287-212 a.C.), que teria lidado com as ideias do calculo integral em seus
estudos de area e volume. Durante o século XVIII houve pouca necessidade do conceito
de continuidade, sendo que a sua conceituacao definitiva sé teria sido possivel depois
que fungoes descontinuas comegaram a surgir naturalmente na matematica.

Roxo [37] relata que a reforma Benjamin Constant criou a cadeira de Nogdes de
Calculo Infinitestmal num dos tltimos anos do curso secundério, mas que esse estudo
foi feito de um ponto de vista excessivamente formalistico, tornando-o iniitil e contra-
producente. Para Roxo a condi¢ao essencial para que o estudo do célculo se tornasse
proveitoso seria que a esse nao fosse dado um cardter absolutamente sistematizado e
formalistico, nem se apresentasse como uma disciplina & parte, ou como um capitulo
acrescido.

No estudo dos modelos citados achamos importante dedicar atengao ao estudo e
conhecimento do ntimero de Euler, conhecido como e. De acordo com os Parametros
Curriculares Nacionais [10] a Historia da Matematica apresenta-se como um dos as-
pectos importantes da aprendizagem matematica. Assim, procuramos nos apoiar no
desenvolvimento da histéria desse niimero a fim de compreender a necessidade, ao longo
do tempo, da sua utilizacao e importancia.

No desenvolvimento das situagoes propostas optamos pelo uso de recursos computa-
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cionais. Segundo os Parametros Curriculares Nacionais [10], o computador pode, além
de ser usado como elemento de apoio para o ensino, servir como fonte de aprendiza-
gem e como ferramenta para o desenvolvimento de habilidades possibilitando ao aluno
aprender com seus erros e a aprender junto com seus colegas, trocando suas produgoes
e comparando-as.

A linguagem usual do modelo parece mais simples de se compreender, como por
exemplo, em um modelo de crescimento exponencial, “A variacao da func¢ao € propor-
citonal a propria funcao” e a partir disso obtemos a equacao diferencial % = ky, resolvé-
las, porém, envolve conhecimentos matematicos que os alunos dessa etapa ainda nao
possuem. Para determinar as solugoes dessas equagoes diferenciais apresentaremos,
como recurso, o uso da calculadora Wolfram|Alpha [43], disponivel online, para que o
aluno possa compreender como sao obtidas certas expressoes a partir de determinados
modelos.

Como recurso computacional, também utilizaremos o software GeoGebra visando
auxiliar na compreensao e na motivacao dos assuntos trabalhados. O GeoGebra é
um software gratuito de matemética dindmica para o ensino de geometria, algebra e
célculo, desenvolvido por Markus Hohenwarter [20].

Com relacao ao modelo dado pela lei de resfriamento de Newton pudemos obser-
var, em didlogo com professores de fisica que nao era um problema trabalhado nessa
disciplina e, em pesquisas sobre o tema, pudemos verificar esse fato. De acordo com
Sias e Teixeira [41] o estudo desta lei ndo ¢ comumente tratado na disciplina de fisica
do ensino médio, porém eles acreditam que este seja um assunto interessante de ser
trabalhado neste nivel de uma forma conceitual. Neste trabalho selecionamos esse mo-
delo por encontrarmos exercicios desse tipo no material didatico de matematica para o
ensino médio, e por ser uma oportunidade de trabalhar uma atividade pratica através
da qual pode-se verificar e comparar os dados obtidos por meio de uma experiéncia e
os calculados através de um modelo matematico.

No estudo do sistema massa mola optamos pelo simulador PhET [34], com o qual
pudemos observar o comportamento de uma mola ao ser deslocada, com a opc¢ao que
o simulador oferece de retirar atrito, simulando, dessa forma, um sistema massa mola
ideal. Também utilizamos o simulador Ondas mecdnicas - Movimento harmoénico sim-
ples 3], portal do professor MEC. Posteriormente verificando a relagao entre o deslo-
camento dessa mola, a equacao e o gréafico resultante do modelo matematico usando,
para isso, o software Modellus.

Assim, em uma parceria com a escola estadual Francisco Graziano, localizada na
cidade de Araras-SP, iniciamos um grupo de estudos. Foram convidados alunos do 3°
ano do ensino médio que se dispusessem a frequentar, em horario paralelo, as aulas,
em encontros semanais, de marco de 2017 a junho de 2017. Tivemos 13 alunos inte-
ressados inicialmente e terminamos com 6 alunos frequentes. Alguns dos alunos que,

inicialmente, apresentaram interesse em frequentar essas aulas relataram ter a intengao
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de continuar seus estudos em &reas de exatas, como engenharia. Outros disseram que
gostariam de ampliar o conhecimento, ter um momento de estudo. Os que desistiram
ao longo do curso relataram uma necessidade de revisar contetdos de séries anteri-
ores e passaram a frequentar um grupo de refor¢o, que aconteceu em mesmo dia e
horario, em outra sala da escola. Os alunos que frequentaram até o final, participaram
demonstrando interesse e auxiliando uns aos outros no desenvolvimento das atividades.

Iniciamos com um pré teste (Segao 4.1.1) na tentativa de identificar os primeiros
problemas com relagao ao desenvolvimento e resolucao desse tipo de exercicio. Foi dado
um tempo inicial de 20 minutos que se estendeu por 30. Enfatizamos que esses alunos
j& trabalharam com esse tipo de questao no primeiro ano do ensino médio, da forma
tradicional, dentro do estudo de func¢ao exponencial e logaritmica, e que no comeco de
cada ano sao feitas revisoes de contetudos, dessa forma, esse tipo de problema a que nos
referimos ja é familiar ao aluno. Nao estipulamos regras e demos a opcao de utilizar
calculadora ou algum software, ja que estavamos na sala de informéatica e esses recursos
seriam de grande auxilio para o desenvolvimento do raciocinio do contetido que esté-
vamos trabalhando. Verificamos que inicialmente tentaram sozinhos, logo se juntaram
em duplas e até trios. Apoéds a aplicacao dessa avaliagao inicial conversamos com os
alunos e verificamos que nao conseguiram solucionar nenhuma das duas questoes, mas
relataram lembrar de terem visto ou trabalhado exercicios do mesmo tipo. Apos esse

teste inicial passamos ao desenvolvimento da Segao 4.2.

4.1.1 Avaliacao Inicial

Os exercicios dessa Se¢ao podem ser encontrados na referéncia [22].

1. (UFCE) - Suponha que o crescimento populacional de duas cidades, A e B, é des-
crito pela equagao: P(t) = Py-€e* onde: P, é a populagao no inicio da observagao;
k é a taxa de crescimento populacional; t é o tempo medido em anos; e é a base do
logaritmo natural; P(t) é a populagao t anos apos o inicio da observagao. Se no
inicio de nossa observacao a populagao da cidade A é o quintuplo da populagao
da cidade B, e se a taxa de crescimento populacional de A permanecer em 2%
ao ano e a de B em 10% ao ano, em quantos anos, aproximadamente, as duas

cidades possuirao o mesmo numero de habitantes? Considere In5 = 1,6.

0] 10 [b]20 ] 35  [d] 100 [e] 550

2. (Unirio - RJ) Segundo dados de uma pesquisa, a populacdo de certa regiao do
pais vem crescendo em relacao ao tempo, contado em anos, aproximadamente,
segundo a relagao: P(t) = P(0)-27-92%. Sendo P(0) uma constante que representa
a populacao inicial dessa regiao e P(t) a populagao t anos ap6s, determine quantos

anos se passarao para que essa populacgao fique reduzida a quarta parte da inicial.

la] 6 [b]8  fe] 10 [d] 12 fe] 15
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3. O que a expressao P(t) = Py - €t representa? Como essa expressao foi obtida?

4. Vocé se lembra de ter visto esse tipo de problema em alguma série do Ensino

Médio? Em qual assunto foi estudado?
5. Quais dificuldades impedem a resolucao da questao?

6. O que, em sua opiniao, é necessario compreender para facilitar a resolucao dos

exercicios propostos?

7. Vocé conseguiria resolver esses problemas de alguma outra forma? Utilizando

calculadora ou computador, por exemplo.

Sobre os problemas, os alunos relataram lembrar de terem trabalhado ou visto esse
tipo de enunciado, mas nenhum conseguiu resolver.

Sobre expressdo P(t) = Py - €k, seis alunos entre onze responderam que se tratava
de uma expressao para o crescimento populacional, mas nao souberam dizer como a
expressao foi obtida. Também demonstraram nao compreender as variaveis envolvi-
das, sendo que dois alunos substituiram o valor de e por 1,6 provavelmente por nao
compreender o significado mateméatico dessa letra.

Quanto a questao sobre as dificuldades que impediram a resolucao da questao os
alunos relataram nao compreender a questao ou nao compreender a féormula dada.
Discutindo com os alunos sobre os problemas propostos percebemos uma estranheza
com relagao as expressoes dadas nos exercicios e uma nao compreensao das varidveis
apresentadas, apesar de ja terem vistou ou trabalhado esse tipo de problema, como ja
foi dito.

4.2 Calculo no Ensino Médio

Introduziremos os conceitos de limite e derivada baseando-nos na atividade proposta
no livro Fundamentos de Célculo Profmat [30], a partir de dois estudos: o estudo da

velocidade de um objeto em movimento e o problema da tangente a uma curva.

4.2.1 Velocidade Instantanea

Iniciamos com a situacao de obter a velocidade de uma bola num determinado
instante, calculando primeiramente uma velocidade média entre dois instantes dados e
diminuindo sua diferenca "tanto quanto queiramos"de forma a introduzir as ideias de

limite e derivada de uma funcao.

Exemplo 4.1. Uma bola é lancada e sua trajetoria S(t) é dada, em fungao de ¢, pela
fungao S(t) = —t? +6t, sendo possivel dizer a altura da bola em cada instante. Calcular

a velocidade no instante ¢ = 1, 5s.
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Figura 4.1: Trajetoria: Langamento de uma bola

Resolugao:
Através da funcao dada podemos construir uma primeira tabela na tentativa de

calcular a velocidade no instante ¢t =1, 5.

Altura da Bola
t 0O 05 1 15 2 25
S(t)|0 2,75 5 6,75 8 875

Tabela 4.1: Altura da bola

Podemos a partir dos dados obtidos na tabela 4.1 calcular a velocidade média, que
é a razao entre o deslocamento realizado e o intervalo de tempo decorrido. Inicialmente

calcularemos entre os instantes t = 1,5 e ¢t = 2, isto é,

_AS 8-6,75 1,25

Vim At 2-1,5 0,5

=2,5m/s. (4.1)

Usando a funcao dada no enunciado podemos obter uma tabela com dados mais
precisos e, assim, podemos calcular uma velocidade média em intervalos menores em
torno de t =1, 5.

Altura da Bola
t 1 1,25 1,5 1,75 2 2,25
S(t) | 5 5,9375 6,75 74375 8 8,4375

Tabela 4.2: Altura da bola

Usando o intervalo entre ¢t = 1,5 e 1,75 obtemos a velocidade média

_AS 7,4375-6,75 0,6875
At 1,75-1,5 0,25

Podemos conseguir intervalos cada vez menores e, consequentemente, uma melhor

Vin =2,75m/s. (4.2)

aproximacao para a velocidade em torno de ¢ =1, 5s.

Altura da Bola
t 14 15 16 1,7 18 1,9
S(t) | 6,44 6,75 7,04 731 756 7,79

Tabela 4.3: Altura da bola
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Calculando a velocidade média no intervalo entre t =1,5 e ¢t = 1,6 obtemos

_AS 7,04-6,75 0,29
™At 1,6-1,5 0,1

=2,9m/s, (4.3)

que é a velocidade média em um intervalo de 0, 1 segundos iniciando no instante ¢ = 1, 5.

Medidas mais precisas permitem o calculo da velocidade média em intervalos cada
vez menores em torno de ¢ =1, 5.

Para essa atividade os alunos utilizaram a planilha eletrénica FEzcel calculando
valores para a velocidade média cada vez mais proximos de 1,5. Um aluno sugeriu
calcular para os intervalos 1,49 a 1,5 e observou que se colocasse "mais algarismos
9"chegaria mais perto da solu¢do. Outra aluna associou a expressao AS/At com a
inclinagao da reta (assunto estudado em Geometria Analitica no terceiro ano do ensino
médio).

Intuitivamente, quanto menor o intervalo, mais préoxima a velocidade média fica da
velocidade instantanea. Para definir a velocidade instantanea precisamos do conceito

de limite. n

4.2.2 Limite

Nessa segao desenvolveremos a ideia de limite trabalhando com exemplos ja utili-
zados em materiais para o ensino médio ao se tratar de sequéncias numéricas.

Em Dante [12] é desenvolvida a ideia de limite através do desenvolvimento da

sequéncia (a,) = —.
n

Exemplo 4.2. Considere a sequéncia (a,) = 1 com n € N. Escreva os 15 primeiros
termos da sequéncia e observe o que acontece & medida que n cresce indefinidamente
(tendendo ao infinito).

Resolucgao:

Inicialmente calculamos o valor dos elementos da sequéncia

1 1 1 1 1
CLl=I=1; CL2=§=0,5; CL3=§=0,333...; (]J4:Z:O,25; CL5=5=0,2;
Temos, assim, a sequéncia 1; 0,5; 0,333333...; 0,25; 0,2; 0,166667...;
0,142857...; 0,125; 0O,111111...; 0,1; 0,090909...; 0,083333...; 0,076923..;
0,071429...; 0,066667....

Os alunos desenvolveram a sequéncia na planilha eletronica e alguns compreenderam
que quanto maior o valor de n mais o resultado se aproxima de zero.

Alguns tiveram duvida com relagao a isso e fizemos a sequéncia com o GeoGebra
para visualizar esse limite, digitando na barra de Entrada o comando:

Sequéncial <Expressdo>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final> ]
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Tomamos a expressao como sendo (n,1/n), em formato de par ordenado, para obtermos
os pontos, a variavel n, o valor inicial 1 e o valor final f, dessa forma o comando a ser digitado

na barra de entrada é: Sequéncial (n,1/n), n, 1, f ]

Entrada: | Sequéncial{m,1/n}, n, 1, f]

Figura 4.2: GeoGebra: Barra Entrada

Ao utilizarmos letras ao invés de valores numeéricos é sugerido um Controle Deslizante
para atribuir valores. Antes de clicar sobre essa ferramenta habilite a opcao da figura 4.3.

la:z||.
—
v

Controle Deslizante
Clique na janela de visualizacdo para especificar a posicéo do controle deslizante

Figura 4.3: GeoGebra: Controles Deslizantes

Em propriedades de controle deslizante alteramos os valores como é mostrado na figura

4.4 (botao direito do mouse, opgao propriedades)

=1

Nimero f
“.| Exibir Objeto
A Exibir Rotulo

Animar
+ | Fixar Objeto = — =

; o
& | Posigio Absolutana Tela Ee BEE®
Renomear 5----:51\?91&1 Basico Confrole Deslizante | Corl Posicio | f\lgebral Avancado | F'rograma§§o|
/7. Apagar -~ Mimero Intervalo
! L@ f

‘-,gj Propriedades ... | min: |1 | max: |20 ‘ Incremento

Figura 4.4: GeoGebra: Propriedades - Controles Deslizantes

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
YRERN = —y
)| L@ o[ of| 3| &l o R [l Lo
» Janela de Algebra » isualizag
Lista °
@ listal={(1,1),(2,05), (3,0. =16
Nimero . -
® f=16 s
a
3 4
2
1 L]
®
o ® o o o e ¢ o 'y 'y 'y
5 5 2 T ] 2 3 3 ] 5 ¥ 3 G 0 h I O R R 1)
< >
Entrada: 3 @

Figura 4.5: Desenvolvimento da atividade sobre limite da sequéncia 1/n com o GeoGebra

Com a atividade pronta eles puderam visualizar que & medida que n cresce indefinidamente

(tendendo a infinito) a sequéncia (ay, )nen, com a, = —, converge para zero, ou seja,
n

lim — = 0.
n—>oo n,
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Em Morgado e Carvalho [29] encontra-se o Lema 4.3, cuja demonstragao é traba-

lhada no material didatico para o ensino médio.

Lema 4.3. A soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica (ay), de
(1-q")
1 ¢

Demonstragao: Seja a soma S,, dos n primeiros termos de uma progressao geométrica

razao q+ 1, € S, =a

¢é dada por
Sp=ar+ay+az3+ag+ ...+ Ap_1 + Qy.

Multiplicando pela razao ¢ obtemos
an:a1q+a2q+a3q+a4q+...+an_1q+anq=a2+a3+a4+...+an+an+1.

Subtraindo,
Sn - an =ai — Gpy1 — Sn(l - C]) = a1 — Qp+1-

Como a,,1 = a1q™, entao

Car-aq" . (1-q")

= =ap .
1-¢q 1-¢q

Nas progressoes geométricas em que |¢| < 1 a soma dos n primeiros termos tem um

Sn

limite finito quando n — oo. Como nesse caso

lim ¢" =0,
n—o0
temos
a
lim S, = ——.
n—o00o —_ q

Figura 4.6: Desenvolvimento das atividades sobre limite pelos alunos
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A apostila do 1° ano do Ensino Médio do estado de SP [40] também introduz a
ideia e a notacao de limites e soma infinita através de uma série de atividades, sobre
soma dos infinitos termos de uma progressao geométrica de razao ¢, sendo |g| < 1.

Uma dessas atividades trata sobre um dos paradoxos de Zenao de Eléia. De acordo
com Roque [36] Zendo integrava a escola dos eleatas, fundada por Parmeénides, cuja
filosofia concebia o mundo como imutavel nao havendo mudanga nem movimento. O
paradoxo de Aquiles e a tartaruga indica a dificuldade de se somar uma infinidade de
pequenas quantidades cada vez menores e de se conceber que essa soma possa ser uma

grandeza finita.

Exemplo 4.4. Uma corrida sera disputada entre Aquiles, grande atleta grego, e uma
tartaruga. Como Aquiles é 10 vezes mais rapido do que a tartaruga, esta partira 10

metros a frente de Aquiles, conforme representado no esquema da Figura 4.7.

#. #.
— —— =

10m Im 10 cm

Figura 4.7: Aquiles e a tartaruga

Quando Aquiles chegou ao ponto em que a tartaruga estava inicialmente, depois
de percorrer 10 m, a tartaruga, dez vezes mais lenta, estava 1 m & frente. Aquiles,
entao, correu 1 m, até o ponto em que a tartaruga estava, mas ela ja nao estava mais
14, estava 10 cm a frente, pois correu, no mesmo intervalo de tempo, dez vezes menos
que Aquiles, e a décima parte de 1 m corresponde a 10 cm (Fig. 4.7).

a) Escreva a sequéncia das distancias que Aquiles percorre até chegar ao ponto em
que a tartaruga estava a cada vez.

Resolugao: Como o texto relata que a tartaruga é dez vezes mais lenta do que
Aquiles, entao enquanto esse percorre 10m a tartaruga avancga lm estando, assim, 1m
a frente de Aquiles, que percorre mais 1m até alcancar a tartaruga, mas essa ja se
encontra 10cm a frente, logo, a sequéncia do espaco percorrido por Aquiles sera a soma
dos de termos uma progressao geométrica cujo primeiro termo é a; = 10 e a razao é
q =1/10, isto é,

10+1+0,1+0,01+....

b) A sequéncia das distancias ¢ uma PG. Qual ¢ a razao dessa PG?

Resolucao: E uma PG de razao 0,1.

c¢) Calcule a soma das infinitas distncias percorridas por Aquiles até chegar ao
ponto em que se encontrava a tartaruga a cada vez.

Resolugao: A soma das infinitas distancias percorridas por Aquiles até chegar ao

ponto em que se encontrava a tartaruga a cada vez é dada pelo limite
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Resolugao:

, ay 10 10 100
lim S, = = ==,
n—o0 l-¢ 1-0,1 0,9 9

d) Quantos metros percorrera Aquiles até alcangar a tartaruga? Ou vocé acha que
ele nao a alcancara?

Resolucao: A questao lancada é se seria verdade que Aquiles nunca alcancaria
a tartaruga ja que, repetindo esse raciocinio para os intervalos de tempo seguintes,

tem-se a impressao de que Aquiles nunca a alcangaria, mas ele alcancara a tartaruga

100

apos percorrer — metros.

O texto na apostila do 1° ano do Ensino Médio do estado de SP, caderno do pro-
fessor [40], sugere que se leve o aluno a perceber que a medida que n cresce muito a
sequéncia dos termos (10 1 0,1 0,01...) tende a zero. Sugerindo, também, a utili-
zagao de calculadoras para que os alunos possam intuir qual sera a distancia percorrida

desenvolvendo a sequéncia de somas parciais

S, =10

Sy=10+1=11
S3=10+1+0,1=11,1

S, =10+1+0,1+0,01=11,11

O proximo exemplo, em Dante [12|, traz uma interpretagdo geométrica para a

sequéncia (a,) = o

Exemplo 4.5. Considere uma regiao quadrada de éarea igual a 1. Pintamos inicial-
mente metade dela, depois 1/4, depois 1/8 e assim por diante, como ilustrado na figura

a seguir.

. . . 1
Figura 4.8: Representagao geométrica da soma dos elementos da sequéncia o
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Calcule o limite da soma dos termos dessa sequéncia, que é dada por

Resolugao: Com a ajuda de uma planilha eletronica ou calculadora podemos

calcular algumas somas e verificar o resultado, isto é,

a; Qo as a4 as ag ar Soma
0,5 0,25 0,125 0,0625 0,03125 0,015625 0,0078125 0,9921875

Intuitivamente essa soma serd proxima de 1, que é a area da regiao quadrada, ou
seja, continuando esse procedimento indefinidamente nos aproximaremos da area total

do quadrado.

Matematicamente,
lim S,, = 1.
]
Exemplo 4.6. Determinar o limite da soma 0,3 + 0,03 + 0,003 + 0,0003.. ..
Resolugao:
A sequéncia dada é uma progressao geométrica de razao g =1/10< 1, isto &,
3 3 3
—t—t——+....
10 100 1000
O limite da soma é dado por
3
lim S, = 4o 10 1
e A T
10
]

Apos trabalhar limite de sequéncias com as atividades sugeridas pelo material do
ensino médio passamos a discussao da defini¢ao de limite utilizando, também, o software
GeoGebra. Os alunos receberam uma lista com a definicao de sequéncia e limite de
sequéncia e exercicios sobre limite.

A defini¢ao de sequéncia, como apresentada em Lima [25], é a seguinte:

Definicao 4.7. Uma sequéncia de nimeros reais € uma func¢io x : N — R que associa

a cada niumero n uwm numero real x,,, chamado o n-ésimo termo da sequéncia.
Ja a definicdo de convergéncia tem como base Neto e Caminha [30].

Definigao 4.8. Dizer que (x,) converge para L, isto é,

limaz, = L,

n—a



Calculo no Ensino Médio 116

€ 0 mesmo que dizer que para todo numero real v > 0, existe um inteiro ng > 1 tal que

para todo n >ng tem-se que x, € (L—r,L+7).

Quando nao existir um nimero L para o qual x,, convirja dizemos que a sequéncia

(z,,) diverge ou ¢ divergente.

Defini¢ao 4.9 (Limite Infinito). Dizemos que uma sequéncia de nimeros reais (z,,)
tende para +00, e escrevemos

lim x, = +o00

n— 00

Y

se, dado arbitrariamente um niumero real A > 0, existe um inteiro positivo ng tal que

para todo n > ng tem-se que x, > A.

De modo anélogo,

lim x,, = —oc0

n— 00
significa que, para todo A >0 dado, pode-se achar ng € N tal que n > ng = x,, < -A.
Exercicios Propostos

Achar os limites das sequéncias ()1

1 xn:n+17
n
_1 n+1
2. = U
n
2n+1
3.z, = n ,
n

Discutimos para qual limite tenderia a sequéncia 1 e alguns alunos acharam que essa
sequéncia divergia, pois o numerador é maior que o denominador. Fizemos os calculos
e apo6s os alunos deduzirem que a sequéncia estaria convergindo para 1, prosseguimos
com o GeoGebra.

Para a sequéncia 1 digitamos na caixa Entrada o comando:

Sequéncial(n, 1 + 1 / n), n, 1, f], atribuindo um controle deslizante para f
e alterando suas propriedades para um minimo de 1, méximo de 30 e incremento de 1
em 1 (Figura 4.4).

Com o comando Reta Paralela (Fig. 4.9) desenhamos uma reta paralela ao eixo
x passando pelo ponto (0,1). Na caixa Entrada marcamos um ponto B=(0, b) também
atribuindo um controle deslizante para b. Marcamos o simétrico do ponto B (Fig. 4.9),
dado por B’, e as retas passando por B e B’ e paralelas ao eixo x.

Com a opgao disténcia, comprimento ou perimetro (Fig. 4.9), medimos a dis-
tancia de A até o ponto B, sendo a distancia AB representada por r. Manipulando o
ponto B podemos perceber que, para qualquer valor real r > 0, existe um inteiro ng > 1

tal que para todo n > ng tem-se que x, € (L—-r,L+71).
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L] . . . "
x Reflexio em Relagio a uma Reta e Reta Perpendicular

Reta Perpendicular

= -
~* ~ RetaParalela

~* - RetaParalela

* - =
. Reflex3o em Relagdo a um Ponto

Figura 4.9: GeoGebra: Ferramentas Reta Paralela, Reflexfo em relagdo a um ponto e
Distancia, Comprimento ou Perimetro respectivamente.

Entrar.

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

3 e g 5 1O [ SAZ NN

b Janelade

%
X

X

» Janela de Algebra
Lista 25

® listal = {(1,2),(2,15), 3,1, — e
Numero =
® p-04 N ° _._

distanciaAB' = 0.6

:On'(:zu i

® A= o N b

® B-(0,04) AE'=0.8 * °

® B'-(0,1.6) f, A ® ° ° ° ° °

Reta
e fey-1

® gy=16 h

® my-04

Texto

@ TextoAB'="AB'=05"

< > 05 o

Entrada:

Figura 4.10: GeoGebra: Compreensao da definigdo de limite.

Podemos mudar o valor r que representa a distancia AB e observar que teremos

um novo valor de ng em que para todo n > ng tem-se que z, € (L—r, L +7).

Entrar..

Arquivo Editar Exibir Op¢Bes Ferramentas Janela Ajuda

A D OO L N ) o

» Janela de Algebra X [ » Janelade
Lista 25

® listal={(1,2),(2,1.5),(3,1 B ———— ]
Nimero b=06
® b-05 . ° _._

distanciaAB' = 0.4
® -2
Ponto
® A-(0,1) L .
® B=-(0,06) Y o4 ®
® -(0,14) f, =04 s ° °® ° ® P °
Reta
@ fy=1 .
@ gy=14
-® ny=06
Terto
@ TexloAB' = "AB'=0.4"

< > 05 0 1 2

X

05

Entrada:

Figura 4.12: GeoGebra: Desenvolvimento do limite de sequéncia
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Figura 4.13: GeoGebra: Limite de sequéncia, atividade com os alunos

4.2.3 Limite de funcao

Em Tezzi, Murakami, e Machado [21] temos a seguinte definigdo para limite:

Definicao 4.10. Seja I um intervalo aberto ao qual pertence o nimero real a. Seja f
uma fung¢ao definida para x € I —{a}. Dizemos que o limite de f(x), quando x tende
aa, € L, e escrevemos

lim f(z) = L,

se para todo € >0, existir 0 >0 tal que se
O<|r-a|<d, entio |f(x)-L|<e.

Vamos utilizar o GeoGebra para compreender essa definicao de limite.
Exemplo 4.11. Verifique através do GeoGebra os limites pedidos:

1. lima?,
r—3

2. lim a3,
x—2

3. 1111(1)(]33 - 722 +9).

Desenvolvimento
Vamos compreender a definicao e o valor do limite da funcao 111% flx) = 111% z2,
T—> T—>
através do GeoGebra.

igi 5 S T(M)=xA2
Digite na barra Entrada a fungao f(z), como na figura, Entrada: T

Vamos criar um ponto sobre o grafico da f(x). Para isso vamos digitar na barra de
entrada o comando Ponto [<Objeto>], em que o objeto sera nossa fungao f(z). Esse

ponto podera ser movimentado sobre o grafico da f(z) (ver Fig. 4.14).
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Entrada: Pomto[f{x)] . T T 3

Figura 4.14: GeoGebra: Limite de Func¢ao

Com o comando Reta Perperpendicular (ou Reta paralela) vamos desenhar as
retas passando pelo ponto A, para isso clicamos primeiro no ponto A, depois nos eixos.
Podemos, também, mudar o estilo das retas clicando sobre elas com o botao direito do

mouse, opcao propriedades e definindo outro estilo.

@ :

Reta Perpendicular
Selecione primeiro o ponto e, depois, uma reta (ou segmento, ou semirreta, ou vetor)

Figura 4.15: GeoGebra: Retas passando pelo ponto A.

Na caixa Entrada vamos digitar um ponto B=(0,b). Obtemos um ponto B sobre o

eixo y. Um controle deslizante pode ser criado para o valor de b.

Entrada: B={0,h) PR b 3 3 : : T p

Figura 4.16: GeoGebra: Limite de Fungao.

Com o comando Intersegdo de Dois Objetos vamos criar um ponto na interse-
¢ao do eixo y com a reta que passa pelo ponto A (o GeoGebra nomeia automaticamente

como ponto C).
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Paonto 3
Ponto em Objeto 24P

Vincular / Desvincular Ponto

Intersecdo de Dois Objetos

Figura 4.17: GeoGebra: Limite de Func¢ao

Com o comando Reflexdo em relagdo a um ponto criaremos um ponto B’ em
relacao ao ponto C clicando primeiramente no ponto B e depois sobre o ponto C que

serd o centro da reflexao.

g

1 x Reflexiio em Relagio a uma Reta

. Reflexdo em Relacdo a um Ponto

. . T T T T
\ Invarzin o 1 2 3 4

Figura 4.18: GeoGebra: Limite de Fungao

Como nos passos anteriores, utilizaremos o comando Reta Perperpendicular e
Intersegdo de Dois Objetos para criarmos as retas que passam pelos pontos B e
B’ e os pontos D e E na intersecao do grafico da funcao com essas retas. Criaremos,
também, as retas perpendiculares ao eixo x passando pelos pontos D e E conforme
figura 4.19.

Figura 4.19: GeoGebra: Limite de Func¢ao

Para interligar o valor das coordenadas do ponto B com as coordenadas do ponto
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A, podemos modificar os valores do controle deslizante criado para b clicando sobre o
controle com o botao direito, opgao Propriedades e definindo o valor méximo como
f(A), dessa forma, o GeoGebra interpretara que o valor maximo assumido por b sera

a ordenada do ponto A.

b=286

Nimero b
[*.] Exbirobjeto
Exibir Rétulo

= FE—]

pa— THlAIEH® =

Fixar Objsto p—
o uncdo = " = -
Posicio Absoluta na Tela e Il; Basico| Controle Deslizante | Cor | Posicdo | Algebra | Avancado | Programacio
Renomeaar Numero Intervala
8. rvagar L@ b
Ponto min: |-5 max: |f{A) Incremento: |0.05

¢ Propriedades LA

Figura 4.20: GeoGebra: Limite de Fun¢ao - controles deslizantes

O ponto A pode ser movimentado pelo grafico até que tenha coordenada = = 3 e
assim, com essa atividade, os alunos perceberam que o limite da fungao z?, quando

r—>3,¢09.

Figura 4.22: GeoGebra: Limite de Fungao.

O proximo teorema, que pode ser encontrado em Iezzi, Murakami, e Machado [21],

afirma que uma fung¢ao nao pode se aproximar de dois niimeros diferentes quando x se
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aproxima de a, garantindo a unicidade do limite, ou seja, se o limite de uma funcao

existe, entao ele é tinico.

Teorema 4.12 (Unicidade do limite). Se lim f(z) = Ly e lim f(z) = Lo, entao
Ly = L.

Proposicao 4.13. Se p é um polinémio qualquer, entdo, para todo a € R,

lim p(z) = p(a).
Propriedades do Limite de Fungoes

Teorema 4.14. Sejam f,g: D — R e a € R tal que todo intervalo aberto contendo a
intersecte D ~{a}. Selim f(z) =Ly e lim f(x) = Lo, entdo:

1. m(f(2) + 9(2)) = L + La

2. m(f(2)-g(x)) = L - Lo,

L
3. Se g(x) #0 para todo x € D e Ly #0, tem-se que lim /(@) =1
va g(z) Ly

Limites Laterais

Em lezzi, Murakami e Machado [21] discute-se que, ao considerar £1£% f(x), o que
interessa é o comportamento da funcao nos valores préoximos de a, isto €, nos valores de
x pertencentes a um intervalo aberto contendo a, mas diferentes de a, e portanto, nos
valores desse intervalo que sao maiores ou menores que a. Entretanto, o comportamento
em algumas fung¢oes quando x esta proximo de a, mas assume valores menores que a,
¢é diferente do comportamento da mesma funcao quando x esta proximo de a, porém

assume valores maiores que a.

Definigao 4.15. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto (a,b). O limite

de f(x) quando x se aproxima de a pela direita serd L, e escrevemos

lim f(z)=1L,

r—at

se, para todo € > 0, existir 0 >0, tal que se 0<x —a < ¢ entao |f(x) - L| <e.

Definigao 4.16. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto (a,b). O limite

de f(x) quando x se aprorima de a pela esquerda serd L, e escrevemos

lim f(z)=1L,

r—a~

se, para todo € > 0, existir 6 >0, tal que se =0 <x —a <0 entao |f(x) - L| <e.
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Limites infinitos
Ainda em Iezzi, Murakami e Machado [21], encontramos também a defini¢ao de

limite que tende ao infinito, isto é:

Definicao 4.17. Sejam I um intervalo aberto que contém o nimero real a e f uma
funcao definida em I —{a}. Dizemos que, quando x se aproxima de a, f(z) cresce
iimitadamente, e escrevemos liin f(x) = o0, se para qualquer nimero M > 0, existir
d >0 tal que, se 0< |z —a| <9, entdo f(x)> M.

Exemplo 4.18. Verifique através do GeoGebra os limites pedidos:

. :
s H
!

!

. !
. :
) !
!

1 1
1 1 —— 5

e e T

1. lim ————. Solugao: lim ——— = +oo0.
im olucao: lim -2 &)

= +00. \ i

2. 1i . Solucao: li
b 9 cao: M 9
3. lim Solugao: lim = —00. >

’ 27 o — CIT—>2_$—2
Da mesma forma os alunos desenvolveram a atividade com o GeoGebra para visu-

alizar o comportamento desse tipo de limite.

Figura 4.23: GeoGebra: Limites de fungoes



Calculo no Ensino Médio 124

Limites no Infinito

Em Iezzi, Murakami e Machado [21] temos as seguintes defini¢oes:

Definigao 4.19. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto (a,+o0). Dizemos

que, quando x cresce ilimitadamente, f(x) se aproxima de L, e escrevemos

lim f(z) =L,

I—>+00
se, para qualquer € >0, existir N >0 tal que se x > N, entao |f(z) - L|<e.

Analogamente,

Definigao 4.20. Seja f uma funcgao definida em um intervalo aberto (—oo,a). Dizemos

que, quando x decresce ilimitadamente, f(z) se aproxima de L, e escrevemos
lim f(z)=L,
r—>—00

se, para qualquer € >0, existir N <0 tal que se x < N, entao |f(x) - L|<e.

Exemplo 4.21. Calcule os limites. Utilize o GeoGebra, se achar necessario.

+2 +2 2
1. lim 2 Solugao: lim 2% = lim 1+2=1
T—>+00 €T Tr—>+00 €x Tr—>+00 €T
2 2
9. lim 2 * . Solugao: lim rre. lim 1+—=1.
Tr—>—00 €T Tr——00 x T——00 €T

Figura 4.24: GeoGebra: Limites de fungdes

4.2.4 O problema da tangente: uma introducao ao estudo de

derivadas
Vamos retornar com o Exemplo 4.1, lancamento de uma bola, da Secao 4.2.1 uti-

lizando o GeoGebra para interpreté-lo geometricamente a fim de compreender a ideia

de derivada de uma funcao.
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No GeoGebra desenhe o grafico da funcao dada no Exemplo 4.1 digitando no campo

Entrada a fungao f(x) = -z? + 6. Entrada: -x"2+6x

Vamos analisar a velocidade média geometricamente usando os mesmos valores
obtidos no exemplo 4.1 nos calculos (4.1), (4.2) e (4.3). Para isso vamos digitar no Ge-
oGebra os pontos A e B, A(1,5, f(1,5)) e B(2, f(2)), dados em (4.1), isto ¢, digite no

campo Entrada os comandos Entrada: A=(1.3, 1(1.5) Entrada:| 5=(2(2))

Usaremos a ferramenta Reta (Figura 4.25) para, a partir dos dois pontos A e B

dados, construir a reta secante ao grafico (Figura 4.26).

% 58 (2 /.":_. E".;. @ &

v

Reta
Selecione dois pontos

Figura 4.25: GeoGebra: Ferramenta Reta

Assim, teremos o grafico da funcao e uma reta secante ao grafico passando pelos
pontos A e B (Figura: 4.26).

)

o
o 05 1 15 2 25 3 a5 4 45 5 55 é\ 65 {
1

Figura 4.26: GeoGebra, Velocidade Média: Reta Secante

Com a ferramenta Inclinagio (Figura 4.27) podemos calcular a inclinac¢ao da reta

e observar que o valor coincide com o encontrado em (4.1) .

ENEE
.{ﬂ‘ Angulo

.Q:ﬂ‘ Angulo com Amplitude Fixa

em
/ Distancia, Comprimento ou Perimetro ——
Inclinagao
Selecione uma reta (ou semirreta ou segmento)

em? -
pd Area

/A Inclinagdo

Figura 4.27: GeoGebra: Ferramenta Inclinagao
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E)

Figura 4.28: Inclinagdo da reta secante a curva: pontos A e B

Em uma nova janela podemos repetir os passos para os pontos: C, sendo t=1,5 e
S(1,5) =6,75, e D, sendo t = 1,75 e S(1,75) = 7,4375. E novamente para os pontos
E, em que t =1,5e S(1,5) =6,75, ¢ F em que t = 1,6 e S(1,6) = 7,04. Tragando
os graficos e calculando a inclina¢do obtemos os valores calculados em (4.2) e (4.3)
(Figura 4.29).

Figura 4.30: Desenvolvimento da atividade pelos alunos da inclinagdo da reta secante a
curva.

Nas trés construgoes (Figuras: 4.28 e 4.29) obtemos uma reta que passa por dois

pontos do grafico, ou seja, a reta secante.
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Intuitivamente podemos perceber que a reta procurada para a velocidade instanta-
nea se aproxima da reta tangente.
Tomando os pontos A(xg, f(x0)) e B(x1, f(z1)) no grafico da Figura 4.31, o coefi-

ciente angular da reta secante é dado por

1 —To
Tomando h =x; —xp temos x1 =h +xg e

o+ h) = f(z0)

h

S

___________________________________________________________

fxy)

Figura 4.31: Inclinacdo da reta secante

Tomando h cada vez mais proximo de zero, obtemos retas secantes que cortam a
curva em dois pontos cada vez mais proximos. Intuitivamente percebemos que quando
xo + h se aproxima de xy entdao os valores f(zg+ h) e f(xg) ficam cada vez mais
proximos, e assim, essas curvas secantes se aproximam cada vez mais da reta tangente
ao grafico de f em (xg, f(x0)). Logo, quanto menor o intervalo de tempo mais proxima
a velocidade média fica da velocidade instantanea. Assim, para definir a velocidade
instantanea precisamos recorrer ao conceito de limite.

A velocidade instantédnea no tempo t = 5, em que s = s(t) é a fungdo posi¢ao do

objeto, é dada por

lim g =lim S(to+h) - S(t0)7
At—=0 At h—0 h

se tal limite existir.
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Esse limite ¢ exatamente a defini¢do de derivada da func¢ao S(t) no ponto .

Definigao 4.22 (Derivada). A derivada de uma funcio y = f(x) definida em um
intervalo aberto I c R em um ponto xq € 1 € dada por
h) —
f/(l,o) - lim f(‘TO + }3/ f(l'o)’

h—0

caso esse limite exista. Se o limite existir a funcao f € dita derivdvel em x.

Definigao 4.23 (Funcao Derivada). Seja f uma fungao definida em um intervalo
aberto I. Se f é derivdvel para todo ponto de seu dominio, dizemos que a fungao é
derivdvel e que a funcao f': I — R, que associa a cada x € I o valor f'(x), € a fun¢do
derivada de f.

d d
Usa-se também a notacao d—y ou d—f(x)para representar a derivada f'(x).
x T

Definigao 4.24 (Taxa de Variagao). Se x e y sao duas grandezas sujeitas a uma
relagao funcional y =y(x), entao a taxa de variagao de y em relagao a x é a derivada
dy
o

Por exemplo, a velocidade é a taxa de variagdo instantanea da posi¢ao s(t) em
relagdo ao tempo ¢ e é dada pela derivada da fungao s(t).

Além disso, em lezzi, Murakami e Machado [21], temos a conclusao de que a derivada
de uma fungao f no ponto x( é igual ao coeficiente angular da reta tangente ao grafico

de f no ponto de abscissa xg.

Exemplo 4.25. Dada a fungao S(t) = —t? + 6t do Exemplo 4.1 da Secao 4.2.1, calcular
a velocidade instantanea no ponto onde ¢ =1, 5.
Desenvolvimento: A velocidade instantanea serd dada por um limite quando h

tende a zero, isto é,

S(1,5+h) - S(1,5)

$'(1,5) = lim 2
oy —(1,5+h)2+6(1,5+h)—-[-(1,5)2+6(1,5)]
= A h
_h2
= i 3 i 3=,

h—0 h h—0
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Outra forma é calcular a fungao derivada S’(t) de S(t) = —t% + 6t

(b =S

, -
S'(t) = %1_)0 -
. —(t+h)2+6(t+h)-[-(t)2+6(t)]
= lim
h—0 h
. —t2—-2th—h2 +6t+6h +t2 -6t
= lim
h—0 h
. =2th-h2%+6h
= llm———
h—0 h
= %irr(l) -2t —h+6=-2t+6. (4.4)

Substituindo ¢ = 1,5 em (4.4), obtemos
-2(1,5)+6=-3+6=3.

Logo, a velocidade V' (t) =V no instante t =1,5 ¢ V = §'(1,5) = 3. n
Os exemplos 4.26 e 4.27 foram trabalhados, com os alunos, tal qual o Exemplo 4.25.

Exemplo 4.26. Dada a fungdo S(t) = —t2 + 6t calcular a velocidade instantanea, da

mesma forma como foi trabalhado no Exemplo 4.25, no ponto ¢y = 2, ou seja,

f(to+h) - f(to)
- :

) =l
Outra forma é calcular a fungao derivada f'(t) de f(t) = —t2 + 6t e substituir ¢ = 2.

Exemplo 4.27. Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f(x) = 322 -4
passando pelo ponto (2,8). Determine a derivada f’(z) da fungao f(x).

As proposigoes a seguir podem ser encontradas em Flemming e Gongalves [16].

Proposicao 4.28 (Derivada de uma constante). Se ¢ € uma constante e f(z) = ¢ para
todo x, entao f'(x)=0.

Proposicao 4.29 (Regra da Poténcia). Se n € um nimero inteiro positivo e f(x) = x™,
entao f'(x)=nz"1.

Proposicao 4.30 (Derivada do produto de uma constante por uma fungao). Sejam f
uma fungdao, ¢ uma constante e g a fungao definida por g(x) =cf(x). Se f'(x) ewiste,
entio g'(x) = cf'(x).

Proposicao 4.31 (Derivada de uma soma). Sejam f e g duas fungées e h a fungdao
definida por
hz) = f(z) + g(x).

Se f'(x) e g'(x) existirem, entdo

W(x) = f'(x) +g'(2).
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Apos discutir as proposigoes 4.28, 4.29, 4.30 e 4.31 e observando o que trabalhamos

nos exemplos 4.25, 4.26 e 4.27, desenvolvemos os exemplos a seguir.

Exemplo 4.32. Calcule a derivada de cada uma das seguintes fungoes reais:
a. f(r)=3z* b. f(z)=523+22+6 c. f(z)=Tx+1 d. f(z)=2"+322+4x+2
Solucao
a. f'(x)=1223 b. f'(x)=1522+2x c. f'(x)=7 d. f'(z)=>5x*+6x+4.

Exemplo 4.33. Determinar a equacao da reta tangente ao grafico da funcao
f(x)=2?+2r+3 em xg = 2.

Resolucgao:

O coeficiente angular m da reta tangente é calculado através da fungao f/(z) = 2z+2.
No ponto em que ¢ =2 temos f/(2) =2-2+2=6, f(2)=22+2-2+3 =11 e a equagao

da reta tangente sera dada por

Y~ Yo _y-1
T — Ty -2

=6=—=y=0r-1.

25

fle)y =2 4+20r+3

20

gry=>6r—1

Figura 4.32: Exercicios: Derivadas

Os exemplos 4.34 e 4.35 foram trabalhados da mesma forma que o Exemplo 4.33.

Exemplo 4.34. Um ponto percorre uma curva obedecendo a equagao horaria

s(t) =t2+t - 3. Calcule a sua velocidade no instante ¢y = 2.

Exemplo 4.35. Determine a reta tangente ao grafico da parabola y = 22 — 5z + 6

passando pelo ponto (4,2).
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ft)y=2+t-3

gry=>5n-T

gry=3r—-10

Figura 4.33: Exercicios: Derivadas

4.2.5 Conceito de Integral

Segundo Maor [27] a ideia central do calculo de usar o processo de limite para derivar
resultados sobre objetos comuns finitos, recua até a época dos antigos gregos, sendo
Arquimedes de Siracusa (cerca de 287-212 a.C.) um dos primeiros a usar o conceito
de limite para calcular a area e o volume de varias formas planas e soélidas. Um dos
interesses de Arquimedes foi encontrar a area de um setor paraboélico um problema que
ele resolveu dividindo o setor em uma série de triangulos. O método de Arquimedes
ficou conhecido como método da exaustao e embora nao tivesse se originado com ele
(sua invengao é atribuida a Eudoxo, em torno de 370 a.C.), foi Arquimedes o primeiro
a aplica-lo com sucesso a parabola nao conseguindo, porém, aplicar o mesmo método
para os casos da elipse e da hipérbole.

De acordo com Maor [27| houve com Johannes Kepler (1571-1630) o interesse e
a necessidade em determinar a area de um segmento eliptico e, mais geralmente, de
qualquer secao codnica. A primeira lei de Kepler diz que os planetas se movem em
torno do sol ao longo de elipses, com o sol no foco de cada elipse. Kepler e seus
contemporaneos adotaram o método dos indivisiveis. Pensando em uma forma plana
como sendo composta por um numero de faixas infinitamente estreitas, as chamadas
indivisiveis.

O Exemplo 4.36 encontrado em Maor [27] mostra como calcular uma éarea usando

o método dos indivisiveis.

Exemplo 4.36. Calcular a area de uma regidao sob a parabola y = x? limitada por
r=0ex=1.

Podemos primeiramente pensar em dividir essa regiao em retangulos e calcular a
area de cada um deles.

Dividindo em 5 segmentos de linhas verticais (n = 5) temos 5 retangulos com uma
base Az =d =1/5.
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‘5d)?

(3d)?

1d 2d 3d 4d Hd

Figura 4.34: Area sob curva

A primeira faixa tera altura (1d)? e sua éarea serd d- (1d)? =0,2-(1-0,2)% = 0,008.
A segunda faixa tera altura (2d)? e sua area sera d-(2d)? =0,2-(2-0,2)? =0,032.
Para a terceira faixa teremos: d-(3d)?=0,2-(3-0,2)2=0,072.

Para a quarta faixa teremos: d-(4d)?=0,2-(4-0,2)?=0,128.

Para a quinta faixa teremos: d-(5d)?=0,2-(5-0,2)2 =0, 2.

Somando as areas encontradas teremos 0,008 + 0,032 + 0,072 + 0,128 + 0,2 = 0, 44.

Essa area encontrada é uma aproximagao da area real e quanto maior o nimero de

faixas, melhor sera a aproximacao.

Se tomarmos n = 10 segmentos de linhas verticais teremos 10 retangulos com uma

base d = 1/10 e uma area total igual a 0, 38. Para n = 100 segmentos de linhas verticais,

teremos 100 retangulos com uma base d = 1/100 e obteremos uma melhor aproximagao

para a &area, pois, neste caso, a area total é 0,34 (Figura 4.35).

(104)?

Area=0,38

Area=0,34

Figura 4.35: Areas sob curvas: comparacio

A ideia do método dos indivisiveis é tomar um grande nimero n de faixas infinita-
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mente estreitas sendo as distancias horizontais separadas por uma distancia d tal que
d = 1/n e sua altura, calculada no extremo superior do intervalo, variando de acordo
com a equagao y = 2, ou seja, d?, (2d)?, (3d)?,--, (nd)?.

A area pedida é aproximada pela soma

[d? + (2d)* + (3d)* + - + (nd)?] - d

=[12+22+ 3%+ +n?]-d>

Usando a féormula do somatorio dos quadrados dos inteiros temos que a area S(n)

da uniao dos n retangulos, é

S(n) = [n(n+1)(2n+1)]'(l)3 = 6—7113(2713+3n2+n) :1+i+L

6 n 3 2n 6n?
. 1 -
Tomando o limite, quando n — oo, os termos 7 e 62 tendem a zero e entao,
n 6n
1 1 1 1
lim S(n) = li [—+—+—]:—.
A= 3% 5 Y 6] 73

4.2.6 Somas de Riemann

Definigao 4.37 (Particao do Intervalo). Seja [a,b] um intervalo fechado e li-
mitado da reta. Chamamos uma particao P de [a,b] um conjunto finito de pontos

{xo,21,..., 2y 1,2, } ordenado da segquinte forma:
a=29<T1<Te<...<Tp_1<T,=0>.

Uma particdo P divide o intervalo [a,b] em n subintervalos da forma [z;_1,x;],
1=1,2,...,n. Cada um desses subintervalos tem comprimento Az = x; — x;_; e a soma
desses comprimentos é igual a b — a, que é o comprimento do intervalo original.

As partigoes usadas no Exemplo 4.36 eram homogéneas, isto €, todos os subinter-

valos possuem o mesmo tamanho, um enésimo do comprimento do intervalo original.

Definigao 4.38 (Norma da Parti¢ao). Sejam [a,b] c R um intervalo e P = {xg, x1,...,2,}

uma partigao do intervalo [a,b]. A norma da parti¢ao € o nimero definido por
| P ll= max{Az;;i=1,2,-- ,n}.

Definicao 4.39 (Soma de Riemann). Seja f : [a,b] - R uma funcao definida
no intervalo fechado e limitado [a,b]. Para cada i = 1,2,---;n escolhemos um ponto

¢i € [xi_1,2;]. Definimos a Soma de Riemann de f, relativa a particao P e a escolha
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dos pontos c;, por

S(f.P) = iﬂq) Az,

GeoGebra

Para determinar a area como foi feito no Exemplo 4.36, com os alunos, utilizamos
o software GeoGebra.

Na caixa Entrada digitamos a funcao que desejamos trabalhar, no caso do nosso

eXemplo f(l’) = IQ Entrada: f{x)=xA2

Na caixa Entrada digitaremos agora o comando SomaDeRiemannSuperior[ <Fungio>,
<Valor de x Imicial>, <Valor de x Final>, <Numero de Retingulos> ] com oS valo-
res SomaDeRiemannSuperior[f, 0, 1, n] em que f é a funcao f(z) = 2?2 ja digitada,
[0,1] é o intervalo da reta e n serd o nimero de retangulos, para o qual atribuiremos

: - SomaDeRiemannSuperior[f{x), 0, 1, n
um controle deslizante. Cniadd perior[i{x) ]

Na figura 4.36 atribuimos a variavel n o valor de 20 retangulos e obtivemos para a

area relativa ao intervalo [0,1] o valor a = 0, 36.

» Janela de Algebra[| | » Janela de Visualizagéo X
- Fungdo ¥ /J
L@ f(x) = x° n=20 /

-~ Nimero 1 —
i@ a=036 /

a=038

Figura 4.36: GeoGebra: Comando SomaDeRiemannSuperior [f, 0, 1, n]

4.2.7 Integral Definida

Definigao 4.40. Dada a fun¢ao continua f :[a,b] — R a integral definida da fungao
f € o limite das suas somas de Riemann quando as mormas das partigcoes tendem a

zero, ou seja,
b
x)dr = lim S(f,P).
| f@de= Jim S(5.P)
Podemos ter uma ideia desse processo utilizando no software GeoGebra os comandos

e Fungio[ <Fung&o>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> ],
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e SomaDeRiemannInferior[ <Fungdo>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>,

<Namero de Ret&dngulos> ] e

e SomaDeRiemannSuperior[ <Fungdo>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>,

<Namero de Ret&ngulos> ].

Nas figuras 4.37, 4.38 e 4.39 utilizamos a func¢ao f(z) = 22 definida no intervalo
[0,2], sendo 0 o <Valor de x Inicial> 2 o <Valor de x Final> e m 0 <Ndmero de

Retédngulos>.
Entrada: Fungdo[x*2, 0, 2]

Entrada: SomaDeRiemannSuperior[f{x), 0, 2, n]

Entrada: SomaDeRiemanninferior[f{x), 0, 2, n]

» Janela de Algebra > [ ¥ Janela de Visualizagdo ]
Funcdo n=5 y f
L@ f(x)=x% (0<x<2) * 4
- Nimero
SomaRiemannMaxima = 3.52
@ SomaRiemannMinima = 1.92
@ n=5
3
2
1
0 ¥
2 -1 o 1 2
SomaRiemannMaxima = 3.52
c = SomaRiemannMinima = 1.92

Figura 4.37: GeoGebra: Somas de Riemann superior e inferior para n = 5 retangulos.

Aumentando o valor de n no controle deslizante podemos perceber que as somas

superior e inferior se aproximam de um mesmo valor.

» Janela de Algebra X [ ¥ Janela de Visualizagdo X

- Fungdo n=10 v 1

@ f(x) =x (0<x<2) @ 4
Nimero

SomaRiemannMaxima = 3.08

SomaRiemannMinima = 2.28

1] X
-2 -1 o !| 2

SomaRiemannMaxima = 3.08
SomaRiemannMinima = 2.28

Figura 4.38: GeoGebra: Somas de Riemann superior e inferior para n = 10 retangulos
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Para n = 50 retangulos obtemos, para a somas superior e inferior, os valores 2,75 e

2,59 respectivamente.

» Janela de Algebra X

- Funcio

L@ f(x)=x% (0<x<2)
Nimero

SomaRiemannMaxima = 2.75

@ SomaRiemannMinima = 2.59

@ n=50

Figura 4.39: GeoGebra: Somas de Riemann superior e inferior para n = 50 retangulos

» Janela de Visualizagao
n=50

®

_l

X

o

1 2
SomaRiemannMaxima = 2.75
SomaRiemannMinima = 2.59

O GeoGebra também oferece o recurso de calcular a integral da fungao, para

isso utilizaremos o comando Integral [<Fung&o>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x

Final>] com os valores referentes a fungao dada.

¥ Janela de Algebra X
Funcdo

~®fx)=x% (0<x<2)
Numero

@ Area=287

< >
Entrada: Integral[x*2, 0, 2]

b Janela de Visualizacdo

35

25

08

-08

of 05 1 15

Area=267

Figura 4.40: Calculo da area usando integral

4.2.8 O numero e: Um breve contexto historico

De acordo com Maor [27], Arquimedes tentou sem sucesso encontrar a quadratura

da hipérbole. Quando o método dos indivisiveis foi desenvolvido, no inicio do século

XVII, os matematicos renovaram suas tentativas para alcancar este objetivo. Por area
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da hipérbole estamos nos referindo a area entre o gréafico de zy = 1, o eixo dos z e as
retasz=1ex=t, comteR".

Segundo Maor, por volta do inicio do século XVII varios matematicos tentaram
exprimir essa area, sendo os mais conhecidos Pierre de Fermat (1601-1665) e René
Descartes (1596-1650). Descartes em La Géométrie, publicada em 1637 como um dos
apéndices de seu trabalho filos6fico “Discurso sobre o método de raciocinar bem e
buscar a verdade nas ciéncias”, apresentou a geometria analitica com um sistema de
coordenadas no qual ele considerava apenas as coordenadas positivas, isto ¢, o primeiro
quadrante, relacionando dessa forma geometria e algebra. Pierre de Fermat trabalhou
a quadratura de curvas de equagao y = x™, onde n é um inteiro positivo. Fermat fez
a aproximacgao da &rea sob a curva através de uma série de retangulos cujas bases
formavam uma progressao geométrica decrescente de razao r tal que 0 < r < 1, isto é,
tomando um intervalo, em x, de comprimento a tal que a > 0 e dividindo esse intervalo

de forma a obter os subintervalos de comprimentos ar,ar? ar?... (Fig. 4.41).

ar

2
ar

ar*

ar

Figura 4.41: Método de Fermat

Fermat obteve retangulos de bases
a(l-7r),ar(l-r),ar*(1-7)...

e alturas, respectivamente,

2
a, (ar)", (ar)"™ ...,
cujas areas podem ser escritas como
a1 -7r), (ar)" (1 -7), a2 (1 -7) ..,
o que forma uma progressao geométrica de razao r™*!. Aplicando a férmula da soma-
toria para uma série geométrica infinita obteve

_amt(1-7)
- 1_7«n+1 )

A
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e escrevendo o denominador na forma fatorada (1-r)(1+r+7r2+...+r"), Fermat pode

cancelar o fator (1 -r), encontrando

an+1

L+r+r2+. .+

Por fim, fazendo r — 1 Fermat teria encontrando, para a area, a expressao

an+1
A= : 4.5
n+1 (45)
Mas, essa expressao falhava para a hipérbole, pois para y = 1/x tem-se n = -1

zerando o denominador na equagao (4.5).

Ainda segundo Maor [27]| a quadratura da hipérbole foi resolvida por Grégoire (ou
Gregorius) de Saint-Vincent (1584-1667), um jesuita belga que passou a maior parte de
sua vida profissional trabalhando em varios problemas de quadratura. Saint-Vincent
percebeu que, quando n = -1, os retangulos usados na aproximacao da area sob a
hipérbole cujas bases formavam uma progressao geométrica, possuiam areas iguais
(Figura 4.42).

flear™)
Lflar?)

3
ar — ar- a—ar

Figura 4.42: Area da hipérbole por Saint-Vincent.
Calculando a area do retangulo, de dimensées (a — ar) por 1/a, tem-se a area
1 1
(a—ar)-—=a(l-r)-—=1-r.
a a
Da mesma forma, retangulo de dimensoes (ar —ar?) por 1/a tem area
1 1
2
ar—ar®)-—=ar(l-r)-—=1-r.
( ) ar ( ) ar

Assim, todos os retangulos possuem area (1 -1).

Essa analise encontra-se resumida na Proposicao a seguir, que pode ser encontrada
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em Precioso e Pedroso [35], e cuja demosntragao encontra-se no Apéndice deste traba-
lho.

Proposicao 4.41. A drea A(a,b) compreendida entre a hipérbole xy =1, o eiro dos x

e as verticais t=a e x =b (com a,be R* e a<b) tem a propriedade
A(a,b) = A(at,bt), (4.6)

qualquer que seja t > 0.

4.2.9 A area abaixo da hipérbole e o niimero e

Em Lima [26] estuda-se os logaritmos naturais através de conceitos geométricos
relacionados com a area abaixo do ramo positivo da hipérbole equilatera xy = 1, sendo
H o grafico da funcdo h(x) = 1/x. A faixa da hipérbole entre as verticais t =a e x =b

sera o conjunto H? de acordo com a proxima defini¢ao.

Definigao 4.42. Seja a fungao h: R* — R definida por h(x) =1/x e H = {(x,h(x)) €
R2, = € R*} o grifico desta fungao, com R* = {x € R;x > 0}. Dados a,b € R*,
HY ={(z,y) eR% zeR* a<xz<b e 0<y<l/x}, isto € HE é o conjunto do
plano limitado lateralmente pelas verticais x = a, x = b, pelo eizo das abscissas e pela
hipérbole H. Este conjunto € chamado de faixa da hipérbole entre as verticais x = a e

T =b.

A notacao ARFA, com letras maiusculas, indicara a area orientada, ou seja, provida

de sinal, sendo a area usual escrita como drea.

Definigao 4.43. A drea orientada da faixa de hipérbole serd indicada por

drea( HY) >0,  se a<b,
AREA(H}) =1 -drea(H?) <0, se b<a,
0, se a=b.

Proposicao 4.44. A AREA(HZ) satisfaz as sequintes propriedades, para quaisquer
a,b,ce R*
AREA(HY) = -AREA(HY),

AREA(H) + AREA(HS) = AREA(HS)

Teorema 4.45 (Caracterizagao das fungoes logaritmicas). Seja f: R* - R uma
fungao mondtona injetiva, isto €, crescente ou decrescente, tal que f(xy) = f(x)+ f(y)

para quaisquer z,y € R*. Entdo existe a >0 tal que f(x) =log,x para todo x € R*.
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Definigao 4.46. Seja f:R* - R em que f(x) = AREA(H?), ou seja,

drea( H}), se x>1,
f(z) =1 —drea(H}), se O0<xz<l1.

0, se z=1.

Proposicao 4.47. A funcio f(x) = AREA(H?) tem as sequintes propriedades

i. f(2)>0<=x>1;
il f(2)<0<=0<z<1;
i11. f € crescente;

w. f(zy) = fle)+ f(y), para z,yeR".

Segue do Teorema de caracterizacao das fungoes logaritmicas 4.45 que a funcao
fiR* — R, f(r) = AREA(H?), é uma fungdo logaritmica, isto é, existe a > 0 tal que
f(x) =log, z, Vx e R* (ver Apéndice).

Proposigiao 4.48. A funcio f: R* — R definida por f(x) = AREA(H?) € a fungdo

logaritmica f(x) =Inz para todo x € R*.

A demonstracao do teorema 4.45 e das proposigoes 4.44, 4.47 e 4.48 encontram-se

no Apéndice.

Atividade GeoGebra: niimero e

No GeoGebra desenhe o grafico da fungao f:R* — R, com f(z) = i escrevendo
na caixa de Entrada: f(x) = 1 / x.

Vamos calcular a soma de Riemann para essa fungao para o intervalo [1,E], £ > 1
e para n retangulos. Para isso, habilite os controles deslizantes para E e n. Digite na
caixa de Entrada o comando SomaDeRiemannInferior([f, 1, E, n].

Dé valores usando o controle deslizante e procure para qual valor de E teremos a

area igual a 1. Deve-se verificar que o valor para que isso ocorra estara proximo de 2,7.

Figura 4.43: Atividade para determinar uma aproximacao do valor de e.
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Obtendo o numero e

Com a planilha eletronica Excel podemos obter uma aproximacao para o valor de

n utilizando o limite encontrado em (A.12) e digitamos a expressao =(1+(1/ A2))"A2

A B C
n {1+1/n)*n
1]=(1+{1/A2))*a2 |
10 2,59374246
100 2,704813829
1000 2,716923932

L, I T, R S

Figura 4.44: Atividade Planilha Eletronica para determinar uma aproximagao do valor de e.

4.3 Equacoes Diferenciais com o uso de recursos com-

putacionais

Para compreender as expressoes que aparecem nos problemas para o ensino médio
podemos utilizar, como recurso para resolucao de equacgoes diferenciais, o software
GeoGebra, empregando o comando ResolverEDO [equag3o].

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

2 AL AR [O]O] 4N [F]

» Janela de Aigebra /|| » Janela de Visualizagao X
Funcao

@ f(x) = 2e! k=05
Nimero
® =2 5y=2

1
® k=05 R

Entrar.

2

.
’J
T 5 5 % & 4 g

PES

Figura 4.45: Modelo de Malthus no GeoGebra

Na figura 4.45 foi colocado como exemplo a equagao diferencial de primeira ordem,
y" = ky, para isso, foi digitado na caixa Entrada o modelo matemaético seguindo o

padrao do programa, utilizando as varidveis x e y e a constante de proporcionalidade
. Entrada: ResohverEDO[ *y]
9

Para a constante dada k e a constante de integracao ¢; o programa fornece a opgao
dos controles deslizantes, o que permite observar a solucao de acordo com os valores
de cada problema dado.

Outro recurso para resolver uma EDO, com os alunos do ensino médio, é trabalhar

com calculadoras online. Um exemplo ¢é a calculadora Wolfram|Alpha [43] que oferece
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o recurso para lidar com equagoes diferenciais, o qual pode ser acessado através do
endereco http://www.wolframalpha.com/ clicando-se na sequéncia de links indicada

na figura 4.46.

Mathematics —# CALCULUS & ANALYSIS » —p ——p  Solve 2 fnearordinary diferenlial squalion

Figura 4.46: Wolfram Alpha LLC. 2009. Wolfram|Alpha

Outra maneira pela qual podemos acessar a calculadora Wolfram|Alpha é através
de um site de busca, digitando as palavras-chave Wolfram equagdes diferenciais
e buscando o site Wolfram|Alpha Widgets: "Resolver uma equagdo diferencial
ordinaria".

Podemos, com esse recurso, determinar a solugao para os modelos propostos con-
frontando com as fungoes encontradas nos livros didéticos.

Para utilizar a calculadora online Wolfram|Alpha [43] para, por exemplo, obtermos a
solucao para o Modelo de Malthus % = kP(t) (Secao 4.4.1) em que P(t) é a populagao
em fun¢ao do tempo, devemos digitar a EDO p/(t) = k-p(t) utilizando letras mintsculas
(Figuras 4.47 e 4.48).

ﬁWol.fram.‘.llvl:.a | 8| Hom

Wolfram|Alpha Widgets  ovewiew Tow  Galley

‘ ‘Resolver uma equacao diferencial ordinarna

Resolver uma equacao diferencial ordinaria
Digite uma EDO.: |p'(t)=k*p(t) Calcular

Wolfram. i+

Figura 4.47: Wolfram Alpha LLC. 2009. Wolfram|Alpha. (acesso em: 18/09/2016)

Resolver uma equacao diferencial ordinaria
Digite uma EDO.:  |p'it)=k*pit) Calcular

Wolfram if |+
Figura 4.48: Wolfram Alpha LLC. 2009. Wolfram|Alpha. (acesso em: 18/09/2016)

Obtemos assim a solugao p(t) = ¢c; e (Fig. 4.49).
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fZy X

@ www.wolframalpha.com/widget/widgetPopup.jsp?p=v&id=5a3596e11d%1b4b¢

Resolver uma equacao diferencial ordinaria
Digite uma EDQ.: |p'(t)=k*p(t) Calcular

Input:

p(t) =k p(t)
Separable equation:

L
PO _
p(t)

ODE classification:
first-order linear ordinary differential equation

Differential equation solutien:

Approximate form

pit) = c; €*°

MNeed a step by step solution for this problem? =

#WolframAlpha Get this widget i+ B8

Figura 4.49: Wolfram Alpha LLC. 2009. Wolfram|Alpha.(acesso em: 18/09/2016)

4.4 Modelo de crescimento ou decaimento exponen-
cial

Muitas das fungoes trabalhadas com os alunos de ensino médio lidam com modelos
de crescimento exponencial que sao formuladas pela equacao auténoma
dy

oy _ 1,
- ky, (4.7)

que é uma equacao diferencial, linear, de primeira ordem e pode ser resolvida pelo

Método das Equacoes Separaveis visto na Secao 2.2, tendo como solucao y = ceFt, pois

1
/(—)dy:/kdt:ln|y|=kt+cl:>y:cekt. (4.8)
Y

4.4.1 Modelo Mathusiano

De acordo com Bassanezi [4], o economista inglés Thomas Robert Malthus foi quem
tentou, pela primeira vez, estimar o crescimento da populacao mundial em 1798 pro-
pondo utilizar a matematica para formular um modelo para o crescimento de uma
populacao humana. Malthus afirmava que a capacidade de reproducao humana é su-
perior & capacidade da terra de produzir meios para sua subsisténcia e a inibicao do

crescimento populacional é devida a disponibilidade de alimentos. Enquanto a popula-
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¢ao, quando livre de obstéaculos ao seu crescimento, cresceria em progressao geométrica,
a producao de alimentos cresceria em producao aritmética.

Segundo o modelo malthusiano a taxa segundo a qual uma determinada populacao
cresce em um determinado instante é proporcional & essa mesma populacao naquele
instante.

Também é interessante que os alunos compreendam que esses modelos podem sofrer
modificacoes. Segundo Bassanezi, qualquer modelo matemético é sempre passivel de
sofrer modificagoes. O estudo da dindmica populacional da uma ideia do processo de
evolucao dos modelos empregados, pois os biossistemas sao quase sempre constituidos
de populagoes interrelacionadas. Muitos fatores podem contribuir com a dinamica
populacional como, por exemplo, a temperatura, o espaco, o alimento, a idade, a
guerra, entre outros.

Seja P o numero de individuos em uma populacao animal ou vegetal, esse ntimero
é dependente do tempo. Como P(t) representa a populagao em fungao do tempo, essa
varidvel assume valores inteiros podendo ser modelada por uma funcao discreta de
t, entretanto quando o ntmero de individuos é suficientemente grande, P(t) pode ser
aproximado por uma fung¢ao continua, variando continuamente com o tempo.

Esse modelo de crescimento populacional admite, como hipdteses, que sao cons-
tantes o crescimento da populacao e as taxas de natalidade e mortalidade, hipoteses
realisticas em uma populacao grande que varia em condigoes ideais, isto ¢, quando to-
dos os fatores inibidores do crescimento estao ausentes, ou seja, a espécie tem recursos
ilimitados e nao interage com competidores ou predadores.

No modelo discreto (tempo discreto) de Malthus, considerando « a taxa de cres-
cimento especifico da populagao (taxa de natalidade menos a de mortalidade) e a

populacao inicial P(0) = Py temos, por recorréncia,
P(0)=PF

P(1) = Pya+ Py = Py(1+«)
P(2) = P(1)a+ P(1) = Py(1+a)?

P(t)=P(t-1)a+P(t-1)=F(1+a)".
Assim, o modelo discreto é dado por
Pt)=(1+a) 'R
e pode ser escrito na forma exponencial como

P(t) _ Poetln(1+a) — Poeﬁt,
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em que 3 =1In(1+«). O valor da taxa de crescimento a pode ser obtido calculando-se

(a+1)t=%f):>a={/%f)—1. (4.9)

Segundo Bassanezzi [4], o que, atualmente, se convencionou chamar de modelo de
Malthus assume que o crescimento de uma populacao é proporcional a populacao em

cada instante. O modelo continuo de Malthus é dado pela equagao diferencial

dpP

— =kP(t). 4.10
= kP() (110)
A equagao (4.10) ¢é linear de primeira ordem e foi resolvida na Segao 2.4.2 tendo

como solucao
P(t) = Pyt (4.11)

Exercicios propostos para o ensino médio - Modelo Malthus
Analisando dados de uma tabela com o modelo discreto

Essa atividade foi adaptada de Bassanezi [4] e para ela utilizaremos a Tabela 4.4
obtida através do site do IBGE (http://www.cidades.ibge.gov.br/xtras/home.
php?lang=) no link Infogrificos, onde podemos acessar os dados de populagao das
cidades brasileiras digitando o nome da cidade e, no campo Escolha um tema, clicando

em Populacao.

Evolucao Populacional
Ano || Araras | Taxa de crescimento (%)
1991 || 87.459
1996 || 95.186 1,7 %
2000 || 104.196 23 %
2007 || 108.689 0,6 %
2010 || 118.843 0,3 %

Tabela 4.4: IBGE: Censo Demografico 1991, Contagem Populacional 1996, Censo Demogra-
fico 2000, Contagem Populacional 2007 e Censo Demografico 2010;

Calculamos a taxa « (ver 4.9), que é a média de crescimento (relativa), tomando
P(0) =87.459 e para 5 anos depois, P(5) = 95.186, logo

. [95.186
Y ~1=0,017076720228931
@ 87.459 ’

que é aproximadamente 1,7% ao ano.
Agora, calculamos a taxa o tomando P(0) = 95.186 e, apos 4 anos, P(4) = 104.196,
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. [104.196
-1/ _1=0,022867765
@ 05.186 !

que é aproximadamente 2,3% ao ano.

assim

De forma analoga obtemos os valores 0,6% e 0,3% da tabela 4.4.

Podemos perceber, pela tabela 4.4 que a taxa de crescimento da populacao nao é
constante. Calculando a taxa o média de crescimento (relativa) tomando P(0) = 87.459
e para 19 anos depois P(19) = 118.843 temos

. [118.843
. ~1=0,0162695
“ 87459 ’

que é aproximadamente 1,63% ao ano.

Dessa forma, usando este valor de a no modelo discreto, obtemos
P(t)=(1+a)'Ph= P(t)=(1+0,0163)"-87.459 = P(t) = (1,0163)" - 87.459,

gerando a tabela, a seguir.

Comparacao entre os dados
Ano Censo Discreto
1991 || 87.459 87.459
1996 || 95.186 94.823
2000 || 104.196 101.158
2007 || 108.689 113.281
2010 || 118.843 118.911

Tabela 4.5: IBGE: Censo Demografico 1991, Comparagao entre o Censo e o modelo discreto

O modelo continuo de crescimento populacional

O proximo exemplo encontra-se em lezzi e outros [22].

Exemplo 4.49. (UFCE) - Suponha que o crescimento populacional de duas cidades,
A e B, é descrito pela equagao: P(t) = Pye* onde: Py é a populagdo no inicio da
observagao; k é a taxa de crescimento populacional; ¢ é o tempo medido em anos; e é a
base do logaritmo natural; P(t) é a populagao t anos ap6s o inicio da observagao. Se
no inicio de nossa observacao a populacao da cidade A é o quintuplo da populacao da
cidade B, e se a taxa de crescimento populacional de A permanecer em 2% ao ano e a
de B em 10% ao ano, em quantos anos, aproximadamente, as duas cidades possuirao
o mesmo nimero de habitantes? Considere Inb =1, 6.

[a] 10 [b]20  [c]35  [d] 100  [e] 550
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Desenvolvimento

A funcao P(t) = Bye* dada neste exercicio é a solugdo da equacao diferencial
42 = kP (4.10) em que Py = P(0).

O modelo de Malthus pode ser trabalhado com os alunos em termos de variacao,

"A variacao da populacao em relagao ao tempo é proporcional a propria populacao”.

Algebricamente, tem-se

AP dP
im — =—=P'(t) =kP.
At-0 At dt (t)

Como ja foi visto na Secao 4.3 um recurso para obter a solu¢ao para o modelo
dado ¢é utilizar a Calculadora Wolfram|Alpha [43], com a qual podemos obter a fungao
p(t) = cr ekt .

Para determinar a constante ¢; usaremos que a populacao inicial Py = P(0), ou
seja,

POZP(O)201€02012>01:P0. (412)

Assim, o aluno pode confirmar que a funcao, para esse modelo, seréd
P(z) = Pyek®. (4.13)

Voltando ao conceito de equacao diferencial, quando dizemos que a variacao da

populagao é proporcional & prépria populagao temos a EDO

dP
— =kP(t
p (t)

em que k é a constante de proporcionalidade.
O exercicio fornece uma taxa de crescimento para a populagao A de 2%, ao ano,

isto é, k = 0,02, entao nossa equacao diferencial fica

dPy
A 0,02 Pu(2).
dat A(t)

Para a populacao B, s taxa de crescimento é de 10%, isto é, k = 0,1 e assim, teremos

dPp
B _0.1-Py(t).
a 5 (1)

GeoGebra

Vamos digitar essas equagoes diferenciais no GeoGebra lembrando que, no pro-

grama, devemos:
e usar as variaveis x e y;
e o valor 0,02 deve ser digitado como 0.02 (zero ponto zero 2);

e digitar a multiplicacdo usando o simbolo *.
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Entrada: ResoherEDO[0.02 *y]

Figura 4.50: Populagao A: Exemplo 4.49

Obtemos, dessa forma, o grafico da figura 4.51

PO /
El
=

Figura 4.51: Gréafico Populagao A

Passamos agora a construcao do grafico da populagao B (Figura 4.52)

P()

Figura 4.52: Gréfico Populagoes A e B

Pelo desenvolvimento feito em (4.12) temos ¢; = Py, entéo os valores dos controles
deslizantes ¢; e ¢y s@o as populagoes iniciais das populacoes A e B respectivamente.
Pelo enunciado temos que a populacao inicial de A é tal que P4 = 5Ppg, tomemos,

entao, um valor para c; tal que ¢; = bcy, por exemplo, ¢; =5 e ¢y = 1.

-5 PO

Figura 4.53: Grafico Populagoes A e B com alteracao dos valores das populagoes iniciais

Observe que os graficos tem um ponto de interse¢ao em ¢ ~ 20.
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Podemos marcar um ponto de intersecao entre os dois gréaficos utilizando a ferra-

menta Intersecdo de Dois Objetos.

Obtemos, dessa forma, o gréifico da figura 4.54

» Janela de Algebra® X|| » Janela de Visualizagéo o X
Fungéo _ P(t)
® f(x) = 5eb 37’
® g(x) = lek ‘8:1 15
Numero
®c =5
@ c,=1
Ponto 10
® A=(20.12,7.48) A

-30 -20 -10 0 10 20 30 40 a0

Entrada:

Figura 4.54: Gréfico Populagoes A e B.

O exercicio também, pode ser resolvido utilizando a expressao P = PyeFt sendo a
populagao A representada pela funcao f(t) = 5be’9% e a populacao B, pela fungao

g(t) = be% em que b é a populagao inicial de B.
Entrada: f{t)=5"b*=*{0.02*) Entrada; | o(t)=b*e*(0.1*)

Figura 4.55: Barra Entrada: Populagoes A e B

Podemos observar que para qualquer valor dado a populacao inicial b de B as

populagoes A e B terao o mesmo ntimero de habitantes para t = 20.

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo
- Funcio 14
@ F(t) = 5.1.45 %02 h=1.45
@ g(t) = 145 -
- Ndmero

L@ b=145

10 12 14 16 18 20 22 24 26

Figura 4.56: Gréafico Populagoes A e B.

Algebricamente, para determinar o valor de ¢ para o qual as duas populagoes terao

o mesmo nimero de habitantes, tomamos Py = P(0), pelo enunciado tem-se P4(0) =
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5Pg(0) e as taxas de crescimento k4 = 0,02 e kg = 0,10, e assim,
PA(O)eO,OQt — PB(O)GO’” _— 5PB(O)6O,02t — PB(O)GO’lt.
Considerando Pg(0) # 0 temos

5PB(O)€0,02t — PB(O)GO,lt —_— 560,0215 — 60,115
— 5= eO,lt—0,0Qt
— 5= 60’08t

Inb5=0,08t

—
— 0,08t=1,6 <=t =20.

4.4.2 Lei do decaimento radioativo

Dentre os assuntos que envolvem o modelo de crescimento exponencial, as situagoes
problemas sobre decaimento radioativo também aparecem com frequéncia em materiais
para o ensino médio.

De acordo com Gondar e Cipolatti [17] uma amostra de material que contenha uma
populagao considerével de atomos instaveis se diz radioativa, podendo emitir particulas
eletricamente carregadas, alfa ou beta, ou ainda, emitir radiagoes eletromagnéticas, os
raios gama. Na situagao de um &tomo isolado, nao se tem previsao de quando isso vai
ocorrer, porém em um conjunto representativo existe um comportamento médio que
pode ser descrito estatisticamente.

Ao observar a variacao da desintegracao de uma substancia radioativa constata-se
que o nimero de desintegragoes por unidade de tempo é proporcional a quantidade de
substancia presente em cada instante.

Tomando por y(t) a quantidade de uma substancia radioativa presente em cada
instante ¢, temos que o modelo matematico que representa o fenémeno de desintegragao
¢ dado pelo modelo de decrescimento exponencial

dy

Wy, (114)

onde % é a variacao instantanea da desintegracao sofrida pela substancia e o parametro
k > 0 representa o coeficiente de proporcionalidade que é constante para cada substancia
especifica, enquanto o sinal negativo indica a diminui¢ao com o passar do tempo.

Da mesma forma que foi visto na Secao 4.3, o aluno do ensino médio pode deter-

minar que a func¢ao para a lei do decaimento radioativo é

y(t) = cre™. (4.15)
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O leitor pode verificar que se trata de uma EDO linear de primeira ordem podendo

ser resolvida como em (4.8).

Exercicios sobre decaimento radioativo.

O proéximo exemplo é uma questao do IME - Instituto Militar de Engenharia - CON-
CURSO DE ADMISSAO AO CURSO DE FORMACAO E GRADUACAO QUIMICA

2012/2013 [23].

Exemplo 4.50. Considere o decaimento radioativo do 2 Na como um processo cinético

de 1 ordem, conforme mostrado no grafico abaixo. Dados: In2 = 0,693, In3 = 1,099,

In5 = 1, 609.

.

Quantidade remanescente

46

Tempo (h)

Figura 4.57: Vestibular IME - Prova de Quimica

Para este radiois6topo, determine:

a. a constante de decaimento, k;

b. o tempo de meia-vida, em horas.
Desenvolvimento

A lei da desintegracao radioativa segue o modelo exponencial (4.14).

O aluno pode verificar a solucao dessa equacao utilizando a calculadora, como feito
na Segao 4.3, obtendo a fungao y(t) = c;e™* (4.15).

Observando o grafico da figura 4.57 temos para o tempo ¢t = 0, em horas, uma

quantidade remanescente y(t) = 100, isto &,

100 = ¢ %9 = ¢ = 100.

a. Para determinar o valor de k temos o ponto (46,12) do grafico 4.57 e assim,

y(t) = e*-100

=
=
S
_—
=

12 = %100

12 ek

100

In3+2In2-2[In2+1In5] = -46k

~2,119 = —46k
k = 0, 046.
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b. No tempo de meia-vida a quantidade cai pela metade, ou seja, calcularemos para

y =50, isto é,
1
50 = 100 - ¢ %046f — In 5" -0,046t = In1-1n2 = -0,046t = ¢t ~ 15.

Outra maneira de desenvolver essa atividade, com o GeoGebra, é utilizando o co-
mando ResolverEDO.

Tomaremos k = 46/1000, assim nossa EDO fica
_dy 46

V=3 = Tono”
e a solugao é y = 100e-23/500,

Na caixa Barra de Entrada digitamos a EDO Entrada: ResolverEDO[-46 / 1000"y]

O valor ¢; do controle deslizante refere-se & populacao inicial e seu valor pode ser
alterado clicando-se com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante, opcao
Propriedades. Vamos alterar o valor méximo para 100, que é o dado inicial verificado
no grafico 4.57.

Podemos melhorar a visualiza¢ao do grafico clicando com o botao direito do mouse,
op¢ao EixoX:EixoY, opcao 1:10. Também podemos alterar o Zoom para 25% obtendo

o grafico da figura 4.58

» Janelade Algebra  [X | b Janela de Visualizagao o X
Fungéo
® f(x) = 100 e 4 o
Numero
® c, =100

=100

120

100

80

60

40

20

Figura 4.58: GeoGebra: Grafico EDO

O item b. da questao pede o tempo de meia vida. Vamos digitar na caixa Entrada
A=(x,£(0)/2) e teremos uma reta z = f(0)/2.

Observe que essa reta intercepta o grafico. Clicando na op¢ao Intersegdo de Dois
Objetos (Fig. 4.17) obtemos um ponto B de coordenadas (15.07,50). Observe que o

valor coincide com o encontrado, que é ¢ ~ 15horas.
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) Janela de Algebra
~ Fungéo

L@ f(x) = 100 e 2k

X

» Janela de Visualizacéo
f

~ Nuamero ¢, =100

- @ ¢,=100

) Ponto o

@ B=(15.07, 50)

Reta

L@ A:X=(0,50)+x(1,0) o

80
A B = (15.07, 50)

40

Figura 4.59: Questao IME - Decaimento Radioativo

Podemos alterar o valor de ¢; que o valor para a meia vida permanece em aproxi-

madamente 15 horas, independente da massa inicial.

» Janela de Algebra X!| » Janela de Visualizagéo X
Funcéo
® f(x) = 60 e~ oo

Nimero ¢, =60 120
@ ¢, =60 @
Ponto
100
® B=(15.07, 30) £
Reta
@ A:X=(0,30)+x(1,0) a0
40
A B = (15.07, 30)

Figura 4.60: Questao IME - Decaimento Radioativo

4.5 Modelo de Crescimento ou decrescimento Inibido

Segundo Bassanezi [4] os modelos de crescimento inibido pressupde que a solugao
seja assintotica, ou seja, que a variavel dependente tende a se estabilizar quando a
varidvel independente cresce, sendo dada pela equacao diferencial autonoma

dy

—=ay+b,

e (4.16)

com a,beR e afb<0.

A equagao (4.16) é linear de primeira ordem e pode ser resolvida pelo Método dos
Fatores Integrantes. Como foi visto na Sec¢ao (2.1.1), o fator integrante é dado por
() = ef Pz isto é,

M(JU) _ ef(fa)dx = g-awtk



Modelo de Crescimento ou decrescimento Inibido 154

tomando k =0, segue que, u(z) = e,

Multiplicando a equagao (4.16) por p(x) temos

6—a:0yl _ aye—aI - be—al‘ — (e—axy)l - e—aitb

— @_axy:/(e_axb)dx

befaa:
ey =—- +c
a
b
y=-—+ce
a

!

ax

!

4.5.1 Lei de Resfriamento de Newton

Segundo Bassanezi e Junior [5], um corpo que nao possui internamente nenhuma
fonte de calor, quando deixado em meio a um ambiente na temperatura 7', tende a
temperatura do meio que o cerca Tj,.

Assim, se a temperatura T < T, entao esse corpo se aquecerd e, caso contrario, se
resfriara.

A temperatura do corpo considerada uniforme sera uma fungao do tempo 7' = T'(¢).

Verifica-se experimentalmente que quanto maior for o valor |T'—T,| mais tapida sera
a variacao de T'(t).

Segundo a Lei de Resfriamento de Newton:

“A taxa de variagdo da temperatura de um corpo (sem fonte interna) é

proporcional & diferenca entre sua temperatura e a do meio ambiente”

Em termos matematicos, temos

ar
— =-k(T -T,), 4.1

dT dr
onde k> 0. Assim, se T >T,, entao — <0ese T <T,, o >0. No casoem que T'=T,

entao, nao havera variacao de temperatura.
Vamos determinar a solugao da EDO linear de primeira ordem (4.17), que pode ser

resolvida pelo Método das Variaveis Separaveis visto na Se¢ao 2.2. Dessa forma,

dT 1
S = h(T-T) — fT_TadT-—fk;dt

— In|T-T,|=-kt+c.

Como a temperatura tende a se estabilizar com a temperatura ambiente T, podemos

escrever somente 1" — T}, logo

n|T-T,|=-kttc=T-T,=e"c,=T=T, +e"c,. (4.18)
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Calculadora de EDO

Da mesma forma como fizemos na Secao 4.3, podemos determinar a solucao da
EDO (4.17) utilizando a calculadora Wolfram|Alpha [43].

Para isso vamos utilizar as variaveis T'=T(t) e T, = a (Fig. 4.61).

Resolver uma equacao diferencial ordinaria
Digite uma EDOQ.: | T'(t)=-k*(T(t)-a) Calcular

Wolfram il [+
Figura 4.61: Calculadora Wolfram|Alpha: Lei de resfriamento de Newton
Obtemos a solugao T'(t) = a + c;e™* (Fig. 4.62).

Differential equation sclution:

T(t)=a+c, e "

2% Wolfram

Figura 4.62: Calculadora Wolfram|Alpha: Solu¢ao EDO

Atividade envolvendo a lei de resfriamento de Newton

A atividade descrita no Exemplo 4.51, a seguir, foi adaptada dos artigo de Sias
e Teixeira [41], Caderno Brasileiro de Ensino de Fisica e de Passinho [33]|. Para este
trabalho interessa-nos a comparacao dos dados obtidos a partir do modelo matemético
e dos dados obtidos a partir da experiéncia, na tentativa de compreender como cer-
tas expressoes matematicas podem modelar fendmenos fisicos nos apresentando dados

proximos aos da realidade.

Exemplo 4.51. Vamos realizar uma atividade pratica para compreender a lei de res-
friamento de Newton e a solu¢do da EDO (4.17).
Para essa atividade foi utilizado um termoémetro de mercirio (de —10°C" a 250°C")

(Figura 4.63 ), um cronémetro e um copo com agua fervida.

o~ ¥ T i » il & it )
- ) - = S G Ao g 4 48 g, iy
- - a1 e pe T T A T ————— : -

Figura 4.63: Experimento Lei de Resfriamento de Newton: Termoémetro Mercurio

Apos ferver a dgua colocamos o termometro e, com o crondmetro, fomos anotando
a temperatura indicada no termoémetro a cada 2 minutos (Fig. 4.64). A temperatura
ambiente obtida foi T, = 31°C.
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Figura 4.64: Experimento Lei de Resfriamento de Newton

Os resultados obtidos foram anotados nas duas primeiras colunas da tabela 4.6.

Para essa atividade utilizamos a planilha eletronica Excel (Microsoft Excel) (Fig.

4.65).

TemperaturaXTempo

Tempo (t)(min)

Temperatura (T) (°C)

T=T,+ciekt

76
68
63
58
55
52
49
47
45
43
41
39
38
37
36
35,5
35
34
33,5
33
32,5
32

76
68,00016935
61,42250072
56,01417064
51,56730111
47,91096942
44,9046385
42,4327551
40,40030833
38,72917778
37,35513082
36,2253537
35,2964216
34,53262948
33,90461976
33,38825384
32,96368437
32,61459232
32,32755976
32,09155413
31,89750417
31,73795125

Tabela 4.6: Lei de Resfriamento de Newton: Comparacao entre dados obtidos e calculados

com o modelo

A terceira coluna da tabela 4.6 foi calculada usando-se a equagdo (4.18). Para
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calcular ¢; tomamos ¢t =0 e T = 76°C, assim,
T=T,+¢"c;, = 76-31 = ¢"¢; = ¢; = 45.
Para calcular o valor de k, tomamos ¢t =2 e T = 68°C, dessa forma

68 - 31 =45 % = Z—; = —= ln(i—g) = -2k ==k ~0,09787.

H =

Arquivo Péagina Inicial Inserir Layout da Pagina Férmulas Dados

SOMA - X v & =31+45*EXP(-0,09787*A2)

A B C D E F

|minutos _ temperatura T=Ta+Ce"(-kt
_ 0 76|=31+45*EXP(-0,09787*A2)|

68 68,00016935
63 6142250072
58 56,01417064
55 51,56730111
10 32 47,51096942
12 43 44,3046385

=< = I ]

(= I s R 3 R SV R S R
| I ) N (R I |

Figura 4.65: Lei de Resfriamento de Newton: Planilha eletronica

Com os resultados da tabela 4.6 e utilizando o Menu Inserir, opcao Grafico,
elaboramos o grafico da figura 4.66 comparando os dados obtidos na atividade com os

dados obtidos através da solugao da equagao (4.18).

Temperatura x Tempo

« temperatura - T=Ta+CeA(-kt)
Figura 4.66: Lei de Resfriamento de Newton: Grafico comparativo

Utilizando o GeoGebra podemos, seguindo os mesmos passos do Exemplo 4.49,

ar
desenhar o grafico da solugao da EDO i k(T -T,).
Para isso digitaremos na caixa de entrada ResolverEDO [kx(y - a)], em que T'(t) =

yeTl,=a Entrada: ResolverEDO[k*(y - a)]
a
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Tomando k£ =0,09787 ~0,1, c=45 e T, = a = 31 teremos o grafico

» Janela de Algebra X/ | » Janela de Visualizagao X
Fungéo ) K=-01 U

® f(x) =45e 11 +31 ®
Numero a=31 90
® a=31 *
®c=45 °
® k=-01
Ponto 70
Reta
® g:y=31 60

Figura 4.67: Grafico Lei Resfriamento de Newton

Podemos observar que a temperatura tende a se estabilizar na temperatura ambiente
319C. |

4.6 Modelos descritos por equacoes diferencias de se-

gunda ordem: Sistema Massa Mola

Os livros didaticos para o ensino médio trabalham alguns problemas que envolvem
a expressao
x(t) = Acos(wt + )

em que x(t) é a distancia percorrida por um corpo em movimento harménico. Pro-
curamos, nessa secao, conhecer e interpretar essa expressao que ja foi trabalhada na
Secao 3.5 e para a qual desenvolvemos uma atividade para o ensino médio.

De acordo com Young e Freedman [44], ha movimentos que se repetem indefinida-
mente, sendo chamado de movimento periddico ou oscilacao. Um corpo que executa
movimento periédico encontra-se sempre em uma posicao de equilibrio estavel e, ao ser
deslocado dessa posicao e libertado, surge uma forca que o faz retornar a sua posicao
de equilibrio. O tipo mais simples de oscilagao ocorre quando a forca restauradora é
diretamente proporcional ao deslocamento a partir da posicao de equilibrio. Tal osci-
la¢do denomina-se movimento harménico simples MHS (Segao 3.5.1) e ocorre quando
a mola é ideal, ou seja, quando ela obedece a lei de Hooke (3.81).

Para compreender o sistema massa mola podemos iniciar utilizando, com os alunos,
o simulador Phet [34] através dos links:

Entre aqui e simule — Fisica -~ Massas e Molas.

Na tela que se abre o aluno encontra 3 massas: de 50g, 100g e 250g, com as quais
ele pode obter a constante da mola através da relagao (4.19) em que F' é a forca peso,

k é a constante eléstica da mola e [ é a elongacao sofrida pela mola ao pendurar-se
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uma das massas, isto é,

F=kl=>mg=kl=.»k=¥. (4.19)

[
[S8]
W

Alrilo

[ |‘]| DN
nenhum Muito
rigidez da mola 3
v |‘, O]
0. 9
____________ A » Nio mostrar

*) tempo t=al
_ 14 doteapa | |-

_ 1/16 do tempo a Dlancta X
Pendure-me! 0 e _2=0

_ |Cronémetra Vi Som
Mostrar ajuda
0
Sohre PhET

Figura 4.68: Simulagao Phet - Sistema Massa Mola

L

0

0g

oF

w
=}
o]
3

Exemplo 4.52. Neste exemplo vamos utilizar o simulador Phet para calcular a cons-
tante £ de uma mola.

Resolugao:

Vamos utilizar uma massa de 100g e, a partir dela, obter a elongagao [ e o valor da
constante k£ da mola.

Para a massa de 100g ou 0,1Kg obtemos uma elongacao de 9,5cm ou 0,095m, con-

forme mostra a Figura 4.69. Observe que a régua pode ser movimentada pela tela.

nenhum Muito

rigidez da mola 3

JU 00 Dy T0 a0
macia Rigida

Mostrar energia de
1 %) 3

- Nao mostrar

_JLua

_ 1/4 do tempo
* Terra
ni

| _ tempo real

_ Japiter |

& 1/16 do tempo

Figura 4.69: Simulacao Phet - Sistema Massa Mola

Assim,
_mg _ 0,1-9,8

k
l 0,095

~ 10, 32. (4.20)
]

Ao pendurarmos a massa de 100g percebemos que a mola oscila e permanece parada

em 9,5cm (pode ser utilizado atrito, op¢ao Muito, no simulador Phet, para a mola
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parar), sendo este o ponto de equilibrio. Podemos fazer com que o corpo oscile em
torno dessa posi¢ao de equilibrio deslocando o corpo 10cm para baixo, por exemplo,
e ao soltar iremos perceber o movimento de oscilagdo (para a oscilagdo usar opgao
Atrito, Nenhum).

Figura 4.70: Simulagao Phet - Sistema Massa Mola: oscila¢ao

Segundo Young e Freedman [44], nem todos os movimentos peri6dicos constituem
um movimento harmoénico simples pois, em geral, a forca restauradora depende do des-
locamento de modo mais complicado, contudo, em muitos sistemas a forca restauradora
¢ aproximadamente proporcional ao deslocamento no caso de ele ser suficientemente
pequeno.

Como vimos na Se¢ao 3.5.1, o Movimento Harmoénico Simples (MHS) pode ser visto
como uma proje¢ao do Movimento Circular Uniforme (MCU).

Com o GeoGebra, temos uma visualizacao de tal fato construindo o circulo de
referéncia e associando-o com o movimento harmoénico.

Primeiramente, vamos construir no GeoGebra um circulo de referéncia de raio lcm

e marcar um ponto sobre o circulo com a ferramenta Ponto em Objeto

@

A
@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos | || @ Ponto

@ Circulo dados Centro e Raio

E

Figura 4.71: GeoGebra, Ferramentas: Circulo dados Centro e Raio e Ponto em Objeto

Com as ferramentas Reta Perpendicular, Segmento e Ponto em Objeto podemos

obter a Figura 4.72 em que desabilitamos os Rétulos dos pontos e retas.
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Figura 4.72: Circulo de Referéncia

Clicando, com o botao direito do mouse, sobre o ponto B, op¢ao Animar podemos
visualizar a relacao entre os movimentos. Observe que enquanto o ponto G realiza
um movimento harmonico simples, o ponto B realiza um movimento circular uniforme
(Figura 4.73)

AR ZRNER
NI NN\

Figura 4.73: GeoGebra, Projegoes MHS - MCU

O movimento do ponto G pode ser descrito pela equagao
x(t) = Acos(0),

em que 0 = wt + ¢ (ver circulo de referéncia Figura 3.2, Se¢ao 3.5.1), sendo w usado
para a velocidade angular do ponto B e para a frequéncia angular do ponto G (Figs.

4.72 e 4.73) por se tratar de grandezas iguais, de acordo com Young e Freedman [44].

k
No movimento harmoénico simples tem-se w = \/: (veja a equagao (3.80)). Assim,
m

de acordo com Young e Freedman [44], quando se inicia um corpo oscilando em MHS
o valor de w é predeterminado pelos valores de k e de m.

No portal do professor MEC [3] ha um simulador disponivel para download que
mostra o grafico do movimento harmonico simples, produzido pela oscilagao de uma
mola. Esta simulagao mostra um ponto que realiza um movimento harmonico simples

e os graficos simultaneos correspondentes a esse movimento: posicao, velocidade e ace-
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leragao, com relagao ao tempo. Esse simulador também esta disponivel em <http://

ambiente.educacao.ba.gov.br/conteudos-digitais/conteudo/exibir/id/3593>.

LABORATORIO VIRTUAL
Namero de esferas
—_—
12345678

Massa total = [kg]

Constante elastica ( k )
= ——— [N/m]
40 80 120

Iniciar Parar

A [m] Posicao

Amplitude (A)
//'\\ / =—{ = [m]

0,5 1,0 1,6 2
/0,3 o,\i 07 12 15 18 21 24 27 3 [0
\/

Ver gréfico da: €} posicao

velocidade

aceleracéo

energia mecanica

" Mostrar vetores de velocidade e aceleracao.

N
uu-u ..9 ..( ) ..3
H 7

Figura 4.74: Simulagao: Laboratorio Virtual - Movimento Harmonico Simples

O movimento de uma particula em MHS pode ser trabalhado utilizando o software
Modellus. De acordo com Betz e Teixeira |7], o software Modellus foi desenvolvido,
e estd sendo constantemente aprimorado, por um grupo liderado pelo Prof. Vitor
Teodoro, da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade Nova de Lisboa e
é destinado ao ensinoaprendizagem da fisica e areas afins, podendo ser usado como
recurso para explorar um modelo matematico de um dado fenémeno fisico, modificando
parametros, condigoes iniciais e outros aspectos. Na referéncia citada |7] podemos
encontrar um tutorial sobre esse software.

Na Sec¢ao 3.5.1, trabalhamos com o modelo para o sistema massa mola supondo
nao haver forcas de retardamento agindo e supondo a massa vibrando sem influéncia

de outras forcas externas, movimento livre, isto é,
mz" (t) = —kx(t), (4.21)

cuja solugdo z(t) é dada por

x(t) = Acos \/E-t + Bsen \/ﬁ-t : (4.22)
m m

a qual pode ser escrita como (ver Segao 3.5.1)
x(t) = Acos(wt + ). (4.23)

Exemplo 4.53. Vamos realizar uma simulagao com o software Modellus usando a
constante da mola k = 10, 32, obtida com a simulagao Phet no Exemplo 4.52, para uma

massa de 100g.



Modelos descritos por equacoes diferencias de segunda ordem: Sistema Massa Molal63

Resolugao:
Para esses dados temos

w=\k/m =1/10,32/0,1 = 10, 16.

Para essa simulagao utilizaremos a equagao (4.23). Na caixa Modelo Matematico

vamos digitar a equagao x = 0.1 x cos(10.16 x t) (Figura 4.75).

Modelo Matemitico -

x=0.1=%cos{ 10,16 =)

Figura 4.75: Modellus: Caixa Modelo Matematico

Na aba Objeto vamos clicar na op¢ao Particula.

2 Modellus - Nove Documento
Inicio Varidvel Independente Modelo Tabela Grafico Objectos
M @ L

|\ 7/ A & > -=
Particula Vectar Caneta Texto Indicator ~ Analégico  Variavel Imagem Objecto Origem
de Nivel Geométrico

Objectos de Animagio

Pardmetros Condigdes Iniciais

Figura 4.76: Modellus: Particula

Vamos relacionar a coordenada vertical da particula com a coordenada x da equacgao

(4.23) para obtermos o movimento desejado (da Figura 4.77).

Objectos Motas | Animagao |

2| Modellus - Novo Documento
Inicio Varidvel Independente Modelo Pardmetros Condigdes Iniciais Tabela Grafico
Partiaula 2 Herzantz Vel # valor # Eves Nome Escala Automatica E
it O ot Bl 1000.0000 ) Trajectiia (7] Debruma marca em coda) 10 |Passos by
Yalgres

Aparéncia

Figura 4.77: Modellus: coordenadas da particula

Para melhorar a visualizacao do grafico podemos modificar a escala dos eixos cli-

000 200 4,00 600
I I

cando sobre eles 1" .
Ao diminuir o valor do Passo (At) conseguimos uma melhor qualidade para o gréfico.

# Modellus - Nove Documento

Inicio Varidvel Independente Modelo
Varidvel Independente: t
IPas:o (At): |ﬂ| I

50.0000

Min: 0.0000 | Max

Varigvel Independente

Figura 4.78: Modellus: Passo (At)

Na barra da Figura 4.79 temos o comando para iniciar a animagao ou reinicia-la.
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@ t =876 (] Min: 0.00 M 50.00( 1]

Figura 4.79: Modellus: Barra Animagao

Apoés os devidos acertos podemos iniciar a animagao e observar que o movimento
de uma particula em MHS pode ser dado pela equagao x(t) = A cos(wt + ) (para essa

animagcao tomamos ¢ = 0).

12 Modellus - Novo Documento
Inicio Varigvel Independente ~ Modelo  Pardmetros  Condiges Iniciais Tabela Gréfico Objectos Notas | Animagio |

— Partiola 2 Escola Automdea

2 S
N O Az €

Particula O oot

Apagar
Aparéncia

Grafice _ | | Modelo Matemstico =
x=0,1=cos( 10,16 x1)
Tabela =
1 =0 “| Ox
0.78 -0.01)
0.79 -0.02]
0.80| -0.03]
0.8 -0.04|
1. 4, 5. 0.82 -0.05|
w =654 0. -0.05)
0.84 -0.06|
0.85 -0.07|
0.88( -0.08]
- 087 -0.08)
o= 0.5 -0.03)
o a = 0.83 -0.03]
0.90| -0.10]
0.5 -0.10]
0.52 -0.10]
0.93 -0.10]
0.4 -0.10]
[ Notas
QT‘T —e. t=094 ¢ Min: 0.00 Max 5000

Figura 4.80: Modellus: Animac¢ao Movimento Harménico Simples

4.7 Avaliagao e Consideragoes Finais

4.7.1 Avaliagao Final

Ao encerrar a secao sobre modelos de crescimento ou decrescimento exponencial,
Secao 4.5, elaboramos uma nova avaliacao das aulas e do aprendizado similar & primeira
realizada na Se¢ao 4.1.1 e, da mesma forma, deixamos que os alunos resolvessem como
quisessem, porém, sem interferéncia ou ajuda da professora. De modo semelhante a
avaliacao inicial, eles primeiramente tentaram individualmente e logo, se juntaram em
um grupo. O Exercicio 4 levou meia hora para ser feito e a questao 5, conseguiram
resolver em dez minutos, chegando corretamente nas solugoes t = 8 e t ~ 28,75 (este

utilizando calculadora cientifica), respectivamente.

1. O nosso estudo colaborou para o aprendizado de outros assuntos vistos em ma-

tematica?



Avaliagao e Consideragoes Finais 165

2. Estudar como as equacoes dos modelos apresentados foram obtidas ajuda na

compreensao e desenvolvimento dos problemas?

3. Atualmente, em dindmica populacional, o que se convencionou chamar de modelo
de Malthus, assume que o crescimento de uma populagao é proporcional & popu-

lacao em cada instante. Qual é a formulagao do modelo continuo correspondente?

4. Resolva o problema sobre populacao:

(Unirio - RJ) Segundo dados de uma pesquisa, a populagao de certa regiao do
pais vem crescendo em relagao ao tempo, contado em anos, aproximadamente,
segundo a relagdo: P(t) = P(0)2792% . Sendo P(0) uma constante que representa
a populagao inicial dessa regiao e P(t) a populagao t anos apds, determine quantos

anos se passarao para que essa populacgao fique reduzida a quarta parte da inicial.

a] 6 [b]8  [c] 10 [d]12  [e] 15

5. Resolva o problema sobre decaimento radioativo:

Use a formula Q) = Qpe™ ", na qual () representa a massa da substancia, r repre-
senta a taxa e t o tempo. Uma substancia radioativa se desintegra a uma taxa

de 8% ao ano. Em quantos anos 50g dessa substancia se reduzirdo a 5g?

Com relacao a primeira questao relataram que as aulas ajudaram nos estudos em
geometria analitica, sobre reta e também a fixar as propriedades de logaritmo.

Por fim, quanto a segunda questao relataram que o estudo facilitou compreender a
leitura e interpretacao do problema, facilitando a compreensao das variaveis envolvidas.

Sobre a formulagao do modelo continuo eles lembraram apenas da solugao final da

equagao, a fungao P(t) = Pyert.

4.7.2 Consideragoes Finais

Esse trabalho buscou desenvolver as ferramentas matematicas necessérias para que
se pudesse compreender e desenvolver problemas e exercicios apresentados no material
do ensino médio sob um novo olhar. Na busca de uma sequéncia didatica que favore-
cesse o aprendizado, procuramos abranger o trabalho envolvendo o uso de informética,
de elementos da fisica e de histéria da matemaéatica. Consideramos que integrando um
maior niimero de campos de conhecimento essas situagoes puderam ser melhor assimi-
ladas, facilitando o desenvolvimento desse tipo de problema.

Buscando uma melhor compreensao dos exercicios aqui trabalhados decidimos que
seria necessario uma introducgao ao estudo de elementos de calculo, para isso pesqui-
samos por autores que discutissem sobre a introducao do célculo no ensino médio e,
nesse sentido, nos baseamos em Avila [1, 2] e Roxo [37], que defendiam a introducio
de elementos de calculo, sem o rigor de um curso académico, mas de forma intuitiva,

sendo essa a ideia que nos conduziu na elaboragao das atividades.
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Percebemos que o uso da informética facilitou a compreensao das informacoes e
o desenvolvimento dos exercicios propostos. Esse estudo, segundo relato dos préoprios
alunos durante as aulas, teria facilitado a compreensao de outros assuntos como Ge-
ometria Analitica, em que se estudava o assunto Retas, e em fisica, a relacao entre a
variacao da velocidade com relacdo ao tempo e seus graficos. Percebemos, também,
durante as aulas ministradas no curso com os alunos, em horario paralelo, que o uso
dos softwares e simuladores auxiliaram na visualizagao das informacgoes e assimilacao
das mesmas, fato varias vezes mencionado por eles proprios, o que tornou a aula mais
dindmica e produtiva.

As avaliagoes inicial e final nao foram realizadas em um formato tradicional de
provas, pois eles se reuniram em grupos para a resolucao das mesmas. No inicio, apesar
de um grupo maior de alunos, ninguém conseguiu realizar os dois exercicios que foram
propostos, embora ja tivessem trabalhado com eles durante o primeiro ano do ensino
médio. Diante disso, consideramos que o estudo foi produtivo, pois além de verificarmos
um envolvimento do grupo que permaneceu, ao longo dos 3 meses, frequentando e
participando das atividades, tivemos na avaliagao final um resultado positivo com esses
alunos conseguindo solucionar os novos exercicios propostos. Exercicios esses similares
aos da primeira avaliagao para que pudéssemos ter um parametro de comparacao.

Durante conversa com os alunos, apds a entrega da avaliagao, eles relataram que
o problema havia se tornado mais “familiar”, facilitando a compreensao, a leitura e o
entendimento da situacao e das variaveis, o que teria tornado a resolucao possivel nessa
segunda avaliagdo. Pudemos observar em suas falas que conseguiram compreender
melhor a relacao entre o estudo de velocidade em fisica e o coeficiente angular da reta
em geometria analitica, o que destacaram com entusiasmo, em varios momentos, ja que
observaram uma utilidade para o estudo de retas. Sobre as propriedades de logaritmos,
que citaram na avaliagao, observamos que puderam se apropriar dessas ferramentas a
medida que as situagoes trabalhadas foram se tornando mais familiares.

Existem outros modelos nos livros didaticos a serem estudados e alguns desses
podem ser estudados sob outros olhares, como por exemplo, analisando-os a partir do
estudo da quimica ou procurando elementos na geografia ou na biologia. Entendemos
que os proprios modelos desse trabalho podem ser assim trabalhados, sob novos olhares.

Neste trabalho foi necessario, como ja mencionado, estudar assuntos em historia
da matematica, filosofia, fisica, além das ferramentas matemaéticas necessarias para o
desenvolvimento dos modelos apresentados. Durante nosso estudo e pesquisa pudemos
perceber que os problemas apresentados para o ensino médio sao mais amplos do que
propoe os livros didaticos, ou seja, podemos olhar os exercicios por uma perspectiva

que traga uma profundidade maior aos conceitos matematicos.



A Apéndice

As referéncias para o Apéndice sao |26, 35].

Proposicao A.1. A drea A(a,b) compreendida entre a hipérbole xy =1, o eizo dos x

e as verticais t=a e x =b (com a,be R* ea<b) tem a propriedade
A(a,b) = A(at,bt), (A.1)

qualquer que seja t > 0.

Demonstragao: Consideremos uma parti¢ao no intervalo [a,b]
A=Tg<T] <To <Ly <T;<<T,=b

em que todos os subintervalos [z;_1,x;] tem comprimento igual a (b-a)/n.

Entao as somas inferior e superior sao dadas, respectivamente, pelos somatorios das

) A b- . .
areas dos retangulos de base (n%“) xi ez A &rea procurada estéa entre as
7

e alturas 1
Ti_

somas inferior e superior, isto é,

n
i=1

b_asA(a,b)sZ b-a

- ) p— (A.2)
Analogamente, considera-se a parti¢ao do intervalo [at,bt] dada por

at = ot < Tt < Xt < Tj_t <xit <o <x;,t =0bt

em que todos os subintervalos [x;_1t,z;t] tem comprimento igual a

(bt —at) (b-a)t

n n

Entao as somas inferior e superior sao dadas, respectivamente, pelos somatorios das

. R b—a)t
areas dos retangulos de base (G-a)t ¢ alturas N
n tx; tr;_1

A area procurada esta entre as

167
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somas inferior e superior, ou seja,

(b- CL)t<A(szt)<Z(b a)t

z Zlnzlt

< Afat,bt) <3 =Y (b=a) (A.3)

X 'Llnle

Subtraindo membro a membro (A.3) de (A.2) temos
0< A(at,bt) — A(a,b) <0

e portanto, A(a,b) = A(at, bt). |

Proposicao A.2. A AREA(H?) satisfaz as sequintes propriedades, para quaisquer
a,b,ce R*:
AREA(HY) = ~AREA(HY), (A.4)

AREA(HE) + AREA(HS) = AREA(HS). (A.5)

Demonstracgao: Da Definicao 4.43 temos

drea( H) > 0, se b<a,
AREA(HY) ={ —drea(H®) <0, se a<b,
0, se a=>0.

Se a < b temos
AREA(H) = drea( HY)

AREA(HE) = —drea( HY)

assim,

AREA(HY) = -AREA(HY).

Se b < a temos

AREA(HY) = —drea( HY)

AREA(HE) = drea( HY)

entao,

AREA(HY) = -AREA(H?).

Como consequéncia da relagao (A.4) temos que vale a igualdade (A.5) em qualquer
dos casos, de fato:
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1. Sea<b<c, temos

AREA(HY) + AREA(HS) drea( HY) + drea( HY)

drea( HS) = AREA(H?).

2. Se a < c< b, segue que

AREA(HS) + AREA(HE) = drea(HS) + drea( HY) = drea( HY) = AREA(H?)
= AREA(HZ) + (-AREA(HM;)) = AREA(HY)
= AREA(HS) = AREA(HS) + AREA(HS).

Oscasosb<a<c, b<c<a,c<a<bec<b<asao equivalentes ao caso 2 em que
a<c<hb. ]

Teorema A.3 (Caracterizagao das fungoes logaritmicas). Seja f:R* - R uma
fungdo mondtona injetiva, isto é, crescente ou decrescente, tal que f(xy) = f(x)+ f(y)

para quaisquer x,y € R*. Entao existe a >0 tal que f(x) =log, x para todo x € R*.

Demonstracao: Vamos mostrar que a funcao que tem a propriedade

fley) = f(x) + f(y) (A.6)

¢ a func¢ao logaritmica.
Vamos admitir f crescente.

Para f(1), temos pela propriedade (A.6), que

()= F(1-1) = F(1) + (1) = f(1) = 0. (A7)

Vamos supor, inicialmente, que existe a € R* tal que f(a) =1. Como f é crescente,

entdo f~1:Im; — R* & crescente, onde o conjunto Imy ¢ a imagem da f. Logo, como

fla)=Te f(1)=0
fla)> f(1) = f(f(a)) > f(f(1)) = a>1. (A.8)

Tomando a funcao exponencial g(x) = a® sabemos que a sua func¢ao inversa deve

satisfazer a condigao
flg(x)) =2 = f(a") = z. (A.9)

Mostraremos que a fun¢do com a propriedade (A.6) satisfaz a condigao (A.9).

1. Para f(a™) e f(a™™), sendo m € N, temos
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f(a™)

fla-a-a-...-a)
F(a)+ F@)+ F(@) ..+ f(a)

~

= 1+1+1+--+1=m.

(b)
0=f(1)=f(a™-a™)=f(a™)+ f(a™™)=m+ f(a™™)

= m+f(a)=0

= f(a™™)=-m.

2. Tomemos f(a") sendo r € Q.

Seja r=m/n com meZ eneN, entdo rn=m e

f(a™) = f(a™) = f((a")")

fla"-a"-a"-...-a")

3
Il

@)+ f(@) + f(a) + .ot f(a")

n

nf(a")y = m=nf(a") = f(a") = % =7

3. Para f(a*) com z € R e irracional, existem sequéncias r(n) = r,, s(n) = s,, com

n € N, de ntmeros racionais tais que r, < x < s,, Vn €N, e

lim r, =z = lim s,,.

n—>00 n—00

Além disso, temos, Vn e N,

a™<a®<a’,

pois a® é uma fun¢ao crescente (a > 1). Como supomos inicialmente que f é uma

fungao crescente, e para r € Q, tem-se f(a”) =r, entao
fla™) < f(a®) < f(a®) = r, < f(a") < sp. (A.10)

Logo, pelo Teorema do confronto f(a®) = x.

Assim, todo ntamero racional r, sendo r menor do que z, é também menor do que
f(a®) e todo nimero racional s maior do que x é também maior do que f(a®). Portanto,

de 1, 2 e 3 segue que f(a*) = x para todo x € R. Consequentemente, f(z) =log, x para
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todo x > 0.

Dessa forma, a fungéo com a propriedade (A.6) possui as caracteristicas (A.7), (A.8)
e, para todo = € R, tem-se f(a®) = x, que é propriedade da inversa da exponencial.
Essas propriedades definem a fungao logaritmica f(x) =log, =, logo a fungao f dada é
a funcao logaritmica.

Consideremos o caso geral em que se tem uma funcao crescente g : Rt — R tal que

9(zy) = g(x) + 9(y)

(sem a hipotese adicional feita na primeira parte em que se considerava existir um a € R
tal que f(a)=1).

Temos, como na primeira parte, que g(1) =0 e como 1 < 2, devemos ter g(1) < g(2),
pois a fungao g(x) é crescente, por hipotese. Considerando g(2) = b temos 0 = g(1) <
g(2) =b.

Tomando uma nova funcao f: R* — R definida por f(z) = g(x)/b temos que f(x)
é crescente, transforma produtos em somas e cumpre f(2) = 1. Logo, pela primeira
parte da demonstracao, tem-se f(x) = log, z para todo x > 0. Isto significa que, para
todo x > 0 vale

z = 2f@) — 99(@)/b _ (gl/b)gm = 9@,

com a = 21/,

Aplicando log, em ambos os membros da igualdade a9®*) = z temos g(x) =log, z. =

Proposigdo A.4. A funcio f(x) = AREA(HY) tem as sequintes propriedades:

i f(2)>0<=x>1;
. f(2)<0e=0<x<1;
11, f € crescente.,

iv. flxy) = f(x)+ f(y), para x,yeR".
Demonstragao:
i f(z)>0<=uz>1.
Suponhamos que x > 1, entao
f(z) = AREA(HY) = drea( HY) > 0.
Reciprocamente, pela contrapositiva, se 0 < x < 1, entao

f(z) = AREA(HY) = —drea( H}) < 0.
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i. f(zr)<0<=0<z<l.

Da mesma forma mostrada no item i, se 0 < x <1 , entao

f(z) = AREA(HY) = —drea( H}) < 0.

Reciprocamente, pela contrapositiva, se x > 1, entao pela Definicao 4.46

f(z) = AREA(HY) = drea( HY) > 0.

iii. f é crescente.

Sejam x1,x2 € RT se 1 < x; < x5 entao, por definicao,

assim,

Se

f(x1) = AREA(H{') >0 e AREA(HZ?) >0,

f(x2) = AREA(H?) = AREA(H}') + AREA(HZ2) > AREA(HT') = f(x1).
0 < x1 <1< 2y entao, por definicao,

f(x1) = AREA(HT' ) <0 e f(x3) = AREA(H) >0,

dessa forma, f(z1) < f(x2).

Se

0 <1 < x5 <1 entao, por definigao,

f(x1) = AREA(H) < 0; f(z9) = AREA(H?) <0 e AREA(HZ) >0,

logo, da equivaléncia (A.5), obtemos

AREA(H.,) = AREA(HZ?) + AREA(H,)

e desse modo,

~AREA(HIY) AREA(HZ22) - AREA(H?)
AREA(H?) AREA(HZ?) + AREA(HTY)
f(xa) = ARBA(HZ)+ f(x1)
f(za) = f(z1) = ARBA(H;?) >0,

1

e portanto, f(xz3) > f(x1).

(A.11)
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iv. f(zy)=f(z)+f(y), para =z,yeR"

Essa propriedade significa que a funcio f(z) = AREA(H?) tem a propriedade de
transformar produtos em somas.

Para quaisquer z,y € R*
f(zy) = AREA(HY) = AREA(HY) + AREA(HY).

Pela Proposicao A.1, a area A(a,b) é igual a area A(at,bt), para qualquer t > 0,
com a,beR e a<b, assim, se 1 <y tem-se

A(l,y) = A(x,zy), Vo e R,

ou seja,
AREA(HY) = AREA(H).
SeO0<y<1,
A(y,1) = A(zy,x), Vo e R,
isto é,

AREA(M}) = AREA(HZ,) = —~AREA(MY) = —AREA(H}Y),Vx e R*.
Logo,
f(zy) = AREA(HY) = AREA(HY) + AREA(HY),

ou seja, a funcdo f(z) é tal que

f(xy) = f(x) + f(y).
|

Proposigdo A.5. A fungio f:R* — R definida por f(z) = AREA(H?) € a funcdo

logaritmica f(x) =Inx para todo x € R*.

Demonstracgao: Segue do Teorema A.3 que a fungao f é uma fungao logaritmica, isto
é, existe a > 0 tal que f(z) =log, x, Yo € R*. Agora mostraremos que a = e, 0 numero
de Euler.

Seja a fungao h : R* — R dada por h(z) = 1/z e tomemos os pontos (1,h(1)) e
(1+z,h(1+2x)).
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Figura A.1: Hipérbole: comparagio entre areas

Observando a Figura A.1 temos um retangulo ABCD, que possui base (1+z)-1=x
e altura ﬁ com érea {77y, a faixa de hipérbole Hi*® de area log,(1+x) e o retangulo
ABEF de érea x.

Comparando a area das 3 figuras, podemos escrever, para todo x > 0,

1 1 1
‘ <log,(1+z) <z — < 084 +$)<1.
T 1+x T
Tomando x = %, segue que
1 log, (1+42 1 1
1+l< g( ")<1 = —n_+1<nloga(1+ﬁ)<1

1
n

1 n
& <loga(l+—) <1
1 n

n
_— an+1<(1+—) <a.
n

Quando n cresce indefinidamente, obtemos

: n : n : 1 . 1
hm( )=hm —— = lim = lim — =1,
n—oo \n + 1 n—>00 (n+1)(%) nSoo M+ 1 n—>c>ol+E
n
logo,
lim a=+1 = a.
Assim, pelo Teorema do confronto,
. 1\"

lim (1+—) =a. (A.12)
n—oo n

Pela unicidade do limite temos que o limite dado por (A.12) é igual a e,

1 n
lim (1+—) = e.

n—oo /”L



B Anexo

Os resultados listados nesse Anexo podem ser encontrados em [18, 25].

Defini¢ao B.1 (Conjunto limitado superiormente e inferiormente). Um conjunto X c
R diz-se limitado superiormente, quando existe algum b € R tal que x < b para todo
r € X, entao diz-se que b € uma cota superior de X. Analogamente, diz-se que o
conjunto X c R é limitado inferiormente, quanto existe a € R tal que a < x para todo

x € X, entdo diz-se que a € uma cota inferior de X.

Definigao B.2 (Supremo). Seja X c R limitado superiormente e nao vazio. Um
numero b € R chama-se supremo do conjunto X quando € a menor das cotas superiores

de X. Mais explicitamente, b € supremo de X quando cumpre as duas condicoes:
S1. Para todo x € X, tem-se x < b;

S2. Se ceR € tal que x < ¢ para todo x € X, entao b < c.

Escrevemos b =sup X para indicar que b € o supremo do conjunto X.

Definicao B.3 (Infimo). Seja X c R limitado inferiormente e ndio vazio. Um nimero
a € R chama-se infimo do conjunto X quando € a maior das cotas inferiores de X.

Mais explicitamente, a € infimo de X quando cumpre as duas condicoes:
S1. Para todo x € X, tem-se a < x;

S2. SeceR € tal que ¢ <x para todo x € X, entdo c < a.

Escrevemos a = inf X para indicar que a € o infimo do conjunto X.

Definicao B.4 (Conjunto Denso). Diz-se que um ponto a € aderente ao conjunto
X c R quando a € o limite de alguma sequéncia de pontos x, € X. Chama-se fecho
de um conjunto X ao conjunto X formado por todos os pontos aderentes a X. Seja
X cY. Dizse que X é denso emY quandoY c X, isto €, quando todo beY ¢ aderente
a X.

Defini¢ao B.5 (Fungao de classe C'). Dizemos que f: I — R € uma funcao de classe
C1, e escrevemos f € Ct, quando f € derivdvel e, além disso, a funcio f': 1 — R €
continua.
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Defini¢ao B.6 (Funcao de Classe C™). Uma fun¢ao f: AcR? — R, A aberto, é dita
de classe C™ em A se f admitir todas as derivadas parciais de ordem n continuas em

A.

Teorema B.7 (Teorema Fundamental do Calculo). Seja f : I — R continua no
intervalo 1. As sequintes informacoes a respeito de uma funcao F : I — R sao

equivalentes:

1. F éumaintegral indefinida de f, isto é, existe a € I tal que F(x) = F(a)+ [ f(t)dt,

para todo x € 1.

2. F € uma primitiva de f, isto é, F'(z) = f(x) para todo x € I.

Teorema B.8 (Teorema do Valor Médio de Lagrange). Seja f :[a,b] — R continua.
Se [ € derivdvel em (a,b), existe c € (a,b) tal que f'(c) =[f(b) - f(a)]/(b-a).

Teorema B.9 (Weierstrass). Seja f: X — R continua no conjunto compacto X c R.

Entao, existem xg,x1 € X tais que f(xg) < f(x) < f(x1) para todo x € X.

Teorema B.10 (Schwarz). Seja f: AcR? — R, A aberto. Se f for de classe C? em
A

)

0% f
0xdy

_ 9
- Oyox

(7,y) (7,y)

para todo (z,y) € A.

Teorema B.11 (Critério M de Weierstrass). Seja Y15 fr uma série de fungoes e
suponhamos que exista uma série numérica Y oo My tal que, para todo x € B e para

todo natural k,

Nestas condigoes, se a série Y20 My for convergente, entao a série Y15 fr conver-

gird uniformemente, em B, a funcao s(x) = Y:20 fr(x).
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