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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos vetores desde a sua relagao com um segmento ori-
entado, suas principais operacoes, combinac¢ao linear, dependéncia linear e base, até a
parte de produto alternado. Relacionamos o produto alternado de dois vetores com area
do paralelogramo formado por eles, assim como, o produto alternado de trés vetores com
o volume do paralelepipedo. Mostramos ainda que o produto vetorial e o produto misto

sao casos especiais de produto alternado.

Palavras-chaves: Vetores. Produto Alternado. Area. Paralelogramo. Volume.

Paralelepipedo.
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Abstract

In this work, we will present vectors from its relation with a oriented segment,
its main operations, linear combination, linear dependence and base, up to the alterna-
ting product part. We relate the alternating product of two vectors with the area of the
parallelogram formed by them, as well as the alternating product of three vectors with
the volume of the parallelepiped. We also show that the vector product and the mixed

product are special cases of alternating product.

Keywords: Vectors. Alternate Product. Area. Parallelogram. Volume. Parallele-

piped.
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Introducao

O produto vetorial e o produto misto normalmente sao vistos nos livros didaticos
através de uma definicao artificial do seu objeto. Isso muitas vezes confunde os estudantes
de matematica, por achar que esse conceito foi criado do nada.

Este trabalho buscara trazer o conceito de produto vetorial e produto misto na-
turalmente através da definicao de produto alternado. Nele mostraremos que o produto
vetorial e o produto misto sdo casos particulares de produto alternado. Além disso, apre-
sentaremos uma aplicacao de cada caso no R? usando vetores.

O presente trabalho serd apresentado em dois capitulos, o primeiro destinado a
vetores e o segundo a uma aplicacao de produto alternado a vetores para o cédlculo de
areas e volumes de paralelogramo e paralelepipedo, respectivamente.

O primeiro capitulo é dividido em 3 segoes.

Na primeira se¢ao apresentaremos uma abordagem intuitiva de segmento orientado
e a partir disso definiremos os conceitos de vetor e de médulo de vetor.

Na segunda se¢ao definiremos as principais operagoes com vetores: adi¢ao, o pro-
duto de um ntmero real por um vetor, o produto escalar, o produto vetorial e o produto
misto entre vetores. Definiremos também o angulo formado entre dois e provaremos pro-
priedades das operacoes.

Na terceira secao definiremos combinacao linear, dependéncia linear e base. Abor-
daremos vetores linearmente dependentes e linearmente independentes e provaremos al-
guns fatos sobre vetores e sua relagao com a dependéncia linear.

O segundo capitulo é dividido em duas secoes.

Na primeira secao abordaremos o produto alternado de ordem 2 em R? e mostrare-



mos que o produto vetorial é um caso particular de produto alternado. Demonstraremos
que o moédulo do produto alternado é igual a drea do paralelogramo formado.

Na segunda secao, abordaremos o produto alternado de ordem 3 em R? e mostra-
remos que o produto misto é um caso particular de produto alternado. Demostraremos

que o moédulo do produto alternado ¢ igual ao volume do paralelepipedo formado.



Capitulo 1

Nocao de vetor

1.1 O que é vetor?

Antes de darmos uma definigdo formal de vetores é necessario uma abordagem
intuitiva dos conceito de segmento orientado e também de segmentos equipolentes. Este
capitulo traz em si operagoes basicas utilizando vetores que serao necessarios para um

aprofundamento no assunto.

Definicao 1.1.1 Sejam A e B dois pontos quaisquer, o segmento de reta de origem A
e extremidade B, representado abaixo,através de uma flecha, é chamado de segmento

orientado AB.

E bom ficar claro que o segmento AB é diferente do segmento BA pois AB tem
sentido de A para B, e BA tem sentido de B para A. Neste caso, o sentido é importante,
pois, os segmentos sao orientados. Note que a direcao de AB e a direcao de BA é a mesma.
A direcao esta definida pela reta suporte que contém os pontos A e B, reta AB ou reta
BA. Neste contexto, a direcao é irrelevante visto que AB e BA tem a mesma direcao da

reta suporte que contém o segmento AB ou BA.
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Observacao 1.1.1 Um segmento orientado em que os pontos A e B coincidem , ou seja,
A = B € chamado de segmento orientado nulo.

A B
@

Definicao 1.1.2 Sejam AB e C'D dois segmentos orientados quaisquer, dizemos que eles

sao de mesmo tamanho se a medida do segmento AB for geometricamente igual a medida

do segmento C'D.

Observagdo 1.1.2 Denota-se o comprimento de um segmento orientado AB por || AB ||.

Definicao 1.1.3 Dois segmentos orientados quaisquer AB e CD sao ditos equipolentes,
o que denotaremos por AB ~ CD (lé-se AB é equipolente a C'D),se forem nulos ou se

tiverem a mesma dire¢ao,0 mesmo comprimento e o mesmo sentido.

B D

A relagao de equipoléncia é uma relagao de equivaléncia pois sao validas as seguintes

propriedades:
a) AB ~ AB (reflexiva)

b) Se AB ~ CD entao CD ~ AB (simétrica)



c) Se AB~ CD e CD ~ EF entao AB ~ EF (transitiva)

Observagao 1.1.3 As propriedades descritas acima nao requerem uma demonstracao

formal, pois, decorrem diretamente da definicao de segmento de reta.

Definicao 1.1.4 Dado um segmento orientado AB chamamos de classe de equipoléncia
de AB ao conjunto formado por todos os segmentos orientados equipolentes a AB. Dize-

mos entao que o segmento orientado AB é um representante da classe.

Definigao 1.1.5 Um wvetor é uma classe de equipoléncia de segmentos orientados. Se AB

é um segmento orientado qualquer o vetor que tem AB como representante serd indicado

por 1@

AB

No plano cartesiano R? estd definida a operacao B — A para quaisquer par de
pontos. Dessa forma B — A é o tnico representante do vetor 1@ na origem. Esse mesmo

fato ocorre quando utilizamos o R?.

Exemplo 1.1.1 Dados os pontos A(2,4) e B(5,9) o vetor AB ¢ dado por:

AB=B—A=(59)—(2,4)=(5-2, 9—4) = (3,5).

Algumas vezes nao queremos destacar nenhum representante especial de um ve-

tor, neste caso usamos letras latinas minusculas com uma seta acima para representa-los

(0,7 ,0).



Observacao 1.1.4 Dewve ficar claro que se, por exemplo, AB e C'D sao segmentos equi-
polentes entao os vetores zﬁ e C"ﬁ sao iquais para quaisquer pontos A, B, C' e D nessas

condicoes.

. o~ = ,
Definicao 1.1.6 Vetor nulo,denotado por 0, é o vetor que é formado por um segmento
s
orientado nulo. Em outras palavras, dado o ponto A qualquer, o vetor AA é igual ao

vetor nulo ﬂ = ﬁ

Definicao 1.1.7 Seja zﬁ um representante de um vetor o qualquer, o vetor oposto de

o
7, denotado por —7, é o vetor que tem BA como representante.

Definigao 1.1.8 Sejam W e U vetores nao nulos:

e Dizemos que eles sao paralelos se um representante de 0 é paralelo a um repre-

sentante de 7, ou seja, se existe a € R tal que U = a7 e indicamos por 0 I

CE

e Dizemos que U e U sio de mesmo sentido se um representante de U eum de ¥

sao de mesmo sentido;

e Dizemos que U e U sdo de sentido contrdrio se um representante de U e um de

o sdo de sentido contrario.

Observacao 1.1.5 O vetor nulo € paralelo a qualquer vetor.



1.1.1 Modbdulo de um vetor

Definicao 1.1.9 O mddulo ou norma de um vetor é o comprimento de qualquer de seus

representantes. A norma de um vetor @ qualquer é denotada por || @ ||.

_> ~ .
Exemplo 1.1.2 Dado o vetor OA = (3,4) entdo podemos calcular o seu mddulo deter-
minando a distancia da sua origem O a extremidade A.

YA

4 A

<Y

—
Pelo teorema de Pitagoras , temos que: || OA ||= /32 + 42 = 5.

Observacgao 1.1.6 Se um wvetor possui norma igual a 1 dizemos que ele é um vetor

unitario.

Definicdo 1.1.10 Seja U = (71, z2) um vetor qualquer pertencente ao R* o mddulo ou

norma de @ denotado por || ¥ || é dado por:

I |l= /ot + a3

Definicao 1.1.11 Seja U = (71, T2, x3) um vetor qualquer pertencente ao R3 o mddulo

ou norma de U denotado por || @ || ¢ dado por:

| 2 ||= \/a? + 23 + a3



1.2 Operacoes com vetores

Veremos a seguir as principais operacoes envolvendo vetores.

1.2.1 Adicao de vetores

Definicao 1.2.1 Dados W e U dois vetores quaisquer tais que U = /@ e W = B?, o}
vetor soma de W com ¥ denotado por U+ U 6 tal que U+ U = /@ + ﬁ = /@

conforme figura abaixo:

Observacao 1.2.1 Podemos usar a regra do paralelogramo para calcularmos a soma de
vetores. A regra consiste em formar um paralelogramo usando dois vetores nao paralelos
tomando os vetores em uma mesma origem e formando o paralelogramo usando a origem e
extremidades adequadas para que o vetor soma seja a diagonal do paralelogramo, conforme

a figura abaizo.

Exemplo 1.2.1 Sejo U = AB = (2,-1) e W = AC = (1,2), determine o + 0.



YA

=Y

Solugdo U + 7 = (2,-1)+ (1,2) = (2+1, —1+2) = (3,1).
Note que AD=D— A= (4,3) — (1,2) = (3, 1),0u seja, AD = U+

Proposicao 1.2.1 Sejam 7, U e W vetores quaisquer. Sao vdlidas as sequintes propri-

edades:
Ay (U + 7 )+W =W + (U + W) (associativa)
Ay: W+ 0 =7 + W (comutativa)

- =
Ay: T4+ 0=0+0 =7 ( elemento neutro), ou seja, existe um unico vetor que somado

com ¥ da o proprio vetor o, esse vetor é chamado de vetor nulo.
_>
Ay: T+ (=)= 0 (elemento oposto)
Demonstracao Seja U = ﬁ U = @ e W = C? entao temos:

A (T +0)+ @ =(AB+BC)+ 0D = AC +CD = AD (1)
@+ (7 + W) = AL + (BC + CD) = AB + BD = AD (1)
De (I) e (II) temos que (7 + V)+W = @ + (VU + ).

Ay: W+ =AB+ BC = AC (1)
T4+ 7 =BC+AB=C—-B+B—-A=C— A=AC (I)
De (I) e (II) temos que W + ¢ = ¥ + .
As:  TH0=BC+AA=C-B+A-A=A-A+C-B=AA+BC=T0+7
T4+ 0=BC+AA=C-B+A-A=BC="1.
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Ay: T4+ (-7)=BC+(-BC)=BC +CB=BB=10

1.2.2 Produto de um nimero real por um vetor

Definicao 1.2.2 A multiplicacdo de um nimero real por um vetor é aquela a qual associa

a cada par (a, 7), com o € R e @ um vetor qualquer, ao vetor o tal que:
— —
e Sea=0outu = 0, entio o = 0 .
- ~ p
e Sea#0eW# 0 entioad ¢ tal que:

a) a € paralelo a U

b) o e U sio de mesmo sentido se o for positivo e sio de sentido contrario

caso o seja neqativo;

¢) | o =l o]l |

Exemplo 1.2.2 Sejam a =5 € R e @ = (1,3) um vetor. Determine o vetor o - 1 .
Solugdo o- 7 =5-(1,3) = (5-1, 5-3) = (5,15).

A seguir, apresentaremos as propriedades bésicas da multiplicagao de escalar por

vetor.

Proposicao 1.2.2 Sejam oy e as numeros reais e sejam U e U vetores quaisquer $ao

validas as sequintes propriedades:

M : 041(7 + 7) = U+

M (ap + 042)7 =l +

My: 104 =7

M, - al(agﬁ) = (a1a2)7 = (12(0617)

Demonstracao Sejam @ = (11, ;) € U = (3, 9,) vetores do R? entéo:

11



M, : 041(7 + 7) = (21, 1) + (22, 42)) = a1 (@1 + 22, y1 + Ya2) = (1 (21 + 22), (a1 +
Y2)) = (a1@1 + e, aryh + aaye) = (@, oqyr) + (04195,a1$271 Y2) = (1, 11) +

a1 (z2,12) = 0417 + 0417-

My @ (o + 042)7 = (01 +ag) (@1, 91) = (1 + 2)wy, (a1 + a2)yr) = (@121 + ey, aqyy +

agyr) = (aazr, anyn) + (agzr, aoyr) = an(21,3n) + azlz1,31) = W+ az .
Ms: 1U = (g, 22) = (1 21,1 22) = (21,72) = .

My : 041(0‘27) = 041(042@1791)) = 041(042$17042?/1) = (041&2131,@1042%) = 042(041I17041y1) =

az(ai(z1,1)) = ar(a ).

Observacao 1.2.2 Omitiremos a prova para vetores no R3, pois, é andloga ao R?

. o~ . . . —
Proposicao 1.2.3 Se U e ndo sio paralelos, entao a17 —1—0427 =0=>0=ay=0
- . ) . -
Demonstragao Se oy fosse nao-nulo teriamos da igualdade a17 + 0427 = 0 que U =
—;’—37 que seria uma contradicdo, ja que por hipotese U eV nao sio paralelos. Portanto

a1 = 0. De forma andloga pode-se provar que ag = 0.
O

Observagao 1.2.3 A nocao algébrica a proposicao acima € chamada independéncia li-

near e serd estudada mais adiante.

1.2.3 Soma de um ponto com um vetor

Definicao 1.2.3 Dados um ponto A e um vetor 7, o ponto B tal que o segmento orien-
tado AB é representante de U é chamado soma de A com U e denotado por A + 7, ou
seja: A+7:B@f@:7.

B=A+7w

12



Observe que a soma de um ponto a um vetor é simplesmente uma translacao da

origem do vetor para o ponto a partir do qual se quer somar o vetor.

T B=A+7

1.2.4 Produto escalar

Definicdo 1.2.4 Sejam o = (x1,22) € v = (y1,92) vetores quaisquer em R? entdo o

produto escalar do vetor 0 pelo vetor o é dado por:

U= T1Y1 + T2Yo

Exemplo 1.2.3 Sejam W = (1,—4) e ¥ = (—2,5) determine U - V.
Solugdo U - 7 = (1,—4) - (=2,5) =1-(—=2) + (—4) - 5 = —2 — 20 = —22

Defini¢ao 1.2.5 Sejam 7 = (r1, 9, 23) € v = (y1, Y2, y3) vetores quaisquer em R? entao

o produto escalar do vetor 0 pelo vetor o é dado por:

UV = T1Y1 + Ty + T3Y3

Ezemplo 1.2.4 Sejam U = (1,—4,5) e v = (—2,5,3) determine v
Solugao @ - 7 = (1,—-4,5) - (=2,5,3) =1-(=2) + (—4)-54+5-3=—-2—-204+15 = —7
Observacao 1.2.4 E bom ficar claro que o resultado do produto escalar entre vetores é

um numero real e nao um vetor.

Observagao 1.2.5 A noc¢ao de produto escalar, embora pareca artificial, tem relevante
importancia na teoria, pois relaciona-se com a morma e caracteriza ortogonalidade de

vetores.
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Proposicao 1.2.4 Sejam 7,7 , W vetores e o um mimero real qualquer, sao validas as

sequintes propriedades:
o) -V =71
D) U (V+W) =" -V +U W
¢) (W V)= (W) - ¥ ="1-(a?)
d) @ - >0sed #0.
e) W-U=0,sed =0
f)a-a =P
Demonstragao Tomemos U = (x1,11), U = (22,12) € W = (3, y3) vetores do R?
) U -V =120+ Y1yp = o1 + Yoy = U - 4.

b) - (T + W) = (w1,41) - ((22,95) + (w3,93)) = (w1,91) - (22 + T3, Y2 + ys) = 172 +

T1T3 + Y1Y2 + 1Y3 = T1X2 + Y1Y2 + 123 + Y1Y3 = U+

c) a(U V) = alzime+yye) = azizs +ayiys = (axr, ay) - (22, 42) = (a1, 31))-
(w2,12) = (047) .

a(7 . 7) = a(z1my + 1Y) = aximy + ayrys = T10T + oy = (r1,y1) -
(ary, ayz) = (w1, y1) - (a(w2,12)) = - (057)-

d) Se o # 0, entao x1 ey, nunca sio ambos nulos. Logo, U > 0.
e) Se W = (0,0) entio o« - & = (0,0)-(0,0)=0-0+0-0=0.

f) U = (x1,x9) entdo pela defini¢ao de produto escalar de vetores
U U = 2131 + woxs = 2+ 22 (I)

e pela defini¢ao de norma

I ||=\/a? + a3

14



= @ |PP=af + a3 (11)

De (I) e (II) temos que - W =|| o ||>.

Observacao 1.2.6 Omitiremos a prova para vetores no R3, pois, é andloga ao R?

1.2.5 Angulos entre vetores

Definicao 1.2.6 Sejam U e ¥ dois vetores nao nulos quaisquer o angulo « formado
——
pelas semirretas OA e OB de mesma origem O na qual U =0Ae W = O? é o angulo

entre 0s vetores U e 7, com 0 < a < 7 conforme mostra a figura abaixo.

Proposicao 1.2.5 Sejam U eV dois vetores nio nulos quaisquer, o cosseno do angulo

«a entre os respectivos vetores € dado por:

CoOs ¥ = 7?
Rk

Demonstragao Tomemos os vetores U eV com origem em A conforme figura abaizo:

15



Note que v+ 7 = pela regra do paralelogramo para adigao de vetores ,ou seja,
? = U — . Tomando a norma dos vetores do triangulo ABC podemos aplicar a lei dos
C0SSenos.

1 = (P=) 2+ V2 =2 (| & || 7 | cosa (D).

Mas | 0 = |P= (W = V) - (d = ¥) =|| W |* =2(Z - &)+ | 7 ||* (10).

pelo item f) da proposicdo 1.2.4. De (I) e (II) temos:

N2+ 1T N2 =2 ) ) | cosa=| W ||*=2( - T)+ || & ||* donde:

|7 |||V || cosa=d-T

e como W e U sio ambos nao nulos concluimos que:

Ccos ¥ = 77
Rk

[l

Exemplo 1.2.5 Sejam A(1,2), B(3,5) e C(6,1),determine o cosseno do angulo v formado

pelos vetores 1@ e ﬁ

A
B
5
.
AB
N
2 A [0}
e
" c
0 >
0 1 2 3 4’1 5 6 7 o

solugaoE:B—A:( 5)—(1,2) = (2,3) e AC = C— A= (6,1) — (1,2) = (5, —1).
Entio temos: AB - AC = -(5,—=1)=2-543-(=1) = 7. Pelo item f) da proposi¢cio

temos || AB |1>= AB - 1@ =|| f@ 1= (2,3) - (2,3) = AB I?>= 449

=|| AB |?>= 13 :>|| 1@ |= V/13. Analogamente mostramos que || A0 |= v/26. Dai
7

temos: cosa = = cosa = = COsr = ———
I 5 IIH 5 I V13- V26 \/ V338
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1.2.6 Produto vetorial

Definicao 1.2.7 Sejam U = (@11, a12,a13) € U = (@91, ags, azs) dois vetores do R? o

produto vetorial de U com ¥ é dado por:
7 A 7 = (a12a23 — 13022, —(CL11CL23 - a13a21)7 a11a22 — a12a21)

Observacgao 1.2.7 O produto vetorial de vetores é um vetor.

1.2.7 Produto misto

Deﬁnigéio 1.2.8 Sejam 7 = (au,alg,alg), 7 = (agl, agg,agg) (§] E? = (CL31,CL32, CL33) treés

vetores do R? o produto misto de 7, e ﬁ, nesta ordem é o nimero real, indicado por

[7, o, E?], tal que:
[77 77 ﬁ] = 011(a22a23 - (123(132) + (112((123(131 - a21a33) + a13(a21a32 - a22a31)

Observacao 1.2.8 O produto misto diferente do vetorial tem como resultado uwm nimero

real. O seu valor é obtido pelo produto escalar do produto vetorial de U com por W,

ou seja, [7,7,@] =UANT V.

1.3 Combinacao, dependéncia linear e base

Nesta secao veremos combinacao linear, dependéncia linear e abordaremos os casos

especificos no plano e no espaco.

1.3.1 Combinacao linear

Definig¢ao 1.3.1 Sejam (7) = (ﬁ,@),u_)g, ,u_>n) uma sequéncia qualquer de vetores e

o um vetor qualquer. Dizemos que v é combinacgao linear ou que v é gerado por

— 7 = =7 o
Uy, Uz, U3, ..., Uy S€:

7 = 041?7{—{—@252)4— +04nu_>n
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—
para ay, ag, ..., € Re i, us, ..., € ().
Observagao 1.3.1 Nesse caso dizemos que a sequéncia de vetores (7) gera o vetor U .

Exemplo 1.3.1 O vetor & = (8,3) ¢ uma combinagio linear de W = (2,0) com o vetor
U = (0,1), pois, (8,3) =4-(2,0)+3-(0,1), ou seja, W = 47U +37.

1.3.2 Dependéncia linear

Definicao 1.3.2 Sejam aq,as,...,a, € R e E{, u_%, o u, vetores quaisquer. Dizemos que

eles sdo linearmente independentes(LI) se a igualdade:
alu_1> + oz2272> + ... +anu_n> =0

admitir apenas a solugao trivial a; = ay = ... = a,, = 0. Caso contrario, dizemos que os

vetores sao linearmente dependentes(LD),ou seja, se a igualdade:

— — —
aul + aous + ...+ anu, =0
admitir solucao diferente da trivial, isto é, se existirem aq, as, ..., o, nao todos nulos, tais

que a igualdade seja valida.

Observacao 1.3.2 Note que existe uma relacao geométrica interessante acerca da inde-
pendéncia linear. A saber: um vetor L.I. gera uma reta, dois vetores L.I. geram um plano

e trés vetores L.1. geram um espaco.

A independéncia linear esta relacionada com direcoes distintas. No plano, por
exemplo, dois vetores sao linearmente independentes se nao forem multiplos um do outro.
Observe que os vetores abaixo Ve ,no plano, nao sao paralelos, ou seja, nao
sao multiplos um do outro, portanto, sao linearmente independentes. Em outras palavras
a equacao a17 + 0@7 = 0 para quaisquer vetores U e U linearmente independentes,

admite apenas como solug¢ao a; =0 e ag =0
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Observe também que a partir de dois vetores L.I. quaisquer no plano podemos
gerar o plano, gerar no sentido de podermos escrever qualquer vetor do plano como uma
combinagao linear de dois vetores que sejam L.I.

No espaco, trés vetores quaisquer 7,7 e W sdo linearmente independentes se
possuirem direcoes independentes, ou seja, se nao existir um plano que os contenha. Em
outras palavras, existe um plano distinto para cada par de vetores L.I. escolhidos. No
caso mostrado na figura abaixo existe um tnico plano 7 que contém os vetores 7,7 e

que é distinto dos outros planos formados por 7,7 e também por 7,?

Semelhante ao plano podemos gerar o espaco,ou seja, escrever qualquer vetor do
espaco como combinacao linear bastando para isso tomar trés vetores quaisquer que sejam
linearmente independentes.

Dizemos que dois ou mais vetores sao linearmente dependentes se pelo menos um
deles pode ser escrito como combinacao linear dos outros vetores.

No plano dois vetores sao linearmente dependentes se eles sao paralelos,pois, nesse

caso um vetor é sempre combinacao linear do outro,pois é multiplo do outro.
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No espaco trés vetores sao linearmente dependentes se existe um plano que os

contem.

Proposicao 1.3.1 Da definicao acima seque os sequintes fatos:
)W ELD =0 =0
II) 4,V sio LD < U | ¥
iy, Wed em R? sio LI <= tem direcoes distintas.
V) u_>1, 17%, ,'zfn sao LD <= um deles é combinac¢ao linear dos outros.
V) U, VW sdo LD <= W | U ou W pertence ao plano determinado por W e

VI) W,V e W em R? sio LD.
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Demonstragao

I) (=) Se W é LD entio ot =0 para algum o # 0.
a7:0:>éa7:é0:>720.
(<)Se W =0 entio oW = a0 = ad =0 para todo o € R. Portanto W € LD.

II) (=)Se @ e ¥ sio LD entio existem ay,ay € R ndo todos nulos, tais que ay +
W = 0. Sem perda de generalidade, suponha que oy # 0. Entao Ul +a? =
0= ad =—-m? = U = —3—?7,0u seja, o vetor ¢ maultiplo do vetor o donde
temos que U || V.

(<) Se algum U ou W € o vetor nulo, digamos U = 0 entio1-0 +07 = ﬁ
qualquer que seja . Portanto W e ¥ sio L.D. Se W e ¥ sdo vetores nio nulos

U ||V entdo I a#0 tal que U =V = U —a¥ =0 onde U eV sio LD.

II1) (=)Suponha que U eV tem mesma dire¢do entdo o vetor W € mailtiplo do vetor U,
logo, 3@6Rtalque7=a7=>7—a7=0:>3 1€Rtalque17—a7:0,
ABSURDO, pois, por hipdtese, U e U sio LI Portanto W e U tem direcoes
distintas.

(<) Suponha que U eV sio LD, entdo existem ay, as € R ndo todos nulos, tais que
a4+ at = 6> admite solug¢ao nao trivial. Sem perda de generalidade, suponha
ay # 0, entdo U+ ¥ = 6) =l = -t = U = —3—?7 = U I .

ABSURDO, pois, por hipdtese, U eV tem direcoes distintas.

IV) (=)Se ut b, sdo LD entdo 3 a; £ 0 com i € {1,2,....,n}, a; € R tal que g+
— — , ~ —
sy + ... + auuy,. Sem perda de generalidade tomemos oy # 0 entdo temos ajui =
—agzﬁ—...—aang =0= u_>1 = —Z—fu_)g—...—‘;—TTn. Portanto, Ui € combinacao linear

de u_>2,u_>n
(<) Sem perda de generalidade tomemos ui como combinagio linear dos outros
vetores,ou seja,ﬁ = 042172 + ...+ anu_n> comao; € R e 171 — a217>2 — .= oznu? =0=

31 € R tal que a igualdade seja satisfeita. Portanto os vetores sao LD.

V) (= )Fagamos a contrapositiva. Se U } ¥ entdo ° e U determinam um plano. Se
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VI)

W nio pertence ao plano determinado por U e 7,entdo 7,7 e W sio LI

(<) Mostremos caso a caso. Se U | U e W ndo pertence ao plano determinado
por U eV entio W = a¥ +0W. Portanto « pode ser escrito como combinacao
linear de v e 5. Logo, 7, U e W sio L.D.

Se W I Ve W pertence ao plano determinado por U eV entio U = oV e
W =a,d +as v . Portanto & pode ser escrito como combinacdo linear de U e
. Logo, 7,7 e W sio L.D.

Se K T eW pertence ao plano determinado por U eV entio W = 0417+0427,
ou seja, w pode ser escrito como combinagao linear de U e, Logo, 7, Ve

sao L.D. Em todos os casos temos que os vetores sao LD.

Sejam 7, U e W vetores do R2, se eles sao paralelos entdo qualquer um deles pode
ser escrito como combinacao linear dos outros dois. Portanto sao LD.

Se U e U nao sio paralelos entao i pode ser escrito como combinac¢ao linear de
W e U. Portanto sio LD.

Analogamente, se U e W ndo sio paralelos entdo o pode ser escrito como com-
binacao linear de U e ese W eW nio sio paralelos entao U pode ser escrito

como combinacao linear de o e W.Portanto sio LD. Concluimos que, em todos os

casos, 7,7 e W sio LD.
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1.3.3 Base

.~ . T e g . .
Definigao 1.3.3 Seja § = {ui, us, ui} uma tripla de vetores dizemos que eles formam
uma base do R3 se:

i) # é um conjunto LI

ii) 3 gera o R?

- —
Exemplo 1.3.2 Verifique se o conjunto = { i, j

—
] —_=

%
, k} dos wvetores _z> = (1,0,0),

(0,1,0) e ¥ = (0,0,1) formam uma base do R3.

Solugao Para resolver esta questao devemos verificar i) e ii)

i) 0417) +a27 —|—Oé3? =0
a1(1,0,0) + as(0,1,0) + a3(0,0,1) = 0
= (a1,0,0) + (0,2,0) + (0,0, a3) =0
= (ag,a9,a3) =0= a3 = ay = az = 0.
ii) 041? + (1/27 —|—a3E> = (z,y,2)
a1(1,0,0) + a2(0,1,0) + 3(0,0,1) = (z,y, 2)
= (a1,0,0) + (0, 2,0) + (0,0, a3) = (2,9, 2)

= (aq,a9,03) = (z,y, 2).

Portanto  é uma base.[]

Observacao 1.3.3 Os vetores de 3 forma a chamada base canénica do R3.
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Capitulo 2

Produtos alternados em R’

Definig¢ao 2.0.1 Sejar € Z e r > 1. Um produto alternado de ordem r em R? é uma

aplicagao:
@ :R¥*x---xR>— R?
—_—
T vezes
tal que:
o - =
Z) SD<U17 ’)\vlﬂ '71}7"):)\@(7}1’ y Uiy e 7UT>
= = = = T - =
i) (v, .y + 07,00 ) = @01, ey ULy ey U ) + (V1 oy U, ., U ) paTa cada
1<i1<r
ZZZ) ¢(E>77E>7ﬁr) == 0 Se existirj com 1 S] S r — ]_ e U—j> = m

Observacao 2.0.1 Uma aplicagdo satisfazendo i) e ii) é dita multilinear.

Proposicao 2.0.1 Se duas entradas consecutivas sao permutadas entao o produto alter-

—

—>) = _QO(’U—{, "-71_)]'——1-—1), U—j>, ciey UT’)-

nado muda o sinal, ou seja, (p(U_1>, ...,U—j>,vj+17 ey Uy

Demonstragao Sabemos da definicao de produto alternado que:

— = o T T —
()0(?)1, cey Uy +Uj+1, vy + Vjg1y ey Ur) =0.
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Usando a multilinearidade de ¢ temos:

(U], 00, 0, 0] 4 05, o, O0) 4+ (V] o, U530, ) + U, 0F) = 0.
) ()
Aplicando i7) em (%) e em (k%) temos:
(%) = QU1 oo U, 0f s ooy 07) + @01, o0 U], Vg1 oovs OF)

|
=)
1

(xx) = gp(Uf, ey

&
+
—_

Pela condicao iii) sabemos que:

Portanto:

O

Proposicao 2.0.2 Se duas entradas quaisquer coincidem, entdo o produto alternado é
nulo. Mais precisamente: go(v_f, ..,E?, ...,v—;, ,U_Z) =0 se E> = v_; para quAaISquer v e j

com i # j.
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Demonstracao Seja (v_f, T ...,U}, ,v_ﬁ) uma r-upla de vetores com v = v_; para
i # j. Entao aplicando a Proposi¢ao 2.0.1 em vetores adjacentes do vetor U_; até o
vetor U a uma quantidade minima de (j — i — 1) vezes temos:
(V] s Uy oo Ui U T2) = — QUL ooy Tl s Uy Ur s ) = o =
(AT T T T) = 0 pois T = T

O

2.1 Produtos alternados de ordem 2

Dada uma base f = {vl, V3,0 } de R? sabemos que para todo vetor v € R3

existem 1nicos escalares \i,A\9,\3 tais que:

V= M7+ AT+ A3 TS

Sejam w7} e wh dois vetores quaisquer gerados por 3 é possivel determinar @(171) ; 17%)

por meio de suas coordenadas. De fato, se

— — — —
w1 = a11V1 + a12V2 + a13V3
— — — =
Wy = A1 V1 + Q2202 + Q2303

— — = — — = —
o(wi, ws) = p(a1nvi + a1203 + a1303, A2101 + 2035 + agvi) = @(a11v1, a2 v + axvs +

a23v—3>)+80(61121)—2>7 a21?f_1>+a22@_2>+61237}_3>)+90(a1v—1>7 G21U_1>+a22v—2>+a231)—3>) = 80(6L11U—1>, a21U—1>)+
90(61111)_1>, Cl22’U_2>) + Sﬂ(an?)_l), (123U_z),>) + 90(61121)_2>, CL21U1) + 90(6112?12,@221)_5) + 90(6112U_2>, CL23U_3>) +
go(a1311_3>, 61210_1>) + 90(a13v_3>, CLQQF%) + @(a1gﬁ3, a23v_3>) a11a21g0(11_1>, u1) + a11a22<,0(v_1>, 52}) +
a11a23g0(v_1>, U_3>) + a12a21gp(v_2>, U—1>) + a12a22g0(vg, Uz) + a12a23<p(v_2>, U—3>) + a13a2190(U—3>, U_1>) +
(130220 (03, U3 2)4—@13@2390(03,03) a11a2290(v_1>,v_2>)+a11a2390(v_1>,v_3,>)+a12a21<,0(v_2>,v_1>)+

0+ G12a2380(?]—2>, U—3>) + a13a21<p(v_3>, U—1>) + CL136L22<P(U—:’)>7 U—2>) +0=

= (a12a23 - CL13CL22)90(U_2>7 U_3>) + (a11a23 - CL13CL21)<P(U_1>; U_:%>) + (G11G22 - a12a21)g0(v—1>, U_2>)(I)
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As informacoes acima nos diz como definir unicamente ou caracterizar produtos

alternados de ordem 2 em R3. A saber o produto alternado

0:R*x R?— R?

fica completamente definido pelas imagens (1, 03),0(v7,03) e ©(v3,03) fixando-se a
- i dir g .
base {U_1>, 11_2), 175} Dessa forma utilizando-se a base canonica ¢, j, k podemos definir o

produto alternado tal que:

- =
o(j, k)=
— = —
@(ka):_]
S
e(i,7)=F

Dessa forma temos que (I) fica definido como:

— — -
SO(IFL @) = (a12a23 - a13a22) [ (a11a23 - a13a21) ]+ (Gl1a22 - a12a21) k

que coincide com a definicao de produto vetorial de vetores. Concluimos entao que o

produto vetorial é um caso particular de produto alternado.

2.1.1 Area em R3

Aqui usaremos a notagao UNY para calcular o produto alternado de vetores em

substituicao a @(7, 7)

Proposicao 2.1.1 Sejam U e U dois vetores quaisquer linearmente independentes do

R? e seja 0 o dangulo formado entre eles.
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A drea A do paralelogramo ABDC' formado pelos vetores é dada por:

A= IR (- D)2 (2.1)

Demonstragao Da geometria basica, sabemos que a area do paralelogramo é o produto

da base pela altura.

I | c

No caso da figura acima temos que a area é dada por:

A= -] 7 | sin6

Note que A2 = (|| & || - || ¥ || sin@)2 =|| & ||2- || ¥ || sin®6, mas

sin?f = 1 — cos? 6, donde temos que A2 =|| @ ||2- || 7 ||? (1 — cos?0),0u seja,

A =TT =T cos®d
A= NP ] cos)?
A= )T~ O

Proposicao 2.1.2 Para quaisquer vetores do R3 com U = (x1,y1,21) € v = (22, Y2, 22)
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tem-se:

12 AT P=1 )2 P~ -7 (2:2)

Demonstracao || AT 1= (1122 — 1o21)? + (2192 — 221)° + (2132 — Topp)* =

Yiza — 21Yaz1 20 + Ys2P + 1328 — 21021 20 + 1322 + TYS — 201 Toy1Ys + X3Y? =

21 (Y3 + 23) + yi (@3 + 23) + 27 (23 + y3) — 2:12a91y2 — 22120(21 22 + YY) =

o235+ 5 +25) +yi (@ + y3 + 23) + 23 (23 + y3 + 23) — 2iad — yiyd — 2120 — 2miTayiye —

22122(21 %0 +y1Y2) = (2 +y7 +27) (23 + 43 + 23) — (2123 + 221209192 + Y1Y3 + 221 20(2122 +

y12)+73123) = (@3+yi+2d) (@3 +23) — (mzatyyet212)? = W P ¥ |12 —(7-7)*0
Portanto, de (2.1) e (2.2) concluimos que A =|| W A U ||

2.2 Produtos alternados em R? de ordem 3

Dada uma base [ = {U—1>,U—2>7U—3>} de R? sabemos que para todo vetor v € R3

existem 1nicos escalares \i,\9,\3 tais que:

v = >\1U_1)+>\2U_2>+>\3U_3>

Sejam w; , wh e W} trés vetores quaisquer gerados por [ é possivel determinar 90(171} , w}, v_3>)

por meio de suas coordenadas. De fato, se

— — — —
W] = A11V1 + @12V + A1303
— — — —
Wy = A1 V1 + Q2202 + A23V3
%

— — —
1= a31V1 + G322 + as3v3

g

o — — o — — o
(Wi, wh, w3) = (a1 v + a1203 + a1303, a21 07 + 2205 + Ag3V3, A3101 + a3203 + azzvi) =
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+
+
+

~—~~ o~

—

(

v3)
U_2>)+90(CL12@_2>, CL211)_1>, assv3

1)F+ela11v1, 2101, a3202 )+@(a11 91, G211, A33V3 ) +@(A11V1, 2202, G31 V1

—
—

—

(
(

)

— —>)
— —
V1 )F@(a12v2, A21 1, G392

—

(

- = = - = - = - =
1101, Q220V2, CL32U2)+<,0(G11 U1, Q2202, a33U3)+§0(6L11 U1, Q23V3,0A31 V1 )—Hﬁ(an U1, G23V3, A32V2

T P —
a1 01, A3 V3, az3 03 )+p(a1203, Az 01 , 31

— - =
1101, Q2171,A31 )

~— ~— =

+

—~

— = —
03 )+ (1203, 2203, a3 V3 )+@(a12v3, azsvs, as vy

_>

— —
1)+e(a1203, anvs, ass

—

1202, A22V2, A31

~—

S-

17U27U2>+

v

v_2>)—|—<,0(a13v_3>, @231’_:’,), a3311_3>) = apranasne(vi, vi, v1)+

%

—

(

1)+plai3vs, az3v3, azs

— —>)

—

- - - T
©(a13v3, ag V1, assvs)+p(azvs, axnvs, az v )+e(a1303, a3, a3 03 )+@(a13vs, aevs, azsvs )+
90(a13 U3, A23V3, 31

= o = o — o —
©(a1203, 2303, az203 ) +p(A1203, A23035, as303 )+ (1303, a1 01, a1 07 )+¢(a1303, a1 V1, azav3 )+
(111(122(13390(111, V2, 113)+a11a23a31<,0(111, U3, Ul)+alla23aszsﬁ(vl, U3, 02)4—&11(123@3390(211, U3,
%
a12a21a319(V3, V1, V1 ) Fa12a91a320(03, V1, 3 )+a12a21a330(V3, V7, V3 )+aisasnaz p(vs, v3, U1

%
a12023a330( V3, V3, V3 )Fa13a91a31 (05, U1, U] )+ai3a21a320(03, V1, V3 )+ai3a21a330(

—
aag1a320(v1, 01, V3 )+anagassp(vi, 01, v3)+anagasip(vi, U3, U1 )+ai1az2a3290(
—
A12G220320( V3, V3, V3 )+a12a22a330(V3, V3, U3 )+a12a23a319(V3, V3, U] )+a12a23a3290(

+

—
15

%
a13a22a31 (U5, V3, V1 )+a13a92a320( V3, V3, V3 )+a13a22a330( V3, V3, V3 )+aizassaz1p(Vs, U3

k podemos definir o produto alternado

—

Y

-
vy
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‘R3x R? x R® — R?

As informagoes acima nos diz como definir unicamente ou caracterizar produtos
2

(Cln : (a22a23 - CL23G32) + agz - (CL23CL31 - CL21CL33) + a3 - (a21a32 - a22a31))g0(

a13a23a3290( V3, V3, U3 )+a13a23a330(03, v3, v3) = 04+0+0+0+0+a11axassp(vi, v3, v3)+0+
all'(a22a23—a23a32)<p(v1, V2, U_:))>)+a12'(@23&31—a21a33)90(Uz, U3, Ul)+a13‘(a21a32—(1226b31)90(7)37 U1, 712)

a11a23a320(v7, 03, v3) +04+0+04ar2a21a330(v2, V1, 03) +0+0+0+ar1a93a310(v3, v3, V1 )+
0+ 0+ 0+ arzaziasp(vs, v1, v3) + 0 + arzagas (v, U_2>, 01)+0+0+0+0+0

fica completamente definido pela imagem ¢(v7,v3, v3) fixando-se a base {

alternados de ordem 3 em R3. A saber o produto alternado

Dessa forma utilizando-se a base canonica



tal que:
_>
o(7, 7, K) =T, com| T =1

Dessa forma temos que

(W}, wh, wh) = [w;, wh, wh] -

Considerando @' um vetor unitério || p(wf, w3, w4) || coincide com a definicdo de produto

misto em R3.

2.2.1 Volumes em R?

Aqui usaremos a notacao UANY -6 para calcular o produto alternado de vetores

em substituicio a (W, V', W).

Proposigao 2.2.1 Sejam U,V e W, trés vetores L.I. do R3 conforme figura abaizo.

O volume do paralelepipedo formado por esses vetores é dado por:

V=[|U7AT W |

Demonstracao Da geometria espacial, sabemos que o volume de um paralelepipedo é o

produto da drea da base pela altura h.
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Vimos na parte de drea que a area da base ¢ dada por A =| & AT || e como

h=| @ | cosb temos que o seu volume é dado por:

V=|"ZAT| || cosb

Mas sabemos que | UAT || - || & || cos® =| WAV - | pela Proposicdo 1.2.5.

E como o volume tem sempre valor positivo, chegamos a conclusio que: V =| UNY-W | .

O
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