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RESUMO

Um ntimero real pode ser aproximado por um ntumero racional. Isso é comumente feito
através de uma representacao decimal, ou seja, uma sequéncia de aproximacoes por ra-
cionais cujos denominadores sao poténcias de 10. Contudo, a representacao feita por
fragoes continuas produz aproximacoes muito melhores. Se por um lado, a representacao
decimal é prética, por outro as fragoes continuas nao deixam de ser simples e natural.
Neste trabalho, abordamos esta tltima forma de representacao dos nimeros reais. Para
isto, é introduzido o conceito de fracoes continuas, com destaque para as fragoes conti-
nuas simples, resultados mais relevantes e a representacao dos ntimeros racionais e dos
nimeros irracionais por expansao de fragoes continuas. Como aplicagao, apresentamos o
modelo para construcao de calendario. Vale ressaltar que fracoes continuas é um tema de
pesquisa com ampla aplicagao em Matemaética Pura ou em Ciéncias Aplicadas, apesar de

seu carater elementar.

Palavras-chave: Fracoes Continuas. Fragoes Continuas Simples. Representacao dos

Numeros Reais.



ABSTRACT

A real number can be approximated by a rational number. This is commonly done th-
rough a decimal representation, that is, a sequence of approximations by ratio nal whose
denominators are powers of 10. However, the representation made by continued fractions
produces much better approximations. If, on the one hand, the decimal representation is
practical, on the other hand the continued fractions are still simple and natural. In this
work, we approach the latter form of representation of real numbers. For this, the concept
of continued fractions is introduced, with emphasis on simple continued fractions, more
relevant results and the representa tion of rational numbers and irrational numbers by
expansion of continued fractions. As an application, we present the model for calendar
construction. It is worth poin ting out that continued fractions is a research topic with
wide application in Pure Mathematics or Applied Sciences, despite its elementary charac-

ter.

Key-words: Continued Fraction. Simple Continued Fraction. Representation of Real

Numbers.
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1 INTRODUCAO

As fragoes continuas foram utilizadas durante varios séculos apenas em exemplos
especificos sem que uma teoria ou método geral fosse desenvolvido sobre o assunto. O ma-
tematico indiano Aryabhata (476 — 550) aplicou-as na resolugao de equagoes lineares sem
se preocupar em demonstrar ou formalizar a teoria. Da mesma forma, os italianos Rafael
Bombelli (1526 — 1572) e Pietro Cataldi (1548 — 1626) apresentaram casos especificos.

Bombeli representou a raiz quadrada de 13 como

4 18

6+ —
+6

Cataldi escreveu a raiz quadrada de 18 da seguinte maneira

2
VIS =4+ 5

84+ ——5—
2
8+

8+

Embora ja fosse utilizada ha anos sem generalizagoes, pode-se afirmar que o
inicio da fundamentacao da teoria das fragoes continuas se deve ao matematico inglés
John Wallis (1616 — 1703). Foi ele quem explicou como calcular o n-ésimo convergente de
uma fracao continua, desenvolveu algumas propriedades e usou pela primeira vez o termo
fracao continua. Ja no que diz respeito as aplicagoes praticas, o astronomo holandés
Christiaan Huygens (1629 — 1695), com o objetivo de construir um planetario mecanico,
utilizou os convergentes de uma fracao continua para obter aproximacoes racionais com
a finalidade de estabelecer relagoes entre as engrenagens e o nimero correto de dentes.

A teoria das fragoes continuas se desenvolveu realmente quando os matematicos
Leonard Euler (1707 — 1783), Johan Heinrich Lambert (1728 — 1777) e Joseph Louis
Lagrange (1736 — 1813) se voltaram para o assunto. Em 1737, Euler demonstrou que
todo ntmero racional pode ser expresso por uma fracao continua simples finita. Além
disso, ele obteve a seguinte representagao do niimero e

1
e=2+ . 1
2+ !
1+ !
4+

I+
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Mais tarde, Lambert sistematizou e generalizou o trabalho de Euler sobre o niimero e,
encontrou expressoes para as fungoes log(1+x), arctg(z) e tg(x) e utilizou-as para provar
que e e tg(x) sao irracionais sempre que x for racional e diferente de zero. Ja Lagrange
encontrou o valor de raizes irracionais e demonstrou que as fragoes continuas periodicas
representam nimeros quadraticos irracionais.

A partir do século XIX, as fragoes continuas se popularizaram no meio matematico
e, desde entao, ganhou significativo desenvolvimento, principalmente, no que se refere aos
convergentes e as variaveis complexas como termos. Os matematicos mais renomados
que contribuiram significativamente nesse campo foram os alemaes Karl Friedrich Gauss
(1777 — 1855), Karl Jacobi (1804 — 1851) e Oskar Perron (1880 — 1975), os franceses
Charles Hermite (1822 — 1901) e Augustin Cauchy (1789 — 1857) e o holandés Thomas
Stieltjes (1856 — 1894).

E finalmente a partir do século XX, as fragoes continuas tém sido utilizadas em
outras areas como, por exemplo, em algoritmos para computador que calcula aproxima-
¢oOes racionais para os numeros reais e também sao aplicadas na resolucao de equacoes
diofantinas.

Conforme relatado, as fragoes continuas foram objeto de estudo de alguns dos
mais importantes matematicos. Suas propriedades sao surpreendentes e a sua utilizagao
se da em diversos ramos da Matematica, seja no desenvolvimento de novas teorias ou em
aplicacoes praticas.

No tocante ao ensino de Matematica no Ensino Médio as fragoes continuas se
configuram como excelentes instrumentos de introducao de situagoes contextualizadas,
permitindo o estudo e aprendizagem de diversas propriedades dos ntmeros reais, em
particular tornando o ensino de ntimeros irracionais mais significativo e facil de ser com-
preendido, uma vez que, na representacao dessas fragoes um nimero ¢é irracional se a sua
expansao for infinita e racional quando a expansao é finita. Nao o bastante, elas também
representam um dos mais poderosos instrumentos mateméticos de aproximagao de um
ntmero irracional por nimeros racionais.

No entanto, ao consultar livros didaticos de Matemética do Ensino Médio foi
possivel encontrar diversas formas de escrever um numero real. Porém, em nenhum de-
les, verificou-se a expansao de ntiimeros em fracoes continuas. Essa lacuna dos manuais
didaticos motivou o objeto de estudo desse trabalho que mostrara os principais teoremas
e as propriedades que estruturam a teoria das fragoes continuas, podendo servir de base
para que professores e alunos interessados nesse tema tenham um primeiro contato com
0 assunto.

Além desse capitulo introdutério que traz um relato historico sobre o desenvol-
vimento da teoria das fragoes continuas e suas aplicagoes, este trabalho contém mais trés
capitulos estruturados de forma adequada a facilitar o entendimento dos estudantes de

nivel médio.
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No segundo capitulo é apresentado os conceitos basicos e as defini¢oes prelimina-
res necessarias ao melhor entendimento do assunto. Ja o terceiro é mais denso e nele é
mostrado como se escreve um nimero racional ou irracional em fragdes continuas, como
obter aproximacoes para nimeros irracionais e como provar os principais resultados sobre
convergente. Finalmente, o quarto capitulo traz algumas aplicagoes interessantes sobre o
tema, como, por exemplo, o classico problema do calendario e a representagao geométrica

de uma fracao continua.



2 FRACOES CONTINUAS

2.1 Preliminares - Conceitos basicos

Apresentaremos neste capitulo as defini¢oes de fragdes continuas, fracao continua
simples e as notagoes utilizadas. Introduziremos o conceito de convergentes e mostraremos

alguns dos seus resultados.

Definicao 2.1.1 Frag¢ao continua € uma expressao da forma

b
ag + 7 (2.1)
2
a +
bs
ag + b
4
as + ———
a4 + .
em que agp, ay, as, ... € by, by, by, ... s20 nimeros reais ou complexos, podendo sua quanti-

dade ser finita ou infinita, e ag é a parte inteira.
A equagao da definigao (2.1) pode ser representada de maneira alternativa como
by by b3

a+ =+ 2 =2 (2.2)
a1+a2+a3+...

bi .
em que —, ¢ = 1,2, ..., sao denominados quocientes parciais, e b; e a; sao numerador e
Q;

: : b
denominador do quociente parcial —.
i

Exemplo 2.1.1 Pode-se escrever

10+

Essa dissertagao tera como foco as fragoes continuas simples que sao definidas da

seguinte maneira:
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Definicao 2.1.2 Chamamos de fracao continua simples, a expressao da forma

1

ay + 1
as + — 1
as+ ——
ag +
onde ag € um inteiro qualquer e ay,as, ... $ao inteiros positivos.

Podemos denotar a expressao da defini¢ao 2.1.2 como
lao; a1, az, as, .. .].

Quando a fragao continua simples é finita, escrevemos

1
Qo + 1
as +
as —|— . 1
Qp
Equivalentemente podemos escrever [ag; a1, a9, as, - . ., a,| ou
1 1 1 1

Exemplo 2.1.2 Vejamos o nimero = escrito na forma de fragiao continua simples em

duas notacoes diferentes.

45 1+

3+ !
11

Exemplo 2.1.3 Observe o nimero de ouro representado no formato de fragao continua

simples infinita.
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2.2 Convergentes de fragoes continuas

Matematicamente, os convergentes de uma fragao continua sao uma sucessao de

truncamentos realizados apés cada — da fracao da Definicdo 2.1.1, em que obtemos uma
n
sequéncia {C}}32,, de aproximagoes que tendem para o valor que originou a fragao.

Logo, considerando uma fragao continua simples finita temos,

ag
Co = —
1
1
C1 = ap+ — = [ap; a1]
ay
1 1
Cy = ap+— — = [ap; a1, as]
a1 4 a2
1 1 1
C3 = ap+— — — = [ag; a1, az,as]
a1 4 Qg 4 a3
1 1 1 1
Cr = ap+— — —  — =Jag;ay,az,as,...,a (2.4)
a1+a2+a3+...+ak
Os termos dessa sequéncia sao chamados de primeiro, segundo, terceiro, ..., k-ésimo

convergente.
Apresentaremos algumas propriedades algébricas dos convergentes de fragoes con-

tinuas simples. Para isso, definimos:

Definicao 2.2.3 Dois nimeros py € qi, tais que Cj = @, sao denominados, respectiva-
dk

mente, numerador e denominador do k-ésimo convergente.

Portanto, pela Definicao 2.2.3 temos:

Qg Po
Co = T:—:pozaoe%zl
do
1 ap-ag+1
C, = ao—l——ZL:]ﬂﬁplzao-a1+1eq1:a1
ay ay Q1
a Qs - a1 - ap+ag+a as-(a;-ag+1)+a
02 = q+— —=ap+ 2 = 2 ! 0 0 2: 2 (1 0 ) 0
a1 4 A2 ag-a1+1 CLQ'CL1+1 (IQ'CL1+1

az-p1+po P2
= ;:—$p2=a2'p1+p066]22612'611—1—610.
az-qi+qo G2

De modo geral, é possivel mostrar que

Pk = Ak " Pk—1 T Pr—2 € Qk = G " Qk—1 + Qx—2-

Entao, para provarmos que isso ocorre para um valor qualquer de k, demonstraremos o

seguinte teorema.
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Teorema 2.2.1 No convergente C}, = Pk de uma fragao continua finita simples, os nu-

k
meradores p, e 0s denominadores q satisfazem as recorréncias

Dk = Qi * Pk—1 + Pk—2
Qk = Gk Q-1 + Qr—2, k=2,3,...

Com condigoes iniciais

Do = g pir=ap-ap+1

g =1 g1 = ax

Demonstragao: Vamos utilizar o Principio da Inducao Finita.

Vimos logo acima que o resultado é vélido para k = 2. Supondo verdadeiro para
todo k£ < n, mostraremos que vale para k =n + 1.
Sendo k£ = n + 1, temos:

Chy1 = ag +
a +

as + I
ag—F“-%—

1
an—1'+

A, +

Qp+1

Note que essa expressio possui (n + 1) termos. Entao, se tomarmos a,, + como um

an+1
anico termo, a fracdo continua simples passa a ter n termos, ou seja,

1

Qp+1

CLHJ.:: a03a1>a27"'7an'+

Isso significa que, na hipdtese de inducgao, onde o n-ésimo termo convergente é dado por,

an'pn—l%_pn—Q
)
an,'Qn—1'+'Qn—2

C, =

substituindo o termo a,, por a, + no calculo do convergente C),,1, pois os nimeros
(41

Pn-1,Pn-2,0n—1 € ¢n_o dependem apenas de a,. Segue, portanto, que
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1
(an + a ) *Pn—1 +pnf2
n+1
C’n—i-l 1+
(an + ) *Qn-1 + Gn—2
An41
Qp * Apyq + 1
( = ) *Pn—1 + Pn—2
_ Ap41
Qp - Opyq + 1
= p—
an+1
Qp * Ap+41 * Pn—1 +pn—l +pn—2 *Ap+l
(p41

Ap - Qpy1 ° Gn—1 + gn—1 + Ap+1 * dn—2

an+1
Qp, * Qp41 * Pn—1 T Pn—1 T DPn—2 - Qn+1
Qp, * pt1 * Gn—1 + Qn—1 T An41 - Gn—2
Ani1* (@n Pt + Pn2) + Pn
Ans1* (@n Gno1 + Gn2) + G
(p41 * Pn + Pn—1 _ Pnt1
(n+1 * Gn + Gn—1 B Gn+1 ‘

E, com isso, mostramos pelo Principio de Indugao Finita que o resultado é vélido para

todo k& > 2. [
Os numeradores e denominadores dos convergentes obedecem ainda a uma relagao

determinada pelo teorema abaixo. Relagao essa conhecida como férmula do determinante.

Teorema 2.2.2 A relagio py, - qr—1 — Pr—1- @ = (—1)*1 que envolve 0s numeradores py,
e 0s denominadores q do k-ésimo convergente de uma fracao continua finita simples, €

valida para todo k > 1.

Demonstragao: A demonstragao desse teorema também se da por Indugao Finita.

Para k = 1 temos,
P1-4o —Po-q1 :al'ao—&o‘al‘i‘l:l:(—l)lfl :(_1)0-
Suponha que a expressao é verdadeira para todo inteiro 1 < k < n, isto é
Pn Gt = Pt gn = (—1)"7"

E vamos provar para k =n + 1.

Entao,
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Pt @n = Do Gnit = (o1 Do = Pn1) Qo — P (Gng1 - Go + Gn1)
= Qp41°Pn qn T Gn Pn-1 — Qny1 " Pn " Gn — Pn * Gn—1
= Gn Pn-1—DPn o1
= —(Pn @1~ Pn1)

Segue do Teorema 2.2.2 o seguinte resultado.

fos Pk ~ , .
Corolario 2.2.1 Todo convergente C, = —, com k > 1, de uma fra¢ao continua simples
dk
€ um numero racional 1rredutivel.

Demonstracao: Sabemos pelo Teorema 2.2.2 que
P Qo1 — Dot - @ = (1)1 k> 1

Suponhamos que exista um ntmero inteiro nao nulo m tal que p, = m - pj; e g = m - qj,

em que py, q; € Z. Entao,
* * k—1
M- Pf, - Q-1 — Pk—1 - M- @ = (—1)"".

Dividindo ambos os membros dessa equacao por m, obtemos

(-1t

Di Q=1 — Dh—1 " @ = €.

Logo, m = £1, como queriamos demonstrar. [



3 EXPANSAO DE NUMEROS REAIS EM
FRACOES CONTINUAS

3.1 Divisao euclidiana e maximo divisor comum

Apresentaremos nesta secao, algumas proposi¢oes da Teoria dos Nimeros que se-
rao uteis no desenvolvimento desse trabalho, em particular, na demonstracao do algoritmo
de Euclides para o calculo do méximo divisor comum de dois niimeros. Esse algoritmo

também sera essencial nesta dissertagao. O leitor encontrara mais detalhes em [9)].

Teorema 3.1.3 (Divisao Euclidiana). Sejam a e b dois nimeros inteiros com b # 0.

Existem dois 1inicos nimeros inteiros q e r tais que
a=b-qg+r, com0<r<|b.

Os numeros a, b, q e T sao chamados, respectivamente, dividendo, divisor, quociente e

resto da divisao de a por b.

Demonstracao: Considere o conjunto S = {z =a—by;y € Z}N(NU{0}). Pela propri-
edade Arquimediana, existe n € Z tal que n-(—b) > —a, ou seja, a — nb > 0, isso mostra
que S é nao vazio. Por outro lado, o conjunto S é limitado inferiormente por x = 0,
e portanto, pelo Principio da Boa Ordenagao (PBO) segue que S possui um elemento

minimo r tal que r = a — bg > 0.

Afirmagao: r < |b|. Suponhamos, por absurdo, que r < |b|. Dessa forma, existe
s € NU {0} tal que r = |b] + s, ou seja, 0 < s < r. Mas isso contradiz o fato de r
ser o menor elemento de S, pois s =a — (¢ £ 1)b € S, com s < r. Logo, r < |b].

Para provar a unicidade, suponha que a = bq + r = bq; + r1, com q,q, 7,171 € Z

e 0 <r,ry <1b|. Dai, temos que
—b| < —=r<r—r<|b|=—bl<ri—r<|b=|r—r| <]bl.
Por outro lado, é trivial perceber que r = a — bg e | = a — bg;. Assim, segue que

r—r=bqg-—q) = |b|-lg—aq|=|rn—7r|<[b
= 0<|¢g—q|<1=]¢g—q:| =0

= q=q =7r=r.
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Para se provar a existéncia do maximo divisor comum entre dois inteiros nao

negativos, utiliza-se o resultado a seguir, conhecido como Lema de Euclides.

Lema 3.1.1 Sejam a,b,n € Z. Se existe mdc(a,b — na), entao mdc(a,b) existe e
mdc(a,b) = mdc(a,b — na).

Demonstracao: Seja d = mdc(a,b — na). Como d divide a e d divide (b — na), segue
que d divide b = b — na + na. Portanto, d é um divisor comum de a e b.
Suponhamos agora, que ¢ seja um divisor comum de a e b. Dai, seque que ¢ é um
divisor comum de a e (b — na), e portanto, ¢ divide d. Logo, d = mdc(a, b). [
Finalmente, apresentaremos o algoritmo de Fuclides, resultado 1til para o desen-

volvimento de fragoes continuas.

Teorema 3.1.4 (Algoritmo de Euclides). Para os inteiros a e b > 0, aplique suces-

sivamente o algoritmo da divisao para obter a série de equagoes:

a=>bq +ry, 0<r <b;
b=ri1gs + 12, 0 <10 <y

r1 =712q3 + 13, 0 <13 <71y

Tj—2 =Tj_14; + T, 0 < T < Ti—1;
Tj—1 = Tjqj+1-

O maior divisor comum de a e b serd r;, ou seja, o ultimo resto nao nulo da sequéncia

de divisoes acima.

Demonstracgao: A sequéncia de restos nas divisoes acima nao pode diminuir indefinida-
mente, pois 0 < r; < r;_; e existe um nimero finito de naturais menores do que b. Assim
para algum j teremos ;41 = 0. A equagd@o rj_; = r;gj4+1 nos diz que mde(r;_1,7;) = ;.

Pelo Lema de Euclides temos que,

r; =mdc(rj_1,7;) = mdc(rj_1,7j—2) = - - - = mdc(ry, r2) = mde(ry,b) = mde(a, b).

3.2 Expansao de niimeros racionais em fracoes continuas

Dado um ntimero racional g, com q # 0 é possivel escrevé-lo, por meio de simples
manipulacoes algébricas, como fracao continua simples finita, conforme é apresentado a

seguir.
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Exemplo 3.2.4 Podemos escrever cada uma das fra¢oes abaixo como uma fra¢do conti-

nua simples.

(a) 3
7w 69+ 6 _ 3.4 1 _34
23 23 23 2 ST
= 3+ T =3+ — =3+ T
3 T 3+%+é 3+@
= [3;3,1,5]
(b) 2.
23 0 +23 0+ 1 0+ 1
75 775 2 3—1—@
1+4
= [0;3,3,1,5].
(c) =5
75 69 6 6 23 17
- = ——= == ="3—-—=+=—-1=—-4+ =
23 23 23 23+23 +23
1
= A+ 5z =—4+ =—4
7 it L+ 3
= —4+ 4+ ! 4+ !
= — 1 — — 1 _ — 1
1 ps 1+%+% 1+2+§
1 1
= 4+ —_— ::——4-+———————r——:: L—4;1,2,1,5y
L+ 5 L+ 5=

5,1 1
515 +3

Pode-se ainda, utilizar o algoritmo de Euclides apresentado na se¢ao anterior para

obter a representacao em fragoes continuas simples de um nimero racional ¢, com b # 0.

Exemplo 3.2.5 Para calcular a fragao continua, obtida no Fxemplo 3.2.4, do nuimero

racional ;—g pelo algoritmo de Fuclides, realizamos as divisoes sucessivas e utilizamos os

quocientes parciais como termos da frag¢ao continua. Isto €,

7H=3-234+6
23=3-6+5
6=1-5+1

2=5-14+0
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E com isso,

75 1
— =3+ —F=[3;3,1,5].
23 3+ @
Qualquer ntimero racional possui uma representagao em fragoes continuas simples
finita.

O teorema a seguir comprova essa afirmagao.

Teorema 3.2.5 Qualquer fracao continua simples finita representa um niumero racional.
Reciprocamente, qualquer nimero racional pode ser representado por uma frag¢ao continua

simples finita.

Demonstracao: A demonstragao da primeira parte é obvia, pois dada uma fracao conti-
nua simples finita, podemos transforma-la em um nimero racional com simples operagoes
elementares. Para a reciproca, consideremos um niimero racional §, com ¢ # 0 qualquer.

Pela divisao euclidiana teremos,

P g+ (3.5)
q q

com 0 < r; < ¢, onde ag é o maior inteiro menor que g, que denotaremos por ag = L%j.
Se r1 = 0, 2 é um numero inteiro, nao ha nada a fazer. Caso contrério, escrevemos

q

1

a>
1

P com (0 <r; <gq.
q

Repetindo o procedimento com a fragao ql teremos,

T

r
i:al—i——z, com 0 < ry <7ry.

™ ™
Se ro = 0, o processo termina e,

[ 1

= =ag+ — = [ap; a1].

q ai
Se 5 # 0, repetimos o mesmo procedimento com a fragao . Note que esse procedimento
¢é finito. Para algum n teremos r, = 0, pois ¢ > r, > r9 > --- > é uma sequéncia

decrescente de inteiros positivos. Assim,

r
:&o—i‘j, 0<r1<q,

T
=a1+ —, 0<ry <1y,
1

e S NIES
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T'n—3 Tn—1
= = Gp-2+ - ) 0<r,1 < Tn—2,
T'n—2 Tn—2
Tn—2
= = Qp-1, Tn = 0.
T'n—1
E portanto,
P 1
- =ag+ 1 = [ao,al,ag,ag,...,an_l . (36)
ag +
as+ 1
-
QAp—1

[ ]
As fragoes continuas finitas simples, usadas para representar niimeros racionais
nao sao unicas, existem duas maneiras diferentes de escrever o mesmo nimero racional

com fragao continua simples.

Teorema 3.2.6 Todo niumero racional pode ser representado de duas maneiras distintas

sob a forma de fra¢ao continua simples.

Demonstracgao: Na expansao da fragao continua simples, sempre que o termo a, > 1,
podemos escrevé - lo como (a, — 1)+ % Dessa maneira, teremos duas formas de expressar

a fracao continua simples. Ou seja,

EZGO‘F 1 :[a07a17a27a3a"'7an]-

1
Ap—1 + n
Tagao § também poderé ser representado como;

1
Z—92@04— 1 = [ag, a1, a9, a3, ..., a,1,1].
q

a1 + 1
as +

(13+. 1

+ 1
Ot G T

[
Percebe-se no exemplo a seguir que uma expansao tera quantidade par de termos,

enquanto no outra terd uma quantidade impar.



23

CAPITULO 3. EXPANSAO DE NUMEROS REAIS EM FRACOES CONTINUAS

122

=5 cuja expansdo estd representada a sequir,

Exemplo 3.2.6 Considere o nimero

122 1
3+ —7
3 —
+5

Note que a,, = 5. Entao, fazendo a substituigao (5 — 1) + %, obtém-se,

122 2+ ! 12,3,3,4,1]
o 1 = |4y 9,9, %, 1],
53 3+ — 1
3
+4+%
E dai, conclui-se que
122
— =1[2;3,3,5] = [2;3,3,4,1].

53
Ressalta-se que o procedimento utilizado para demonstrar o Teorema 3.2.5, pode

ser adaptado para o caso em que r,;; = 0 para algum n, pois

r
—:a0+—1:>p:a0q+7“1:>§:ao+z, 0<r <gq

T1

Dai, repetindo o feito acima teremos,

Tro
—=a+—=>q=a1r1+ 719, 0<1ry <1y,

1 1

Tn
= Th2 = Qp_1Tp—1 1 Tn, 0< Tn < Th-1,

T'n—2

= Qp_1+

T'n—1 Tn—1
T'n—1 T'n+1
= Tp_1 = ApTn, Tna1 = 0.

Tn Tn
Nesse caso, o desenvolvimento é o algoritmo de Euclides para o calculo do maximo

divisor comum, que pode ser usado para obter a representacao de um nimero racional g,

:an—|—

com g # 0 em fragdes continuas simples, conforme fizemos no Exemplo 3.2.5.
Finalizaremos este secao mostrando como obter a fracao continua do inverso de

um numero racional, a partir da sua representacao em fragoes continuas finita simples.
Proposicao 3.2.1 Seja % um numero racional positivo tal que p > q.
p q
= = [ag; a1, az, a,] se, e somente se, = = [0; ag, a, az, a,].
p

<R

Demonstragao: Se p > ¢, entao — =0+
p
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Mas, b = [ao; ai, as, an], e portanto,
q

S
Qn

Mostraremos que a reciproca é verdadeira. Pela hipotese temos,

7_, 1 _ i
= =0+ 1 _[Oaa'(bal)aZa"-aa'n-
a
! as+ 1
e
Qp,
Dai, segue-se que
1 1 1
T = 0+ =
j% 1 x
a; +
as+ 1
e
a'fb
Onde,
1
T = ag+ i = [ag; a1, a9, - . ., ayp).
a
2 a5+ )
e
an,

164 . 31
Exemplo 3.2.7 Se 3= 5;3,2,4], entdo Ted = [0;5,3,2,4].

3.3 Expansao de nimeros irracionais em fracoes conti-
nuas

Na secao anterior, vimos que um nimero racional pode ser representado por uma
fragdo continua finita simples e vice-versa. A seguir, mostraremos, baseados em [1] e
[3], que todo irracional também podera ser expandido em fragoes continuas. Para isso,

bastaré realizar algumas substitui¢oes sucessivas de acordo com o seguinte processo.
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Seja  um namero irracional qualquer e ag = |z, onde |z | significa que ag é o

maior inteiro menor do que x. Podemos escrever x como

1 1
r=ap+—; 0 < — < 1.
I I
Assim, 1 = —— > 1 é um numero irracional. De modo analogo, x; pode ser escrito
T — Qo
como segue
1 1
rr=a1+—; ap=|11] el < — <1
T2 T
1 ’ ’ , . .
Consequentemente, o = ——— > 1 também é um namero irracional.
I —
Se repetirmos esse processo obtemos,
1
To = Ao+ —; x3>1, ag>1
T3
1
T3 = az3+—; x4>1, a3 >1
Ty
1
Ty = Qpn+——; Tpe1>1, a, > 1, (3.7)
Tn+1
onde, ag, ay, ..., 0y, ..., S0 inteiros e xy, Ts,...,T,,..., sao irracionais. Perceba que esse

processo nao acaba, pois, caso contrario, terfamos x,, = a, para algum n. No entanto,
isso é impossivel, uma vez que x,, ¢ um namero irracional para todo n.
Desta forma, fazendo substitui¢oes adequadas no processo acima, teremos a fragao conti-

nua simples infinita que representa o nimero irracional z. Isto é,

1
r = ay+ —
£y
1
Mt
CLQ+—
T3
1
= ao+ T = lag;ay, a9, ..., ay,,...].
a1+ 1
(12+
CL3‘|—_ 1
_—
an+

Exemplo 3.3.8 Como obter wma expansiao em fracdo continua do nimero v/5.

Temos, V4 < v/5 < /9, ou seja, 2 < V5 < 3. Dai, segue que ag = [\/5J = 2.
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Logo, podemos escrever

1 1
Vi=a+—=2+—=>um = =24+ /5.
X1 I \/_—

1 1
Substituindo z; em v/5 =1 + — obtemos v/5 = 2 +

T1 2+V5

De modo anélogo, procedemos com (2 + \/3) E facil ver que 4 < 24 /5 < 5, e conse-
quentemente, a; = [2 + /5] = 4. Entao,

1 1
24 Vh=4+— = ay=—— =2++/5.
T2 2 \/5—2

Substituindo novamente obtemos,

1
4+

2++5

Ao repetirmos esse processo acima, teremos as = |2 + \/EJ =4dex3=2+b.

Fica evidente, portanto que

1
Vh =2+ I =[2:4,4,4,.. ],
AT

4
+4+_

¢ a expansao em fracdo continua simples do nimero /5.
Exemplo 3.3.9 Como expressar —v/3 como fracao continua simples.

Sendo —2 < —v/3 < —1 segue que ap = —2. Além disso,

1 1
~V3=-2+—=2a = =2+ 3.
r ! 243

Com isso, temos

1
—V3=-2+ :
2+/3

Agora, 3 < 2 ++/3 < 4 e, portanto, a; = |2 + /3] = 3, 0 que nos leva a

1 1+3
V3—1 2

1
2+\/§:3+x—:>I2:
2

E a expansao ficaré,
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Y T S S

1+2\/§J =1le

Continuando temos, as = |

1++V3 1 1
=14+ =gy =— = 14+/3
2 3 ’ 1++3

Substituindo mais uma vez teremos,

1

—V3=-2+ I

3+

1
1+

1++3

Segue que a3 = |1+ V3| =2 e que

1 1+3
vV3i—-1 2

A partir desse ponto, notamos que xo = x4 e obviamente os termos da fracao comecam a

1
1+V3=2+—=u,=
Ty

se repetir de maneira ordenada. Finalmente, a expansio de —v/3 sera

1
1
1
1
1

2+

—V3=-2+

=[-2:3,1,2,1,2,.. ].
3+

1+
2+
1+

Quando os denominadores dos quocientes parciais se repetem, como no exemplo
acima, a fragdo continua chama-se periddica e podemos representa-la com a seguinte
notagao:

—V3=[-2;3,T1,2,.. ]
Exemplo 3.3.10 Como expressar m em fragcao continua.

Sabemos que m = 3,1415926535897932. .. . Logo, ap = |7| = 3.

De z = ap + — tiramos que
T
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1 1
— = 0,1415926535897932... = =
1 ’ o 0, 1415926535897932 . ..

71 = 7,06251331041 . . .
= 21 =7+0,06251331041...

4

E dai, ay = 7.

Continuando, temos

1 |
- 0,06251331041... = 5=
P £ 0, 06251331041 . ..

= 2 = 15,9965932606 . ..
= x1 =15+ 0,9965932606 . ..

Logo, as = 15.

Procedendo de maneira analoga,

1 1
= 0.9965932606... = x3=
P T3 0, 9965932606 . ..

= w3 =1,00341838495. ..
= w1 =140,00341838495. ..

E, segue que az = 1.
Repetindo esse processo, encontramos ay = 292, a5 =1, ag =1, a7 = l,ag =2, .. ..

Portanto,

15 +

292 +

Sempre que x = 4/n, em que n ¢ um numero natural que nao ¢ quadrado perfeito,
¢é possivel encontrarmos expansoes em fragoes continuas simples ou nao simples do seguinte

modo:
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1. Encontramos dois niimeros naturais a e b tais que n = a® + b e calculamos

Vil - Wiz (Vita)
(vn+a)
_ n—ad’
B Vn+a
- 2a++n—a’
2. E id bstitui i —b
. Em seguida substituimos sucessivamente \/n — a por %t Vi—a e
isso, obtemos a fragao continua
b
Vn=a+ b
2a + 2
2a + 5
2a +
2a +

2a+.

(3.8)

m (3.8). Com

Exemplo 3.3.11 Ezxpressar /11 como fragao continua utilizando o método descrito.

Solugao. Note que 11 = 32 + 2.

Logo,
\/1—_3:(\/1 —3)-(\/11—1—3):11—32: 2
(V11 +3) VIT+3  6++/11-3
A partir dai, realizamos as substitui¢oes sucessivas
2
V11 -3 = 5
6+ ——Fr—
6++v11 -3
B 2
o 2
6++v11 -3
Dai, conclui-se que
2
V1l =3+ 5
2
6 +
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3.3.1 Convergentes e boas aproximacoes

Conforme apresentado na Sec¢ao 2.2 os convergentes de uma fragao continua de um
ntmero real z nos fornecem aproximacoes para ele. Quando temos um ntmero racional,
a fragdo continua é finita e o ultimo convergente é igual ao proprio x. Apresentaremos a
seguir, o caso dos nameros irracionais, onde os convergentes da fracao continua infinita

nos dao apenas aproximagcoes cada vez mais precisas para .

Exemplo 3.3.12 Considerando a fracio continua de \/5 obtida no Exemplo 3.3.8, ob-

serve o comportamento dos seus primeiros convergentes.

Sabemos que v/5 = [2;4,4,4,...]. Assim, basta proceder como explicitado pela
Definigao 2.2.3, isto é, ag = 2,a1 = as = a3 =a4 = -+ - ap11 = 4.
Logo,
@ 1
. 1 4-241 9
¢ = BTt _TET 2
q1 aq 4 2
p2 _ax-prtpo  4-9+2 38
Cy = —= = = — = 2,23529411765;
T G waitq 4441017
. 4-384+9161
C, = PGPt IO 9 93611111111
3 az-qetq  4-17+4 72

Py Gy ps+ps  4-1614+38 682
Cy = —= = = — = —92.23606557377;
! G G- Gtq  4-T2417 305 ’

ps  as-ps+ps  4-682+ 161 2889

Cy = —= = = — 2 23606811146.
° G as-qatags  4-305+472 1202

Utilizando uma calculadora, percebemos que v/5 = 2, 2360679775 . . .Entao, ana-
lisando esses seus primeiros convergentes é possivel notar uma aproximagao consideravel
de /5. Percebe-se também que os convergentes de ordem par se aproximam por falta e

os de ordem fmpar por excesso.

Exemplo 3.3.13 Vamos aproximar o nimero m utilizando o seu desenvolvimento em

fragao continua obtida no Exemplo 3.3.10.

Seus primeiros convergentes sao:
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po  ay 3
C = —:—:—:3
A
: 1 7-3+1 22
o = D_Grar DOt 22 3149857142857
aq1 aj 7 7
: 15 - 22
o, — R_%2 Ptk o +3—§:3,141509433962

G a2 ¢+ qo 15-7+1 106

Py az-pa+pr 1-333+22 355
O3 = —= = = — 3.141592920354
’ s as-at+q  1-10647 1137

Ps as-ps+ps  292-355+333 103993

C, = 2= = = = 3, 14159265012.
4 G ai-qs+qe  292-113+106 33102

Esse exemplo é especialmente interessante, pois o convergente C; = % representa a mesma
aproximagao obtida por Arquimedes para o niimero w. No entanto, os historiadores nao
conseguem afirmar que ele tenha utilizado fragoes continuas.

Observando o valor m = 3, 1415926535897962 . . . é facil ver que o quarto conver-
gente ja nos fornece uma aproximacao com oito casas decimais corretas. O que é bastante
razoavel. Mais uma vez os convergentes de ordem par se aproximam por falta e os de
ordem fmpar por excesso.

Para um melhor entendimento dos préoximos resultados dessa Secao iremos des-
crever um conjunto de definicoes da Analise Matematica. O leitor interessado em se

aprofundar no assunto pode consultar [11].

Defini¢ao 3.3.4 Uma sequéncia {x,} diz-se limitada superiormente quando existe um
numero real b tal que x,, < b para todo n € N. Analogamente, diz-se que uma sequéncia
{x,} € limitada inferiormente quando existe a € R tal que x, > a para todo n € N.
Euvidentemente, uma sequéncia € limitada, se e somente se, € limitada superiormente e

inferiormente.

Definigao 3.3.5 As sequéncias crescentes, nao crescentes, decrescentes e nao decrescen-

tes sao chamadas de sequéncias monaotonas.

Defini¢ao 3.3.6 Diz-se que um nimero real a € o limite da sequéncia {x,} de nimeros
reais, e escreve-se a = lim x, ou a = lim x,, quando para cada numero real € > 0, dado
T—00

arbitrariamente, for possivel obter um nimero ng € N tal que |z, — a| < € sempre que

n > ny.

Quando lim z, = a, dizemos que a sequéncia {z,} converge para a. Logo, a

sequéncia que possui limite é chamada convergente.

Teorema 3.3.7 Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.
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Demonstracao: O leitor encontrard uma demonstracao para esse Teorema em [11],
pagina 111. [
Para fundamentar o que esta exposto nos Exemplos 3.3.12 e 3.3.13, apresentamos

os seguintes resultados.

Proposicao 3.3.2 Os convergentes de fragoes continuas simples infinitas satisfazem:

(~1)*!

1. Cp — Cpq = L k>1;
4k " Gk—1
—1)k2.
9 Cp— Oy T sy
Qi * qk—2
Demonstragao:

1. Pelo Teorema 2.2.2, temos que os convergentes de uma fracao continua obedecem a
relacao

Ph Qo1 — Pro1 - Qe = (—1)"L

Para k > 1, basta dividir essa expressao por (qx - gx—1), ou seja,

Qe Qo1 Qe Po1 Gk Qr1 T Qo1 Qe Qr1

-1 k—1
= Ck — Ok—l = %
4k " qk—1

Peo @k D1t ge (D! o Pe_ Per (=11

2. Note que
Pk Pk—2 _ Pk 4qk—2 — Pk—2 " Gk

qk qk—2 qk * qk—2

Lembre-se que py = ay - pr—1 + Pk—2 € @k = Qj - Qx—1 + Qr—2, podemos escrever

Dk Qo2 — Dk—2 -k = (@ Pr—1+ Ph—2) - G2 — (Qk - Qo—1 + Qr—2) * Di—2

k=2

= ap (Pr—1" Q-2 — Pr—2 " @—1) = (—1) ay.

Logo,
(1) - ay

qk - k-2

Cp — Cro =

Teorema 3.3.8 Os convergentes de uma fracao continua simples infinita formam uma

sequéncia Cy, C1, Cs, . .. que satisfaz as sequintes propriedades:
1. Os convergentes de ordem par Coy, formam uma sequéncia crescente.

2. Os convergentes de ordem impar Coryq1 formam uma sequéncia decrescente.
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3. Todo convergente de ordem par € menor do que qualquer convergente de ordem

mpar-.
4. Cada convergente Cy, k > 2 estd entre os convergentes C_1 e Cj_o.

5. Os termos da sequéncia {Cy} satisfazem

Co<Cy<(Cy< - <Oy << <Oy <--<Cy <C5 <Ch.
Demonstracao: Lembre-se que a;, > 0, para k > 1 e ¢, > 0, para k > 0.
Pela Proposicao 3.3.2; (2) temos,

(_1>2k—2 - o

Q2k * 92k—2

Czk — Cgk_g = > 0= Cgk_g < Cgk. (39)

(—1)21 - agy iy

Copy1 — Cop1 = > 0= Copq1 < Cop—r. (3.10)
q2k+1 * G2k—1
Pela Proposicao 3.2.2; (1) obtemos
(_1)2]671
Cgk — Czkfl =—<0= Cgk < Cgk,1 (311)
Q2k * 92k—1
e
. )2k
Cgk_H — Cgk = >0= Cgk_H > Cgk (3.12)
Q2k+1 * 92k

A expressao (3.9) mostra que {Cy} ¢ uma sequéncia crescente, a expressao (3.10) mostra
que {Cors1} € uma sequéncia decrescente e a expressao (3.11) mostra a veracidade da

afirmagao do item 3. Comparando as expressoes (3.9), (3.10) e (3.12), podemos escrever
ng_g < Cgk < OQk-i-l < Cgk_l. (313)

Isso mostra o resultado (4). Agora, em (3.13), fazendo
o k— 1, obtemos Cy < (' < (3 < Cl;
o k= 2, obtemos Cg < 04 < 05 < Cg. Portanto, Co < CQ < 04 < 05 < Cg < 01;

e k=3, obtemos C; < Cg < C7 < C5. Dai,

Co< Oy << Co<Cr <O <Cs <Oy <.
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Continuando com esse raciocinio e comparando as desigualdades concluimos que
C()<CQ<O4<"'<OQk<"'<"'<02k+1<"'<05<03<01.

Demonstrando assim, o teorema. [ ]

Podemos deduzir da Definicao 3.3.4 que a sequéncia dos convergentes de ordem
par é limitada superiormente por C e a sequéncia dos convergentes de ordem impar é
limitada inferiormente por Cy. Logo, pela Definicao 3.3.5, essas sequéncias sao monotonas.
Consequentemente, Teorema 3.3.7 garante que elas convergem.

Mais precisamente, o proximo Teorema mostra que as sequéncias dos convergentes
de ordem par e impar de uma fung¢ao continua infinita convergem para para o mesmo
limite. Mais adiante, provaremos que esse limite é, na verdade, o ntmero irracional que

gerou a fragao continua.

Teorema 3.3.9 Toda fracao continua simples infinita é convergente e seu limite L é

L = lim Cgk = lim CQk-Jrl.
k—o00 k—o00

Demonstracao: Sejam L, o limite da sequéncia Cy, Cs, Cy,...,Cyy, ... e L; o limite da

sequéncia C4,Cs,Cs, . .., Copya, . . ., mostraremos que L, = L;.

Pela Proposicao 3.3.2, (1), tomando-se k = 2n teremos que

S "

CQn - OQn—l == — .
q2n92n—1 42nq2n—1

Assim, Cy,, — Cs,_1 — 0, pois os valores de ¢, sao inteiros positivos e ¢,+1 < ¢,, dado que

In+1 = Ani1Gn + g1 € N
Portanto,

lim (an — OQn—l) =0= lim an — lim CQn—l =0= lim an = lim CQn—l-
n—00 n—00

n—oo n—oo n—o0

Logo, L, = L; = L. [ ]
O proximo teorema nos diz que a sequéncia dos convergentes de uma fragao

continua simples infinita tem como limite um nimero irracional.

Teorema 3.3.10 A sequéncias dos convergentes {Cy}32, converge para wm nimero ir-

ractonal.

Demonstracao: Suponhamos que klim C,=L= B, com p,q € Zeq+#0.
—00 q

Logo,

. D2k p . DP2k+1 p
lim —= ==¢ lim = —,

k—oo  qok q k=00 (op+1 q
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Pelo Teorema 3.3.7, podemos escrever

Dok D D2kt

q2k q q2k+1

Dai,
P2k+1 > b N P2k+19 — PQ2k+1 <0
q2k+1 q q92k+1
P2k+1

> 1—?. Logo, pori11q — pgar+1 > 1. Dividindo ambos os
q2k+1 q
membros dessa ultima inequagao por (gox119) obtemos,

Ora, pokt+1q — PQart1 € Z e

Pkl P > 1
q2k+1 q q2k+14
Mas,
P2k+1 P < D2k+1 D2k
q2k+1 q q2k+1 42k
P2k+1 P
= _L < Coky1 — Cop
q2k+1 q
1
P+t P _ ‘
q2k+1 q q2k+192k
Ou seja,
1 1

<
q2k+19 q2k+192k

Logo, gar. < ¢ para todo k > 1 é uma contradicao, pois {g;} é uma sequéncia crescente. m

Definigao 3.3.7 Considere a frag¢io continua simples infinita v = [ag; a1, ag, ..., ap, .. .].

Define-se cauda de ordem n da fra¢ao continua x a fragao continua

Ty = [An; g1, Ao, - - . (3.14)

Para verificar que = = [ag; ay, as, . .., z,|, consideremos a sequéncia, agp; a, ag, ..., Gy, - . -

e a sequéncia dos convergentes C),. Pela Equacao (3.3) segue que

1 1
r = ayg+ — =[ag;z1] = |ap; a1 + —
T o)

lag; a1, z2] = [ao;al,% + x_]
3

1
= lag; a1, as,v3] = [ao;a1,a2,CL3+x—
4

= [ao; G17G2,a3,$4] = [ao; a1, 02,0as, .. ‘xn]a
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com &, = a, + . Logo,

Tn+41
Tn * Pn-1 + Prn—2

Ap < Tp < a, +1lex =
xn'Qn—1+Qn—2

(3.15)

Dito, iremos demonstrar que o limite L para o qual a sequéncia dos convergentes tende

é, na verdade, o préprio ntimero irracional que deu origem a fracao continua.

Teorema 3.3.11 Se um numero irracional positivo x € expandido em uma fragao con-
tinua simples infinita [ag; a1, as,...], entao lim Cy = z, onde {Cy} € a sequéncia dos

k—o0
convergentes da fmg&o continua [ao; ai,as, .. ] .

Demonstragao: Temos,

= ag+ 1
a; +

CL2+

CL3—|—. 1
T
p-1 + —
Ty

Onde z,, ¢ a Cauda de ordem n da fragao continua x. Como z,.1 > a,1, entao

Ty = Qp + < a, + = a, <z, <a,+
Tpt1 Ap+1 n+1
1 1 1
= — > — >
a”I’L ':C’IL &n_|_
An+1
Baseando-se nessas relagoes acima segue
1
Cy = a0<xo<a0+—<01:>00<:v<01;
a1
1 1 1
c, = Cl()+—>[L':(Zo+—>a()—|——1202:>02<$<01
aq T
CL1‘|—_
a2
1 1
Cg = ap-+ 1 > T =ag+ 1 > ag + 1 =Cy
R Gt L
ag—l-a— a2+£L‘_ ay + 1
3 3 CL3+_
Q4

= Oy <z<Cs.
Continuando com esse raciocinio, pode-se concluir que

Cor <x < Oy, K=0,1,2,3,...
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Pelo Teorema do Confronto, demonstrado em [11] tem-se que: sendo x,, < z, < Y,
para todo n € N. Se lim z, = lim y, = a, entao lim 2, = a. E portanto, L = x. [ ]
Para finalizar, iremos demonstrar que podemos obter aproximagoes cada vez me-
lhores para o ntmero real que deu origem a fracao continua & medida que aumentamos

os indice dos convergentes.

Teorema 3.3.12 Seja x um nimero irracional qualquer e {Cy} a sequéncia dos conver-

gentes da fracao continua simples associada a x, entao

|Z’ — Ck’ < |.Z' — Ckfly, k>1.
Demonstragao: Consideremos x = [ag, a1, as, . . ., g, Try1], onde T 11 = [apr1, Apro, - - |-
Pela expressao (3.15) podemos escrever

Tht1 Dk + Dk—1
= = T (Tps1 - @k + Qo—1) = Tht1 - Pk + Dr—1-
Tri1 " Gk + Qr—1

Para k£ > 1, essa equagao é equivalente a

DPrk—
Tht1 - (T Qo + Qo) = — Qo1 - ($ — 1) .
qr—1

Dividindo em ambos os membros da igualdade a cima por (xxy1 - gx) e calculando o seu

valor absoluto teremos,

Pk ’ qr—1 ‘ Pr—1
r——|=|-———| |z — )

qk Tk+1qy qk—1

Como zpy1 > 1 parak >1eqp > q_1 > 0 segue que 0 < — Kl < 1. Dai, conclui-se
Tr+14k
que -
z— L < ’az—pkl = |z —Cyl < |z —Ciq], k> 1.
qk qr—1




4 APLICACOES

Apresentamos neste capitulo algumas situacoes em que utilizamos a teoria das
fracoes continuas para resolver problemas. Consideramos que partir de uma situagao
problema seja de fundamental importancia para introduzir o estudo das fragoes continuas
no ensino bésico e atrair a atencao dos estudantes desse nivel de ensino.

O desenvolvimento de algumas ideias referentes as fracoes continuas e suas aplica-
¢oOes apresentam-se como uma excelente oportunidade de representar e mostrar, em nivel
bastante elementar, alguns niimeros irracionais importantes, como o niimero de ouro, PI,
o numero de Euler, e as raizes nao exatas. Além disso, as fra¢oes continuas permitem a
distingao entre niimeros irracionais e racionais de forma bastante clara. Qualquer aluno
de nivel médio aprende facilmente que o nimero é racional quando a fracao continua é

finita e irracional quando ela é infinita.

4.1 O problema do calendéario

Ao longo dos séculos a humanidade desenvolveu diversos calendérios. O objetivo
inicial era prever as estacoes, determinar épocas ideais para o plantio e colheitas ou mesmo
estabelecer quando deveriam ser comemorados feitos militares ou realizadas atividades
religiosas.

Para medir os ciclos, muitos povos valeram-se da lua, bem como outros do sol.

Atualmente o calendario mais usado baseia-se no movimento da terra em rela-
¢ao ao sol. O Ano Tropical, intervalo de tempo que a Terra leva para completar o seu
trajeto orbital completo em torno do Sol, que equivale as estagoes do ano, corresponde a
365,242199 dias. Mais precisamente um ano consiste de 365 dias, 5 horas, 48 minutos e
46 segundos.

O fato do ano real nao ter numero inteiro de dias ocasiona sérios problemas na
hora de organizar um calendario, pois este deve determinar da forma mais precisa possivel
a ocorréncia dos fendmenos que dependem da revolucao da Terra em torno do se e em
torno do sol, como por exemplo, a contagem dos dias, as fases da lua e as esta¢oes do ano.

No decorrer do tempo houve diversas tentativas de elaboracao de um calendario
que representasse com fidedignidade tais fenémenos.

No ano de 46 A.C., por exemplo, Julio César reformulou o calendario romano para
uniformizar os diferentes calendérios usados pelos territorios ocupados pelos romanos. Sua
proposta consistia em acrescentar um dia ao ano, a cada quatro anos. Assim, depois de
3 anos de 365 dias, o quarto seria de 366 dias (bissexto). Dessa forma o ano juliano tem
em média 365,25 dias.



CAPITULO 4. APLICAGOES 39

Porém, depois de 16 séculos de uso, a diferenca entre o calendario juliano e o
movimento real da Terra ao redor do Sol era enorme. O equinécio de primavera, entre
outros fendmenos astronomicos, estava ocorrendo 10 dias ap6s a data prevista. Para
resolver esse problema, o Papa Gregorio XIII proclamou, em 1582, um calendéario em
que a duragao de um ano era aproximadamente 365% dias. Nesse novo calendario, os
miultiplos de 100 deixariam de ser bissextos, exceto pelos miltiplos de 400. Por exemplo,
o ano 2000 seria bissexto, mas 2100 nao seria.

Utilizando como fundamentacao o exposto acima, vamos analisar a construcao
de um calendario tendo como base a teoria das fragoes continuas estudada nos capitulos
anteriores.

A parte fracionaria do ano (0,242199) deve ser convertida em um dia (ano bis-

sexto), a cada certo intervalo de tempo. Para determinarmos quando isso deve ocorrer,

procederemos da seguinte maneira.

1. Determinamos a fragao continua simples da relacao entre a quantidade de segundos
que excede 365 dias no ano real e a quantidade de segundos que temos em um dia. Assim,
temos que 0,2421199 = 5 h 48 min 46 s = 20926 s e que 1 dia = 86400 s.

E entao
5 h 48 min 46 s 20926 s
242199 ~ - e
0 % 1 dia 86400 s
1
= 0+
1
4+ 1
7+ . T
1
3+ - I
T
64
= [0;4,7,1,3,5,64].

2. A partir dessa fracao continua, analisamos com a utilizacao de aproximacoes pelos
seus convergentes, algumas possibilidades para a construcao de um calendario e seus

respectivos erros em relacao ao ano tropical.

Observacao 1 Como estamos interessados em verificar as diferencas entre o ano real e
o ano calenddrio, descartamos o convergente Cy, pois este representa a parte inteira e nao

€ necessdario relembrar que um ano tem 365 dias inteiros.
e Primeira aproximacao:

|
01:ﬂ=0+1:o,25.

q1
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Esse convergente ¢ a aproximacao dada pelo calendario juliano em que os anos
bissextos ocorrem a cada 4 anos. Esse erro difere em 11 minutos e 14 segundos do ano
real, o que representa um dia a mais a cada 128 anos.

e Segunda aproximagao:

_ P2 _axprtp  7T-140 7

— =10,24137931.

C _ _
? G ax-q+q T7-4+1 29

Com essa aproximacao, terfamos 7 anos bissextos a cada 29 anos ou, equivalente-
mente, 28 a cada 116 anos, em vez dos 29 previstos no calendario juliano, ou seja, teriamos
que excluir um dos anos bissextos e transforméa-lo em um ano simples. Tal aproximacao
gera um erro de 1 minuto e 11 segundos a menos que um ano normal. Isso ocasiona um
dia a menos a cada 1217 anos.

e Terceira aproximacao:

ps _az-pa+pr  1-7T+1 8

Cy=8 _ = > 0242494
ST % az-@tq  1-29+4 33

Nessa aproximagao, temos 8 anos bissextos a cada periodo de 33 anos, com um
erro de 19 segundos a mais que o ano tropical, que gera um dia a mais a cada 4547 anos.
De maneira equivalente, poderiamos ter 32 anos bissextos (um a menos que o calendario
juliano) a cada 132 anos. O impasse com essa aproximagcao e a anterior seria a elaboragdo
de uma regra para sua aplicagao.

e Quarta aproximacao:

p4_a4-p3+p2_ 3:-8+47 31

Co="—= = = —— =0, 2421875,
‘T4 ais+@ 3-33+20 128

E uma aproximacao quase exata. O erro de 1 segundo nao tem significado pra-
tico. Se a utilizdssemos, levariamos 86400 anos para termos um dia de diferenga entre o

calendario e ano real.

Observacao 2 Foram feitas propostas de utilizar esse calenddrio. Em 1864, por exemplo,
o astronomo russo Medler tentou introduzi-lo na Rissia no inicio do século XX. Bastava
a cada 128 anos transformar um ano bissexto do calenddrio juliano em ano simples, uma
vez que a cada 128 anos no calenddrio juliano temos 32 bissextos. Contudo ele nao foi
aceito. Certamente em razao da dificuldade de se elaborar uma regra prdtica para o ciclo
de 128 anos.

O problema de escolher o calendério tem apenas 4 solugoes viaveis (as mostradas
acima). A partir do quinto convergente obtém-se combinagoes bastante complexas.
O calendario gregoriano, utilizado atualmente pela maioria dos paises, apresenta

uma regra um pouco diferente das que foram demonstradas aqui. Conforme relatado, nele
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um ano tem 365@ = 365, 2425 dias e existem 97 anos bissextos a cada ciclo de 400 anos.
Os anos bissextos sao aqueles que sao divisiveis por 4, com exce¢ao dos miltiplos de 100
que nao sao multiplos de 400.

Para chegar a essa regra, Gregorio XIII considerou tabelas astronémicas existentes
na sua época que marcavam a duragao de um ano como sendo de 365 dias 5 horas 49
minutos e 16 segundos e que difere em 10 minutos e 44 segundos do ano juliano. Assim

para que se acumulasse o erro de um dia seriam necessarios

24 horas 86400 segundos
10 minutos 44sequndos 644 sequndos

~ 134 anos.

Logo, para corrigir o erro do calendario juliano precisaria excluir um ano bissexto
a cada 134 anos. Porém, pode ocorre do 134° nao ser bissexto. Para contornar isso notou-
se que 134 é aproximadamente % de 400 e portanto basta excluir 3 anos bissextos a cada
400 anos.

Convém notar que, aparentemente nao tendo sido utilizado conhecimentos sobre

fragoes continuas na elaboragao do calendario gregoriano, se considerarmos a aproximagcao

do convergente Cy = % e a regra de trés simples
31
128 400

obtemos x = 96,875 que é aproximadamente 97 anos bissextos e nos levaria a mesma
regra obtida por Gregorio XIII.

O calendério gregoriano apresenta uma diferenca de 26 segundos em relagao ao
ano real o que representa um dia a mais a cada 3323 anos. Isso quer dizer que a regra
atual vai merecer uma corregao com a retirada de 1 dia do calendéario a cada 3323 anos

aproximadamente a contar de 1582. O que devera ocorrer por volta de 4905.

4.2 Preenchendo retangulos com quadrados

Considere um retangulo com lados p e ¢, onde p e ¢ sao inteiros positivos primos
entre si e p > q.

Queremos encher o retangulo p x ¢ de quadrados “gulosos”, isto é, com a maior area
possivel sempre utilizando o espaco ainda livre conforme ilustrado na figura e explicado

em seguida.
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Figura 1: Encher retangulos p x ¢ de quadrados gulosos.

rs azrz
o —
A A

azq

A A
v
A

apq r
p

A J

Fonte: Elaborada pelo autor.

O numero inicial de quadrados serd ag = LEJ Entao, segue que p = ag.q + r,

com 0 <r < ¢. Dividindo ambos os membros da equagao por ¢ teremos

P . r r
=4 -=qa+-.
q q q q
Quando colocamos ay quadrados no retangulo p x ¢ deixamos o retangulo ¢ x r
livre e entao o preenchemos com a; = LgJ quadrados. Com isso ¢ = aq - r + 19 , onde
0<ry <r.
Continuando com esse raciocinio, temos que o retangulo livre agora mede r X ry
e podemos enché-lo com ay = L%j quadrados. Consequentemente, r = as - r9 + 73 em que
0<rs<rs.
Sendo p e ¢ sao nimeros inteiros, o algoritmo de Euclides nos diz que para algum

n natural, teremos T(n—1) = Qp * Tp. Portanto, tem-se que

r 1
q a0+a1~r—|—r2 a0+(11'7”+7"2
r
1
= (10—|'—r2‘
ap+ —
r

Substituindo 7 = as - 1o + 3 na equagao acima obtemos,
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P 1 1
5 = CLO+ T2 —a0+ 1
a
! (12'7’2—|—T3 a1+&2'7"2+7°3
)
1
a9 —
T2

Continuando com as substitui¢oes teremos,

q a+——
ag—O—‘ 1

o
Qn

Ou seja, a razao entre os lados do retangulo nos fornece uma fracao continua
simples que resulta no nimero total de quadrados que utilizaremos para preencher o
retangulo.

Quando os lados do retangulo sao nimeros racionais a fracao continua é finita,

caso contrario, infinita.

Exemplo 4.2.14 Considere um retangulo de dimensoes 23 cm X 7 cm e vamos preenché-

lo com quadrados gulosos.

Para isso fazemos,

=3+ 7 =3+—7 =332

Esta fracao continua indica que serao necessarios 8 quadrados para encher o

retangulo conforme a figura abaixo.

Figura 2: Preencher retangulos 23 cm x 7 ¢m de quadrados gulosos.

2 cm
IZ cm

7cm 7ecm 7ecm Tem 1em

A
v
A
v
A
A
A
A
4
A

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Outro maneira de obtermos o mesmo resultado é utilizando o algoritmo de FEu-

clides. Ou seja,

23="7-3+42
7=2-3+1
2=1-2+0,

Nessa representacao, os quocientes representam as medidas dos lados dos quadrados e os

quocientes parciais o numero de quadrados.



5 CONSIDERACOES FINAIS

Ao constatar, através da observacao dos manuais didaticos de Matematica, que a
teoria das Fragoes Continuas nao aparece no curriculo da educacao basica, este trabalho
mostra, de maneira simplificada, ser vidvel inserir essa teoria no curriculo das séries finais
do Ensino Fundamental e do Ensino Médio.

As pesquisas mostram, por exemplo, que as melhores aproximagoes racionais
para um namero real se dar pelo uso de fragoes continuas e nao pelo uso da base 10,
como tradicionalmente é feito. Logo, essas fragdes constituem um contetido importante
da matematica a ser trabalhado, especialmente, no Ensino Médio.

Com o objetivo de auxiliar estudantes e professores, esse trabalho descreve as
principais defini¢oes, propriedades e algumas aplicagoes que envolvem o assunto de modo
a facilitar sua compreensao.

As Fragoes Continuas proporcionam um olhar diferenciado para os niimeros reais,
tornando claro a distingao entre niimeros racionais e irracionais; permitem uma articulagao
entre diversos conceitos mateméaticos; mostram-se tteis em diversas aplicagoes, possibili-
tando o despertar da curiosidade dos alunos, ajudando a responder os famosos “porqués”
e, consequentemente, estimulando a aprendizagem.

Os convergentes fornecem poderosa técnica de aproximacao de nimeros irracio-
nais por numeros racionais tornando significativo o seu estudo e o uso no ensino regular.

Portanto, mesmo nao fazendo parte do curriculo bésico, o tema Fragoes Conti-
nuas se mostra ideal para propiciar situacoes de ensino-aprendizagem mais significativas
e consistentes, pois possibilita uma melhor preparacao dos alunos de nivel médio para o

estudo das funcgoes reais, tema central desta etapa do ensino bésico.
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