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RESUMO

Este texto tem por objetivo fulcral apresentar uma abordagem de Analise Combinatéria que
amplie o conhecimento do professor de matematica do ensino bésico, assumindo o0s
pressupostos de Klein (2010), e sua ideia de “Matemadtica Elementar de um Ponto de Vista
Superior”. De acordo com Rangel, Giraldo e Maculan (2014), Klein entende que o professor
deve ndo somente ter conhecimentos especificos sobre 0s conceitos e as teorias que ensina,
mas também saber relaciona-los e articula-los, compreender sua natureza cientifica e sua
evolucdo historica, de forma a desenvolver uma visdo ampla o suficiente para situa-los no
panorama da Matematica como ciéncia. Trabalharemos, basicamente, a abordagem dada por
Muniz Neto (2012), que mostra topicos de combinatéria de modo denso e matematicamente
rigoroso e consistente. Entendemos, assim como Klein, que tal compreensdo é muito
importante para que o professor consiga estabelecer uma visdo panoramica da combinatoria
que trabalhard na escola. O diferencial de nosso texto, para ndo se resumir a uma versao
diluida do livro de Muniz Neto (2012), ¢é fazer ligacOes entre esta abordagem e a que ocorre
na maioria dos livros-texto e salas de aula do ensino médio, através de exemplos e problemas

criativos.

Palavras-chave: Ensino de Matematica. Analise Combinatéria. Conhecimento Matematico

para o Ensino. Ponto de Vista Superior.



ABSTRACT

The purpose of this text is to present a Combinatorics approach that expands the knowledge
of the elementary mathematics teacher, accepting the assumptions of Klein (2010), and his
idea of “Elementary Mathematics from a Higher Standpoint”. According to Rangel, Giraldo
& Maculan (2014), Klein understands that the teacher must not only have specific knowledge
about the concepts and theories he teaches, but also know how to relate and articulate them, to
understand their scientific nature and historical evolution, in order to develop a vision broad
enough to situate them in the landscape of Mathematics as science. We will basically work on
the approach given by Muniz Neto (2012), which shows combinatorics’ topics in a densely
way and mathematically rigorous and consistent. We understand, like Klein, that such an
understanding is very important so that the teacher can establish a panoramic view of the
combinatorics that will work in the school. The differential of our text, not to summarize a
diluted version of Muniz Neto’s book (2012), is to make connections between this approach
and what happens in most textbooks and high school classrooms, through examples and

creative problems.

Keywords: Mathematics Teaching. Combinatorics. Mathematical Knowledge for Teaching.

Higher Standpoint.
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1 INTRODUCAO

Sempre tive um fascinio pela Matematica. Desde o inicio dos meus estudos, ainda
nos primeiros anos do ensino fundamental, sentia-me atraido pela resolucdo de situacfes-
problemas envolvendo o raciocinio matematico. Ao concluir o Ensino Médio, comecei a
lecionar no ensino fundamental e, logo em seguida, a cursar Licenciatura em Ciéncias com
habilitacdo em Matematica. Ap6s a conclusao da Licenciatura, comecei a lecionar também no
ensino médio e novos desafios surgiram. Buscando formas de lidar com o ensino de
adolescentes, percebi que, para ensinar matematica, além do dominio dos contetdos, é
imprescindivel tratar o ensino de matematica a partir de um conhecimento de contetdo que
dialogue e se misture com os aspectos pedagogicos e didaticos, no intento de desenvolver no
estudante autonomia, raciocinio ldgico e espirito critico.

O Conhecimento Matematico para o Ensino é o conhecimento matematico
necessario ao professor para executar o trabalho do ensino da matematica (BALL; THAMES;
PHELPS, 2008), partindo das premissas de que o conhecimento de matematica de um
professor tem sua especificidade e de que essa especificidade tem implicacGes diretas para a
formacdo e para a pratica do professor (DAVIS; SIMMT, 2006; EVEN; BALL, 2009;
FIORENTINI; OLIVEIRA, 2013 apud RANGEL, 2015).

Dentre os conteddos de matematica do ensino basico, um que sempre me chamou
a atencdo foi a Andlise Combinatoria. O ensino de Anélise Combinatéria na educacéo bésica
é um desafio recorrente para os professores, especialmente por tratar-se de um topico que
possui muitas aplicacdes diretas e uma riqueza de problemas que, tanto pode despertar o
interesse dos alunos, quanto gerar dificuldades, e cabe ao professor trabalhar o conteido da
melhor maneira possivel para contribuir positivamente na constru¢do do conhecimento dos
educandos. Para enfrentar os desafios inerentes ao ensino de combinatoria, mostra-se
nevralgico que o professor disponha de todas as ferramentas possiveis. Nosso trabalho tem
por objetivo apresentar uma abordagem de combinatéria que amplie o conhecimento do
professor de matematica do ensino bésico, assumindo os pressupostos de Klein (2010) que
defende que os professores de matematica devem olhar para a Matematica Escolar “de cima”.
Klein mostra ter impressdes importantes sobre o saber necessario para 0 ensino, como
enfatizam Rangel, Giraldo e Maculan (2014):

(...) Klein entende que o professor deve ndo somente ter conhecimentos especificos
sobre os conceitos e as teorias que ensina, mas também saber relaciona-los e

articula-los, compreender sua natureza cientifica e sua evolucéao histérica, de forma
a desenvolver uma visdo ampla o suficiente para situa-los no panorama da
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Matematica como ciéncia. (RANGEL; GIRALDO; MACULAN, 2014, p. 2; grifo
N0sso).

Acreditamos que Klein (2010) ¢ um bom fio condutor para a abordagem que aqui
daremos a combinatéria. Na esteira do pensamento de Klein, pensamos que o professor
necessita saber “mais” acerca de Combinatoria, em relagdo ao que conduzira junto a seus
alunos na sala de aula do ensino béasico. Trabalharemos, basicamente, a abordagem dada por
Muniz Neto (2012), que mostra tépicos de combinatdria de modo denso e matematicamente
rigoroso e consistente. Entendemos, assim como Klein, que tal compreensdo é muito
importante para que o professor consiga estabelecer uma visdo panoramica da combinatoria
que trabalhard na escola. O diferencial de nosso texto, para ndo se resumir a uma versao
diluida do livro de Muniz Neto (2012), ¢é fazer ligacdes entre esta abordagem e a que ocorre
na maioria dos livros-texto e salas de aula do ensino médio, através de exemplos e problemas
criativos.

Esta dissertacdo esta dividida em 5 se¢cdes. Na secdo 2 apresentamos um breve
panorama da obra de Klein (2010), e buscando dialogar com nossa abordagem. Na secéo 3
apresentamos varias técnicas elementares que podem ser utilizadas para calcular a quantidade
de certas configuracBes combinatdrias sem necessariamente ter de listd-las uma a uma. Na
secdo 4 apresentamos outras técnicas de contagem nédo tdo elementares como o Principio da
inclusdo e exclusdo para n conjuntos também conhecido como férmula de crivo além do
Principio da casa dos Pombos que se constitui numa importante ferramenta na resolugdo de
determinados problemas de combinatoria.

Na sec¢do 5 apresentamos as consideragdes finais do trabalho com as reflexdes que
tiramos ao longo da pesquisa e escrita deste trabalho, e o que vislumbramos como
contribuicdes para o ensino de combinatoria no ensino medio e para o desenvolvimento

profissional do professor de matematica.
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2 A MATEMATICA ELEMENTAR DE UM PONTO DE VISTA SUPERIOR

2.1 SOBRE FELIX KLEIN

Felix Christian Klein foi um matematico alemdo que nasceu na cidade de
Dusseldorf em 25 de abril de 1849 e faleceu em Gottingen em 22 de junho de 1925. Seu
trabalho incidiu sobre as geometrias ndo-euclidianas e as interligacbes entre a teoria dos
grupos e a geometria. Porém, nosso foco € nas contribuicdes pioneiras de Klein para um
campo cientifico que s6 comecou a se estabelecer como tal algumas décadas depois: A
Educagdo Matematica. Embora a preocupacdo fulcral de Klein fosse a Matematica, em 1908,
as aulas de Matematica que ele lecionou para professores do ensino secundario foram
publicadas sob forma de textos, em alemédo, com o titulo Elementarmathematik vom héheren
Standpunkte aus (Matematica Elementar de um Ponto de Vista Superior). A visdo abrangente
da disciplina desafiou professores e matematicos a considerarem a relacdo entre a
aprendizagem da Matematica e a natureza da disciplina matematica.

A obra vem sendo utilizada ha décadas como aporte didatico e tedrico para
formagdes de professores de mateméatica mundo afora. Klein denuncia o que chamou de dupla
descontinuidade (que o futuro professor encontra em ir da escola para a universidade e, em
seguida, ao voltar a escola para ensinar), evidenciada pelo alemdo, ainda tdo atual e pertinente
mesmo um século depois, e a compreensdo do que Klein quis dizer com “Ponto de Vista
Superior”. Em 1908, Felix Klein nao s6 se tornou o presidente fundador da Commission
Internationale de I'Enseignement Mathématique (CIEM, anglicizado como a Comissao
Internacional sobre o Ensino de Matematica), mas também publicou o primeiro volume de sua
inovadora Matemética Elementar de um Ponto de Vista Superior. O terceiro volume, de
aplicacdes do Calculo na Geometria, foi originalmente publicado em 1902, mas foi revista e
colocada no final da série, porque, como Klein (2010) observou em sua introducdo para a
terceira edigdo do primeiro volume, tinha sido “Destinada a preencher a lacuna entre as
necessidades de matematica aplicada e das investigagdes mais recentes da matematica pura”,
finalidade um pouco diferente da que ocorre nos dois primeiros volumes, que foram
construidos “para chamar a aten¢do dos professores do ensino secundério de matematica e de
ciéncia da importancia de seu trabalho profissional de seus estudos académicos,
especialmente os seus estudos em matematica pura”. O terceiro volume nunca foi traduzido
do aleméo original, enquanto os dois primeiros também apareceram em Inglés, Espanhol e

mais recentemente em Portugués.


https://pt.wikipedia.org/wiki/G%C3%B6ttingen
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Todos os trés volumes da série comecaram como copias litografadas de notas de
aula manuscritas elaboradas pelos assistentes de Klein, Ernst Hellinger e Conrad H. Muller,
que foram posteriormente editadas para edi¢bes impressas por Fritz Seyfarth e outros.
Durante alguns anos, Klein ofereceu cursos dirigidos a professores do ensino secundario e,
nesta etapa, se concentrou no conteddo do curriculo de matemética secundario. O primeiro
volume foi baseado em notas de um curso ministrado em Géttingen no semestre de inverno de

1907/1908, e a segunda, a partir de um curso dado no verdo do semestre seguinte, em 1908.

2.2 ARITMETICA, ALGEBRA E ANALISE

2.2.1  Introducéo

Na introducdo ao primeiro volume, Klein identifica um problema central na
preparacdo de professores para ensinar matematica: uma dupla descontinuidade que o futuro
professor encontra ao ir da escola para a universidade e, em seguida, voltar a escola para
ensinar. A matematica escolar e a matematica universitaria parecem nao ter conexdo alguma.
Klein (2010) identifica os esforcos para eliminar essa descontinuidade atualizando o curriculo
escolar, por um lado, e pela tentativa “de se levar em conta, no ensino universitario, as
necessidades do professor” (p. 1). Seu curso, diz ele, ira partir da premissa de que os futuros
professores estdo familiarizados com os principais dominios da matematica. Sua tarefa seré a
de mostrar:

(...) a ligagdo mdtua entre problemas nos varios campos, uma coisa que ndo é
evidenciado suficientemente nas aulas usuais do curso, e mais especialmente para
enfatizar as relagbes destes problemas aos da matematica escolar. Deste modo eu
espero torna-lo mais féacil para vocé adquirir tal habilidade a qual eu olho em cima
como o objetivo real do seu estudo académico: a capacidade de desenhar (em ampla

medida) no grande corpo do conhecimento, sem antes colocar um estimulo de vida
para o seu ensino. (pp. 1-2)

Nesta citacdo, ouvem-se ecos dos primeiros pontos de vista de Klein na
Educacdo Matematica expressa em seu discurso de posse (Antrittsrede) de 1872, quando ele
se tornou professor em Erlangen aos 23 anos. O problema do curriculo do ensino secundario

era, para Klein, insuficiente no tempo e com contetdo inadequado:

O que é necessario é mais interesse pela matematica, instrugdo mais animada, e um
tratamento mais espirituoso do material! (...) Em jogo [para professores
universitarios de matematica] esta a tarefa (...) de levantar os padrfes da formacéao
em matematica dos candidatos de ensino posterior a um nivel que ndo foi visto por
muitos anos. Se formar melhores professores, consequentemente, o ensino da
matematica vai melhorar por si s6, como a velha forma consignada vai sendo
preenchida com um teor de nova, revitalizada! (...) [Assim,] n6s, como professores
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universitarios, exige-se ndo apenas que nossos alunos, apds a conclusdao de seus
estudos, saibam o que deve ser ensinado nas escolas. N6s queremos que o futuro
professor esteja acima do seu assunto, que ele tenha uma concepcédo do atual estado
dos conhecimentos em seu campo, e que ele geralmente seja capaz de seguir o seu
desenvolvimento. (Rowe, 1985, p. 139)

Ao longo de sua carreira, Klein enxergou que a matematica escolar demandava
um ensino mais dindmico e, consequentemente, que a matematica universitaria, necessitava
ajudar os futuros professores a enxergarem “por cima” o conteido matematico.

Para concluir a introducdo ao volume, Klein cita varias discussdes recentes do
ensino da matematica que complementam os temas que ele estara tratando. Ele ressalta, no
entanto, que alguns tratamentos da matematica elementar se constroem “sistematicamente e
logicamente na linguagem madura do estudante avancado, [enquanto] a apresentacdo nas
escolas (...) deve ser psicoldgica e ndo sistemética (...). Uma apresentacdo mais abstrata s6
sera possivel nas aulas do ensino superior” (Klein, 2010, pp. 3-4). Ele também aponta que

adota uma postura “progressista’:

Nos, que somos chamados de reformadores, colocaria mos o conceito de fungdo no
préprio centro da instrucdo, porque, de todos os conceitos da matematica dos
altimos dois séculos, este desempenha o papel de lideranca onde quer que o
pensamento matematico seja usado. N&s iriamos introduzi-la no ensino tdo cedo
quanto possivel, com uma utilizagdo constante do método grafico, representacédo das
relagBes funcionais no sistema xy, que é usada hoje como uma matéria de curso em
cada aplicacdo pratica da matematica (...). Forte desenvolvimento da percepcédo
espacial, acima de tudo, serd sempre uma consideracdo principal. Em seu curso
superior, no entanto, o ensino deve pressionar o suficiente para os elementos de
calculo infinitesimal para o cientista natural ou para o especialista de seguros para
obter na escola as ferramentas que serdo indispensaveis para ele. (P. 4)

Klein estd antecipando a énfase que ele coloca no texto subsequente sobre
aplicac0es, figuras geométricas, percepcao espacial, e 0 desenvolvimento histérico do campo.
O livro é dividido em trés partes - aritmética, algebra, analise - em conjunto com secdes

suplementares sobre nimeros transcendentes e teoria dos conjuntos.

2.2.2  Aritmética

Os principais topicos da primeira parte sdo 0s nuUmeros naturais; a extensao para
0S nameros negativos, fracdes e irracionais; teoria dos nimeros; e nimeros complexos. Um
exemplo da énfase de Klein em aplicacbes préticas € o seu tratamento prolongado do
mecanismo de maquinas de calcular (veja a Figura 1, que mostra como a multiplicagdo é
realizada). Mais tarde no livro, quando se discute tabelas logaritmicas, Klein (2010) menciona

que uma maquina desse tipo “faz tabelas logaritmicas supérfluas. Atualmente, no entanto, esta
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maquina é tdo cara que SO os grandes escritorios podem pagar. Quando ela se tornar
consideravelmente mais barata, uma nova fase de calculo numérico sera inaugurada” (p. 174).

Palavras verdadeiramente proféticas.

Figura 1 - Roda motriz e roda denteada em uma maaquina de calcular

Fonte: Klein, 1908, p.48.

Klein termina a discussdo da aritmética com um breve levantamento do
desenvolvimento moderno da matemética. Revendo a primeira edi¢do, John Wesley Young
(1910) disse: “E um mero esbogo, mas trata-se de uma obra-prima” (p. 258). Na pesquisa,
Klein distingue dois processos pelos quais a matematica tem crescido, cada um dos quais leva
a um plano diferente para o ensino. No Plano A, o plano mais comumente seguido nas escolas
e nos livros didaticos elementares, cada ramo da matematica é desenvolvido separadamente
com seus proprios objetivos e com seus proprios métodos. Os principais ramos — Analise
Algébrica e Geometria —fazem um contato ocasional, mas ndo sao unificados. No plano B, ao
contrario, “o pensamento dominante ¢ o da geometria analitica, que procura uma fusdo da
percepcao de numero com espago” (Klein, 2010, p. 77). A matematica ¢ para ser vista como
um todo conectado, com a matematica pura e aplicada unificadas. Ndo surpreendentemente,
Klein argumenta que o Plano B é o mais indicado para envolver os alunos “ndo dotados de
um dom matematico abstrato especifico” (p. 78). Ambos os planos tém o seu lugar, e ndo
devem ser negligenciados. Mas o ensino na Escola Secundaria

(...) ha muito tempo tem estado sob o dominio unilateral do Plano A. Qualquer
movimento em direcdo a reforma do ensino de Matemética deve, portanto,

pressionar por mais énfase na direcdo do plano B. [Klein estd] pensando, acima de
tudo, numa impregnacgdo com o método genético de ensinar, de uma maior énfase na
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percepc¢do do espaco, como tal, e, em particular, de dar destaque a nogéo de funcéo,
sob a fusdo do conceito de espago e do conceito de nimero! (p. 85).

Klein, entdo, argumenta que seu objetivo nesses livros é seguir o plano B,
equilibrando assim o0s livros existentes sobre matematica elementar que quase

invariavelmente seguem o plano A.

2.2.3 Algebra

Os principais temas da segunda parte do livro falam do uso de métodos gréaficos e
geomeétricos em teoria das equagdes. Klein inicia citando livros de algebra e apontando que a
abordagem “‘unilateral” que ele vai tomar é projetada para enfatizar o que é negligenciado em
outros lugares que podem, no entanto, iluminar o ensino. Sua abordagem para a resolucao de
equac0es reais usa a dualidade de coordenadas de pontos e de retas, e ele se baseia na teoria
das funcbes de uma varidvel complexa para mostrar como representar, utilizando o

mapeamento conforme, a solucao de equagcdes com um parametro complexo.

2.2.4 Anélise

A terceira parte do livro diz respeito as Fung¢Ges Transcendentes Elementares e ao
Célculo. Comeca com uma discussdo sobre logaritmo, que oferece uma boa ilustracdo da
abordagem de Klein. Primeiro considera como o logaritmo é introduzido na escola —
realizando a operacdo inversa a de elevar a uma poténcia — e chama a atencdo para varias
dificuldades e possiveis confusdes que acompanham essa abordagem, incluindo a auséncia de
qualquer justificativa para usar o nimero “e” como a base para o que inexplicavelmente
chamou de logaritmos “naturais”. Depois de discutir o desenvolvimento histérico do conceito,
enfatizando o trabalho pioneiro de Napier e Brgi, Klein propde uma introducéo que defina o
logaritmo de “a” como a area da regido entre a hipérbole Xy = 1, 0 €ix0 X, aretax =1, e a reta
X = a, primeiro aproximando a area como uma soma de retangulos e, em seguida, tomando a
integral. A secdo sobre logaritmo termina considerando uma visdo complexo-tedrica de
funcdo, onde Klein argumenta que os professores devem saber, ainda que ndo seja um tépico
apropriado para a escola. Na resenha do livro, feita por Young (1910), ele aponta para o
tratamento de Klein de logaritmo como o Unico de suas propostas de reforma que nédo seria
pratico nos Estados Unidos (e talvez nem mesmo na Alemanha), ja que os alunos precisam

usar logaritmos antes de terem contato com hipérboles, isso sem mencionar integrais.
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As funcgdes trigonométricas e hiperbolicas também sao tratadas do ponto de vista
da teoria de funcbes de uma variavel complexa, e a parte termina com uma introducdo ao
calculo infinitesimal que depende muito do teorema de Taylor e que inclui consideracdes
historicas e pedagdgicas. O suplemento no final do volume contém uma prova da

transcendéncia de “e” e de w e uma breve e lucida introducédo a teoria dos conjuntos.

2.3 GEOMETRIA

No segundo volume, Klein tem uma abordagem diferente do que no primeiro.
Argumentando que ndo existem tratamentos de livros didaticos unificados de geometria,
como existem para algebra e andlise, ele propde dar uma visdo abrangente da geometria,
deixando toda a discussdo de ensino de geometria para um capitulo final (infelizmente nédo
incluidos na traducdo em Inglés). Dois suplementos para a terceira edigdo que foram
preparados por Seyfarth em consulta com Klein “concerne a literatura de caracter cientifico e
pedagdgico que ndo foi considerado no texto original” (KLEIN, 2010, p vi;. Os suplementos
ndo foram traduzidos em Inglés também).

Este volume, tal como o primeiro, possui trés partes. O primeiro diz respeito as
formas geométricas mais simples; o segundo, as transformacfes geométricas; e o terceiro,
uma discussao sistematica da geometria e os seus fundamentos. Ndo surpreendentemente, o
carater inovador de Klein na geometria, como as invariantes de seus grupos de simetria, de
seu famoso programa Erlangen (vide, por exemplo, Bass, 2005; Schubring, n.d.), constitui a
base da sua discussdo sobre a organizacdo da geometria. Na discussdo de fundacdes, Klein
(2009) enfatiza a importancia das Geometrias N&o-Euclidianas, “como um meio muito
conveniente para deixar claro visualmente as relagdes que sdo aritmeticamente complicadas”
(p 184):

Cada professor certamente deve saber algo de geometrias ndo-euclidianas (...). Por
outro lado, gostaria de aconselha-lo enfaticamente contra trazer geometria nao-
euclidiana ao ensino escolar regular (isto €, para além de sugestdes ocasionais, em
cima das perguntas dos alunos interessados), como entusiastas estdo sempre
recomendando. Vamos ficar satisfeitos se o conselho anterior for seguido e se os

alunos aprenderem realmente a compreender a geometria euclidiana. Afinal de
contas, o professor deve saber um pouco mais do que o aluno médio. (p. 185)

A terceira parte termina com uma discussdo sobre a obra Os Elementos, de

Euclides, em seu contexto histérico.
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No capitulo final, Klein examina os esforcos para reformar o ensino da geometria
elementar na Inglaterra, Franca, Itdlia e Alemanha. O suplemento contém algumas
observacOes adicionais sobre as questdes de geometria elementar e o material atualizado sobre
a reforma nos quatro paises, em particular relatérios preparados para os inquéritos do ICME
de praticas de ensino e curriculos que haviam sido iniciadas durante a presidéncia de Klein.

Impresso durante um século, os volumes do livro de Klein tém sido usados em
varios cursos de formacdo inicial e continuada. Embora os dois primeiros volumes fornegcam
material muito atil e fornecem excelentes exemplos precoces do que hoje é denominado
Conhecimento Matematico para o Ensino (Ball & Bass, 2000; Bass, 2005), a organizacdo do
primeiro volume, com as questdes pedagogicas e dificuldades enfrentadas pelo professor
retomado apos cada topico em vez de relegado para um capitulo final, parece muito superior
ao segundo. A organizacdo do primeiro volume permite a Klein fazer sugestbes especificas
para 0 ensino e referéncias a livros e tratamentos histéricos de tépicos, enquanto que 0s

comentarios no segundo volume tendem a ser mais geral.

2.4 KLEIN E AEDUCACAO MATEMATICA

Como muitos matematicos, Felix Klein passou grande parte de seu tempo
trabalhando em questdes de educacdo matematica uma vez que ele ndo estava fazendo uma
pesquisa em matematica. Ao contrario da maioria deles, no entanto, ele tinha perseguido essas
questdes ao longo de toda a sua carreira. Como observado acima, no seu discurso de posse em
Erlangen de 1872, Klein falou sobre a Educacdo Matemética (ROWE, 1983, 1985). Nela, ele
lamentou a falta de conhecimento matematico entre as pessoas formadas. Ele viu essa falta
como um sintoma de uma divisdo crescente entre a educacdo humanistica e cientifica, uma
divisdo em que a matematica esta numa posicdo unica: “A Matematica e os campos
relacionados com ela ficam relegados para as ciéncias naturais e com razdo, considerando a
indispensabilidade da matematica para estes. No entanto, o seu conteudo conceitual ndo
pertence a nenhuma dessas duas categorias” (ROWE, 1985, p. 135). Observando que, como
todas as ciéncias, a matematica é realizada para um fim nela mesma, Klein continua a
argumentar que “(a matematica) também existe para servir as outras ciéncias, bem como para
o valor educativo formal que seu estudo fornece” (p. 137).

Por “valor educativo formal”, Klein ndo dava a ateng¢do para formar sobre o

conteudo que dominou educacdo matematica alema na época: “Em vez de desenvolver um
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sentimento apropriado para operacGes matematicas, ou promover uma aula animada e
intuitiva de graficos e de geometria, o tempo de aula é gasto na aprendizagem de formalidades
sem sentido ou a praticar macetes triviais que ndo exibem nenhum principio subjacente”
(ROWE, 1985, p. 139). Em vez disso, Klein viu a matematica como uma ferramenta
educacional formal para treinar a mente. Ele ndo estava especialmente preocupado com o
dominio de procedimentos formais dos alunos; ele queria que eles compreendessem 0s
procedimentos eles estavam utilizando. Ele também queria que os alunos gque se tornassem
professores do ginasio, se possivel, tivessem alguma experiéncia em fazer uma pesquisa
original em estudo em matematica, que era na época uma exigéncia na Prussia para se tornar
certificado como professor de matematica. Klein ndo estava preocupado com 0s quais temas
matematicos eles estudariam, desde que eles aprendessem a trabalhar de forma independente.
No seu discurso de posse em Erlangen, Klein expressa uma visdo neoumanistica
de como a matematica deveria aparecer na escola e no ensino universitario, uma
visdo que ele, mais tarde, modificou a luz de sua experiéncia. Depois de ensinar no instituto
técnico em Munique entre 1875 e 1880, por exemplo, ele adotou uma postura de uma
perspectiva mais ampla sobre os papéis mutuos da matematica, da ciéncia e da tecnologia na
educacdo moderna. Quando ele se tornou professor de geometria em Leipzig, em 1880,
comegou a promover o ensino da matematica aplicada nas universidades, bem como em
institutos técnicos. O objetivo final de Klein era fazer da matematica uma disciplina
fundamental no ensino superior, e para alcancar esse objetivo, ele iniciou uma reforma da
educacdo matematica secundaria para incluir o calculo. Em Erlangen, no entanto, ele havia
dito que o professor animado, ao invés de novos topicos, era 0 que as escolas secundarias
necessitavam: Em notas autobiograficas que ele fez em 1913 (ROWE, 1985), resumiu 0 que
havia dito naquele discurso: “An den Gymnasien auszubauen: Interesse. Leben und Geist.
Kein Neuer Stoff [Para desenvolver nas escolas de ensino medio: Interesse. Vital e espiritual.
Nao novo material]”. Ele entdo acrescentou uma observacdo marginal refletindo seu parecer
revisto que o curriculo secundario fez necessitando novo material: “Da bin ich freira anderen
Sinnes geworden [Eu mudei minha mente sobre isso]”. Depois de 40 anos de ensino, Klein
também mudou a sua visdo acerca de que futuros professores devem realizar um estudo
independente sobre qualquer assunto que seja. Em notas privadas disponibilizados a seu
colega Wilhelm Lorey (1916, citado em ROWE), ele escreveu:
Gostaria agora de sugerir que os candidatos de ensino de talento médio devam
limitar-se a tais estudos, como seria de fundamental importancia para o exercicio

depois de sua profissdo, enquanto tudo além disso deva ser reservada para aqueles
com talento incomum ou circunstancias favoraveis. (p. 128).
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Um comentério final de Klein (ROWE, 1985) em suas notas autobiograficas
sugere o nimero de batalhas para a reforma: “Quando se ¢ jovem, trabalha-se muito mais
rapidamente e sem firmeza, também acredita que os ideais em breve serdo alcangados” (p.
126).

No entanto, Klein foi bem-sucedido na reforma do curriculo do ensino secundario,
bem como na criacdo de cursos universitarios para professores. Seu objetivo ha tempos era
para elevar o nivel do ensino da matematica tanto nos institutos técnicos quanto nas
universidades, e ele veio a perceber que a chave para alcangar essa meta seria a de elevar o
nivel de ensino da matematica secundaria para incluir o calculo, aumentando assim o nivel de
instrucdo terciaria (SCHUBRING, 1989). Para pressionar por reformas no curriculo
secundario e terciario, Klein construiu uma alianca entre professores, cientistas e engenheiros,
e ele também ajudou a Comissdo Internacional se tornar um grande agente da mudanca
curricular. Seus cursos para professores eram parte dos esforgos de reforma para melhorar a
matematica secundaria, melhorando a preparacao de professores. Apesar das adversidades que
ele encontrou e as mudangas resultantes na abordagem que ele fez, nenhum matematico teve
uma influéncia mais profunda sobre a educacdo matematica como um campo de bolsas de
estudo e pratica.

Sendo Klein um matematico, seu pioneirismo em se preocupar com as questes
curriculares, estruturais, didaticas e epistemoldgicas da matematica, enquanto matéria a ser
ensinada, inspirou outros matematicos a também contribuirem para o ensino desta ciéncia e
para pensar o que (e como) o professor de matematica deveria saber/ensinar no ensino
secundario, como George Polya e Hans Freudenthal (KILPATRICK, 2008), cujos trabalhos
foram semelhantes ao de Klein.

2.5 ALINHANDO AS IDEIAS DE KLEIN COM NOSSA PROPOSTA

Klein identifica como matematica elementar aquela que congrega as partes
essenciais que encerram a capacidade de sustentar e de estruturar a Matematica. Assim, ndo
ha diferenca de valor entre o que é elementar e 0 que é superior — sdao partes que se fundem e
se articulam compondo, com a mesma importancia, a Matematica enquanto ciéncia
(SCHUBRING, 2014).

Na nossa concepgdo, convergindo com as ideias de Klein, o professor de

matematica do ensino basico, que leciona Combinatdria, precisa ter um conhecimento que a
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contemple “de cima”, sabendo fazer as conexdes entre a combinatdria em nivel universitario e
a combinatoria que trabalhard em sua sala de aula no ensino médio.

Pensemos, como exemplo, em uma situacdo-problema onde precisemos contar
quantos sdo os numeros pares de trés algarismos distintos. Uma estratégia possivel, talvez a
mais simples, é contar todos os nimeros de trés algarismos distintos (648) e depois subtrair
destes os fmpares (320)*, resultando em 328, que é, de fato, o total de nimeros pares de trés
algarismos distintos. Este raciocinio de “contar tudo” e retirar “o que ndo serve”, tdo comum
na resolucdo de problemas de combinatoria no ensino médio, é, na verdade, aplicacdo do
seguinte teorema: “Se A € um conjunto finito e B c A4, entdo |B| = |A| — |A \ B|”. Note que,
no contexto do nosso problema-exemplo, A é o conjunto de todos os numeros de trés
algarismos distintos, B é o conjunto dos nimeros pares de trés algarismo distintos e, desta
forma, |A \ B| é o conjunto dos nimeros impares.

Este teorema ndo consta nos livros e nem na maioria das aulas do ensino médio,
mas esse problema (ou semelhantes), com esta estratégia de resolucdo, sdo muito recorrentes
la. No entanto, o professor precisa conhecer este resultado (e outros) para conseguir ampliar
sua visdo sobre a matematica escolar, e ter consciéncia de que implicitamente este teorema
esta sendo utilizado.

Nas resolucdes de problemas que apresentaremos nos capitulos seguintes, iremos
nos apropriar das dicas presentes em Lima et al (2006) de “sempre nos colocar no papel da
pessoa que deve fazer a acdo solicitada pelo problema e ver que decisdes devemos tomar”.
Nossa expectativa é que nosso trabalho sirva como instrumento de consulta e orientacdo para
os professores de matematica do ensino médio, com vistas a uma melhor experiéncia no

ensino de combinatoria.

! E bem mais facil contar os impares do que os pares, por conta da restricio do zero que ndo pode figurar na classe das
centenas, mas pode aparecer na classe das unidades.
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3 PRINCIPIOS ELEMENTARES DE CONTAGEM

Existem vérias técnicas elementares de contagem que sdo usadas para simplificar
a solucdo de muitos problemas em Analise Combinatéria. Uma significativa parte do estudo
de combinatdria reduz-se a determinar a quantidade de elementos de um conjunto finito.
Representaremos 0 nimero de elementos de um conjunto finito A ou sua cardinalidade por
|A| ou #A. Apresentaremos 0s principios basicos de contagem a partir da construcdo de
bijecdes apropriadas e da utilizacdo de recursoes.

3.1 OPRINCIPIO BETIVO

Para n € N representaremos por I,, o conjunto I, = {j € N;1 <j < n} dos
nameros naturais de 1 a n. Deste modo dizemos que um conjunto A ndo vazio € finito quando
podemos construir a bijecdo f: I, - A, para algum n € N. E assim representando a; = f(j)
podemos escrever A = {a,, a,,...,a,} e dizemos que n é o nimero de elementos de A, isto
é

|Al=n ou #A=n.
Fundamentaremos as técnicas elementares de contagem a partir do teorema a

seguir denominado principio bijetivo.

Teorema 3.1. Se A e B sdo conjuntos finitos e ndo vazios, entdo |A| = |B]| se, e
somente se existe uma bijecdo do conjunto A no conjunto B.

Demonstracdo: Admitamos a existéncia de uma bijecdo f: A — B provaremos que
|A| = |B| . Se |A| = n, tomemos uma bijecdo g: I,, = A; segue que f o g: I, » B também é
bijecdo de modo que |B| = n. Reciprocamente, admitiremos que |A| = |B| = n, logo temos
as bijecdesg: I, > A e h:I, > B.Entiohog™': A » B é uma bije¢io de Aem B. m

Uma consequéncia do principio bijetivo, indispensavel como uma ferramenta na
resolucdo de problemas de combinatéria, é o principio aditivo da contagem. Contudo, antes de
definirmos formalmente este principio o ilustraremos com alguns exemplos visando uma
melhor compreenséo desse conceito.

Exemplo 1. Suponha que tenham sido langados no Brasil cinco novos modelos de
sedas médios e quatro novos modelos de motos 600 cilindradas. Suponha ainda que André

desejoso de adquirir um veiculo automotor dispdes de dinheiro suficiente para comprar
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apenas um veiculo (ou um carro ou uma motocicleta). Dentre os modelos citados, quantas séo
as possibilidades para André adquirir um veiculo?

Solucdo. Se André tem dinheiro para comprar apenas um veiculo, entdo ou ele
compra o sedd 1 ou o0 seda 2 ou 0 seda 3 ou 0 sedd 4 ou 0 sedd 5 ou a moto 1 ou a moto 2 ou a
moto 3 ou a moto 4. Portanto, ao todo sdo nove opcdes de veiculos diferentes que André pode
comprar.

Observe que neste exemplo podemos identificar os seguintes conjuntos:

A={x;x é um sedamédio} ={s;,s,,53, S4,Ss}com|A| =5¢

B = {x; x é uma moto de 600 cilindradas} = {m,,m,, ms,m,} com |B| = 4 de
onde AU B = {x;x é um seda médio ou uma moto de 600 cilindradas} com |[AU B| =

|A| + |B| = 9.

Exemplo 2. VVamos supor que entraram em cartaz 4 filmes e 3 pegas de teatro e
que hoje Ana s6 disponha de dinheiro para assistir a apenas 1 evento. Dentre estes referidos
eventos, quantos sao os programas que Ana pode fazer hoje?

Solucgdo. Ou Ana assiste a um dos quatro filmes disponiveis ou a uma das trés
pecas de teatro. Portanto, Ana pode fazer 4 + 3 = 7 programas diferentes.

No exemplo 2 podemos identificar os seguintes conjuntos:

A={x;x éum filme}={f,, fo, f5, fa} com |A| = 4 e

B = {x; x é uma peca de teatro} = {p;,p,, p3} com |B| =3 de onde AUB =
{x; x é um filme ou uma peca de teatro} com |AU B| = |A| + |B| =7.

Ambos o0s exemplos obedecem a um mesmo principio denominado principio
aditivo que enunciamos a seguir como o Teorema 3.2. Sabe-se ainda que dois conjuntos sdo

ditos disjuntos quando A N B = @.

3.2 OPRINCIPIO ADITIVO

Teorema 3.2. Se A e B sdo conjuntos finitos e disjuntos entdo
|AUB| = |A| + |B].
Demonstracdo: Tomemos os conjuntos A e B finitos, ndo vazios e disjuntos com
|A| = m e |B| = n. Vamos provar que existe uma bijecéo h: I,,,,, - AU B.

Como |A| = me |B| = n existem bijecbesf: I,, > A e ¢:I, - B.
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Podemos representar os conjuntos A = {x;;1 <i<m} = {x1, x5, ..., xn} € B =
p1<j<n}={yLys -y}

Tomemos o conjunto A U B e consideremos a seguinte fungéo:

h: I,., — AUB

f(1)
f(2)

m —> f(m)
m+2 9(2)
m+n g(n)

Provaremos que h: I,,,,, = A U B € uma bijecdo. Vamos provar inicialmente que
h € uma sobrejecdo. De fato: Vz € AU B,z € A ou z € B segue que:
z=f({)=h(i);el<i<mouz=g()=h(m+j)el <j<n,portanto h é
uma sobrejecéo.
Provaremos agora que h é uma fungéo injetiva.
Dados i,j € I,,4n, COM i # j, provaremos que h(i) # h(j).
a) Vamos considerar inicialmente o caso em que i,j € I,, € i # j, nesse caso
temos:
h@ = £ e h() = f()
Como f é uma bijecéo entdo f(i) # f(j), logo h(i) # h(j),Vi,j €L, €
L# ],
b) Consideremos agoraocasoemaque i €, ej €L, cOmj>m+1ei #j,
nesse caso temos:
h(i)=f(@)eAeh()=g(j—m)€B
Como ANnB =@ entdo h(i) # h(j), Vi€, € j € Ly COM j=m +
lei#j;
c) Finalmente vamos considerar 0 caso i,j € l,yyn — IpbCOMi,j >m+1ei #j,

nesse caso temos:
h(@) = g(i —m) e h(j) = g(j —m)
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Comoi—m,j—mel, ei—m=+j—m, além disso g € uma funcéo

bijetiva entdo g(i —m) # g(j — m) logo h(i) # h(j). m

Pelos exemplos dados vemos que o principio aditivo enunciado anteriormente
pode ser aplicado quando temos de escolher exatamente um objeto dentre dois tipos distintos
possiveis com uma quantidade definida de possibilidades para cada tipo. A seguir
generalizamos, no Teorema 3.3, o principio aditivo para n conjuntos finitos e disjuntos dois a

dois.

Teorema 3.3. Se A,, Ay, A3, ..., Ay, s&0 conjuntos finitos e A; N A; = @ para todo |
#]j,com1<i,j<n,entdo
n — n
#UJ_1 4; = Ei-q|4)]

Demonstracdo: Vamos provar que |A; U A, U ..U A4, | = |A{| + |4y + ..+ |A4,].

n —_
j=14j =

Sabemos que |A U B| = |A| + |B|. Por inducdo mostraremos que #U
"_1|4;|. Suponhamos que |4, UA, U ..U A4,| = ¥7_,|4;] Vv A; conjuntos finitos, ndo
vazios e disjuntos dois a dois. SejaB =4, UA, U ..UA,,entdo |[A; UA, U..UA, UA, 4|
= (A1 VA2 U .. UAy) UApia| = [BU Ayl
Pelo teorema 2.2 temos que |B U Ayyq| = [Bl + |Api1] = |UTL1 Aj] + |Andl
Pela hipotese de inducdo temos que|U%_; 4| + [Aps1l = X7-q|4j] + 1Ansal =
Xitil4;| m

Podemos obter como consequéncia direta do principio aditivo o seguinte

corolério:

Coroléario 3.4. Se A é um conjunto finito e B c A, entdo

B = 14| — |A\B|.
Demonstracdo: Como A = B U A\B pela reunido disjunta, entdo pelo principio

aditivo temos que
|A| = |B U (A\B)| segue que
|A| = |B| + |A\B| logo

|B| = |Al — |A\B|. =

Esta proposicdo pode ser utilizada na resolucdo de problemas de contagem com a

configuracdo descrita a seguir. Suponha que tenhamos de contar os elementos de um certo
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conjunto B, mas que essa contagem de forma direta seja bem dificil de ser realizada. Podemos
entdo encontrar um conjunto A o B de tal modo que seja mais facil determinar o |A| e 0
|A\B|. Deste modo podemos, aplicando o corolario imediatamente anterior, determinar a
quantidade de elementos de B. Mais adiante apresentaremos algumas aplicacdes dos teoremas
descritos, bem como deste corolério.

O teorema a seguir nos permite calcular o nimero de elementos da unido de dois
conjuntos finitos, ndo necessariamente disjuntos, e € uma generalizacdo do teorema 3.2 e do
corolario 3.4. Essa férmula, que enunciaremos como teorema 3.5, € conhecida como
principio da inclusdo e exclusdo para dois conjuntos e, posteriormente, nesse trabalho,

apresentaremos este principio generalizado para n conjuntos finitos.

Teorema 3.5. Se A e B sdo conjuntos finitos, entéo
|AUB| = |A|+ |B|-|ANBj.

Demonstracdo: Sabemos que A e B\A sdo conjuntos disjuntos. Podemos afirmar

ainda que AUB = A U B\A. Segue que:
|AUB| = |Al +|B\A|
Temos ainda a unido disjunta:
B = (A n B) U (B\A), donde segue que
|B|=|An B|+|B\A| = |B\A| =|B| - |A n B| como
|A U B| = |A| + |B\A| concluimos que
|JAUB| = |A|+|B|-|ANB|. =
Na sequéncia enunciaremos o principio multiplicativo, no entanto, antes de
definirmos formalmente esse principio, o ilustraremos com um exemplo. Ademais, lembre-se
que, sendo A e B dois conjuntos, o produto cartesiano entre A e B, representado por A x B, é
o0 conjunto formado pelos pares ordenados (a,b) taisquea€ Aeb € B, isto é
AxB={(a,b);a € Aeb € B}.

Do mesmo modo, sendo 44, 4,, ..., A, conjuntos finitos e ndo vazios entdo A, X
A,X ... X A, € o conjunto formado pelas sequéncias (a4, a,, ..., a,) tais que a, € A;, a, € A,,
v 0n € Ay

Exemplo 3. Retomando o exemplo 2 suponhamos que Ana disponha de dinheiro
para assistir a um filme e a uma peca de teatro. Nesse caso quantos sé@o 0s programas que ela
poderé fazer?

Solucdo. Vamos listar todos os casos possiveis. Ana podera assistir ao:
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e Filme1epecal;
e Filme 1 e peca?2;
e Filme 1e peca3;
e Filme 2 e pecal,;
e Filme 2 e peca 2;
e Filme 2 e peca 3;
e Filme 3 epecal,
e Filme 3 e peca 2;
e Filme 3 e peca 3;
e Filme 4 e pecal,
e Filme 4 e peca 2;
e Filme 4 e peca 3;

Portanto Ana podera escolher um dentre os 12 programas listados, se optar a
assistir a um filme e a uma peca de teatro. Como ja dito anteriormente, podemos representar
0S conjuntos

A = {x;xéumfilme} = {fi,fofs fa} com |A]l =4 e B =
{x; x é uma peca de teatro} = {p,, p,, p3} com |B| = 3.

Desse modo temos que o conjunto AX B = {(f,p);f € Aep € B}, isto é, AX
B =
{1, p).(f1,2), (1, 03)s (2, 1)y (2, 02)s (f2, 03), (f3, 1), (F3, 02D, (f3, 03)s (far D),

(fa» p2), (f2, p3)} onde concluimos que |Ax B] =4.3=12.
Este exemplo obedece a um outro principio basico da contagem, de extrema
importancia, que enunciaremos no teorema 3.6, denominado principio multiplicativo ou

principio fundamental da contagem.

3.3 OPRINCIPIO MULTIPLICATIVO

O seguinte, em sua versdo no ensino basico, se configura como um dos mais
importantes e mais trabalhados. E chamado também de Principio Fundamental da Contagem.
Teorema 3.6. Se A e B sdo conjuntos finitos e ndo vazios, entéo
|AxB|=1A]|.|B|
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Demonstracdo: Sejam A = {a;;1 <i<n} ={aj,ay,..,a,}eB == {b]-; 1<j<
m} = {by, by, ..., b} = UZ,{b;}. Logo:

A X B = A x (UiZi{bj}) = UiZ;(Ax {b;}), reunido disjunta. Desse modo pelo
teorema 2.3 temos que:

|AxB| = |UR;(Ax{b})] = S, |A x (b}

Podemos escrever a bijecdo f: A — Ax {b;} dada por f(a) = (a, b;) com inversa

f~t: Ax {b;}—A dada por f ~(a, b;) = a, temos entdo |A| = [Ax {b;}| para 1< j < m e, daf,
|AxB| =Y, |Ax{b}|=|Al.m=|A|.|B|. =

Na resolugdo de problemas de combinatéria a supracitada versao do principio
fundamental da contagem pode ser utilizada na tomada de duas decisfes simultaneas que
consiste em escolher dois objetos, um pertencente a um dado conjunto A e o0 outro a um dado
conjunto B onde o0 nimero de possibilidades para cada tipo de objeto equivale ao niumero de
elementos de A e B. Analogamente ao principio aditivo, o principio multiplicativo pode ser
generalizado para um namero finito qualquer de conjuntos.

Para essa generalizacdo faz-se necessario ampliar o conceito de produto cartesiano
para um numero finito de conjuntos finitos e ndo vazios, A, 4,, ..., 4,, conforme segue:

Ay x A, x .. XA, ={(ay, ay, ..., ay); a4 € A1, ay €E Ay, ..., ay € Ay}

Teorema 3.7. Se A;, A,, .., A, s@0 conjuntos finitos e ndo vazios entdo
|41 x Ay x...x Ay | = TT}-4]4].
Demonstragdo: Sabemos pelo teorema 3.6 que |A x B| = |A| . |B]|. Suponhamos

que |[4; x Ay x...x Ay | = [T}-4|4;|. Vamos mostrar que sempre que esta hip6tese de indugéo

é verdadeira também € verdade que |A; x A, X...x Ay X Apyq | = [T721|4;] ¥V A; conjuntos
finitos e ndo vazios. Seja B = A; X A, X ..X A,. Entdo |A; x4, X...x A, XApsq | =
|B x Apyql = |B| . [Apsqal| = 7=1|Aj| NApgal = H?:lllAjl u

A partir do teorema 3.7 podemos elaborar uma definicdo extremamente Util do

principio multiplicativo, conforme segue.

Corolario 3.8. Se A4, A,, ..., A; sdo conjuntos finitos e ndo vazios, com |4,| =
ny, |4, = ny, ..., |Ax| = ny, entdo ha exatamente n, . n, . ... . n; sequéncias de tamanho k,

com j-ésimo elemento em A; paratodo 1< j < k.



28

Demonstragdo: Sabemos que uma sequéncia (a4, a,, ..., a;) tal que a, € 4, a, €
Ay, ..., ai € A, € um elemento do produto cartesiano A; X A, X ... X Ag. Sendo assim o
namero desse tipo de sequéncias é igual ao nimero de elementos do A; X 4, X ... X Aj que de
acordo com o teorema 3.7 é igual a [A4| . |4, . ... . |Ax| =1y .1y . ... .1y m

Na sequéncia apresentamos algumas aplicacdes dos principios basicos de
contagem, apresentados anteriormente, na resolucdo de alguns problemas que ocorrem com
frequéncia num curso de ensino médio.

Exemplo 4. Quantos divisores inteiros e positivos possui 0 niumero 720?

Solugdo. Como 720 = 2* . 32, 51 os divisores inteiros e positivos de 720 sdo os
nimeros da forma 2¢ . 3? .5¢comae A={0,1,2,3,4},beB={0,1,2}ece C={0, 1}.

E facil observar que a solucio deste problema consiste em determinar a

quantidade de sequéncias (a, b, c) com a € A, b € B e ¢ € C, 0 que pelo principio
multiplicativo, enunciado no corolério imediatamente anterior, equivale a |[Ax B x C | = |A| .

|B| . |C|]=5.3.2=230. Portanto o namero 720 tem 30 divisores inteiros e positivos.

Exemplo 5. Bianca decidiu renovar a sala da sua casa. Para isso pretende
substituir a televisdo, a estante e o0 sofa. Indo a uma loja de eletrodomésticos a vendedora lhe
apresentou cinco modelos de TVs, quatro modelos de estantes e 3 modelos de sofés.
Entretanto, analisando os precos dos referidos objetos e o seu orcamento Bianca concluiu que
no momento s6 podera adquirir dois dos trés objetos. De quantas maneiras ela podera fazer
essa escolha?

Solucdo. Para a resolucdo deste problema utilizaremos os principios aditivo e
multiplicativo.

Vamos representar 0s seguintes conjuntos:

T ={x; x é televisdo} = {x, x5, X3, X4, X5}

E={y;y éestante} = {y,,¥2,¥3, Y4}

S={z;zésofad} ={z,2,, 235}

Inicialmente Bianca poderd fazer uma das seguintes escolhas:

Q) A=TXE={(x,y);x €Tey €E}onde |A|=|TxE|=5.4=20

by B=TxS={(x,2);x €Te z € S}onde |B|=|TxS|=5.3=15

c) C=ExS={(y,z);y €EEe z €S}onde |C|=|ExS|=4.3=12

Como as escolhas de Bianca devem ocorrer dentre umas das 3 possibilidades (a),

(b) ou (c) representadas pelos conjuntos A, B e C e como A n B n C = @, pelo teorema 3.3
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(principio aditivo para n conjuntos finitos, ndo vazios e disjuntos dois a dois) concluimos que
0 numero de escolhas que Bianca pode fazer é igual |[A U B U C|. Portanto |A U B U C| = |A]|
+ |B|+ |C| =20+ 15+ 12 = 47.

Exemplo 6. Quantos nimeros pares podemos formar com 3 algarismos distintos?

Solucdo. Temos de fazer 3 escolhas. O algarismo das unidades, o algarismo das
dezenas e o algarismo das centenas. Iniciando a nossa escolha pelo Gltimo digito (algarismo
das unidades) tendo em vista ser 0 mais restrito, temos 5 possibilidades a saber 0, 2, 4, 6 e 8.
Contudo quando formos contar as possibilidades para o digito das centenas nos deparamos
com 0 seguinte impasse: se ja utilizamos o zero na posicdo das unidades temos 9
possibilidades. Mas, se ndo utilizamos o zero, teremos apenas 8 possibilidades, pois nao
poderemos utilizar o zero nem o algarismo ja utilizado na posicdo das unidades. Uma forma
bem pratica de superarmos esse impasse € aplicando a ideia contida no corolario 3.4 que nos
diz que |B| = |A| — |A\B|. Vamos denominar de conjunto B o conjunto dos numeros pares
de algarismos distintos. Denominaremos por A o conjunto de todos os numeros de 3
algarismos distintos. Desse modo A © B. Temos ainda que A\B obviamente representara o
conjunto dos nimeros impares de 3 algarismos distintos. E notério que se torna mais facil
determinar |A|e |A\B| do que |B| e aplicarmos o supracitado corolario.

Entdo vejamos: A quantidade de niumeros de trés algarismos distintos, ou seja, 0
|A| € dada por 9 . 9 . 8 = 648, pois hd 9 modos de escolher o digito das centenas (ndo
podemos utilizar o zero), 9 modos de escolher o digito das dezenas e 8 modos de escolher o
digito das unidades, logo |A| = 648. Para determinarmos a quantidade de nimeros impares de
trés algarismos distintos, ou seja, |A\B| faremos 5 . 8 . 8 = 320, pois ha 5 modos de escolher o
digito das unidades, 8 modos de escolher o digito das centenas (ndo podemos utilizar nem o
zero nem o algarismo ja utilizado na posicéo das unidades) e 8 modos de escolher o digito das
dezenas, logo |A\B| = 320. Concluimos entdo que a quantidade de nimeros pares de trés
algarismos distintos € igual a:

|B| = |A| — |A\B]
|B| =648 — 320
|B| = 328.

Um caso especifico do corolario 3.8 nos permite contar quantos Sdo 0s arranjos
com repeticado de k elementos escolhidos de um conjunto com n elementos.

Definimos os arranjos com repeticdo de n elementos tomados k a k como sendo

as sequéncias formadas pelas imagens da fungdo de I, em A tal que |A| = n. Desse modo
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podemos afirmar que o numero os arranjos com repeticdo de n elementos tomados k a k é
igual ao numero total de fungdes f: I, — A.

Ressaltamos que a maioria dos livros utilizados no ensino médio definem
arranjos com repeticdo de n elementos tomados k a k como sendo os agrupamentos com k
elementos que podem ser construidos a partir de um conjunto A tal que |A| = n, em que estes
agrupamentos diferem entre si quer pela ordem, quer pela natureza dos elementos que os
constituem, podendo estes elementos serem ou ndo repetidos uma ou mais vezes.

Antes de enunciarmos formalmente a férmula dos arranjos com repeticéo

ilustraremos esse tipo de situacdo através de um exemplo.

Exemplo 7. Quantos nimeros de dois algarismos podemos formar com os
nameros 1, 2 e 3?

Solucdo. Nesse caso, podemos listar todos os numeros com dois algarismos
formados com os digitos 1, 2 e 3 conforme segue: 11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32 e 33. Temos
nesse caso um total de nove numeros. Este problema equivale a perguntar quantas sdo as
sequéncias de 2 elementos que podemos formar com os elementos do conjunto I5.Como
temos 3 possibilidades para o primeiro elemento e outras 3 possibilidades para o segundo
elemento da sequéncia, pelo principio multiplicativo temos um total de 32 sequéncias
possiveis. Podemos encarar este problema ainda de um outro modo. Uma sequéncia de 2
termos ambos pertencentes a um conjunto com 3 elementos equivalem a uma funcéo f:
I, = I;. Portanto, queremos calcular o nimero de fungdes f: I, — I;. Vamos listar todas as
funcdes possiveis:

a) f1:{(1L,1),(2,1)}

b) f2:{(1,1),(2,2)}

c) f3:{(1,1),(2,3)}

d) f2:{(1,2), (2, 1)}

e) f5:{(1,2),(2,2)}

f) fe: {(1,2),(2,3)}

9) f7:{(1,3),(2,1)}

h) fe: {(1,3),(2,2)}

) for{(1,3),(2,3)}

Vemos que a quantidade de fungdes f: I, — I é igual a 32.
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3.4 0S ARRANJOS COM REPETICAO

Corolario 3.9. Se |A| = n, podemos formar exatamente n* sequéncias de tamanho
k com todos os elementos dessa sequéncia pertencentes ao conjunto A, ou equivalentemente,
podemos afirmar que o nimero de arranjos com repeticdo de k elementos, pertencentes ao
conjunto A, é exatamente igual a n*,

Demonstracdo: Considere A; = A, =...= A, = A. Pelo corolério 3.8 temos n; .
n, . ... .n, sequéncias de tamanho k. Como nesse caso n; = n, = ... = n;, = n temos entdo um

total de n* sequéncias. m

Exemplo 8. O atual sistema de placas de veiculos automotores do Brasil comecou
a ser implementado em 1990, no Parana, e foi adotado gradualmente em cada estado
brasileiro, sendo totalmente implementado somente em 1999. As novas placas passaram a
adotar um prefixo de trés letras e uma sequéncia de quatro nimeros (para motos inclusive).
Nesse atual sistema, qual o total de placas distintas possiveis de serem formadas?

Solucdo. Podemos solucionar este problema aplicando o corolario imediatamente
anterior. Para a sequéncia das letras temos um arranjo com repeticdo de 3 elementos de um
conjunto de 26 elementos (as letras do alfabeto) e para a sequéncia dos digitos numéricos
temos um outro arranjo com repeticdo de 4 elementos de um conjunto de 10 elementos (0s
algarismos de 0 a 9). Portanto, pelo ja referido corolario, temos um total de 263.10% =
17576.10000 = 175760000 placas possiveis de serem formadas no atual sistema de placas de

veiculos automotores adotado no Brasil.

Exemplo 9. Qual o nimero de fungbes f: I, - I,,?

Solucdo. Lembremo-nos que uma sequéncia de k termos, todos pertencentes a um
conjunto com n elementos é equivalente a uma funcéo f: I, — I,,.. Portanto, pelo corolario 3.9
temos exatamente n* fungdes f: I, - I,,. No exemplo imediatamente anterior estabelecemos
como determinar o total de fungdes f: I, — I,,. Na sequéncia deste trabalho estabeleceremos
como determinar quantas dessas func¢des séo injetivas, bijetivas ou sobrejetivas.

Determinar a quantidade de funcOes injetivas f: I, — I, equivale a contar o
namero de arranjos sem repeticdo ou arranjos simples de k elementos escolhidos de um
conjunto A com n elementos.

Denominamos de arranjos simples de n elementos tomados k a k as sequéncias

de k termos os quais sdo elementos distintos de A tal que |A| = n. Estas sequéncias sao
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formadas pelas imagens das fungdes injetivas de I, em A com |A| = n e k <n. Desse modo, a
quantidade de arranjos simples de n elementos tomados k a k é igual a quantidade de
funcdes injetivas de I, em Acom |A| =nek <n.

Lembramos que, na maioria dos livros de ensino médio, define-se arranjos
simples de n elementos tomados k a k como sendo os agrupamentos formados por k
elementos distintos pertencentes a um conjunto A tal que |A| = n, de modo que um grupo se
torna diferente do outro pela ordem ou pela natureza dos elementos que o compdem.

Antes de enunciarmos formalmente como determinar o0 nimero de arranjos sem
repeticdo de k elementos pertencentes a um conjunto com n elementos, ilustraremos esse tipo

de problema de contagem através de um exemplo.

Exemplo 10. Quatro cavalos disputam um pareo. Qual é o nimero de possiveis
resultados para as trés primeiras colocacfes?

Solucéo. Representando os cavalos que disputam o pareo por c;, c,, ¢z e ¢, Vamos
listar todas as sequéncias possiveis para as trés primeiras colocacdes, conforme segue:
(€1, €2,€3), (€1, €2, €4), (€1,€3,€2), (€1,€3,€4), (€1, Car €2), (€1, €4, C3), (€2 €1, €3), (€2, €1y Ca),s
(cz¢3,¢1), (c5€3,€4), (€2, €40 €1), (€2, €4y C3), (c3,¢1,€2), (c3,¢1,€4),
(c3,€2,¢1), (€3,€2,€4), (C3,€4,€1), (€3, Car C2), (€4, €1, €2) (Ca €1, C3), (€4 €2, €1), (Car €2, C3),
(c4,C3,€1), (c4,C3,Cc2). Temos nesse caso um total de 24 possibilidades para as trés primeiras
colocagdes.

Este problema equivale a perguntar quantas sdo as sequéncias de trés
elementos distintos todos pertencentes a um conjunto com quatro elementos. Como temos um
total de 4 possibilidades para o primeiro elemento da sequéncia, 3 possibilidades para o
segundo elemento e 2 possibilidades para o terceiro elemento, pelo principio fundamental da
contagem concluimos que temos um total de 4 -3 -2 = 24 sequéncias possiveis. Podemos
entender esse problema ainda de um outro modo. Uma sequéncia de 3 elementos distintos,
escolhidos de um conjunto com 4 elementos, equivale ao nimero de fungdes injetivas f:
I3 - 1.

Portanto, queremos determinar a quantidade de funcges injetivas f: I3 = I,.
Vamos listar todas as fungdes injetivas possiveis neste caso:

® fl = {(1;1); (212)' (3;3)} b fS = {(1;1); (2,4), (3r2)}
® fZ = {(1:1): (2,2), (3'4)} b f6 = {(1:1): (2,4‘), (ng)}
d f3 = {(111)' (2,3), (3’2)} d f7 = {(1,2), (2,1), (3'3)}

. fo={(1,1),(2,3), B4} . fe ={(1,2),(2,1), B4}
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. fo=1(1,2),(2,3),31)} . fir ={(1,3),(24), 3,1}
. fro = 1(1,2),(2,3), (3,4)} . fis = {(1,3),(24), (3,2)}
. fin =1{(1,2),(24), (3,1)} . fio ={(1,4),(2,1), (3,2)}
. fiz ={(1,2),(2,4), (3,3)} . f20 ={(1,4),(2,1),(3,3)}
. fis ={(1,3),(2,1), (3,2)} . f21 =1{(1,4),(2,2),(3,1)}
. fia =1(1,3),(2,1), (3,4)} . foz =1(1,4),(2,2), (3,3)}
. fis ={(1,3),(2,2), 3, 1)} . f23 ={(1,4),(2,3), (3, 1)}
. fie ={(1,3),(2,2), 3,4)} . faa =1(1,4),(2,3),(3,2)}

Vemos que, neste caso, a quantidade de funcdes injetivas f: I; —» I, éiguala4 . 3
.2=24,

3.5 OS ARRANJOS SIMPLES

Os Arranjos Simples sdo também chamados, em algumas ocasides, de Arranjos
Sem Repeticdo. Eles se configuram como funcdes injetivas f: A — B, tal que |A| < |B|.

Teorema 3.10. Sejam n, k € N e k <n. Se A é um conjunto tal que |A| = n, entdo
hd exatamente n . (n — 1) . (n — 2) ... (n — k + 1) funcdes injetivas f. I, » A, ou
equivalentemente, o nimero de sequéncias de k termos 0s quais sdo elementos distintos de A,
isto &, 0 numero de arranjos simples de n elementos tomados k a k é exatamente igual an . (n
-1).n-2)...(n—-k+1).

Demonstragéo. Consideremos que |A| = n, vamos tomar a, O numero de
funcdes injetivas f: I, — A.

Dado x € A, sendo k > 1 e f: I, - A é uma funcdo injetiva tal que f(k) = x, entéo
a restricdo de f a I,_, é uma funcdo injetiva f:1,_, —» A\{x}. Reciprocamente, dada uma
funcéo injetiva f: I,_; — A\{x} estendemos f a uma funcao injetiva f: I, — A inserindo f(k) =
X. Obviamente as citadas operacdes de restricdo e extensdo de funcdes injetivas sdo inversas
uma da outra. Desse modo concluimos que o nimero de fungdes injetivas f: I, — A tais que
f(k) = x é exatamente igual ao nimero de funcdes injetivas f:1,_, — A\{x}. H&, portanto,
ax-1n-1 fungdes deste tipo. Mas como ha n possibilidades para x, podemos escrever que 0
namero de funcdes injetivas f: I, — A serd igual a

dkn = Ndk-1,n-1

Logo,

Agn = Nag_qpn-1 =N (n - 1) Ag—2n-2
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nin-1)..(n—k+2)a; n_ks1
=n(n-1)..(n-k+2)(n—-k+1),
onde na ultima igualdade admitimos o fato de que se X é um conjunto finito e ndo
vazio, entdo o numero de funcgbes injetivas f. I; - X, é claramente igual ao nimero de
elementos de X. m
Na sequéncia, apresentamos mais alguns exemplos de problemas
constantemente presentes nos livros de ensino médio e que sdo aplicacGes diretas do teorema
3.10, ou seja, problemas onde temos de determinar o nimero de arranjos simples de k

elementos escolhidos de um conjunto A tal que |A| = n.

Exemplo 11. Em uma reunido de um condominio residencial, com pauta para a
eleicdo dos membros da sua administracdo, 10 pessoas se habilitam para ocupar 3 cargos:
sindico, tesoureiro e secretario. De quantas maneiras essa escolha pode ser feita?

Solugdo. Queremos determinar a quantidade de sequéncias de 3 elementos
distintos todos pertencentes a um conjunto A tal que |A| = 10. Desse modo, pelo teorema
imediatamente anterior, temos um total de 10 . (10 - 1) . (10-3+1) =10.9.8==720
sequéncias possiveis. Em outras palavras, temos 720 arranjos simples de 3 elementos

escolhidos de um conjunto com 10 elementos.

Exemplo 12. Numa sala existem 10 cadeiras enfileiradas numeras de 1 a 10. De
quantas formas duas pessoas podem sentar nessas cadeiras, havendo ao menos uma cadeira
entre elas?

Solucdo. Vamos considerar que os numeros das cadeiras escolhidas pelas pessoas
A e B formam um par ordenado. Assim, o par ordenado (3,6) significa que a pessoa A ocupa
a cadeira namero 3, enquanto a pessoa B ocupa a cadeira numero 6. O par ordenado (6,3)
significa que a pessoa A ocupa a cadeira niUmero 6, enquanto a pessoa B ocupa a cadeira
namero 3. O total de maneiras diferentes de as cadeiras serem ocupadas serd dado pelo
namero de pares ordenados formados com os numeros das cadeiras, que, pelo teorema 3.10,
pode ser calculado da seguinte maneira: 10 - 9 = 90.

Logo, podem ser formados 90 pares ordenados ou 90 sequéncias de dois
elementos distintos de um conjunto com 10 elementos. Porém existe uma restrigdo: A e B ndo
podem sentar-se juntas. Isso significa que A e B ndo podem ocupar cadeiras cujos numeros

sdo consecutivos. Assim devemos descobrir quantos sdo os pares ordenados cujos elementos
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sdo consecutivos para subtrai-los dos 90 pares ordenados possiveis. Os pares ordenados
formados com nimeros consecutivos séo: (1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 6), (6, 7), (7, 8), (8,
9), (9, 10), (2,1), (3, 2), (4, 3), (5, 4), (6,5), (7, 6), (8, 7), (9, 8) e (10, 9), totalizando 18 pares.
Fazendo 90 — 18, podemos concluir que existem 72 maneiras de as duas pessoas se sentarem
com pelo menos uma cadeira entre elas.

Como consequéncia da contagem de arranjos simples vamos definir como
calcular o nimero de permutacdes dos elementos de um dado conjunto A.

Para tanto definimos que as permutactes simples dos n elementos de um
conjunto ndo vazio A equivalem as sequéncias formadas pelas imagens das bijecdes f: A —
A. Portanto, podemos afirmar que o nimero de permutac6es simples dos n elementos de um
conjunto A tal que |A| = n é exatamente igual ao nimero de func@es bijetivas f: A — A.

Normalmente, na maioria dos livros de ensino médio, define-se permutacéo
simples de n elementos como sendo os agrupamentos que podem ser formados com certo
numero de elementos distintos, tal que a diferenca entre um agrupamento e outro se dé apenas
pela mudanca de posicao entre seus elementos.

Se A ¢ finito e ndo vazio, entdo uma funcdo f: A — A € bijetiva se, e somente se
for injetiva. Logo, tomando k = n no teorema 3.10 obtemos, como consequéncia imediata, a

férmula para o célculo do nimero de permutacdes simples de n elementos.

3.6 ASPERMUTACOES SIMPLES

Corolario 3.11. Se |A| = n, entdo ha exatamenten.(n—-1).(n—-2) ...2.1=n!
permutacdes dos elementos de A.
A seqguir apresentamos alguns exemplos de problemas que representam uma

permutacédo simples de n elementos, ou dizendo de outro modo, uma bijecao f: I,, - I,,.

Exemplo 13. Numa van com 11 assentos, viajardo 10 passageiros € 0 motorista.
De quantos modos distintos os 10 passageiros podem ocupar 0s assentos do veiculo?

Solugdo. Para determinarmos de quantas maneiras distintas os dez passageiros
poderdo ocupar os 10 assentos basta permutarmos os 10 elementos, o que, pelo corolério
imediatamente anterior, € igual a 10! =10.9.8 ... 2. 1 = 3628800. Este problema pode ser
interpretado ainda da seguinte forma: qual o numero de funges bijetivas f: I, = I;4? O
primeiro elemento do dominio tem 10 possibilidades de imagem, o segundo tem 9, o terceiro
tem 8 e, assim sucessivamente, até que o ultimo elemento tem apenas uma possibilidade de

imagem. Concluimos gue a solucédo sera exatamente 10.9.8...2.1 = 10!
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Exemplo 14. Qual a soma de todos os nimeros de quatro algarismos distintos
formados com os algarismos 1, 3,5e 7?

Solucédo. A soma procurada (S) tem 24 parcelas, pois a quantidade de nimeros de
quatro algarismos distintos que podemos que podemos formar com os algarismos 1, 3,5¢e 7
equivale a uma permutacgdo simples de quatro elementos, isto €, equivale a 4! = 24. Na ordem
das unidades simples cada algarismo aparece seis vezes, pois vinte e quatro dividido por
quatro igual a 6. Obviamente, ocorre 0 mesmo com cada algarismo nas outras ordens (dezena,
centena e unidade de milhar). A soma dos valores absolutos, em cada ordem é:

(7+7+7+7+7+7)+(5+5+5+5+5+5)+(3+3+3+3+3+3)+(1+1
+1+1+1+1)=42+30+18+6=96.

Logo a soma S sera dada por:

S$=96.1+96.10+96.100 + 96. 1000

S =96 + 960 + 9600 + 9600

S = 106656.

Na sequéncia apresentamos um teorema que nos permite calcular quantas sao
as escolhas ndo ordenadas de k elementos distintos de um dado conjunto A tal que |A| = n.
Denominamos tais escolhas como as combinacdes simples de n elementos tomados k a k e
representaremos por C;} ou Cy, .

Definimos uma combinagéo simples de n elementos tomados k a k como sendo
um subconjunto com exatamente k elementos de um dado conjunto A tal que |A| = n com
k<n.

Vale ressaltar que, normalmente, nos livros de ensino médio, as combinagdes
simples de n elementos tomados k a k, sdo definidas como sendo os agrupamentos de k
elementos distintos, de um dado conjunto A com n elementos, que diferem entre si apenas
pela natureza de seus elementos.

Para determinarmos a quantidade de subconjuntos, com uma quantidade de

elementos definida de um certo conjunto finito, utilizaremos um argumento recursivo bem

como o conhecimento prévio de que o nimero binomial (}), com 0< k < n ¢ definido por

ny _ n! . . , . A . ny _ n—-1
(k) = ez embramos ainda que tais ndmeros satisfazem a recorréncia (i) = (*.") +

(»1) conhecida como relagéo de Stifel. Antes de enunciarmos formalmente o teorema que
nos mostra como determinar o nimero de subconjuntos com exatamente k elementos, de um

dado conjunto A, tal que A tem n elementos, ou equivalentemente, qual o nimero de
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combinacdes simples de n elementos tomados k a k, vamos apresentar alguns exemplos para

tornar a ideia mais compreensivel ao leitor.

Exemplo 15. Quantos sdo os subconjuntos de k elementos, com 0 < k <5, do
conjunto A ={1,2,3,4,5}?
Solucdo. Vamos listar os subconjuntos conforme pedido no problema
estratificado de acordo com a quantidade de elementos conforme segue.
Subconjuntos contendo:
1) Zero elemento: @ (temos um subconjunto), logo temos ((5)) =1.
2) Um elemento: {1}, {2}, {3}, {4}, {5} (temos cinco subconjuntos), logo temos
() =5
3) Dois elementos: {1, 2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,3},{2, 4}, {2,5}, {3,4}, {3,5},
{4, 5} (temos dez subconjuntos), logo temos (3) = 10.
4) Trés elementos: {1, 2,3}, {1,2,4}, {1, 2,5}, {1, 3,4}, {1, 3,5}, {1,4, 5}, {2, 3, 4},
{2,3,5}, {2, 4,5}, {3,4, 5} (temos dez subconjuntos), logo temos (%) = 10.
5) Quatro elementos: {1,2,3,4}, {1,2,3,5}, {1,2,4,5}, {1,3,4,5}, {2,3,4,5}
(temos cinco subconjuntos), logo temos (%) = 5.

6) Cinco elementos: {1, 2, 3,4, 5} (temos um subconjunto), logo temos (g) = 1.

Exemplo 16. Um garoto gostaria de convidar quatro amigos para um
acampamento, porém sé ha lugar para dois amigos na barraca. De quantas maneiras ele pode
escolher dois entre 0s quatro amigos?

Solugéo. Vamos nominar os amigos por A, B, C e D. Na sequéncia listamos todos
0s casos possiveis: AB, AC, AD, BC, BD, CD. Temos um total de 6 casos possiveis. Perceba
que a pergunta desse problema é equivalente a perguntar quantas sdo as sequéncias ndo

ordenadas de 2 elementos escolhidos de um conjunto com 4 elementos. Nesse caso, como

()=

vimos, a resposta é 6, donde:

3.7 AS COMBINACOES SIMPLES

Teorema 3.12. Se A é um conjunto finito, tal que |A| = n com 0 < k < n, entdo

a quantidade de subconjuntos de A com exatamente k elementos serd dada por (Z) ou



38

equivalentemente, o nimero de combinacgdes simples de n elementos tomados k a k €
exatamente igual a (7).

Demonstracdo. Se k = 0 ndo h& o que provar. Vamos supor, entdo, 1 <k <ne
seja Cy' o numero de subconjuntos de A com k elementos.

Fixado x € A, ha dois tipos de subconjuntos de A com k elementos: 0s que nao
contem x e os que contém x. Os subconjuntos de k elementos de A que ndo contém x séo
precisamente os subconjuntos de k elementos de A\{x}, num total de C;*~* subconjuntos. Por
outro modo, se B c A tem k elementos, um dos quais € x, entdo B\{x} c A\{x} tem k — 1
elementos; reciprocamente, se B’ ¢ A\{x} tem k — 1 elementos, entdo B’ U {x} < A tem k
elementos, um dos quais é x. Como tais correspondéncias sdo claramente inversas uma da
outra, concluimos que ha tantos subconjuntos de A com k elementos contendo x quantos
forem os subconjuntos de k — 1 elementos de A\{x}, isto é, ha C;’~{ tais subconjuntos.

A partir das informagdes acima, obtemos a recorréncia

Cr= Ccr '+ -,

a qual é idéntica a relacdo de Stifel para os nimeros binomiais (Z) Deste modo,
como Cf' =1 = () e C =n = (7), provaremos por indugao sobre n que C' = (7).

Suponhamos que C}} = (Z) (hipotese de inducdo). Considerando esta hipotese de
induco provaremos que Citt = ("H).

De fato, pela relacédo de Stifel temos que

= cpr+ -,
Como pela hipétese de indugdo Ci* = (}) = #lk), entdo segue que:

n! n n! _ nln—k+1) +nlk _ nl(n—-k+1+k)
ki(n-k)! = (k-1)!(n-k+1)!  kl(n-k+1)!  kl(n-k+1)!

CRY = G + Gy =

(n+1)! _(n;l). .

k!(n+1-k)!
A seguir apresentamos mais alguns exemplos de problemas que representam uma
combinagéo simples de n elementos tomados k a k, ou dizendo de outro modo, quantas séo

as escolhas ndo ordenadas de k elementos distintos de um dado conjunto A tal que |A| = n.

Exemplo 17. Dentre os 40 alunos de uma classe o professor deve escolher 4 para
formarem uma comissdo. Nessa turma ha 25 garotas e 15 garotos. De quantos modos distintos
0 professor pode escolher as 4 pessoas para formar essa comissdo com 2 garotas e 2 garotos?

Solucao. Essa escolha deve ser feita em duas etapas.
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1) E;: escolher 2 entre as 25 garotas, o que, pelo teorema 3.12, equivale a C2°,
onde
25! 25! 2524
21(25-2)! 2123! 2.1

2) E,: escolher 2 entre os 15 garotos, 0 que, pelo teorema 3.12, equivale a C;°,

C25 = =300

onde
151 15! 15.14
21(15-2)! ~ 21131 2.1
Pelo principio multiplicativo, o niUmero de possibilidades é dado por:
C25.€}5 =300.105 = 31500

Desse modo concluimos que o nimero de modos distintos que o professor pode

=105

15 _
C;° =

formar a comissao contendo 2 garotas e 2 garotos, escolhidos dos 40 alunos dessa turma, é de
31500.

Exemplo 18. Tem-se 6 pontos sobre uma reta r e 10 pontos sobre uma reta s tal
que r//s. Quantos triangulos podemos formar com vértices nesses pontos?

Solucéo. Para formar um triangulo ou escolhemos um ponto dentre os 6 marcados
na reta r e dois pontos dentre os 10 marcados na reta s ou escolhemos dois pontos dentre os 6
marcados na reta r e um ponto dentre os 10 marcados na reta s. Desse modo o nimero de
tridngulos que podemos formar com vértices nesses pontos sera dado por 6.C,;° + 10.CS =
6.45+ 10.15 = 270 + 150 = 420. Também podemos pensar em escolher 3 dentre os 16
pontos e excluir dessa contagem as escolhas de pontos colineares, o0 que dard como resultado
C3% — €S — €3°=560-20 - 120 = 420.
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4 PRINCIPIO DA INCLUSAO E EXCLUSAO E OUTRAS TECNICAS DE
CONTAGEM

Neste capitulo apresentaremos algumas técnicas de contagem um pouco mais
complexas que as apresentadas no capitulo anterior. Inicialmente apresentaremos no teorema
4.1 o principio da inclusdo-exclusao, também conhecido como férmula de crivo, é devido
ao matemético francés do século XVIII Abraham de Modivre. Antes de enunciarmos
formalmente o principio da inclusdo-exclusdo para n conjuntos, o que € uma extensdo do
teorema 3.5 apresentado anteriormente neste trabalho, faremos uma aplicacdo para melhor

compreensdo das ideias utilizadas na formalizacdo do referido principio.

4.1 O PRINCIPIO DA INCLUSAO-EXCLUSAO (PIE)

Como vimos no teorema 4.2 dados dois conjuntos A; e A, disjuntos entdo a

cardinalidade de A; U A, é dada por:
|41 U Ay| = [Aq| U |4,

Contudo, se A; e A, sdo conjuntos ndo disjuntos, ou seja, A; N A, # @, teriamos
contado, nessa formula, os elementos de (A1 U Ay) duas vezes, sendo assim, temos de retirar
essa dupla contagem. Isto equivale a subtrairmos |4; N A,| de |A; U A,| Logo, conforme
vimos no teorema 4.5, segue que

|41 U Az] = |A1] + |A;] - |41 0 Ay
Para estendermos esse principio para n conjuntos finitos faremos inicialmente

uma aplicacéo desse principio.

Exemplo 19. Quantos sdo os anagramas da palavra FERMAT, em que a letra F
ocupa a primeira posicao ou que a letra E ocupa a segunda posi¢ao?

Solucdo. Inicialmente definimos os conjuntos A; e A, da seguinte forma:

A;: conjunto das permutacdes da palavra FERMAT que comegcam com F.

A,: conjunto das permutagdes nas quais a letra E ocupa o segundo lugar.

A solucdo deste problema consiste em encontrar a cardinalidade de (A; U Ay).

A cardinalidade de A; sera igual a 5! pois podemos permutar as letras da palavra FERMAT,
de modo que a letra F ocupe a primeira posi¢éo de 5! formas diferentes.

Fixando a letra E na segunda posicdo ha também 5 maneiras de ocorrer a

permutacédo das demais, isto €, |A,| serd igual a 5!. Finalmente, fixando a letra F na primeira
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posicao e a letra E na segunda posi¢éo, podemos permutar as outras restantes de 4! maneiras,
0 que equivalea |4; N A,| =4!

Entdo, ao substituirmosem |A; U A,| = |A;| U |4;| - |[A; N A,|, obtemos

|A; U A,| =5! 45! —41=120 + 120 — 24 = 216

Por conseguinte, ha 216 modos distintos de permutar as letras da palavra
FERMAT, tendo a letra F em primeiro e a letra E em segundo lugar.

Mas, como deveriamos proceder se tivéssemos que permutar as letras da palavra
FERMAT fixando trés letras?

Por um raciocinio analogo ao anterior, a solucdo a esta questdo seria dada pela
cardinalidade da unido de trés conjuntos Az, Az e As.

Se estes conjuntos fossem disjuntos, teriamos:

|[A; U A; U As| = |Aq] + [Az] +|A3].

Porém, como nesse caso 0s conjuntos ndo sdo disjuntos, estamos somando duas
vezes 0s elementos das intersec¢cdes dos conjuntos dois a dois. Logo temos de remover essa
dupla contagem, ficando assim:

|A; U Ay U Az = [Aq] + |Az] +[As] - A1 0 Az |- Ay 0 Ag |- |Az N Ag |

Ora, para que a contagem fique correta, devemos acrescentar |A; N A, N As],
pois estes nimeros foram contados trés vezes em |A,| + |A,| +|A5| e foram removidos trés
vezesem: - |A; N A, |- |A; N Az |- |4, N As |, ou seja, eles ndo foram contados.

Logo, dados trés conjuntos finitos A;, A, e As, temos que:

|A; U Ay U Az = [Aq] + |Az] +[As] - [A1 0 Az |- Ay 0 Ag |- [A; N Az | +
|4, N A; N Al

O caso geral, isto €, 0 caso em gue temos de calcular a quantidade de elementos

da unido de n conjuntos sera enunciado a segulir.

Teorema 4.1. Se A1, A2 As,..., Ay sdo conjuntos finitos, a cardinalidade de sua
uniéo, denotada por |4, UA, U A3 U ... U A, e dada por
UL, A | = XiLqlAl - Illsi<j|Ai n A + Dsi<i<k |Ai 0 Aj N Ay| -
Teici<kep |Ai N A N A N ALl + ..+ (D™ A N A N A3 NN AL
Demonstragdo. Vamos mostrar que um elemento x, que aparece em m dos n
conjuntos com 1<m<n é contado exatamente uma vez.
Se x pertence a m dos conjuntos A;, Ay, As, ..., Ay, entdo x é contado

1) .y veZes em T 1A, ;
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2) Cnp Vezesem Y1, i|A; N Aj|, pois x s6 pertence a Aj N A;jse X estd em 4; e
emA,.

Como temos m conjuntos que possuem X, a quantidade de modos de tomar dois
deles com o referido elemento é C,,, ,;

3) Cpm3 Vezes em Y1 ik |4; 0 A; n A, por um raciocinio semelhante ao

anterior;

E, continuando com este raciocinio, veremos que X ocorre C,,,, = 1 vez no
somatorio do numero de elementos das intersec¢des de m conjuntos.

Obviamente, o elemento x ndo ocorrera em uma interseccdo com mais de m
conjuntos, pois ele sé pertence a m dos n conjuntos.

Logo, se um determinado elemento x ocorre em m dos n conjuntos, entdo x é
contadoem [A; UA, U A; U ... UA,|, exatamente

(Cn1—Cmz+ Cns — Cpa + -+ (=)™ Cppm) Vezes. Mostraremos que esta
expressao vale 1. Para isso tomaremos (1 — 1)™ e faremos a expressdo utilizando a formula
do desenvolvimento do bindmio de Newton.

A=1)™=Cpo 1™ (D% + Cpy - 1™ 1 (D) + Cpp - 172 (—1)2 +
ot Cm 19 (1) = Cpo— Cpy + Cnz + -+ (=)™ Cpppy cOMO (1 —1)" =0 e
Cmo = 1, temos que:

1-Cp1+tCppt++(1D" Cpm= 0
Adicionando (-1) a ambos os membros da igualdade obtemos
—Cp1+Cp+ -+ (D™ Cpp = —1
E dividindo ambos os membros da igualdade por (—1):
Cn1—Cpz+ -+ D™ Crn=1m

4.2 ASPERMUTACOES CAOTICAS E APLICACOES DO PIE

Na sequéncia apresentamos algumas aplicacdes classicas do principio da inclusdo-
exclusdo. Para a primeira das aplicagdes, que apresentamos como o corolério 4.2, definiremos
que uma permutacdo de a;, a,, as, ..., ap elementos é dita cadtica quando nenhum dos a;’s
elementos se encontra na posi¢ao original, isto €, na i-ésima posi¢do. De outro modo, dizemos
que uma permutacdo (aq,a, ...,a,) de I, é caotica se a; #i para todo 1<i < n, isto é,

quando vista como fun¢do, a sequéncia (a4, a, ...,a,) ndo possui pontos fixos. Antes de
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enunciarmos formalmente o referido corolario faremos uma aplicacdo para melhor

compreensdo do mesmo.

Exemplo 20. Quantas s&o as permutacgdes da palavra NASH em que nenhuma das

letras permanece na posicdo original?

Solucdo. Vamos denominar de conjunto universo o conjunto de todos o0s

anagramas da palavra NASH. Representando este conjunto por  temos |Q| = P, = 4! = 24.
Representaremos 0s quatros A; como sendo 0s conjuntos obtidos ao fixarmos
uma das letras da palavra NASH e permutarmos as outras trés, logo:

|4;|=P; =31=6,1<i<4

A= {anagramas da palavra NASH com “N” na primeira posi¢d0o}

A,= {anagramas da palavra NASH com “A” na segunda posi¢ao}

As= {anagramas da palavra NASH com “S” na terceira posi¢ao}

A= {anagramas da palavra NASH com “H” na quarta posi¢do}

Para chegarmos a solucéo pedida utilizando o principio da inclusdo-exclusdo
analisaremos as duplas, as triplas e as quadruplas interseccgoes.

1) Duplas intersec¢Oes possiveis (Air N Aip, 1< iy, i, < 4 e iy # ip): 0s elementos
desses conjuntos sdo 0s anagramas que obtemos ao fixarmos duas das letras da
referida palavra e permutarmos livremente as outras duas nas posicoes
restantes. Logo:

|Air N Ajp] = P, = 2! =2. Além disso a quantidade de duplas interseccoes

o 4
possiveis é: Cyp = i 6

2) Triplas interseccdes possiveis (Air N Aip N Aiz, 1< iy i i3< 4 e iy # ix# i3): 05
elementos desses conjuntos sdo 0s anagramas que obtemos ao fixarmos trés das
letras da referida palavra e deixarmos uma opc¢do para 0 preenchimento da
posicéo restante. Logo:

|Air N AN Aigl= P;= 1! = 1. Além disso o nimero de triplas

interseccdes possiveis é:

3) Quédruplas interseccbes possiveis (A N A, N Az N Ay): neste caso ocorre um
Unico anagrama obtido ao fixarmos todas as quatro letras nas posi¢Ges
originais. Logo:

AN A NAsN Ay =Py=0!=1.
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4!

Além disso, 0 nimero de quadruplas interseccdes possiveis € C44 = ol 1.

Pelo principio da inclusdo e da exclusdo temos:
|A1UA2UA3 UAs =Cy1-3!1=Cyp 214+ Cy3-11—=Cyyq-0! = 4! (%-

1 1

TRETR
O numero de anagramas pedido sera dado por |Q] — |A; U A, U A3 U A, |,
logo, as permutacdes da palavra NASH em que nenhuma das letras permanece na posi¢édo

original sera igual a:

1 1 1
“HG s R A D MG T s DS

24(1—1+1—1+i) =9,
2 6 24
Corolario 4.2. Parane N e n > 1, temos exatamente

~ ”(1)l

Demonstracdo. Vamos definir A; como 0 conjunto das permutacdes de

permutacdes caoticas de I,,.

(ai,ay ...,a,) em que fixamos o i-ésimo elemento na posicdo i e permutamos 0s demais
elementos com i € {1,2,3,..., n} e vamos considerar o conjunto de todas as permutagdes
possiveis dos a;’s elementos. Deste modo, 0 numero de permutacdes cadticas de I,, sera dado
por:
D= |Q]-|A; U A, U A; U ..U A4,]|
Neste caso temos que | = n! e |4; U A, U A3 U ..U 4,]|, como vimos
anteriormente, pode ser determinado pelo principio da inclusdo-exclusdo da seguinte forma
|2?=1Ai| = ?:1 14| = 1<l<j |A N A; | + 21<i<j<k |Ai r1Aj nAk| - Z?Si<j<k<p |Ai n
ANANA| ++ (D4 N Ay N Az NN Ay
Vamos determinar o valor de cada parcela da soma acima. Representando-as
por S; com 1<i<n temos:
1) Si=Y%, |4l = X, (n—1)! e como existem C,,; =n conjuntos 4; temos
nessa soma, entao
Si=n(n—1D!=
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2) So= Yl |Ain4j| = Tlac; (n—2)! e como existem C,, interseccGes

duplas temos nessa soma, entédo

n! n!
. _ | — =
2!(n-2)! (n—2)! 2!

Sz= Cn,2 ' (n - 2)' =

3) Ss= Ylcicjer |[AiNA;NAx| = Tlacicr (n—3)! e como existem C, 3

interseccdes triplas temos nessa soma, entéo

o (n—3)!'= n

S3=Chnz-(n—3)! = 3!(n—-3)! 3!

Seguindo com este raciocinio chegamos a

n! n!
. — | = =
nl(n-n)! (n —n)! n!

4) Sn: Cnﬁn - (Tl - Tl)! ==

Deste modo, temos que
UL Al =$1 =S5 + S+ ...+ (=)™ -5,

Logo, o nimero de permutagdes cadticas D,, serd dado por
Dn: |Q|_|A1 V) A2 V) A3 U ..U Anl

_ n! n! n! —1n!
Dn—n!—(z—z+§+‘“+(—1)n ;)

Dp=nl—nl(z——+o++ (D1

1 1 1 _ 1
Dn= n!(l—;+z—§+---+(—1)-(—1)” 1;)

1 1 1 1 1
Dp=nl(g—z+o— s+ (D" )

Logo,

GOk
D,=n!Y, .
Continuando com as aplicacBes, na sequéncia, apresentamos no corolario 4.3
como determinar dentre o conjunto de funcbes f: A - B com |A| =ne |B| = k, dado por

F ..k 0subconjunto S, , de funcdes sobrejetoras.

Coroléario 4.3. S&o dados n, k € N e os conjuntos finitos A e B tais que |[A| =n e

|B| = k. O numero de fun¢des sobrejetoras f: A — B é igual a

(D) ke — D™
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Demonstracao. Seja F,, , o conjunto das funcdes f: A — B e S, 0 subconjunto
de F, formado pelas fun¢des sobrejetoras. Sejam ainda B = {b;, b, ...,b} eparal <i <
k, C; o conjunto das funcdes tais que b; & Im(f). Nesse caso o conjunto das funcdes f: A - B
que ndo sdo sobrejetoras sera dado por

k
e

i=1
Obviamente, o nimero de fungBes sobrejetoras S, sera igual a
k

Je

i==1

|5n,k| = |?n,k| -

Sabemos ainda que |F,,|=k™ e determinaremos o |UK_, C;| através do

principio da inclusdo-excluséo.
Assim,
U1 G| = 241G = SiaglCn Gl + -+ (=DF G n G n . NGy

Dai, segue que |C;| = (k — 1)™, pois podemos escolher qualquer imagem para
f(aj) com 1 <j <n, com exce¢do de b;. Desse modo o primeiro somatorio resulta em k .
(k — 1)™, pois temos k conjuntos C; e cada um possui (k — 1)™ fungdes.

Analogamente, temos |Ci N Cj| = (k — 2)™, pois podemos escolher qualquer
imagem para f(aj) com 1 <j <n, com exce¢do de b; e b;. Portanto segundo somatorio
resulta em (§)(k — 2)"

Aplicando esse mesmo raciocinio para os demais somatdrios obtemos:
UL Gl = (D =D = Q) k=2 + -+ (=D () — )"
|U£(=1 Cil = ?:1(_1)1'_1 (’f)(k - "

Subtraindo esse nimero do total de funcbes |Tn,k| = k™ temos:

k

Sul = &= > -1 () e -

i=1
Observe que k™ pode ser escrito como k™ = (—1)°(§)(k — 0)". Desse modo

concluimos que
k

Suel = 0 (o) Gk =02 = D=1 () e — oy

i=1
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Suel = 00 () Gk =0y - Z( N W

Suel = 00 (5) Gk =0y + Z( o (§) ey
[Snel = Zio(=1)" () e = )"

Apresentamos, na sequéncia, alguns exercicios que podem ser trabalhados a
nivel de ensino médio e que apresentam aplica¢Ges do teorema e dos corolarios apresentados

anteriormente neste capitulo.

Exemplo 21. Um empresario possui uma rede de lojas de calgcados e confecces.
Ele decidiu fazer um rodizio entre os gerentes das 6 lojas de modo que todos passem a
gerenciar uma loja diferente da que gerencia antes do rodizio. De quantos modos poderao ser
organizados os gerentes nessas lojas dentro das condicfes citadas?

Solucéo. Para resolvermos este problema temos de calcular uma permutacéo de 6
elementos (0s 6 gerentes vao permutar nas seis lojas), como cada elemento deve ocupar um

lugar diferente do que ocupava, entdo temos uma permutacdo cadtica de 6 elementos que,

pelo corolario 4.2, pode ser calculada pela formula Dg = 6! ¥2_, .1) Logo:

i!

Do =6 (z—T 42—+ —2+=)=360-120+30-6+1=265

Exemplo 22. Temos 10 brinquedos diferentes para distribuir entre quatro
criangas. De quantos modos distintos podemos distribuir estes brinquedos entre as quatro
criancas de forma que cada uma delas receba pelo menos um brinquedo?

Solucéo. Consideremos inicialmente o conjunto B como sendo o conjunto dos
brinquedos e o conjunto C como sendo o conjunto das criancas. Isto é: B = {by, b,, ..., b1} €
C = {cy, ¢y, c3,c4}. Tomemos agora a funcdo f: B— €. Como cada crianca deve receber pelo
menos um brinquedo, ou seja, como cada elemento do contradominio deve ser imagem de
pelo menos um elemento do dominio o que queremos é determinar a quantidade de funcdes f:

B— C que sdo sobrejetoras. Ora, sabemos pelo corolario 4.3, que o numero de funcdes

sobrejetoras de f: B~ € com |B| = 10 e |C| = 4 seraigual a: i o(—1) (4)(4 — )% Logo:
S (- D)@ = D= - 0 = (Y4 - D + (D4 - 20 -
(D@ =30+ (5)(4 -0 = 410 — 4,310 4+ 6,210 — 4,110 + 01° = 818520.
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Outra aplicacédo do principio da inclusdo-exclusdo que apresentamos a seguir é a
férmula para o célculo da funcdo @ de Euler. Apresentaremos esta aplicacdo no exemplo 23.
Para o que segue, definimos como funcdo @ de Euler a fun¢do ®: N — N que associa a cada
elemento natural n a quantidade de niUmeros naturais relativamente primos com n e menores
do que ou iguais a n.
A funcdo ®: N — N esta bem definida e tem as seguintes propriedades:
1. &(n) = 1, poismdc(n,1)=1,vn €N;
2. ®(n) < n—1, poismdc(n,n)=n,vn €N;
3. ®(p) =p—1,sepéprimo, pois mdc(p,n) =1, Vn < p.
Lembremos ainda do Teorema Fundamental da Aritmética que afirma que n =

pytpy 2. pst ..py ", Onde p; comi € {1,2,3, ...,7}, sdo os fatores primos de n.

Exemplo 23. Prove que @(n), ou seja, a quantidade de ndmeros naturais
relativamente primos com n, pertencentes ao conjunto A = {1, 2, ...,n}, pode ser calculada

pela formula
®(n) = n.[1<,(1 - pi)

sendo que n = p; t.py 2. pg> ...py” , onde 0s p; tal que 1 < i <, sdo os fatores
primos de n.

Solucdo. Temos que obter o numero de elementos no conjunto A =
{1,2,...,n}que sdo relativamente primos com n. Para que um ndmero k < n seja
relativamente primo com n, k ndo pode ser multiplo de nenhum dos fatores primos de n, pois
caso contrario, se p; é fator de k e n, entdo mdc(k, n) = p;.

Dessa forma definiremos A; = {x € A4; x é multiplo de p;, 1 < i <r}.

Para obtermos o nimero de elementos de A que s&o relativamente primos com
n, devemos calcular |A| — |A; U A, U ..U A, |, pois devemos excluir todos os elementos que
sdo maltiplos dos fatores primos de n.

Utilizaremos o Principio da Inclusdo e Exclusdo para calcular |[A; UA, U ..U
Al

Para facilitar a notagdo, denotaremos por [ ,, 0 conjunto de todas as k-
combinacbes dos indices i € {1,2,3,...,r}. Dessa forma, pelo Principio da Inclusdo e
Excluséo,
®(n) = |[A|—-|A; UA, U ..UA,|
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@(n) = |A| = ) |4l + z |AiﬂAj|+---+(—1)k z |Ai1n WA |+

r
i=

1 (iL.))EL,r (vl lien, ,

+ (D74, NnA, N ...N A,

Temos entdo que determinar o nimero de elementos de conjuntos do tipo A4;,

(AN 4), (A4 N A NAY,..., (A N A; N A N ... N A,). Concluimos que |4;] = pﬁ pois para

obtermos a quantidade de multiplos de um nimero primo no conjunto A = {1, 2, ...,n} basta

que dividamos o comprimento do intervalo [0; n], pelo nUmero primo e teremos quantos

nameros multiplos de p; cabem nesse intervalo. Por um raciocinio analogo, podemos

determinar |Al- nA]-|, contando os multiplos de p;p; contidos no intervalo [0; n], ou seja,

n

|4; N 4;| = —. Continuando com esse raciocinio para obtermos o resultado do nimero de

DiDj

elementos dos outros conjuntos temos:

|Al = n,

|Ai| = %,
|AlﬂA]|:ﬁp],
|40 40 Ay =—=

PipjPK

n
P1P2D3--Dr

Desse  modo, retomando o célculo de @(n)

|[A;,NA,NA;N..NA|=

— r I n k n
®(n) =n-— Zi:lp_i + Z(i,j)az,?pj + ot (D 2y iy ipelir TR +-
—1)yr—"
( ) b1D2--Pr
Donde

1

1 1
&) =n(1- ?:1; + Z(i,j)az,;pj +ot (DX,

1
P1D2--Pr

(=07

e, portanto

®(n) =n (1 —pil) (1 —piz) (1 —plr).

yenl i )EI
k) kr DiyDip-Diy,

segue

o4

+oe

que:

Esta Gltima igualdade pode ser melhor compreendida ao analisarmos o produto

(1 - i) (1 - p—12) (1= i), do seguinte modo:

Cada termo gerado por esse produto, corresponde a uma sequéncia de escolhas

1 . . I
entre as parcelas 1 e p—_de cada fator. Por exemplo, o numero 1 que é o primeiro termo do
12
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somatorio é gerado quando escolhemos dentro de cada fator a parcela 1. Os termos do

2o 1 . 1
somatorio — {=1; sdo obtidos quando efetuamos uma escolha de termos — dentre os
l

Di

fatores (1 — i).

P1

Os termos do somatorio },; DLy sao obtidos quando fazemos duas escolhas

1 1 . .. ;. ~
de parcelas iy e, expandindo esse raciocinio obtemos todos os somatodrios da equacao
Y

n

®(n) =n-— Y, +Z(U)e12r + (DR Y6, lk)EIkrm-i- et
12 15

(- 1)r "y , desse modo, podemos afirmar de fato que

cb(n)—n(1——)(1——) (1——)

4.3 O PRINCIPIO DA CASA DOS POMBOS - PCP

Na sequéncia apresentamos mais um método de contagem, o Principio da Casa
dos Pombos também conhecido como Principio das Gavetas de Dirichlet. Este principio se
constitui numa importante ferramenta na resolucdo de determinados tipos de problemas de
combinatoria. Antes de enunciarmos formalmente este principio mostraremos um exemplo
basico de aplicacdo do mesmo, visando uma melhor compreensao do leitor.

Exemplo 24. Em um conjunto de 3 pombos, prove que existem pelo menos 2 do
mesmo Sexo.

Solucdo. Em primeiro lugar, observe que queremos provar a existéncia de certo
subconjunto dos pombos dados (2 pombos), cujos elementos satisfazem a uma certa
propriedade (sdo do mesmo sexo). Para isto, consideramos os 3 pombos dados e duas casas de
pombo, uma rotulada m (macho) e a outra rotulada f (fémea). Vamos agora colocar os pombos
nas casas de pombo, de acordo com o sexo. Isto é, cada pombo vai para uma das casas, de
acordo com o seguinte critério: se o pombo é macho, ele vai para a casa m; se 0 pombo é

fémea (uma pomba, na verdade), ela vai para a casa f.

/\

[m]
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Como temos 3 pombos e 2 casas de pombo para coloca-los, uma das casas devera
. 3 . - P
conter mais do que 5= 1,5 pombos. Mais especificamente, uma das casas devera conter 2

pombos. Ou seja, ou temos 2 pombos machos ou temos 2 pombos fémeas.

A resolucdo deste problema simples ilustra a ideia central associada ao PCP: Ele
da origem a um método que pode ser usado na prova de que certa configuracdo (objetos que
possuem certa propriedade) existe. Para isto, alguns objetos sdo considerados como pombos,
outros como casas de pombo, e os pombos sdo colocados nas casas de pombo. O PCP,
simplesmente, garante que existe uma casa de pombos que contém mais do que certo nimero
de pombos. Esta casa de pombos, obtida pelo PCP, usualmente nos leva a configuracdo

procurada.

Teorema 4.4. Seja P um conjunto finito e ndo vazio (de pombos) e C um
conjunto finito e ndo vazio (de casas de pombo). Se /- P — C é uma funcdo (que coloca os

pombos nas casas de pombo), entdo existe ¢ em C (uma casa de pombo), tal que

[f*(c)|> % (a casa c possui a0 menos % pombos).

Demonstracéo. Sejam P e C conjuntos finitos e ndo vazios. Uma fungdo de P em
C relaciona elementos de P a elementos de C, de maneira que:

1) cada elemento de P esta associado a algum elemento de C;

2) nenhum elemento de P esta associado a mais do que um elemento de C.

Assim, f é uma funcéo de P em C, quando cada elemento de P est4 associado a
um e exatamente um elemento de C por f. Func¢des séo, usualmente, dadas por conjuntos de
pares ordenados ou leis algébricas.

Dados os conjuntos P e C, escrevemos f': P — C para dizer que f € uma funcédo de
P em C. Além disso, dados f': P — C, p € P e c € C, escrevemos f(p) = ¢ para dizer que c € 0
unico elemento de C associado a p por f. Sejam P e C conjuntos, f: P — C e ¢ € C. A imagem
inversa de ¢ por f € o conjunto de todos os elementos de P que f associa a ¢, ou seja, € 0
conjunto {p € P : f(p) = c}. Dados f: P — C e c € C, escrevemos f ! (c) para denotar a
imagem inversa de ¢ por f. Observe que f ™ (c) é um subconjunto de P. A ideia fulcral na
formulacdo do PCP é a de que, se estabelecemos uma funcdo de um conjunto P em um
conjunto C, mesmo que tenhamos feito uma distribuicdo equitativa dos elementos de P entre
os elementos de C, ha um elemento de C que é o correspondente de, no minimo, uma
quantidade igual a divisdo de |P| (o numero de elementos de P) por |C| (o numero de

elementos de C).
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Desse modo temos que:

-1 |P|
[T~ (c)| EH. n

A seguir apresentamos algumas aplicagdes do Principio da Casa dos Pombos.

Exemplo 25. Prove que em um grupo de 50 pessoas, pelo menos 5 fazem
aniversario no mesmo més.

Solugdo. Neste caso queremos provar a existéncia de certo subconjunto das
pessoas (5 pessoas) cujos elementos possuem uma propriedade em comum (fazem aniversario
no mesmo més). Vamos considerar P como sendo o conjunto das pessoas e C como sendo o
conjunto dos meses do ano. Sabemos que |P| = 50 e |C| = 12. Consideremos também a

funcéo f : P — C tal que f(p) € 0 més de aniversario da pessoa p. Assim, pelo PCP, existe

- 50 P .
uma casa ¢ que possui ao menos 5 > 4,1666... = oo H pombos. Ou seja, temos a0 menos

cinco pessoas que fazem aniversario no mesmo més.

Exemplo 26. Prove que, em um ano ndo bissexto, considerando um grupo de 731
pessoas, pelo menos 3, fardo aniversario no mesmo dia.

Solucdo. Neste caso queremos provar a existéncia de certo subconjunto das
pessoas (731 pessoas) cujos elementos possuem uma propriedade em comum (fazem
aniversario no mesmo dia). Vamos considerar P como sendo o conjunto das pessoas e C como
sendo o conjunto dos dias do ano. Sabemos que |P| = 731 e |C| = 365. Consideremos também

a fungdo f : P — C tal que f(p) é o dia de aniversario da pessoa p. Assim, pelo PCP, existe

731 _ |P|

uma casa ¢ que possui ao menos 3 > 2,002... = 365 ICl

pombos. Ou seja, temos ao menos trés

pessoas que fazem aniversario no mesmo dia.

Exemplo 27. Mostre que em um calendario anual qualquer com n dias e um
conjunto contendo n+1 pessoas, hd pelo menos duas pessoas deste conjunto que fardo
aniversario no mesmo dia.

Solugdo. Como podemos perceber este problema consiste na generalizagéo do
problema anterior. Logo, por um raciocinio andlogo vamos considerar P como sendo o
conjunto das pessoas e C como sendo o conjunto dos dias do ano. Sabemos que |P|=n+1e

|C| = n. Consideremos também a funcdo f : P — C tal que f(p) é o dia de aniversario da
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. . . +1 P
pessoa p. Assim, pelo PCP, existe uma casa ¢ que possui ao menos 2 > 1> "T = % pombos.

Ou seja, temos ao menos duas pessoas que fazem aniversario no mesmo dia.

Exemplo 28. Prove que dado o conjunto {1,2,3,4,...,2n}, se retirarmos
aleatoriamente n + 1 elementos desse conjunto, entdo teremos pelo menos dois elementos
onde um deles dividira o outro.

Solucdo. Vamos denominar de a qualquer nimero inteiro pertencente ao conjunto
{1,2,3,4, ...,2n}, sabemos que a pode ser escrito na forma a = 2¥.b e que b é um dos
ndmeros impares pertencentes ao conjunto {1,3, ...,2n —1}. Desse modo, podemos
considerar P o conjunto dos n+ 1 elementos escolhidos aleatoriamente do conjunto
{1,2,3,4,...,2n}onde |P| =n+ 1 e consideraremos C o conjunto os valores de b quando

a= 2% btalqueb e {1,3, ..,2n — 1}, isto &, |C| = n. Consideremos também a funcéo f : P

— C tal que f(p) é o fator b no nimero a = 2*.b, pelo PCP temos 2 > 1> "T“ = %, 0 que

mostra que temos pelo menos dois elementos, dos n + 1 elementos retirados aleatoriamente
do conjunto {1, 2, 3,4, ..., 2n}, onde um € maltiplo do outro. De fato, existem dentre os n + 1

elementos retirados aleatoriamente do conjunto {1, 2, 3,4, ..., 2n} dois elementos a; = 2*1. b

e a, = 2k2.b, com k; # k,. Suponha sem perda de generalidade que k; < k,. Entdo % =

1

2kzp  2k2
2k1p T 2k1

= 2k2=F1 ¢ como k; — k, > 0 concluimos entdo que a, divide a,.

Exemplo 29. Considere um conjunto X contendo 10 ndmeros naturais ndo nulos
menores do que ou iguais a 100. Isto é, X c {1, 2,3,...,100} e |X| = 10. Prove que podemos
tomar dois subconjuntos ndo vazios Y e Z de X, com YN Z = @ tal que:

y1-3

yeY ZEZ

Solucéo. Considere P como sendo o conjunto dos subconjuntos ndo vazios de X e
C como sendo o conjunto dos resultados possiveis dos somatoérios dos subconjuntos nao
vazios de X, isto é, C = {3 ecaa;A S Xe A # @}. Obviamente |P| = 21° — 1, pois |X| = 10.
Né&o temos informacdes suficientes para determinarmos |C| com precisdo. Contudo, podemos
determinar uma cota superior para |C| o que é suficiente aos nossos propositos. Para
determinarmos essa cota, vemos que todos os 10 elementos de X sdo menores do que ou

iguais a 100, portanto 0 Y,cxx < 1000. Dai, se A € X, entdo,Y.,c4a < 1000. Ou seja, 0s
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resultados possiveis dos somatorios dos subconjuntos ndo vazios de X sdo valores entre 1 e
1000, isto &, |C| < 1000.

Desse modo concluimos, pelo PCP, que existe uma casa ¢ que possui pelos

1023 P , . . . ~ .
menos 2 > To00 = % pombos. Isto é, existem pelo menos dois subconjuntos ndo vazios A e B

de X tais que Y, caa = Ypeg b. N@0 podemos garantir que ANB = @, mas, a partir destes
conjuntos, € facil obter dois subconjuntos ndo vazios Y e Z de A com todas as propriedades

desejadas. Para isto, podemos tomar Y = A—(ANn B) e Z=B—(A N B). Temos entdo que Y N
Z=0Qe ZyEYy = Yzez 2.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A presente dissertacdo versou sobre alguns conceitos dentro da analise
combinatéria, tendo sido apresentadas algumas definicGes, propriedades, aplicacdes e
problemas relativos a alguns principios de contagem como o principio bijetivo, o principio
aditivo e o principio multiplicativo. Entendendo que para enfrentar com sucesso os desafios
inerentes ao ensino da combinatdria, € imprescindivel que o professor disponha de todas as
ferramentas possiveis e, assumindo os pressupostos de Klein (2010) que argumenta, com
bastante propriedade, que os professores de matematica devem olhar para a Matematica
escolar de um ponto de vista superior, apresentamos as técnicas elementares de contagem com
uma abordagem ndo excessivamente rigorosa, contudo logicamente estruturada e mais
aprofundada que a usual nos diversos livros do ensino médio.

Apresentamos, outrossim, o Principio da Inclusdo-Exclusdo, que é atil ndo apenas
na Anélise Combinatdria, como também na resolucéo de problemas envolvendo Conjuntos e
Probabilidade. Ele se faz importante quando queremos contar elementos de conjuntos néo
necessariamente disjuntos, situacdo na qual carece-se de muito cuidado para ndo haver
contagem dos elementos da intersecdo dos conjuntos mais de uma vez. Entendemos que 0
referido principio, trabalhado normalmente no ensino médio apenas no caso particular n = 2,
pode ser util para municiar o professor de matematica de um conhecimento que vai além
daquilo que ele necessariamente trabalhara em sua sala de aula na educac&o bésica.

Enveredamos pelo estudo do problema da existéncia de uma configuracdo
especial no universo das configuracdes possiveis, utilizando para tanto o principio da casa dos
pombos e que quando usado como um método de prova, o PCP se torna uma ferramenta
extremamente poderosa na resolucdo de problemas. Apresentamos o referido principio
também de uma forma mais aprofundada que a usual, pois para formalizar esta ideia, usamos
as nocdes de funcdo e de imagem inversa de um elemento por uma funcéo.

Seguindo a ideia de que o Profmat tem como objetivo proporcionar formacao
matematica aprofundada e relevante para a docéncia na Educacdo Basica, visando dar ao
egresso qualificacdo certificada para o exercicio da profissdo de professor de Matematica,
entendemos que o presente trabalho pode ser nevralgicamente Util como um material de
estudo auxiliar aos professores do ensino basico e alunos de licenciatura em matematica,
futuros professores, interessados em aprofundar seus conhecimentos matematicos na area

especifica de combinatoria.
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