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RESUMO

O célculo de areas é desde o ensino fundamental apresentado aos jovens estudantes
brasileiros, sendo sua assimilagdo facilitada pelo aspecto concreto e abundante de aplicagoes
no cotidiano. Nesta pesquisa, sdo apresentadas e demonstradas, com base no método de
exaustdo de Eudoxo e pautadas nos trabalhos de autores como Carvalho (2011), Lima (1991),
Morgado (1990) e Muniz Neto (2013 e 2015), as formulas matemaéticas utilizadas no calculo
das areas das regibes limitadas pelos principais quadrilateros, por triangulos e circunferéncias,
além da area da regido limitada por uma elipse. Apds cada férmula apresentada e
demonstrada, quando possivel, associa-se a prova de um teorema da matematica bésica e,
quando necessario, listam-se aplicagdes Uteis para a sua fixacdo e aprofundamento. Parte da
pesquisa € dedicada ao célculo de aproximacdes racionais do valor numérico de = (pi), razdo
entre o comprimento da circunferéncia e seu didmetro, embasando o célculo da area do
circulo. Através das experiéncias dos professores de matematica do Ensino Fundamental e
Médio, percebe-se que, ao usar o célculo de areas como ferramenta nas resolucdes de
situacBes-problema, o estudante vé de forma mais clara, palpavel e lidica certos contetidos da

matematica bésica, facilitando o processo ensino-aprendizagem.

Palavras-chave: Areas dos poligonos. Area do circulo. Ensino da Matematica Bésica.



ABSTRACT

The calculation of the areas since the elementary school are presented to young brazilian
students, the assimilation is facilitated by the concrete and abudant aspect of everyday
applications. In this research, the mathematical formulas used in the calculation of the areas of
study are presented and demonstrated, based on the Eudoxo method of exhaustion and based
on the works of authors such as Carvalho (2011), Lima (1991), Morgado (1990) and Muniz
Neto (2013 and 2015). Regions limited by the main quadrilaterals, triangles and circuferences,
besides the area of the region limited by an elipse. After each formulas are presented and
demonstrated, when possible, the proof of a basic mathematical theorem is associated and,
when necessary, useful applications are listed for their fixation and deepening on the content.
Part of the research is devoted to the calculation of rational approximations of the numerical
value of & (pi), ratio between the length of the circumference and its diameter, based on the
calculation of the area of the circle. Through the experiences of mathematics teachers in
Elementary and Hight School, it is noticed that, when using the calculation of areas as a tool
in the resolutions of problem situations, the students sees it more enlightened, palpable and

playful form certain contents of basic mathematics, facilitating the teaching-learning process.

Key-words: Polygon areas. Circle area. Basic mathematics teaching.
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1 INTRODUCAO

Muitos dos resultados da matematica basica como por exemplo os teoremas de
Pitagoras, Tales e Ceva, bem como a propriedade do baricentro de um triangulo, além dos
calculos da soma dos termos de uma progressdo aritmética, do inraio, circunraio, ex-inraios
podem ser demonstrados de maneira relativamente simples, aplicando-se o calculo de areas de
triangulos e/ou dos principais quadrilateros de duas maneiras diferentes. Mas se o problema
for calcular a éarea limitada por uma elipse, pode-se usar um dos principios de Cavalieri,

quando se conhece o calculo da area de um circulo.

O estudo do célculo de areas teve inicio com a geometria pratica de civilizagdes
antigas como a egipcia e a babilénica. Cresceu e criou corpo na Grécia antiga, com a
geometria dedutiva de Tales e Pitagoras, e com o desenvolvimento axiomatico da geometria
por Euclides. O método de exaustdo aqui utilizado para dar sustentacdo ao célculo da area do

quadrado de lado irracional e ao calculo da area do circulo, ja fora utilizado por Arquimedes.

O meétodo de exaustdo ndo da origem as formulas matematicas. Na Grécia antiga,
as formulas demonstradas téo elegantemente através do método de exaustdo foram concebidas
com a ideia do método de Arquimedes para determinar uma &rea ou volume.
A ideia era cortar a regido correspondente num namero muito grande de tiras ou fatias

paralelas finas, residindo ai os germes do célculo integral.

O conhecimento das diversas formulas matematicas utilizadas no calculo de areas
e, acima de tudo, a compreensdo dos processos empregados nas respectivas demonstracoes,
dardo maior seguranca, eficiéncia e simplicidade as resolucbes de situagdes-problema
compativeis com o estudo de areas. Para o presente trabalho, autores como Carvalho (2011),
Lima (1991), Muniz Neto (2013 e 2015), Morgado (1990), Dolce (2005), Dante (2003),
Barbosa (1995), Eves (1997), Singh (2001) e Carneiro (2006) foram consultados.

O objetivo maior deste estudo é divulgar ideias e modos diferentes do tradicional
de abordar conteudos relevantes no ensino da matematica basica. Muitas das aplicacbes e
solucdes aqui expostas sdo frutos de longas e gratificantes conversas informais com o
professor Fabricio Maia, quando, na busca de encontrar uma melhor maneira de expor aos

estudantes determinados conteudos, ideias eram aprimoradas e/ou repassadas. Muito da
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fundamentacdo tedrica aqui utilizada tem origem e/ou motivagdo nas aulas proferidas pelos

meus professores durante o transcorrer deste mestrado.

Esta pesquisa foi dividida em quatro partes, para que o leitor possa incorporar e

assimilar de forma gradativa as ideias aqui contidas.

Na primeira parte, iniciamos com uma fundamentacéo tedrica relativa ao conjunto
R dos numeros reais. Tal fundamentagdo, sustentara o Método de exaustdo de Eudoxo,
apresentado logo a seguir. Fecharemos essa primeira parte demonstrando que o conjunto dos

nUmeros racionais (Q) é denso em R. O fato do conjunto dos racionais ser denso em R,

combinado com o método de exaustdo, fundamentard o calculo da area do quadrado de lado

irracional, um dos pilares dessa pesquisa.

Na segunda parte, iniciaremos listando as proposicdes inerentes ao conceito de
areas. Com os conhecimentos da primeira parte servindo de esteio, sdo apresentadas e
demonstradas as formulas para o calculo das areas das regifes limitadas pelos principais
quadrilateros, notadamente, a do quadrado de lado irracional, e da regido triangular, em
funcdo da base e da altura. A partir dessas formulas, nas aplicacdes, foram demonstrados
alguns teoremas classicos como o de Pitagoras, de Tales e de Ceva, além da propriedade do
baricentro de um tridngulo e da soma de niumeros inteiros positivos em progressao aritmética.
A maior dificuldade nessa primeira parte, sem duvida alguma, consiste na demonstracdo da
area limitada por uma regido quadrada, cuja medida do lado é irracional. Muniz Neto (2013) e
Lima (1991) trazem abordagens distintas para tal tema. Aqui, por se tratar de um estudo

voltado para o ensino médio, optamos por utilizar o método de exaustdo como apoio.

Na terceira parte, sdo apresentadas e demonstradas outras oito férmulas
matematicas diferentes para o célculo da area da regido triangular e, a partir de combinagdes
delas, nas aplicacbes, mostrou-se como calcular, de maneira relativamente simples, os raios
das circunferéncias (inscrita, ex-inscritas e circunscrita) de um triangulo. Dentre essas outras
férmulas, encontra-se aquela que utiliza o semiperimetro do triangulo 6rtico, dando uma boa
oportunidade para o professor do ensino médio ampliar seus conhecimentos e 0s de seus
alunos, aproximando-os de situacdes-problema exploradas em olimpiadas de matematica. Outra
férmula demonstrada é aquela que utiliza as coordenadas cartesianas dos vértices do triangulo,
onde optamos por utilizar as nocdes de vetores, embora de forma ndo evidente. A

demonstracdo para essa férmula, normalmente apresentadas nos livros didaticos, é exaustiva e
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compromete, na maioria das vezes, o tempo disponivel. Fechamos essa segunda parte com a
férmula de Pick, onde para se calcular a area de um poligono numa rede, basta saber contar
pontos. Vale a pena apresenta-la aos estudantes do ensino medio, seu uso facilita a resolucéo

de muitas situagdes-problema envolvendo célculo de area em malhas quadriculadas.

Na quarta e Ultima parte, abordou-se 0 nimero = (pi, razdo entre 0 comprimento
de uma circunferéncia e seu diametro), o comprimento da circunferéncia e a area do circulo.
Iniciamos com uma experiéncia simples e pratica, na qual um valor racional aproximado para
0 numero irracional ©, com uma casa decimal, pode ser obtido. Tal experiéncia é sugerida
para estudantes do ensino fundamental, quando em seu primeiro contato com o nimero .
Para o calculo do comprimento da circunferéncia lancamos mdo mais uma vez do método de

exaustdo de Eudoxo.

Nas demonstracdes desse trabalho, tentou-se utilizar somente contelddos
normalmente estudados no ensino médio ou que possam ser facilmente assimilados por parte
de quem tem o dominio de tais conteddos. Com isso, tem-se uma maior dificuldade na
demonstracdo do comprimento da circunferéncia, onde, além do método de exaustao, tivemos
que usar algumas nocBes de limites. Uma demonstracdo alternativa para o célculo do
comprimento da circunferéncia com uso exclusivo das nogOes de limites, sem utilizar o

método de exaustio de Eudoxo, foi citada.

O trabalho é finalizado com o célculo da area da regido limitada por uma elipse,
onde sdo dadas duas demonstracGes. A primeira, utilizando o principio de Cavalieri, é
bastante acessivel ao nivel de ensino médio. E uma Gtima oportunidade de difundir tdo
importante principio. A segunda, em que sdo utilizadas a area do circulo, sua projecédo
ortogonal num plano inclinado, além das equacdes paramétricas do circulo e da elipse, traz
em si um engrandecedor caminho que vale a pena ser percorrido por professores e estudantes

do ensino médio.
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2 FUNDAMENTAGCOES TEORICAS

Iniciaremos esse capitulo com algumas definicdes relativas ao conjunto dos
numeros reais que fundamentardo futuras demonstracGes presentes nessa pesquisa. Tais

defini¢Ges podem ser encontradas em Lima (2014) ou Muniz Neto (2015).

2.1 SUPREMO E INFIMO

Vejamos algo que distingue o conjunto R dos reais do conjunto Q dos racionais.
O conjunto R é caracterizado como um corpo ordenado completo, propriedade que Q ndo tem.

Para um entendimento do que isso significa, vejamos alguns conceitos preliminares.

Um conjunto ndo vazio X < R diz-se limitado superiormente quando existe
algum b e R, tal que x < b para todo x € X, ou seja, X (-, b]. Nesse caso, diz-se que b €
uma cota superior de X. De modo analogo, um conjunto X c R diz-se limitado inferiormente
guando existe algum a € R, tal que x > a para todo x € X, ou seja, X c [a, +o0). O nUmero a é
entdo uma cota inferior de X. Por fim, um conjunto ndo vazio X < R ¢é limitado se X for
simultaneamente limitado superior e inferiormente. Isso significa que X estd contido em
algum intervalo limitado [a, b] ou, equivalentemente, que existe k > 0 tal que — k < x <k, isto
e,

x| <k, para todo x € X.

Seja X < R limitado superiormente e ndo vazio. Um nimero M € R chama-se
supremo do conjunto X quando é a menor das cotas superiores de X. Em outras palavras, M é

supremo de X quando cumpre as condicdes:
S1. Paratodo x € X, tem-se x < M;
S2. Sec eR étal que c <M, entdo existe X € X com ¢ <X.

A condicdo S2 diz que se ¢ é menor que o supremo M de X, entdo ¢ ndo é cota

superior. Podemos reformular essa condicao dizendo que se ¢ € uma cota superior de X, entdo
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¢ € maior do que ou igual ao supremo M de X. Escrevemos M = sup X para indicar que M é o

supremo do conjunto ndo vazio X.

Analogamente, se X <R € um conjunto ndo vazio, limitado inferiormente, um
namero real m chama-se infimo do conjunto X, e escreve-se m = inf X, quando m é a maior

das cotas inferiores de X. Isso equivale as duas afirmacdes:
I1. Paratodo x € X tem-se X > m;
2. Sec eR étal que c>m,entdo existe X € X com x <.

A condigdo 12 diz que se ¢ € maior que o infimo m de X, entdo c ndo é cota
inferior. Podemos reformular essa condicéo dizendo que se ¢ € uma cota inferior de X, entdo ¢

€ menor do que ou igual ao infimo m de X.

Isto posto, podemos dizer que b é o elemento méximo e a0 mesmo tempo
supremo do intervalo fechado [a, b]. J& o intervalo [a, b), cujo supremo é b, ndo possui
elemento maximo. A ideia de supremo serve precisamente para substituir a ideia de maior
elemento de um conjunto quando esse maior elemento nao existe. Consideracdes inteiramente

analogas podem ser feitas em relacéo ao infimo.

A afirmacdo de que o corpo ordenado R é completo significa que todo conjunto
ndo vazio, limitado superiormente, X < R possui supremo M =sup X € R. Com isso, ja fica
subentendido que todo conjunto ndo vazio X < R, limitado inferiormente, possui infimo. De
fato, nesse caso, o conjunto Y = {-X; X € X} € limitado superiormente e apresenta supremo

M =sup X e R. Assim, — M =m = inf X, pois —M é a maior cota inferior de Y.

Vejamos, agora, algumas consequéncias da completeza do conjunto R dos
numeros reais. Sdo trés teoremas que na realidade se equivalem. Os dois primeiros séo
creditados a Arquimedes e o terceiro, a Eudoxo. Essas trés consequéncias da completeza de

R é que nos leva a dizer que R € um corpo arquimediano.
Teorema 1: O conjunto N < IR dos nimeros naturais ndo € limitado superiormente.

Demonstracdo: De fato, supondo N limitado superiormente, existe M = sup N.

Dai, M — 1 ndo é cota superior de N, isto é, existe n eNtal que n > M — 1, ou seja,
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M<n+1e N.Assim, M ndo é cota superior de N, o que é uma contradi¢cdo. Logo, o

conjunto N ndo é limitado superiormente. [ ]

Teorema 2: Dado um numero real a > 0, existe um inteiro no > 0 tal que 1 <a.
nO

1 - -
Demonstracdo: Suponhamos, por absurdo, que EZa para todo inteiro positivo n. Sendo

assim, teremos n sg, para todo inteiro positivo n. Mas isso mostra que 0 conjunto dos

naturais € limitado superiormente, o que é um absurdo.

Logo, existe n = ng, tal que 1 <a. [ |
0

Teorema 3: Dados dois numeros reais positivos a e b, existe um ndmero inteiro positivo n tal

que n-a > b. Esse resultado ¢ conhecido como principio de Arquimedes.

~ , . a .
Demonstracdo: De fato, pelo teorema 2, tomando o nimero real positivo b existe um

- o 1 a i . .
inteiro positivo n tal que - < b’ Assim, multiplicando ambos 0s membros dessa desigualdade

pelo numero real positivo n - b, obtemos n - a > b. |

2.2 0 METODO DE EXAUSTAO DE EUDOXO

Apresentaremos agora 0 método de exaustdo de Eudoxo, o esteio maior desse
trabalho. O que escrevemos a seguir sobre o método de exaustao, foi baseado em lves (1997)
e respaldado em Carvalho (2011), Lima (1991) e Muniz Neto (2013 e 2015).

Os Elementos de Euclides é uma obra composta de 13 livros ou capitulos, escrita
em torno de 300 a.C., que relne os conhecimentos de geometria, algebra e aritmética da
época.

E provavel que os Elementos de Euclides sejam, na sua maior parte, uma compilacio
altamente bem sucedida e um arranjo sistematico de trabalhos anteriores. N&o ha davidas que
Euclides, o criador e professor da famosa escola de matematica de Alexandria, teve que dar

muitas demonstracdes e aperfeicoar outras tantas, mas o grande mérito de seu trabalho reside
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na selecdo feliz de proposicBes e no seu arranjo numa sequéncia l6gica, presumivelmente a

partir de poucas suposic¢des iniciais.

A proposicdo de abertura do livro X dos Elementos de Euclides, que é a base do
método de exaustdo empregado posteriormente no livro Xll, diz o seguinte: “Se de uma
grandeza qualquer subtrai-se uma parte ndo menor que sua metade, do restante subtrai-se
também uma parte ndo menor que sua metade e assim, continuadamente, chegar-se-a, por

fim, a uma grandeza menor que qualquer outra predeterminada da mesma espécie” .

O modo de provar uma formula (igualdade) mostrando que a desigualdade é
impossivel, se valendo da proposi¢do acima, é devido a Eudoxo, e é conhecido como método
de euxastdo. Como se pode notar, ao usar esse método, estamos pressupondo que a grandeza
em questdo possa ser subdividida indefinidamente. Usaremos esse método para provar varias

férmulas importantes desta pesquisa.

A proposicdo que é a base do método da exaustdo de Eudoxo, pode ser resumida

da seguinte maneira:

Duas grandezas de mesma espécie e desiguais sendo dadas, se da maior for
retirada uma grandeza maior do que sua metade e esse processo for repetido um ndmero
suficientemente grande de vezes, sobrara uma grandeza menor do que a menor grandeza
dada.

Em uma linguagem matemaética, podemos transcrever essa proposicao da seguinte

maneira.

Sejam Mo e ¢ duas grandezas de mesma espécie, com Mo > &. Tomamos

1 . 1 .
M1 = Mo — X, onde x > E-MO, ou seja, M, <E-M0. Depois, tomamos M2 = M1 — y, onde

1 . 1 . . A
y> M, ou seja, M, < E‘Ml. E, assim, sucessivamente, de modo a termos a sequéncia

1 1 1 _ .
Mo, M1, My, ..., em que M, <§-M0, M, <E-M1, M, <§-M2etc. Entdo, existe um inteiro

positivo N tal que M, < g, qualquer que seja ¢ > 0 dado.
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Demonstracéo: De fato, mesmo sendo Mo > €, pelo principio de Arquimedes (teorema 3),
existe N inteiro positivo tal que (N + 1)&¢ > My, em que (N + 1) > 2

Veja figuras.

Mo Mo

o 0 r A -+ 0

E ﬂ\_fl}'ﬁ

Nestas condigdes, tomemos as grandezas Mo < (N + 1)-¢. Da grandeza Mo,
retiremos mais que sua metade; e da grandeza (N + 1)-€, retiremos ¢ (que é menor que ou

igual a metade de (N + 1)-¢). Com esse procedimento, restam-nos, respectivamente, duas

: 1 1 1 )
grandezas Mz e N- €, tais que M1<EM° e N-¢ > E~(N+ 1)-€ >E~M0.A55|m, N-€ > M.

Isso mostrou que (N + 1):-& > Mo implica em N-¢ > Mi. Como esse mesmo
raciocinio, N-€ > My implicaem (N —1)-€ > My; (N —1) -¢ > Mzimplicaem (N —2) -€ > M3

e, assim, continuadamente até chegarmosem [N - (N—1)] -€ > My, isto €, Mn < €. |

2.3 ADENSIDADE DE Q EM R

Por defini¢do, um conjunto X < R é dito denso em R quando todo intervalo real

aberto (o, B) contém algum ponto de X.

Teorema 4: O conjunto Q dos nimeros racionais € denso em R .

Demonstracdo: Mostraremos que dado um intervalo (o, B) qualquer em R, existe um

q e(a,B), comqe Q. Para isso, sabemos que (a, B) ={X e R ; a < x < }. Dai, temos:

i) a<BpepB-a>0

ii) Pelo teorema 2, existe um ndmero inteiro positivo p tal que 0 < 1 <B-a
p
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Considere agora 0 conjunto A:{m eZ;mz[}}, onde j& sabemos que
p

E,B eR e 1>0. Dai, temos que:
p

iii) pelo teorema 3, existe um inteiro positivo m’ tal que m’-£>[3 em’ € A
P
Logo, A ndo € vazio.
iv) dado m € A, entdo my B, ou seja, m > B-p. Dai, A é limitado inferiormente
p
por B - p.
Seja, portanto, mo 0 menor elemento de A. Dai, obtemos que:
v) Moy B.
P

my, -1
p

vi) mo—1<mge, assim, mo—1 ¢ A. Dai, concluimos que

<B.

Temos, portanto, de (ii) e (v), 0 seguinte sistema de inequacdes:

l<B—0L
m, m, -1

oM 5B (B-o)o

> o
m,

P

>p

-1 m, -1

Com isso, mostramos que o < Mo =2 B, isto e, e(a, B), em que (mo—1)
p

m, —

. . 1
e p sdo inteiros, ou seja, Q. u
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3 AREAS DAS REGIOES LIMITADAS PELOS PRINCIPAIS QUADRILATEROS
E PELO TRIANGULO

Iniciaremos esse capitulo com os conceitos iniciais de area e, em seguida, com
inspiracdo em lves (1997), Lima (1991), Muniz Neto (2013 e 2015) e Dolce (2005) seréo
apresentadas e demonstradas as formulas matematicas utilizadas no célculo da area da regido
quadrada, retangular, triangular, limitada pelo paralelogramo e limitada pelo trapézio.
Veremos, também, nas aplicacdes, como se tornam interessantes e acessiveis, para 0S
estudantes e para os professores, as demonstracGes dos classicos teoremas de Pitagoras, de
Tales e de Ceva, além da demonstracdo da propriedade do baricentro e da soma dos n

primeiros termos de uma progressao aritmética.

3.1 NOCOES INICIAIS DE AREA

Medir uma grandeza é compara-la a outra grandeza da mesma espécie tomada
como unidade. No caso, medir uma superficie (S) é compara-la com outra superficie
conhecida (U). O resultado dessa comparacdo ¢ um nimero que expressa quantas unidades
(V), justapostas, estdo contidas na superficie (S). Esse numero assim obtido é a medida da
superficie S ou, 0 que é mais usual, esse nimero é a area de S. Intuitivamente, a area de uma
regido do plano é um ndmero positivo que associamos a mesma e que serve para quantificar a
superficie por ela ocupada. Para que um conceito qualquer de areas para poligonos tenha
utilidade, postulamos que as seguintes propriedades (intuitivamente desejaveis) sejam validas:

1. Poligonos congruentes tém areas iguais.

2. Se um poligono convexo é particionado em um numero finito de outros
poligonos convexos (isto €, se 0 poligono é a unido de um numero finito de
outros poligonos convexos, tais que dois quaisquer deles partilham somente
um vértice ou uma aresta), entdo a area do poligono maior € a soma das areas
dos poligonos menores.

3. Se um poligono (maior) contém outro (menor) em seu interior, entdo a area do
poligono maior é maior que a area do poligono menor.

4. Se Q é um quadrado de lado unitario, entdo a area de Q € igual a [Q] = 1.
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A propriedade 4 estabelece como unidade de area uma superficie equivalente a
superficie de uma regido quadrada cujo lado mede uma unidade de comprimento. Por
definicdo, entdo, toda superficie quadrada de lado medindo 1 unidade de comprimento tera
area igual a 1 unidade de area.

Usaremos a notacéo [S] para representar a medida da superficie S (ou a area de S),
ou seja, rea de S = [S].

Exemplo: A superficie plana S da figura seguinte tem area igual a 10,5 U.

Figura 1 - superficie plana S

Areade S=[S]=10,5U

Fonte: elaborada pelo autor

3.2 AREA DA REGIAO QUADRADA

Considerando uma superficie quadrada Q cujo lado mede n unidades de
comprimento, temos que sua area é dada por n?, isto €, area de Q = [Q] = n?. Veja a sequir a
demonstracédo deste fato.

e Caso n seja natural — Neste caso, Q podera ser decomposta em n x n = n?
regides quadradas justapostas, cada uma com lado unitario. Dai, area de Q = [Q] = n?
Exemplo:

Figura2-AreadeQ=[Q]=3°U=9U

£

O — %

Fonte: elaborada pelo autor
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1 . .
e Caso n= K em que k € N* — Neste caso, a unidade de comprimento pode ser

entendida como 1 uc = Kk . %uc e, assim, a unidade de area (a regido quadrada de lado 1

unidade de comprimento) poderd ser decomposta em k x k = k? regides quadradas,
2
justapostas, todas congruentes a Q. Dai, k? . (area de Q) = 1, ou seja, area de Q = % = [a .

Portanto, area de

Q=[Ql=n"

Figura 3 - Composi¢ao da unidade de area

1
3
1 1
1=3.
3 3
i
;9
t {
1 1 1
3 3 3
123,

Fonte: elaborada pelo autor
, , 1 (1)
Note: 32. (areade Q) =1 = areade Q= 7- [—] :

: 1
e Cason= E, em que {p,kK} ¢ N* (n é racional) — Neste caso, n= p-E e,

assim, podemos decompor Q em p x p = p? regides quadradas, cada uma com lado medindo

1 2 2 2
K e, portanto, com area igual a [%j . Logo, a area de Q é igual a pz-[a :[E] , Ou

seja, area de Q = [Q] = n?. Exemplo:
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Figura 4 - Composi¢do do quadrado de lado racional

g
o
=

|
(9]

Fonte: elaborada pelo autor

2 2
Note: Areade Q =5 x 5 - [area de Q'] =52. [%] = (ﬁ) .

e Caso n seja irracional — Neste caso, n e a unidade de comprimento (1 uc) séo
incomensuraveis, isto €, ndo existe segmento que seja submultiplo comum de n e da unidade

de comprimento. Mesmo assim, prova-se que a area de Q € igual a n?.

Para tal prova, consideremos 0s niimeros reais positivos [Q] e n? que expressam,
respectivamente, a area do quadrado Q e o quadrado da medida n dos lados de Q, n irracional.

Como sabemos, uma, e somente uma, das sentencas seguintes € verdadeira (tricotomia):
) [Q]<n?
i) [Q]=n?

iii) [Q] > n?

Mostraremos, por exclusdo, que a sentenca [Q] = n? é a verdadeira.
1°) Mostrando que a area de Q n&o pode ser menor que n2.

Supondo, por absurdo, que a area de Q seja menor que n? a densidade do

conjunto dos racionais em R (ver 2.3) garante que existe r racional tal que \[Q]<r<n.
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Essa desigualdade equivale a [Q] < r? < n?. Consideremos, agora, no interior do quadrado Q

de lado n, um quadrado Q’ de lado racional r, cuja 4rea ja sabemos ser igual a r?.

Figura5 - Quadrado Q’ no interior do quadrado Q

(Quadrado Q' de lado racional
M r, no interior do quadrado Q,
de lado irracional n)

I I
| J | n-r=g¢

Fonte: elaborada pelo autor

Nesse caso, temos que r2=[Q’] e [Q] <r? < n? ou seja, [Q] < [Q’]. Mas isso é um
absurdo, pois Q’ ¢é parte de Q. Assim, [Q] < n? é uma sentenca falsa.

2°) Mostrando que a area de Q ndo pode ser maior que n2.

Supondo, por absurdo, que a area de Q seja maior que n?, a densidade do conjunto
dos racionais em R (ver 2.3) permite que tomemos r racional tal que n<r<,[Q].

Essa desigualdade equivale a n? < r? < [Q]. Consideremos, agora, no interior do quadrado Q’
de lado r, cuja area ja sabemos ser igual a r?, um quadrado Q de lado irracional n.

Figura 6 — Quadro Q de lado irracional n

Figura 06

(Quadrado Q de lado
n Q irracional n, no interior

do quadrado Q', de lado r)

|
I
——

Fonte: elaborada pelo autor
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Nesse caso, temos que r2=[Q’] e n? < r> < [Q], ou seja, [Q’] < [Q]. Mas isso ¢ um

absurdo, pois Q é parte de Q’. Assim, [Q] > n? é uma sentenca falsa.

Portanto, a area do quadrado Q n3o pode ser menor nem maior do que n?. Logo,
por exclusdo, a area do quadrado Q de lado n, n irracional, é também igual a n2. Com isso,
fica concluido que, dado um quadrado de lado n, em que n é um numero real positivo

qualquer (inteiro, fracionario ou irracional) sua area é dada por [Q] = n. |

3.3 AREA DA REGIAO RETANGULAR

Seja R uma regido retangular de base igual a b unidades de comprimento (b uc) e

de altura h uc. Sua area é dada, em unidades de area (ua), por
Areade R=[R]=b-h

Prova: Construamos um quadrado (Q) de lado igual a (b + h) uc, o qual contém, justapostas,
duas regides congruentes a R e mais duas regides quadradas, (uma “A”, cujo lado mede b uc,

e outra “B”, cujo lado mede h uc).

Figura 7 - Composi¢do do quadrado de lado b + h

b h
™
b A, R| b
¢ (b+h)
h R B | h
A
-\_ g J
(b+h)

Fonte: elaborada pelo autor

Por um lado, a area de Q é igual a [Q] = (b + h)? = b? + 2bh + h?,
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Por outro lado, a area de Q é igual a [Q] = [A] + 2 - [R] + [B], isto é,
[Q] =b?+2 - [R] + h2. Dai,
[Q] = b2+ 2. [R] + h?=h?+ 2bh + h? ¢, portanto, a area de R ¢ igual a

[R]=b.h. n

Aplicacédo 1: Calcule asoma S=1+2+ 3+ 4+ 5+ 6, usando o célculo de areas de

retangulos.

Resolucdo: Considerando 6 retangulos justapostos de bases iguais a 1 e alturas iguais a 1, 2,
3,4, 5, 6, temos a regido (R) representada a seguir, cujos nimeros interiores indicam as areas

dos respectivos retangulos.

Figura 8 — Regido R, justaposicéo de 6 retangulos

(Fegido B formada por

@ @ ® ®| retangulos justapostos)

o CH

Fonte: elaborada pelo autor

Considerando duas regifes congruentes a R, invertidas e justapostas, obtemos um

retangulo A de base 6 e altura 7, conforme mostra figura seguinte.
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Figura 9 — Retangulo A, justaposicédo de duas regides R congruentes

| ®®®1_.

o®

L ®

74 Q) | i
®@®®

Sio

T

- o W,

—

B

Fonte: elaborada pelo autor

Porum lado, [A]=2.(1+2+3+4+5+6)ua=2.Sua(Vejafigura 09)

6-7
Por outro lado, [A] =(6.7)ua. Dai,2.S=6.7= S=—=21.

Teorema 5. A soma dos n primeiros numeros inteiros positivos, Sp=1+2+3+ ...+ n, em que n
n(n+1)

e N", pode ser dada por S, = >

Demonstracdo: Consideremos a regido (R) formada por n retangulos, justapostos, de bases
iguais a 1 e alturas iguais a 1, 2, ..., n. Duas regides congruentes a R, invertidas e justapostas,
formam uma regido retangular (A) de base igual a “n”uc e altura igual a “(n + 1)” uc. Veja
figura seguinte, na qual os nimeros no interior de cada retangulo indicam as areas dos

respectivos retangulos.
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Figura 10 - Retangulo A de dimensdes n e n + 1. Justaposicédo de duas regides R
congruentes e invertidas, com n retédngulos cada uma.

(m+1) 4 [n O n

= 4

Fonte: elaborada pelo autor
Porum lado, [A]=2.(1+2+3+..+n)ua=2. S ua.

Por outro lado, [A] =n (n + 1) ua.

1
Dal',2.Sn:n(n+1):>:Snzn(n;) .

Teorema 6. A soma dos n primeiros termos de uma progressdo aritmética,

) (a,+a,)-n
Sh=ai+a2+as+..+anemquen e N, pode ser dada por S, ==

Demonstracdo: Considerando r a razdo da progressdo aritmética, temos que:
a,+a,,=(@+r+@,-r)=a,+a,
a,+a,,=(,+2r)+(a,—-2r)=a, +a,

a,+a,;=(,+3r+(,-3r)=a,+a,

a, +a,, =@ +kr)+(@,-kr)=a,+a,
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Isso mostra que, huma progressao aritmética, a soma de termos equidistantes dos
extemos € igual a soma dos extremos. Assim, de maneira anadloga a demonstracdo do teorema

anterior, supondo os termos da PA positivos, consideremos a regido (R) formada por n
retangulos, justapostos, de bases iguais a 1 e alturas iguais a a,, a,, ---, &,. Duas regides
congruentes a R, invertidas e justapostas, formam uma regido retangular (A) de base igual a
“n”uc e altura igual a “(a, +a,)”uc. Veja figura seguinte, na qual os nimeros no interior de

cada retangulo indicam as areas dos respectivos retangulos.

Figura 11 - Retangulo A de dimensdes n e a,+a,. Justaposicdo de
duas figuras R congruentes e investidas, com n retangulos cada uma.

4]
—_

-

ST

(al + a:“_)

Fonte: elaborada pelo autor

Por um lado, [A]=2-(a,+a,+a,+---+a,) ua=2-S, ua.
Por outro lado, [A]=n-(a,+a,) ua.

(a,+a,)-n

Dai, 2-S,=n(a,+a,)=S, = 5

Aplicacéo 2: Mostre que a area de um octdgono regular € igual ao produto da maior diagonal

pela menor diagonal.
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Demonstracdo: Considere a figura seguinte relativa ao problema, em que duas diagonais
menores paralelas (de medidas iguais a d1) foram prolongadas igualmente de ambos os lados, até

atingir medida igual a diagonal maior (d2 = didmetro).

Figura 12 - Octdgono regular, inscrito no circulo, no qual duas diagonais menores foram

prolongadas
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Fonte: elaborada pelo autor

Os triangulos 1, 2, 3, ..., 8 s@o retangulos e congruentes (caso LAL de congruéncia
" o L d, d,-d . . )
de tridngulos, pois tém catetos iguais a ?1 e %). Assim, podemos dividir o octdgono

regular em um hexagono (ACDEGH) e nos triangulos 1, 2, 5 e 6. Rearranjando todas essas
partes, podemos formar o retangulo composto pelo hexagono ACDEGH e os triangulos 3, 4, 7 e
8.

Entdo, o octogono regular ABCDEFGH é equivalente ao retangulo de base d; e altura d.
Portanto, [ABCDEFGH] = d>.d: [ |

3.4 DEFINICAO GERAL DE AREA

Vejamos a definicdo geral de area, segundo Lima (1991). A area de uma figura
plana F arbitraria deve ser um nimero real ndo negativo, que indicaremos com [F]. Ele ficara
bem determinado se conhecermos seus valores aproximados, por falta ou por excesso.
As aproximagcdes por falta (respectivamente por excesso) de [F] sdo os nameros [P], em que P
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é um poligono contido em (respectivamente que contém) F. Por conseguinte, quaisquer que
sejam os poligonos P (contido em F) e P’ (contendo F), o nimero [F] satisfaz as

desigualdades: [P] < [F] < [P’].

Por simplicidade, em vez de considerarmos poligonos quaisquer, limitaremos
nossa atencdo aos poligonos retangulares, para os quais € mais facil calcular a area. Um
poligono retangular € a reunido de varios retangulos justapostos (isto é, dois desses
retangulos tém em comum no maximo um lado). A area de um poligono retangular é a soma
das areas dos retangulos que o compdem.

Considerando os poligonos retangulares contidos e os poligonos retangulares que
contém a figura F, cuja area queremos calcular, as areas dos contidos sdo aproximagdes por
falta e as dos que contém sdo aproximacdes por excesso. Quando essas aproximacgdes tendem
a um mesmo numero, a &rea de F existe e é esse nimero. Nesse caso, o infimo das
aproximacdes por excesso coincide com o supremo das aproximacgdes por falta e cada um
deles nos da a érea de F.

Assim, definiremos a éarea da figura F como sendo o numero real [F] cujas
aproximacgdes por falta sdo as areas dos poligonos retangulares contidos em F e cujas
aproximag0es por excesso sdo as areas dos poligonos retangulares que a contém.

Figura 13 — Poligono retangular P contido numa figura plana F.

\\ { Poligono retangular P contido numa

figura plana F. A area de P é um valor
aproximado por falta da area de F)
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Fonte: LIMA, Elon Lages. Medida e Forma em Geometria
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Isso significa que dados quaisquer nimeros reais b e c, tais que b < [F] < c, existe
um poligono retangular P, contido em F, e um poligono retangular P’, que contém F, de modo
que b<[P]<[F]<[P’]<c.

3.5 RELACAO ENTRE SEMELHANCA E AREA

Antes de ver a relacdo entre semelhanca e area, convém lembrar a definicdo de
figuras semelhantes, também encontrada em Lima (1991). Diz-se que as figuras F ¢ F* (do
plano ou do espaco) sdo semelhantes, com razdo de semelhanca r (r € um ndmero real
positivo), quando existe uma correspondéncia biunivoca & : F — F’, entre os pontos de F e os

pontos de F’, com a seguinte propriedade:

se X, Y sdo pontos quaisquer de F e X’ = 8(X), Y’ =& (Y) sdo

seus correspondentes em F” entdo X°Y’ =r- XY .

A correspondéncia biunivoca (correspondéncia um a um, bijecdo) & : F — F’, com
esta propriedade de multiplicar as distancias pelo fator constante r, chama-se uma semelhanca

de razdo r entre F e F’. Se X’ = & (X), diz-se que os pontos X e X’ sdo homologos.

Um exemplo simples de figuras semelhantes é dado por dois segmentos de reta
arbitrarios AB e CD. Se CD = r- AB, podemos definir uma semelhanca &: AB — CD, de razéo r,

fazendo corresponder a cada ponto X do segmento AB o ponto X’ de CD tal que CX =r-AX.

De fato, tomando arbitrariamente os pontos X, Y em AB e supondo a notagédo
escolhida de modo que X esteja entre A e Y, pela definicdo de 8, segue-se que X’ esta entre C

e Y’ . Logo,
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Figura 14 - Figuras semelhantes

Fonte: LIMA, Elon Lages. Medida e Forma em Geometria

X’Y’:CY’—CX’:r-ﬁ—rA_X:r'(E—A_X):rX_Y

Vejamos, agora, a relacdo entre semelhanca e &rea. Inicialmente, observe que se
existe uma semelhanga de razdo r entre os retdngulos R ¢ R’, pelo exemplo exposto, as
dimensdes AB=b e BC=h do retangulo R e as dimensdes homélogas
A B =b e BC =h’ do retangulo semelhante R’ sdo tais que:

{b =" b= 2. (bh)
h’=r-h

Assim, se R’ e R sdo retangulos semelhantes de razéo r, temos [R’] = r? x [ R], ou
seja,

[RT_
[R]

r.2

Teorema 7. As areas de duas figuras semelhantes estdo entre si como o quadrado da razdo de

semelhanga.

Demonstracéo: Seja o: F - F’ uma semelhancga de razdo r entre as figuras F e F’. Se F ¢ F°

sdo retangulos, vimos acima que area de F’ ¢ igual a r? vezes a area de F.
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Figura 15 - Poligonos retangulares inscritos nas figuras semelhantes F e F/

e T

Fonte: LIMA, Elon Lages. Medida e Forma em Geometria

Assim, qualquer poligono P que pode ser decomposto em retangulos justapostos,
contido em F, é transformado pela semelhanca 6 num poligono P’, contido em F’, tal que a
area de P’ ¢ 12 vezes a area de P. E vice-versa, todo poligono retangular Q’, contido em F’ ¢
transformado por &* num poligono retangular Q, contido em F, cu