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RESUMO

Ao ter o primeiro contato com numeros complexos, o estudante tem como énfase as
propriedades do corpo ¢. Desenvolvendo a algebra dos complexos tem-se a sensacéo de que
tudo funciona como os nimeros reais, entretanto quando o estudante olhar com mais cuidado
existem varias diferencas. Depois de estudar tantas propriedades, devemos procurar onde
ocorrem as aplicacOes. Este trabalho tem como objetivo mostrar algumas dessas diferencas e
onde ocorrem algumas dessas aplicacdes, a proposta deste texto é que seja uma leitura

dindmica e de rapida assimilacéo.

Palavras-chave: Numeros complexos. Semelhanca de triangulos. FuncBes complexas.

Inversdo. Conicas. Euler.



ABSTRACT

. When having the first contact with complex numbers, the student emphasizes the properties
of the body C. Developing the algebra of the complexes has the sensation that everything
works like the real numbers, however when the student looks more carefully there are several
differences . After studying so many properties, we must look for where applications occur.
This paper aims to show some of these differences and where some of these applications

occur the proposal of this text is that it be a dynamic reading and rapid assimilation.

Keywords: Complex Numbers. Equation of the line. Similarity of Triangles. Roots of Unity.
Complex Functions. Inversion. Logarithm. Exponential. Trigonometric Properties.

Conical.Euler.
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1 INTRODUCAO

A natureza dos numeros complexos comecou a ser investigada em meados do século
dezesseis. Os matematicos, inicialmente, comecaram a especular a existéncia de numeros
imaginérios devido as equagfes quadraticas que ndo possuiam solucdes plausiveis. Dai por
diante, percebeu-se que eram inumeraveis as aplicacbes destes nimeros e que eles surgem em
diversas areas, ndo s6 da matematica como em outras areas da ciéncia. Alguns nomes
relevantes sdo o de Tartaglia (1500-1557), Cardano (1501-1576), Bombeli (15261573),
Euler(1707-1783) e Gauss(1777-1855). Atualmente os nUmeros complexos tém varias
aplicacdes nas areas de geometria, combinatdria e na fisica sdo ferramentas muito importante
nas areas de eletricidade e na modelagem da mecanica dos fluidos.

* Leonhard Euler * (Um gigante entre nos)

Leonhard Euler nasceu na Basiléia, Suica, em 1707. Ensaiou carreira no campo da
teologia, mas encontrou sua verdadeira vocacdo na matematica, onde seu pai, um pastor
calvinista, ensinou-lhe os fundamentos da matéria. O pai, que havia estudado com Jakob
Bernoulli, conseguiu que o filho fosse estudar com Johann Bernoulli. Em 1727, com 20 anos,
os irmdos Bernoulli, que pertenciam a academia de Sao Petesburgo, recém- criada por Pedro,
0 Grande, conseguiram que ele fosse indicado membro da instituicdo e com a volta de Daniel
Bernoulli ocupando a cadeira de matematica da Universidade da Basiléia, Euler tornou-se o
cabeca da secdo de matematica da Academia. Apds 14 anos dignificando a academia de Sao
Petesburgo, Euler chefiou a secdo de matematica da Academia de Berlim, onde ficou por 25
anos, onde alcancou alto prestigio.

Em 1766 aceitou o convite de Catarina, a Grande, para retornar a academia de Sé&o
Petesburgo, onde ficaria 17 anos seguintes da sua vida. Morreu subitamente em 1783 com 76
anos de idade. Interessante que em toda sua carreira, longa e variada, nunca tenha assumido
um cargo de professor. Apesar da perda da visdo direita desde 1735, Euler era um escritor
excelente no ramo da matematica. Teve a infelicidade de perder completamente a visao
guando retornou a S&o Petesburgo, mas ndo foi empecilho. Euler tinha memaria fenomenal e
poder de concentragdo incomum, continuando seu trabalho criativo com a ajuda de um
secretario que anotava suas ideias faladas ou a giz numa lousa grande. Publicou, entre livros e
artigos, 530 trabalhos, deixando, a0 morrer, muitos manuscritos que enriqueceram as

publicacGes da Academia de Sao Petesburgo por mais quarenta e sete anos.
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2 GEOMETRIA

2.1 EQUACAO DA RETA PASSANDO POR y, DADA UMA DIRECAO y.

Sejam y e 1 € €. Mostrar que a equacgdo da reta que passa por w, na direcéo de ¢y €
dada pela expresséo 77 — zv + wv — wiz = 0.

Demonstracdo: Seja s a reta que passa por w, na direcdo de p. Sem perca de generalidade
podemos supor que v = e'? , paraalgum g € R

Figura 1 - Reta determinada por um ponto e uma direcao.

Fonte: elaborada pelo autor

Primeiramente devemos notar que, ; — = kei® paraalgum k € R. Dessa forma

obtemos que, == = k = k Z:_:TB’ > @zZ-—w)(e ®) = (- W)(ei®) > ze~® — weif =

ie

7el? — wel® = ze 0 —ywe~l0 — 700 4 =0 = ze~ 10 — 7el? + we'® — we=i? = 0.

Note que essa equagdo e equivalente a zv — Zv + wv — wv = 0, para todo 4 ¢ ¢. 1SS0 ocorre
através da multiplicacdo da expressdo encontrada pelo ndmero |v|, j& que v = |v|. e para
algum g € R.

Exemplo. Sejam , = 2 + 5i€ ;, = 4 — 3, humeros complexos. Determine a equacédo da reta
que passa por w na direcéo de o,

Solugdo: Vamos calcular o produto de wporv. Temos que w.v = (2 + 5i )(4 + 3i) =

w.? = 8+ 20i + 6i — 15 = —7 + 26i. Portanto, w.v = —7 — 26i,,0U Seja, wy — wir =



12

—7 —26i 4+ 7 — 26i = —52i. Pelo que acabamos de mostrar a equacao da reta que satisfaz as
condigdes € dada por z(4 + 3i) — z(4 — 3i) — 52i = 0.

2.2 EQUACAO DA RETA, DADOS DOIS PONTOS q , b € C.

Dados dois pontos a,b e C. Mostrar que a equagdo da reta com varidvel ;¢ ,

passando pelos pontos a , b € dada pela expresséo zw — zw + 2ilm(ab ) = 0,0nde

w=b-—a.
Demonstracéo: Seja r a reta que passa pelos pontos a,b.

Figura 2 - Reta determinada por dois pontos.

z

o a0

Fonte: elaborada pelo autor

Seja z um ponto da reta +. Em termos de vetores temos que existe um ¢ R tal que AZ =

k AB:ouseja, z—a = k(b — a). Pelas propriedades do conjugado temosquez—a =z —a

eque k = k paratodo g ¢ R, Assim, z:zz k =k =g=> (z—a)(b—a)=(z—a)b—

a) = zb—za—ab+aa=zb—zZa—ab+aa = zb—-za—ab— zb+za+ab=0=
z(b — a@)— zZ(b — a)+ab — ba. Outra maneira de observar isso é notar que a direcdo dada é
v=>b-—a.

Exemplo: Sejam p = 3 + 4i€ ¢ = 2 + 3i. Determinar a equacdo da reta, com coordenadas
complexas, que passa pelos pontos dados.

Solucéo: Primeiramente, p — g =1 + iob—a=1-i Agora calculando o produto temos

qu Pelo que acabamos de provar

e - . . - .
ab=6—-8i+9i+12=18+i=ab =18 —i.

concluise que aequacdo daretaé z(1 —i) —z(1 + i) + 2i = 0.

Problema. Seja 4 ¢ ¢. Mostre que qualquer ponto pertencente a reta que passa por a € g tem a

parte real constante.
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Solugdo: Pelo resultado anterior temos que z(a — @)— Z(a — a)+2ilm(a®) = 0é a equagéo
da reta que passa por a e seu conjugado. Assim, (@ — a)(z + z)” = — 2ilm(a?) , por outro

lado temos qUe 7 _ 4\~ _2iim(a) e (z+2)=2Re(z) = (2ilm(a))(2Re(2)) =

im(a?)

2ilm(a?) = Re(z) = TEYE

2.3 CONDICAO DE PERPENDICULARISMO PARA NUMEROS COMPLEXOS.

Agora a pergunta é, qual a condicdo de perpendicularismo entre dois numeros
complexos? De forma mais clara dados z, w € C, qual a condigdo necesséria e suficiente para

que o angulo entre eles seja de 90°, ou seja, para que Arg(z) — Arg(w) = g ? Vejamos.
Sejam z,w € C. Prove que dois numeros sdo perpendiculares se, e somente se, é

vélida a relaco ziy + zw = 0. Ou seja, Arg (i) = % & ziv 4 zw = 0.

Demonstragdo: Sejam z,w € C. Temos que existem «, f € R tais que z = |z|]e'“ e w =

i8 w_ lwle'” i(-a) i
|w|e'P. Dessaforma z L w se, e somente se, = =k.e =k.e?z e

‘Z|eia

T . w, — LW w w _ _
—kez=ike—-i=-k=-k=-i—-9—=—= zW+ 2w =0
zZ z ZzZ zZ b4

Figura 3 - NUmeros complexos perpendiculares.

W

xY

Fonte: elaborada pelo autor

Exemplo. Decida se os pares de numeros abaixo sdo perpendiculares.
Q) z=2+3iew=7-2i
b) z=5+2iew=2—5i
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Solugdo: a) Aplicando o resultado obtido temos que, zw=(2 + 3i)(7 + 2i) = 14 + 4i +
21i — 6 = 8 + 25i. Poroutro lado, zw = (2 —3i)(7 — 2i) = 14 —4i — 21i — 6 =8 —

25i, dessa forma temos que ziy + zw = 8 + 25i + 8 — 25i = 16. Os nUmeros nao sao
perpendiculares. Para o item b) temos, de forma anéloga, que zw = (5 + 2i)(2 + 5i) =
10 4+ 25i + 4i — 10 = 29i. Calculando zw = (5 — 2i)(2 — 5i) =10 — 25i — 4i — 10 =
—29i, assim zip + zw = 0- Estes niumeros sdo perpendiculares.

T

Problema. Considere o triangulo retangulo AOwz, onde Arg(w) — Arg(z) = x Mostre

que € valida a seguinte expressao |, — Z|2= |W|2_|_ |Z|2.
Solugdo: Desenvolvendo o termo |y — z|2 temos que, |w — z|2= (w—2)(W—2)- _

lwl

—zw — zw + |w|- Pelo resultado anterior temos que — ( OU seja, é valida a

ZW + Zw
seguinte expressao |y, — z|2= |W|2_|_ |z|2- Esse resultado nada mais é do que o teorema

de Pitagoras, em termos complexos.
24 FUNQOES ELEMENTARES.

O que significa deslocar um ponto z, uma quantidade r = |w|, na direcdo 0 =
Arg(w) com relagéo ao eixo fixado?
Seja f: € — C, definida por f;,(z) = z + w. Esta funcéo translada o ponto z para o ponto
Z+w | de forma semelhante, o aspecto vetorial nos diz que devemos tracar a
diagonal do paralelogramo. Note que a funcdo f,(z) pode ser reescrita como

fu(2) = z + re'®, assim caracterizamos a translagéo do ponto
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Figura 4 - A soma de dois nameros complexos.
iR ¢

g

™

Fonte: elaborada pelo autor

Fixado um eixo de coordenadas, o que significa rotacionar o ponto z, um angulo g?

Temos aqui outra funcdo elementar. Definindo f: C — C como fy(z) = z.e%
Figura 5 - Rotacdo de um numero complexo.

LR

Fonte: elaborada pelo autor

Com isso temos a interpretagdo geométrica da multiplicacdo de dois numeros z, w.
De fato, z.w = z. |w|e'® = |z|ei®. |w|e'?, onde 8 = Arg(w) e @ = Arg(z). Dai obtemos
que, ao multiplicar dois numeros complexos, estamos na verdade é dilatando ou contraindo o

vetor e rotacionando-o simultaneamente.
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Figura 6 - A multiplicagdo de dois numeros complexos.

o=
NS4

Fonte: elaborada pelo autor

v

2.5 0 PROBLEMA DOS PIRATAS MATEMATICOS.

Dois piratas pretendem enterrar um tesouro. Eles pretendem voltar em alguns anos.
Para executar essa tarefa eles tomam como referéncia duas pedras e uma arvore. Anotam 0s
seguintes passos.
Passo 1: Partindo da arvore, ir em linha reta até a pedra a sua direita, contando os passo.
Depois virar exatamente g(° para a esquerda, ao chegar na pedra. Em seguida ande o mesmo
tanto de passos que foram contados, em linha reta. Marque este ponto.
Passo 2: Partindo da arvore, ir e linha reta até a pedra a sua esquerda, contando 0s passos.
Depois virar exatamente 9(° para a direita, ao chegar na pedra. Em seguida ande 0 mesmo
tanto de passos que foram contados, em linha reta. Marque este outro ponto.
Passo 3: Do segmento determinado pelos pontos encontrados, marque o ponto médio. L&
estara o tesouro.
Passados alguns anos, eles voltaram para recuperar o tesouro. Mas ndo existe nem vestigio da
arvore. Porém as pedras estdo 4, intactas. Um dos piratas sugere tomar um ponto qualquer
como o referencial “arvore”.
Problema. Prove que o local em que o tesouro foi escondido ndo depende do referencial
escolhido.
Solugdo: Sem perca de generalidade podemos tomar uma pedra como origem. Mais
especificamente, sejam O = pedra 1, p = pedra 2 e z = referencial . Estas serdo as

coordenadas dos pontos dados. Sejam 4, ¢ n 0S pontos determinados pelos passos efetuados.
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Figura 7 - O problema do tesouro.

i

Fonte: elaborada pelo autor

Vejamos que partindo de p temos que m —p = (z — p)i @ m = (z —p)i + p. Por
outro lado, n = £ = —jz. Para calcular o ponto médio, que € o passo trés, basta fazer uma
L

+ -p)i+p—i 1-i .
min _ p); Ptz _ p(z D oy seja, 0 ponto em

“média aritmética complexa”. Assim, w =

que o tesouro foi enterrado nao depende do referencial “arvore”, somente das pedras.

2.6 PTOLOMEU- EULER

Prove que para quaisquer quatro a,b,c e d € C, temos que |b—al.|d —c| +
|c —b|.|d —a| = |d — b|.|c — a], com igualdade ocorrendo se e somente se estes quatro

pontos sdo conciclicos.

Demonstragdo: Sejam a,b,ce d e ¢. Aqui estamos fazendo a associagdo ¢ 5 ¢ = A € RZ,

0s demais sdo analogos.
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Figura 8 - Teorema de Ptolomeu- Euler.

,...
><1

0

Fonte: elaborada pelo autor

Primeiramente, vamos desenvolver (b—a)(d—c¢)+(c—b)(d—a)=a(b—d)—
c(b—d) = (d—b)(c—a)
Ou seja, ¢ valida a igualdade (b — a)(d — ¢) + (¢ — b)(d — a)=(d — b)(c — a). Usando a
desigualdade triangular que afirma que dados w, z € C, tem-se que |w| + |z| = |w + z|. Para
deduzir isso basta notar que, |w + z|? = |w|*+|z|*+2. Re(w. 2) < |w|*+]|z|?+2.|w]|z| =
(lw] + |z])?.Dai obtemos que,

(b —a)(d — )H(c - b)(d —a)| = |(d = b)(c —a)| &

(b —@)I(d =N+ =Db)lI(d-a) = |d=Db)lc-a) &

|4B| .|cB| + |BC|.|4D| = |BD|. |4

Temos que mostrar que eles serdo conciclicos, se e somente se, for valida a igualdade.

Deixaremos essa tarefa para quando tivermos definido a transformagéo inversao.
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2.7 PROBLEMA SELECAO IMO (1992)

A area do poligono [A; A, ... A,,] € S. Séo dados um angulo a e um ponto Q. Rodemos
Q — Ay de um angulo a no sentido anti-horario ao redor de 4, , para encontrar um ponto p,.
Ache aareade[P, P, ... B,].
Solucgdo: Inicialmente iremos analisar o caso do poligono ser um tridngulo. Seja [ABC] o
triangulo de area s e [EDF] triangulo obtido apds rotacdo, sendo sua area s . Em termos de
complexos, cada vértice A, B e ¢ serd representado por a,b e ¢, consequentemente cada

vértices D, E e seré representado por d, e € f.

Figura 9 - Problema IMO.

Fonte: elaborada pelo autor

Note que para girar um “vetor”, devemos multiplicar esse niimero complexo por ei?,
assim temos as seguintes igualdades:

) e—a=(q—a)e®,ii) d—b=(q—b)e? iii)f—c=(q—c)e”

Por outro lado, podemos expressar a area do triangulo [ABC] como § = |c — al.|b —
a.seng € aarea do triangulo [EDF] por " =/—¢ 7—e.sent. Desenvolvendo as equagdes de
maneira combinada obtemos, por i) e iii), que e—q—

(f —¢) =(g — a)e'® — (q — c)el® = ei®(¢c —a) =f — e= (c— a)(1— e'?)
De maneira analoga, por i) e ii) obtemos que,
d—b—(e—a)=(q—b)e*—(q—a)e* =d—e=(b—a)(1l—e")

Agora, substituindo em S’ obtemos,
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S =|f—el.ld—el.sen(6) = |(c — a)(1 — e)|.|(b — a)(1 — &'?)|.sen(8) =
lc—al.|b—al.sen(8) |(1- e"“‘)|2 =S.(1—e®)(1-e™) =52 —2cos(a)) =

S=

S" = §(2 — 2 cos(a)). Para a generalizacéo, basta agora, decompor o poligono em uma
quantidade finita de triangulos e aplicar o resultado obtido.

2.8 PROBLEMA (PUTNAM 55)

Seja [4,4, ...A,,] um poligono regular inscrito em uma circunferéncia de raio e o
centro 0. P € um ponto sobre 0A,. Mostre que [[¢-,|PA,| = |OP™ — ™|
Solucéo:

Figura 10 - Produto de distancias.

v

Fonte: elaborada pelo autor

Facamos corresponder cada vértice do poligono, uma raiz da unidade e podemos

supor o raio unitario, a menos de dilatagdo. O ponto P sera denotado por p. Assim para cada
A,,, corresponde ao nimero complexo wk = ¢, para § = %ﬁ € R. Agora o problema se
reduz a

mostrar que [[F=,|lw* — p| = |p™ — 1]. Primeiramente observe que a fatoragdo (w' —

Z)(W? = 2)..(W" = 2)=z" 4 z"=1 4 772 4 zn=3 4 z2 4 1nos da uma pista j& que



21

queremos calcular o0 médulo do produtos, que € justamente o lado esquerdo da expressao.
Seja p.c — ¢ , um polinbmio complexo de variavel complexa, definido por
P(z)=z"+z"1+

,ja

z""2 4 z"=3 4 z% 41. Note que podemos reescrever o polinbmio como p(z) =

z"h-1
z—1

que P(1) = n. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, temos que as raizes do polindmio séo,
exatamente as raizes da unidade. Dai, P(z)[z — 1] = z" — 1= |P(2)[z - 1]| =
R_wk —z| =|z" — 1] = [[}.,Iwk — z| = |z" — 1|. Assim quando z = p, obtemos que

[Ti=,Iw* —p| = |p™ — 1]. Além disso, se p for interior ao circulo temo que, por linearidade

que [Te=,Iw* —pl = 1 - |p"}

2.9 PROBLEMA (PUTNAM 67)

Seja [ABCDEF] um hexagono inscrito em uma circunferéncia de raio . Mostre que,
se|AB| = |CD| = |EF| = r, entdo os pontos médios de BC,DE e F4 sdo os Vértices de um
tridngulo equilatero .

Solucao:
Figura 11 - Construcéo de um hexagono.

C

¥

é

Fonte: elaborada pelo autor

Seja [ABCDEF] um hexagono regular, onde a identificacdo de pontos no plano
cartesiano, para 0s numeros complexos é dado por A =1,B=w,C =c,D =cw,E =é¢

in

F=éw00mw:e?:cos§+isin§€€. Noteque, w3 = —-1=w3+1=0=

W -w+1DWw+1)=0=W?—-w+1)=0.
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Figura 12 - Tridngulo Equilatero.

X=(c+w)/2

<

e

=(1+éw)/2
Z=(cw+é&)/2 YEIEESW)

Fonte: elaborada pelo autor

O que temos que constatar é se a igualdade (x — y)w = (z — y) é verdadeira, onde x, ye z
sdo as coordenadas dos pontos médios, em termos de complexos. Fazendo as contas temos

c+w l+éw) _ (C+w—‘1—6w)

— 1 2 1y A2
> - > w 2[cw+w w — éw?]

que, (x —y)w = (
= %[cw —1-éw-1)] = % [cw + & — (1 + éw)] = (z — y) . Note que eles possuem o

mesmo modulo jaque |x — y|. w| =[x —y|.1 = |z —y|.
2.10 PROBLEMA OBM

Dados um pontop sobre uma circunferéncia unitaria e os vertices A;, 4,, A5, ... A, de
um poligono regular de n lados. Calcule o valor de} =5 |PA |2

Solucéo:
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Figura 13 - A soma das distancia de um ponto do circulo aos vértices.

) 2

Fonte: elaborada pelo autor

izm

Sejaw = e» Uma raiz n-ésimas da unidade. Identifiguemos os vertices do poligono
regular, sem perca de generalidade, como as raizes n-ésimas da unidade. O que devemos
computar agora é a soma Y2} |PA, |*=XY%_,|p — wk|?. Desenvolvendo o termo da esquerda
temos que, |[p —w*|? = (p — wf)(p — w") = [p|? — pw* — pw* + 1 = 2 — 2Re[pw*]
Obtemos que, Yi=|p — w*|* = XR_1(2 — 2Re[pw"]) = X}_,(2) — X}=, 2Re[pw"]. Para
calcular o valor desta Gltima expressdo devemos notar que, Arg[pw*]=6p — ﬂ, disto temos
que e [pw*] = cos(6p — —) = cos(6p) cos ( ) + sin(6p) sm( ) = Yr_, Re[pwX] =
Yk=1c€0s(6p — Zk—n) = Y=, c0s(68p)cos (Zkrr) + k=1 Sin(6p) sin (%) =
cos(0p) Yji=1 COS ( ) + sin(@p) Xji=; sin (an)

2km 1 k —k
Esta Gltima expressao é zero, de fato }};'_, cos ( ) = EZ}}ﬂ[w —w] =

1[wt-1 w -1 -z n -n
ol it 0,jaque w" = 1e w~™ = 1. Da mesma forma se faz com o termo

. 2km
k=1 Sin (T) = 0.

Dai, Xi-1 Ip —w¥[>=ER_1(2 — 2Re(pW")) = 2n.
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2.11 BINOMIO DE NEWTON E MOIVRE
Problema: Seja z = (1 + w), onde w € Cypirario = {2z € C; |z| = 1}. Determine as
poténcias z™ = (1 + w)™,em funcdo do argumento principal de w, onde 26 = Arg(w) e

n €N
Solucéo:

Figura 14 - Poténcias de um numero.

.~

e
.,

Fonte: elaborada pelo autor

Seja 20 = Argw, onde w € Cypirsrio- NOte que |z —w| =1 = |w|,dai obtemos que o

triangulo AOwz é isosceles. Com isto temos que Argz = 6, colocando ;na forma polar

conseguimos obter, a partir de Moivre que,

z = |z|(cos @ 4 isin0) = z" = |z|™(cos(nB) + isin(nh)) = |z|™. e"?.

Agora devemos calcular |z|, temos que
IzZP=OQ+w)(A+w)=1+w+w+|wP=1+w+w+1=

|z|? = 2 + 2 cos(20) = 4(cos0)? = |z| = 2|cosb)|

n

z" = 2"|cos@|". e = Z (Z) wk = i (D (cos@ + isenf)k

k=0 =0
= Z (Z) (cos(kB) + isen(k)) =
k=0
Z (:) (cos(kB)) + i.z (Z) (sen(kﬁ')) = z (D (cos(kB)) + E.Z (:) (sen(k@))
k=0 k=0 k=0 k=0

=
2" cosf|™. e'® = 2™|cosO|™. ( cosO + isend)= Egzo(:)(cos(kﬂ)) + i.ZEzO(:)(sen(kB))
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Dai conseguimos que,

Yi=o(}) (cos(k8)) = 2"|cosB|™. (cosB) e Ti=o(};)(sen(k6)) = 2™|cosO|™. ( senb).

2.12 SEMELHANCA DE TRIANGULOS.
Figura 15 - Triangulos com orientagGes naturais e reversas.

b
e k
c
f h
S) S .
e =)
a d g

5
o X

Fonte: elaborada pelo autor

Proposic¢do: Dois triangulos, onde a, b, c,d, e, f € C, que representaremos por Aabc € Adef,

a d 1
sdo semelhantes se, e somentese,|b e 1| =0.
c [ 1

Demonstragéo: Sejam Aabc € Adef triangulos semelhantes com mesma orientagéo, ou seja,
e —a)— —a) = /=4 Temos que eles s&o semelhantes se, e
Arg — Arg(c —a) — Arg(b —a) = Arg — q )
somente se,
c—a f—d

—=—(c-a)le-d)=(f-d)(b—a) &

b-a e—d
ce—cd—ae+ad=bf —af —bd + ad

& ce—cd—ae=bf —af —bd &

ae+cd+bf —bd—ce—af =0

a d 1
b e 1| =0.
c f 1

Os triangulos sdo ditos reversos quando possuem orientagBes opostas, note pela ilustracéo

que os triangulos Adef e Agkh sao reversos, ou seja, Arg% = Arg:;g =—Arg ;‘1;9.
e— -g -g

Corolario: Dois triangulos reversos, onde g, h, k,d, e, f € C, que representaremos por Agkh e
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Adef serdo chamados semelhantes se, e somente se,

= = Q)
S oo
= e
Il
o

2.13 INVERSAO EM RELACAO AO CIRCULO UNITARIO.

ig
Seja I: C — {0} — C, definida por I(z) = TZ—‘ onde 8 = Arg(z) € R. Adotaremos a

nomenclatura, Z = I(z). Obeserve que por defini¢do isso equivale, em termos geométricos

que, |z].|Z] = 1.Essa é chamada a transformacgéo inversao.

Figura 16 - Inversao de nimeros.

\
4

-

Th)

b o

Fonte: elaborada pelo autor
Um critério Util. Considere 0 Cypirsrio = {Z € C; |z| = 1}. Mostre que, dados dois

pontos a, b € C, os triangulos A (0ab) =A (0ba), sdo semelhantes e reversos.

0 0 1 =
Solucdo: Pela caracterizacdo da semelhanca entre tridngulos reversos, |¢ 5 1 :|Z Q| =
b @ 1 a

e iB

— = i —ia .
a.d —b.b=|al.ei*.2 |b|. e,
b

la|

= 1—1 = 0.Concluimos que A (0ab) =A (0ba) e

reversos
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Figura 17 - Tridngulos reversos.

o
“

[

Fonte: elaborada pelo autor

Observe que isso nos diz um pouco mais. Considere 0 C,,,;.4,i0 = C = {z € C; |z] =1}.
Com o resultado anterior podemos mostrar que uma reta que nao intersecta o circulo unitario
em nenhum ponto, é levada pela transformacdo da inversdo, em um circulo interior ao
unitério.

De fato, seja L a reta que passa pelos pontos a e h,onde a é 0 ponto mais perto da
origem. Pelo resultado anterior temos que os A (Oab) =A (0bd) sdo semelhantes. Dai,
%(0ab) =§ = £(0ba), e isso significa que b pertence ao circulo de diametro a, ja que
sabemos que
dado o diametro de uma circunferéncia, um ponto sé pertence ao circulo se formar um
triangulo retdngulo com as extremidades do didmetro. Assim a reta J, € transformada em um
circulo, como estamos admitindo que a reta ndo intersecta o circulo, significa que o circulo é

interior a C.
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Figura 18 - A inversao transforma retas em circulos.

Fonte: elaborada pelo autor

Até aqui a definicdo de inversao foi relacionada apenas com o circulo unitéario, vamos

. . . .. . .. RZ.e'?
generalizar. Seja K uma circunferéncia de raio R, definimos Iy: C — C ; Ix(z) = o como

sendo a inversdo de z com relacdo ao circulo K. Continuaremos a denotar por Z = I (2).
Considerando uma reta 1,e um circulo , = [,.(L), intuitivamente, temos que a imagem do
centro de g € o infinito de J,, sendo que o centro de g € um ponto de tangéncia com o circulo
L, costuma-se dizer o circulo “furado” L.

Problema. Considere um circulo K de raio R centrado na origem e um circulo ¢ exterior ao K,
no sentido de n&do existir pontos de contato e o centro de € ndo pertence a K. Mostre que a
inversdo de ¢ é um circulo interior a K, ou seja, que I, (C) = C c K.

Solugéo: Considere dois pontos a, ¢ € C tais que g e ¢ sdo extremos do didmetro de . Tome

um ponto p € C , temos que A (abc) € retangulo em p, isto € ,z(abc) = g Temos que
mostrar que £(ah¢é) = ; Pelo que acabamos de mostrar no exemplo anterior, sabemos que

0S
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A (0ab) =a (0ba) e que A (0ch) =A (0b&). Disto, .£4( ab) =,4(0bd) e £(0ch) =

~ /A ™ o ™ m > ™
4(0b¢) Mas £(0ch)=> + £(0ab) = + 4£(0ba) = £4(0b¢) = = = £(0b¢) — £(0ba).
No entanto sabemos que, z(@b¢) = £(0b¢) — z(0ba) = g Disto concluimos que a
inversdo leva circulos em circulos.

Figura 19 - A inversao transforma circulos em circulos.

b

Fonte: elaborada pelo autor

Voltando ao Teorema de Ptolomeu- Euler. Vejamos a reciprocidade, o enunciado diz

que para quaisquer quatro 4,B,Cep e R temos que [AB|.|CD| + |BC||AD| =

|BD|.|AC|, com igualdade se e somente se estes quatro pontos séo conciclicos. Considere a
inversdo onde transforma L = I (L), onde o circulo K tem centro, digamos @, como na
figura. Lembrando que temos a correspondéncia ¢ 5 g = A € R
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Figura 20 - Ptolomeu-Euler

Fonte: elaborada pelo autor

Observe que por hipdtese estamos considerando quatro pontos a, b, ¢, d no circuclos L, dai
conseguimos trés semelhancas de triangulos, A (abc) =A (aEB),A (adc) =A (aéd) e
A (abd) =A (adb). Faremos a seguinte associagio, AB = |b  a|. Outra observagao é que
como b, ¢ e d estdo alinhados, obtemos que §D = B¢ + ¢D. Analisando os trés casos de
semelhanca, obteremos relagdes a partir da inversdo, entre as distancias. Precisamos analisar
um caso, os demais sdo analogos.

Analisemos o caso,A (adc) =A (aéd).

Oy

2l S
S El

Temos as seguintes proporcionalidades 4D — AC,AC — AD e DC — CD. Dai, —= = 2= =

D =22 pe =% D¢ Analogamente, obtemos as seguintes igualdades B¢ = RZZIE_C e
AC AC AD AB AC

e R2 BD . ~ == == ==

BD==.= Substituindo essas expressbes em BD =BC + CD , obtemos que

] == - 2 BD 2 BC 2 pe - - S — .

BD=BC+(D=>22=F 5 X DX 4C. BD = AD. BC + AB.DC, ou seja, se 0s

'AD AB'AC ' AC AD

=l

pontos sao conciclicos entdo vale a igualdade.
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Figura 21 - Os trés pares de semelhancas.

Caso inicial

rt

Fonte: elaborada pelo autor

Temos que provar que se é valida a igualdade, entdo os pontos sdo conciclicos.
Suponha que vale a igualdade |d —al.lc—b|+|d—c|.|b—a|=|d—c|.|b—al e que 0
ponto d esteja fora do circulo determinado pelos pontos a,b e ¢. Seja d' o ponto de
interseccdo do circulo determinado pelos pontos a, b e ¢ com a reta que passa por a e d. Note
que, |[d —al.lc—b|+|d—c|.|b—a|l =|d—c|.|b—a|, por semelhanca de triangulos &

equivalente a |¢ — b| + |d — ¢| = |d — b|, ou seja, d pertence a reta formada por b e €.
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Figura 22 - A reciproca de Ptolomeu-Euler.

Fonte: elaborada pelo autor

Pelo que acabamos de provar, temos que |d'—al.lc—b|+|d —c|.|b—a|=
|d" — c|.|b — al. Por dois pontos passam uma Unica reta, dessa maneira a reta que passa por
b, e d é a mesma que passa por b, ¢ e d'. Logo d, d’ € L. Pela inverséo d e d’ tem a mesma
direcio= d=d' = I(d) = I(d') = d =d, por bijecio.

2.14 Algumas transformagdes.
A espiral quadrética.
Qual a imagem obtida, de um semicirculo de centro (aq,0) onde a =1, através da
transformacéo z +— z2?
Dado um nimero z = |z|e'®, temos pela formula de Moivre que, z? = |z|?e2¢. Com isso
retiramos que o argumento duplica e a norma fica ao quadrado. Assim devemos analisar trés
casos,

Q) |z] > 1

(an lzl=1

any |zl <1
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Caso (I):

Como o comprimento do didmetro € a maior corda possivel, temos que o numero complexo
de maior norma é o z = 2a, e quando |z| — 10 nimero z — e® para algum ¢ € R.O que
ocorre é uma contragdo de 1 < |z| < 4a%amedidaque g < g < -

Caso(Il):

Quando |z| =1, temos que a transformacdo apenas rotaciona o vetor, ou de forma
equivalente, duplica apenas o argumento deixando a norma unitaria ainda.

Caso(lll):

Quando a norma é menor que a unidade, temos que o vetor resultante terd uma norma que

tendera a zero. Além disso, quando o argumento do nimero considerado estiver tendendo a E

, a transformacdo levara o novo nimero com uma norma que tende a zero e um argumento
que tende a 7.

O esboco da tranformacdo z +— z2 é dado por,

Figura 23 - A espiral quadratica.

Fonte: elaborada pelo autor

Exemplo. Mostre que a transformagdo w: C - C, definida por w = z2 transforma a regido

triangular delimitada pelas retas y = x,x = 1e y = —x, na regido delimitada pelo eixo v e

%
(14cos6)’

pela parébola p =
Solucdo: Observemos que 0s nimerosa = 1+ i,b = 1 — i tem a forma polar ¢ = +/2. e‘ge
b= \/E,ei%". Entéo 42 = z_eig =2i e b? = z_e'%n — —2;. Considerando 0s numeros da
forma z = 1 + iy, temos que z* = (1 — y?) + 2yi = w. Calculando sua norma temos que,
wl=y(1—-y2)2+2y)2={J1-2y2+y*+4y? = /(1 +y?)2=1+y* =p. Vamos

tentar colocar a norma de w, em fungédo de seu argumento, ou seja, queremos obter f(8) = p
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onde Arg(w) = 6. Sabemos que w = p.e'® e w = p.e~'%, dai obtemos que a parte real pode
ser escrita como,

pcos(8) = (1—y?) = pcos(@) =1-(p—-1)=2-p
2
(1 + cos(6))

Note que , —E < Arg(z) < E = —% <Arg(w) < %

= pcos(@) +p=2=p=

Figura 24 - Retas verticais e parabolas.

YA |

w

Fonte: elaborada pelo autor

~ 1 ,
Exemplo. Mostre que a transformagao w: € — C,w = z +~, leva o circulo |z| = c em uma

elipse u=(c+%).cose e v=(c—%).sen9, onde w =u + iv, quando ¢ # 1. O que

ocorre quando ¢ = 1

Solugéo: Seja ; = ¢, i, onde » « 1. Aplicando a transformagéo, obtemos que

e~ 18

w= c.e +ce%= c.e'® +T=C(COS|9+iSEH9)+%(COSQ—iSEI’19) =

w=(c+%)cos€+i(c—%)sen9 = u=(c+%).cos€ e v=(c—%).sen9. Esses

ponto estdo sobre uma elipse ja que,
2 2
v 2 2
5 + 5 = (cosB)” + (send)” = 1.

(c+2) (-2)

Note que quando ¢ = 1, a parte imaginaria é zero e a parte real €y, = 2¢c0s@- ASSim 0

u

circulo unitério é transformado em um segmento dereta —2 < y < 2€p = 0.
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Figura 25 - Circulos e elipses.

1
W:Zw— Z+-
V4

/ '\: e
\_

N
/
|

Fonte: elaborada pelo autor

i6
Exemplo. Mostre que a transformagdo w = vz = /r.ez,onde 0 < 8 = Arg(z) < 2me

2 2 - -,
2b" ey =2 de modo biunivoco,

1—cos6 1—cos6

|z| = r, leva 0o dominio entre duas parabolas y =

nafaixac < y < p.

i0
Solucdo: Seja . ¢ — ¢ a transformacdo definida porw =+/z = vr.ez , conforme o

enunciado. Fazendo z percorre a parabola, ou seja, substituindo = - 2b? . em w, obtemos
—COoS
que
e 8
6 2b? 9 \2.b.ez J2(1+ cosO).b.eZ
w = \/;2 el = |———pl2 = = 1
1 — cos0O V1 = cos@ |send|
© L] i6
2|C0$%|.b.62 2|cosg|.b.ez b.e%
= = = e
|send| o 9 9
2|sen2||cosz| |sen2|

b.cosg b.sen%
w = 9 + i
on?

sen]
Como 0 <@ =Arg(z)<2m = 0< g <m, temos que seng e positivo e cotg

percorre a reta real, ou seja, cotg;((),n) +— (—o0,+00). Assim podemos escrever a
2

2b?

1—cos@

transformacéo w = +/z parametrizada pela parabolay = comow = b cot% + ib. Mas

essa equacao representa uma reta paralela ao eixo real.

Vejamos a figura,
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Z—w =1z

Figura 26 - Parabolas e retas horizontais.

A v
2¢? -~ — S
e «— +——
e e T
e DR Y
,C:\_y\,). > u
N ~
\'\7“,"»..,
\—22 -
-2¢? ﬁl{\ \‘--.

Fonte: elaborada pelo autor
As flechas estdo orientadas pelo argumento, no sentido anti- horério.
2.15 CONICAS.

2.15.1 Paréabola.

Por defini¢do, um ponto qualquer da parabola equidista do foco e da reta diretriz. Dai
consegue-se, de forma cartesiana, a equacdo da pardbola. Agora, vamos considerar 0 caso em
que o sistema de coordenadas fica centrado no vértice da parabola. Analisemos a
compatibilidade das equac@es cartesianas e complexas.

Seja f = ipo foco e d:z = x — ip a equagdo da diretriz, onde p € 0 pardmetro. Por
definicdo temos que o numero z pertence a parabola se, e somente se, ele é equidistante do
foco e da diretriz.

Ou seja,

z—fl=lz-(x—ipl=1+pil=ly+p|e

lz—fP=ly+pP=GE-Nz-f)=W+p e
1z —fz—fz+|fI?=y?+2yp+p’ e
1zI? = fz—fz+|fI> = |z|* +ipz—ipz+p* =y*+2 yp +

1|12 + ipz —ipZ =y? +2yp =x* +y* + ipRiy ) &
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y24+2yp=x2+y? +ipQRiy) =x*+vy? -2py ©
yi+2yp=x2+y:—2py = 4yp =x* &

x2

)’=5

Figura 27 - Parabola.

Y

- ~‘/\l/' e =

A
A\

\
X'

_'L'P d

Fonte: elaborada pelo autor

2
Dessa forma temos que, |z — f| — |z— (x —ip)| =y +pl & y = Z_p' Essa ultima é

chamada a equacdo cartesiana reduzida da parabola.

2.15.2 Hipérbole

Considere que os focos estejam sobre o eixo real, tome z sobre o ramo hiperbdlico
direto, ¢ = distancia do foco a origem , a = distancia do vértice a origem . Por
definicdo, a distancia entre o ponto z aos focos quando subtraidas deve ser constante. Ou
seja, H ={z€C;|z+ c| — |z —c| = 2a} é o ramo hiperbdlico direto centrado na origem.

Temos que,
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lz+cl-|z—c|=2a=|z+c|=|z—c|+2a=|z+c|* = (|z—c| + 2a)?
Iz +cz+cz+c? =z —ez—cz4+c? +4alz—c|+4a> =
20Cz+c2)=4alz—c|+4a* =4cx=alz—-cl=cx—a* =
(alz=c|)? = (cx—a®)? =c2x* - 2d%.c.x+a* =

a?(|z|* —cz—cz+c?) =ctx?-2a%.c.x+at =al.x? +a’.y? - 2.a% c.x +a’.c?
=

caxt-ct vty =it tat=-at-at bl +a
4 =

(a2 -cH +atyt=-a b =-bP +atyt =
x2 yZ
2 p!
Vemos que as equagdes sao equivalentes. Para deslocar o centro, caso necessario,
devemos aplicar uma translacdo e para rotacionar a hipérbole um angulo 6, basta
multiplicar por e‘?. Quando se analisa o ramo esquerdo da hipérbole, deve trabalhar com a

igualdade |z — ¢| — |z 4+ ¢| = 2a, gerando as expressdes cartesianas.
2.16 PARAMETRIZACAO DAS CONICAS.
2.16.1 Elipse.

Aqui o eixo, ou o polo, estd centrado em um foco da elipse e além disso o0 eixo maior
esta sobre o eixo real. A distancia entre os focos representaremos por 2c, e a distancia entre
0s Vértices serd 2a. Temos por definicdo, que a elipse é o conjunto de pontos €
={z€C |z| +
|z — 2¢| = |2al}. O lugar geométrico pode ser descrito como |z| + |w| = 2a, j& que 0 eixo

maior esta sobre o eixoreale y = z — 2.



Figura 28 - Parametrizacéo da elipse em coordenadas polares.
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Fonte: elaborada pelo autor

Ao elevarmos ao quadrado os termos da definicdo obtemos que,

(lz] + IW)? = 4a? = |z|* + |w|? + 2|z|. |w| = 4a® =
lw|? = 4a? — |z|? - 2|z|. |w| = 4a® — |z|? — 2|z|. (2a — |z])

w? = 40 — |z + 2|2|* — 4a. |z| = 4a® + |z|* — 4a.|z

Por outro lado, aplicando a lei dos cossenos, temos que,
w|? = |z|? + 4c? — 4c. |z].cos8.
Igualando as expressdes encontradas,
4a® + |z|?* — 4a.|z| = |z|* + 4c? — 4c.|z|.cos0 =
—4a.|z| = 4c* — 4c.|z|.cos0 = a® — a.|z| = ¢?
4a?
—c.|z|.cos@

a.|z| —c.|z|.cos® = a? — c¢? = b?,sendo p a norma do nimero |z| = |w]|.

Portanto, em termos de coordenadas polares, ou seja, substituindo P = |z| temos que

b? k

P(a—c.cos)=b? =>P=—— 5 pP=—-——
(@=c.cos) (a —c.cosB) 1 — e.cosf

2 7 ~ 7 - -
Ondek =2 ¢éo0 parametro e ¢ = = € a excentricidade.
a a

39
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2.16.2 Hipérbole.

De forma analoga, aqui 0 eixo maior esta sobre o eixo real e a origem € um dos focos,
digamos o esquerdo, conforme a figura. A distancia entre os focos serd denotada por 2c e a
distancia entre os vértices é 2. Temos por definicdo que a hipérbole é o lugar geométrico

H = z€C ||z| —|z— 2c|| = |2a|}. Como nossa origem esta no foco esquerdo e chamando

w = z — 2¢ temos que,
lw| = |z| = |2a] = (lw| — |z])? = |w|*+ |z|* = 2|w]. |z| = 4a®* =
lwl? = 4a? 2|wl. |z| — |z|* = 4a? 2(12a| + |z]). |z] —|z|* =

++

\wi? = 4a*+4|al|z| + 2lz|. |z| - |z|* = 4a® — 4alz| + |z|?

Por outro lado, aplicando a lei dos cossenos,
lw|? = |z|? + |2¢|? — 2.]z|.|2¢|. cos8 = |z|* + 4c?— 4c. |z].cos8 =

w|? = |z|? + 4c? — 4c. |z]|. cos®.

Igualando as expressdes, obtemos que
4a? — 4alz| + |z|* = |z|? + 4c? — 4c. |z]|.cosO =

4a? — 4a|z| = +4c? — 4c.|z|.cosf = a? — al|z| = c? —c.
|z|. cos@

Sendo b a medida do eixo menor, prevalece a2 = b2 + ¢2, ou seja
a’? —alz| = c? —c.|z|.cos8 = b? = a|z| — c.|z|.cosO

b2
—c. 0)=bh* >P=——
1zl(a = ¢.cosf) (a — c.cos0)
p k
" 1—¢.cos@

2 - . =7
Onde k =2 éo0 parametro e £ = < é a excentricidade da hipérbole.
a a
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Figura 29 - Hipérbole parametrizada.

XY

Fonte: elaborada pelo autor

2.16.3 Parébola.

Para parametrizar a parabola, procedemos de forma muito parecida. Considere que o
vértice esteja sobre o eixo dos reais e seja este ponto a origem. Chamando p a distancia entre

0 Vértice e a reta diretriz , de acordo com a figura.

Figura 30 - Parabola parametrizada.
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Fonte: elaborada pelo autor

Aplicando a defini¢do temos que,
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x p—lz|
c056=—cos(n—9)=m= iz =

|z].cos@ =p—|z| = |z].cos 0+ |z]| =p =

_ _ p
|z].(cos@ + 1) =p = |z] ——(1 T cos0) =
_ p
P_(1+c059)

Onde p € o parametro e P(9) = |z|.
2.17 EXPONENCIAL

Exemplo. Mostre que a fungdof(z): C — C; f(z) = e?, transforma:

i) Retas paralelas ao eixo real, em semi retas passando pela origem.

i) Retas paralelas ao eixo imaginario, em circulos centrados na origem
Solucdo: Seja z = x + iy € w = u + iv. Por definicéo, a funcdo exponencial pode ser escrita
como f(z) = e? = e** = ¢X_¢. Por outro lado, escrevendo a imagem na forma polar,
obtemos que w = u + iv = |w|.e"4"9W), Comparando as expressdes temos as seguintes
igualdades,w = f(z) = |w| = e* e eI = e = |w| = e¥e Arg(w) = Im(z2) = y.
Para o item (i), note que a parte imaginaria € constante e a parte real esta variando. Isto nos
diz que, o angulo do numero apo6s a transformacao fica constante. Ja a norma do ndmero
obtido cresce de maneira exponencial.

Figura 31- A exponencial, retas horizontais e semi retas.

Fonte: elaborada pelo autor
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Para o segundo caso, o raciocinio é analogo. De fato, nesse caso a norma do nimero
w = f(z) fica constante e o que fica variando € o argumento, ou seja, [w| = e* e Arg(w) =
Im(z) = y. Considere uma reta r: z(y) = ¢ + iy, uma reta paralela ao eixo imaginario, aqui
¢ = 0. Tome um ponto qualquer w na reta », vemos que o nimero w = |w|. e!479W) =
e.e"”. Ou seja, para todo niimero da reta r, obtemos um ndimero que tem norma constante e
a sua direcéo fica variando, concluimos que a transformacédo f(z) = eZ?leva retas paralelas

ao eixo imaginario, em circulos centrados na origem.

Figura 32 - A exponencial, retas verticais e circulos.
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Fonte: elaborada pelo autor

2.18 FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Afungaof:C — C, f(z) = senz é definida por £(2) = £ (x, ) = =<, Note que,

ao desenvolvermos o lado direito, através da definicdo de exponencial, obteremos uma

expressao envolvendo 0s senos e cossenos hiperbdlicos. Vejamos:
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e — e7Z = ol(¥+y) _ ol(=X=1¥) = =¥ (cosx + isenx) — e¥ (cosx — isenx) =

e Y(cosx + isenx) — e¥(cosx — isenx) = —cosx(e¥ —e™Y) + isenx(e¥ +e™) =
@) eZ4+e? —cosx(e? —e ™) +isenx(e¥ +e7Y)
Z — —
21 21
senx(e¥ +e™Y)  cosx(e¥ —e™Y)
= i
2 2

f(z) = senz = senx.coshy + icosx. senhy.
Temos as seguintes expressdes w(x, y) = u(x,y) + iv(x,y), cOm u(x,y) = senx.coshy €
v(x,y) = cosx.senhy.

Exemplo. Mostre que a fungdo f(z) = sen z , transforma para cada"T” <x< ‘7":

i) Segmento de reta paralelo ao eixo real em ramos elipticos ii)
Retas paralelas ao eixo imaginario em ramos hiperbdlicos
Solugdo: Sejaw(x,y) = u(x,y) + iv(x,y), COM u(x,y) = senx. coshy € v(x,y) =
cosx.senhy. Fixando a parte imaginaria, e variando x no segmento AB , segmento este

localizado entre o primeiro e terceiro quadrante com na figura, obtemos que

u(x,c) = sen(x).cosh (c¢) e v(x,c) = cos (x).senh(c) & = sen(x)e

u
cosh(c)

)+ (Se:;w)2 = 1, ou seja, 0s pontos deste segmento sdo levados a

_ u
=cosx = (coshc

senh(c)
pontos de uma elipse. No caso, 0 segmento estando entre o primeiro e terceiro quadrante é
transformado no ramo positivo da elipse. Se 0 segmento estiver no segundo e quarto

quadrante, sera transformado no ramo negativo da elipse.

Figura 33 - A transformacao sen(z), segmento horizontal e arco eliptico.
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Fonte: elaborada pelo autor
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Para o segundo item, procedemos de forma analoga. De fato, agora com u(c,y) =

sen(c).cosh (y)e v(c,y) = cos(c).senh(y) obtemos que,

v U\ v Y
= cosh(y) e e = senh(y) = (sen(C)) B (cos(c)) -

= (cosh()? = (senh(¥))" = 1

= (%(C))z B (co:(c))2 =1

Assim, essas retas sdo transformadas em ramos hiperbilicos.

u
sen(c)

Figura 34 - A transformacédo sen(z), retas verticais e arcos hiperbdlicos.
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Fonte: elaborada pelo autor

Mas o que acontece quando x atingir o extremo do intervalo? Note que quando ytende

ag, o ramo hiperbdlico se contrai, ou seja, sua excentridade tende a zero. Assim 0 ramo
hiperbdlico se torna degenerado. De outra forma, a imagem da reta z = g + iy é exatamente
a semi reta [1, o). De maneira analoga, a imagem da reta z = —g + iy €éointervalo

(oo, —1]

elZ+e—lz

atraveés de

A fungdo f:C — C, f(z) = cosz, pode ser escrita comof(z) =
uma mudanca de variavel, no caso uma translagéo, aplicada funcdo seno ,obtemos a fungéo

elZz_g—

e iz
TR obtemos
L

cosseno. De fato, aplicando a translacdo z — z +§ em g(z) = sen(z) =



el(#43) _ o7U(=+3) = 63 i _ g Temiz =  oiz 4 joiz =

el2+e—12

2

g(z+§)=sen(z+§)=M f(z) = = COS Z.

2i -

Ou seja, as interpretacdes anteriores sdo a mesma, a menos de uma translacéo.

2.18.1 Algumas propriedades. das funcdes trigonomeétricas e hiperbdlicas.
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Seja z € C. Temos que as fungbes trigonométricas e hiperbdlicas sdo muito

semelhantes. Vejamos as defini¢bes e algumas relacGes entre essas funcdes.

As definicGes das funcdes seno, cosseno, cosseno hiperbdlico e seno hiperbdlico para

z € C, séo:
iz_e—iz eiZ+e—iZ
— e —
sen(z) > cos (z) 2
Z_,-Z Z4 ,—Z
* senh(z) = == e cosh(z) = &2

2 2

Observe que a partir das definicdes conseguimos relagdes entre essas fungdes. De fato

considere z = x + iy, temos que

iz _ e—iz eiz _ e—iz
senh(iz) = = . = i.senz
(iz) 2 21
e
ei.iz + e—i.iz e % + e?
cos(iz) = = = cosh(z)

2 2
Propriedade 1: Seja z € Centdo (cosh(z))? — (senh(2))? = 1.

Demonstracdo: Basta calcular diretamente,
z -z EZ _ e—z

(cosh(2))? = (senh(2))? = (——)* = (——)? =

Z1(e" + o) — (% — )] = 2 [(eF 4 €7F) + (e — e )L[(eF + ¢7F) — (e — 7))

Z—Z

= (cosh(z))? — (senh(z))? = %[262]. [2e7%] = =

4
(cosh(z))? — (senh(z))? = 1.
Propriedade 2: Seja z € Centdo (cos(z))? + (sen(z))? = 1.

Demonstracdo: De forma semelhante, desenvolvendo o lado esquerdo temos que,

iz _ ,—iz

20

-

(cos@)? + (sen(@)? = (=Tt 4+ ()t =

iz —iz
— e

2

= (COS(z))2 + (SE‘n(z))Z _ (elz ze—tz)z ~ (e )2 _
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elZ + e—lZ lz _ ,-1

€
=0 )% = ( >

Propriedade 3. Seja z € ¢, onde z = x + iy. Entéo é valida a seguinte identidade, cosh(z) =

2)2 = (cosh(2))? — (senh(2))’ =1

cosh (x + iy) = cosh(x).cos (y) + isenh(x).sen(y).
Demonstracdo: Usando as defini¢des e a identidade de Euler, temos que
ex+iy + e—x—iy

cos h(x + iy) = >

= E(ex_ eiy + e %, e—iy) —

1
cosh(x +iy) ==le*.(cosy + iseny) + e™*.(cosy — isen =
h y) > * y y *.(cosy y)

(e*+e™) (e* —e™)

1
E[(ex + e ™ )cosy + (e — e ¥)seny| = 5 cosy + >

seny =

cos h(x + iy) = cosh(x).cos (y) + isenh(x).sen(y)
Propriedade 4. Seja z € C,onde z = x + iy. Entdo é valida a seguinte identidade, senz =
sen(x + iy) = senx.coshy + icosx.senhy.
Propriedade 5. Para todoz € C,onde z = x + iy, vale|cos (2)|*> = (cosx)? + (senhy)?.

- izy ,—iz 1Z4 p—1Z
Demonstrag&o: Temos que, [cos (2)|? = cos(z) . cos (z) = (% +29 ). (5 +2e ) . Calculemos

a parte conjugada, e’z + e~ = ez 4 e~ = l(¥tW) 4 e UXHY) = eIXTY 4 oY —

eX—Y 4 g~ Xty = V=X 4 oV+ix —
cos (Z) — e—y—ix + ey+ix — €—2y+y—ix + ezy—y+ix -
cos (z) = e” W72 4 g2ytiz,

Assim,

|COS (Z)lz — %(eiz + e—iz)(e—Zy—iz + 82y+iz) — % (e—Zy + E,2y+2iz + e—Zy—Ziz + eZy) —

1 . . 1 1 . .
7 (672 + €% + e72% 4 %) = Z(e"z'y —2+e?) +Z(ez‘x +2+e7) =

|cos (2)|? = (cosx)? + (senhy)?.
2.19 POTENCIAS E LOGARITMOS COMPLEXOS.

Qual o valor de (1 + i) Qual o valor de Log (2 + 3i)? Essas perguntas s6 poderdo
ser solucionadas mediante a definicdo de exponenciais complexas. Depois disso, podemos
definir as ideias analogas de poténcias e logaritmos. Temos, pela a expansdo de Taylor, que a
funcdo f: R — R,definida por f(x) = e* € infinitamente diferenciavel . Assim ela pode ser

expressada por, f(x) = ¥, "_T Quando, intuitivamente, substituimos a variavel y ¢ R por
n:

z = ix € C, vejamos 0 que acontece.:
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] C | 2 Faa3 4 FaaD 6 FaaZ
) = pix — yoo WO" 0 ix7  xt 7 xt e xP b
flix) =™ = Xn=o n! 1+ 1 21 3 + 4! + 50 el 7T
2 4 6 8 10 1 3 5 7 9
X X X x X . X X X x X
1- 4+t ) +iE-Z+=-Z+=)
( 20 a4l el gl 10! ) (1! 31 51 71 o )

Essas duas parcelas, sdo conhecidas em funcdes de variavel real, a parte real é a
funcdo cosseno e a parte imaginaria é a funcdo seno, ambas as expressdes sdo obtidas pelo
desenvolvimento de Taylor. Dai , obtemos que o nimero complexo ¢, onde g ¢ R, fica
definido por e = cos 6 + i sin 6. Define-se eZ,onde z = x + iy € C,por ¢z — ¢x(cosy +
i sin y). Considere o nimero w = [n|z| 4+ i@,onde 8 = Arg(z), temos, por defini¢éo que,
e¥ = el (cos @ + isin6)= 1zl(cos6 + isin@)=z.  Como o 0 tem

infinito
correspondentes, temos que , existem infinitos niumeros complexos que fazem o papel do
logaritmo de z. Assim definimos,
log(z) ={we CGw=lIn|z| +i6 e = 2kn + Arg(z)com k € Z}. Chamamos de
logaritmo principal quando 8 = Arg(z), entdo
Log(z) =w & eV = z,ondew = In|z| + 0.

Agora nos resta analisar sobre z¥ onde a base e 0 expoente s&o complexos. Aqui encaramos

um  problema similar ao anterior. Seja w € log(z)

temos que e’ = (e") = (e™?l. (cos @ + isin @)Y = (2) =z, assim dizemos
que z¥éay —
poténcia de z associada ao logaritmo w. Tomando w como logaritmo principal, dizemos
que z¥ = e¥V = e¥k99%7 ¢ a y — poténcia pricipal de z.
Exemplo. Respondendo a pergunta inicial, calcule (1 + i)*, em termos de poténcia principal.

Solugdo: Temos que (1 + i)' = e!L°901+1) sabemos que

Log(1+1i) = In|1+i| +idrg(1+i)queq + i = i_(£+ I-E) ou seja Arg(1 +i) ==
V2'\ 2 2 /) 4
Além disso |1 + i| = v/2, dai obtemos que Log (1 + i) é expresso por

Log(1+41i) = In|1 + i +i§=> iLog(1 + i) = iln|1 +i] —%= —%+iln\/§

Assim, (1 + i)t = etleg(1+d) = g s timZ

Vejamos algumas semelhancgas entre as poténcias complexas e as reais, no que se
refere a propriedades. Mas nem todas as propriedades sdo validas, ja que, dependendo do
ramo em que estivermos considerando , obtemos outros valores.

Exemplo. Qual o valor de ((1 + i)*)~*? Serd o mesmo valor de (1 + i)~%?

1

Solugao: Sabemos que (1 + i) = e+ ™2 = ((1 + i)i)~1 = (e—;ﬂtnﬁ) N
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(e—%ﬂ'lnﬁ)_l _ (f‘,—%)_i_(eumﬁ)_1 - (e%) _(e—unv’i) — painVZ

(1+DH ' = e ™2 por  outro lado (14 0)7H = gmilog(+D) = o~ inVZH) _
e = (L + D))= A+ )T = (@)D

Exemplo. Calcule o valor de (i%)¢, associado ao logaritmo principal.

Solucéo: Por definicdo, temos que ji = giLozlil — RIC e assim (i)l = (e_TH)" =

—T

3
iL = . —_ . i 3 i i , .
i og|e | =elme 2 +10) = ¢7% = | = (i")! = —i = i*!, Até aqui ocorreu uma

(e3)i=e
compatibilidade entre as propriedades das poténcias reais e complexas. Mas isso nao ocorre
sempre, nem nas poténcias e nem nos logaritmos complexos.Vejamos alguns casos:

Exemplo. Calcule o valor de Loz(—i).

Solugdo: Pela definigdo, temos que Loz(—i) = In|—i +3T’Ti -0+ % - % 0 que nos diz

que  2Loz(—i) = 3mi = Loz(—i) + Loz(—i) = 3nwi # Log[(—i).(—i)] = Log(—1) = mi.
De fato, nem todas as propriedades dos logaritmos reais sdo validas nos logaritmos
complexos. Nas poténcias também temos algumas diferencas entre reais e complexas.
Exemplo. Calcule Loz(—1).

Solugdo: Temos que, Log(—1) = In|—1| + iw, jaque & = Arg(k),¥(k < 0) € R. Dai,
Log(—1) =In|-1|+in =0+ ir = in.

Vejamos o que acontece quando tentamos esbogar a imagem de Log(k), quando k
percorre a parte negativa da reta. Sabemos que quando x — 0, In (x) — oo, sabe-se também
que Log(z) = In|z| + i.Arg(z). Assim quando 0 < |k| < 1, obtemos In|k| <0 e que
quando 1 < |k| teremos que 0 < In|k|. Necessariamente temos que quando |k| =1,
Inlk| = 0.

Assim, quandoy se aproxima de zero, no intervalo [0; 1], terd como imagem a parte
negativa da reta imaginaria r:z(k) = In|k| + im; (k < 0) € R, que pelo esquema abaixo
estd em vermelho. Da mesma forma j percorre o intervalo(—oo; 1], sua imagem percorre a

parte positiva da reta imaginaria, que no esquema € a parte azul.
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Figura 35 - O logaritmo principal e uma reta horizontal.
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Fonte: elaborada pelo autor

O que acontece entdo se estendermos o dominio, retirando o zero, para toda a reta?

Sabemos que quando numero considerado é real e positivo, obteremos o gréfico do logaritmo

natural, j& que o argumento desse numero € zero. Uma tentativa de entender o gréafico da

funcdo f: R* — Ce esbocada abaixo:

Figura 36 - Os logaritmos negativos e retas imaginarias.
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Reta imagindria r: z(k)=In(-k)+iTt

Fonte: elaborada pelo autor
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3 COMBINATORIA
3.1 RAIZES DA UNIDADE E MARCADORES

Exemplo: Calcule Y- 1 moa(3)(;)-

Seja f:C— C, onde f(z) =(z+1)" e f € C[X]. Aqui iremos admitir a validade da
identidade (z + 1) = ZE:O(:) zk. Analisemos o termo f(w/), onde w = eszé uma raiz
cubica da unidade. Temos que,

FW) = Sieall) ()" = o) W = Boo f (W) = im0 Zea() w/* =

?:0 f(Wj) = Yk=0 Z?:U(:) wlk = Zz=0(:) Z?:o wlk =

2

2of W) =3r_0(}) X2, wik. Comow? = 1temos que 1+ w + w? = 0 dai vema
justificativa do somatorio até dois, porque (2; 3) = 1formando assim um sistema de residuos
completo em 7. Fagamos um esquema para melhor entendermos:
Se, k = 0mod(3) = k+ 2 =2mod(3), k = 1mod(3) = k + 2 = 0mod(3)¢e
k =2mod(3) = k + 2 = 1mod(3).
Entéo ao multiplicarmos ¥2_, f(w/) = Y-, X5-,(}) w/* por w2/ obtemos ,
YicowH f(wl) = Xio(}) Xz w*+2). Observe que quando k = 1mod(3) obtemos
wk+2)J =1 ja que k + 2 = Omod(3). Do contrario o termo Y2, wk+2i =0, ja que
1+w+w?2=0¢e(2;3)=1,obtendo apenas um embaralhamento do sistemas de residuos

em Z,. Dai,

oW (W) = BReo() ieo wh*D) = 3501 0acs(p) =
Shzimoa ()75 LW f(W) = S {f () + w2f (W) +w fF(w?)} =
Srcimoa () =3 {2+ W W+ D" +w W2+ 1"} =
Sreimoa(}) =3- (2" + W2 (=wH)" +w (-w)"} =
Sh—moa (P75 {20 + (=1)"w2 4 (—1)"wH ) =

1
Zzzlmod(S)(:{l)?-{ 2" 4+ (—1)n[w2n+2 + Wn+1] }

Note que, [w?"*2 + w"*1]=—1, Isto deve- se ao fato que, 1 + w + w2 = 0 e
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n = 0mod(3) 2n+2=2mod(3) (n+1=1mod(3)
n=1lmod(3) ={2n+2=1mod(3)esn+ 1= 2mod(3)
n = 2mod(3) 2n+2=0mod(3) (n+1=0mod(3)

Gerando uma permutacéo no sistema de residuos em 7.

Assim, E’;Elmod@(’;)—%. {2" + (-1}
3.2 TEOREMA DA MULTISEQAO.

Seja f € C[X] — {0}, um polindbmio de complexo, dado por f(z) = ¥i_,a,z".
Considere p primo impare0 <r <p — 1.
Se w™ % 1, eNta0 Xy mod(p) dn = %z;’;g{w(ﬂ-ﬂrf f(wi)l.
Demonstracéo:
Vamos analisar o termo f(w/) = ¥7_,a, w/k, onde w € a p — ésima raiz da unidade,
Temos que,
S f(W) = BP2s Bheo e W = Spoo X apwit = oo a Ihos wik
Observe que j € {0,1,2,...,p — 1} formam um sistema de residuos em 7,. Por um lado,
quando k = r mod(p) = kj = rj mod(p) = prj —rj + kj = 0 mod(p). Mas por outro,
temos que, Z?;& wi =¥=1_ (. Quando (k; p) = 1, sabemos que kj € {0,1,2,...,p — 1}

w—-1

ainda assim é um sistema de residuos em Z,. Dai sendo (k; p) = 1, temos que

, P_ , , . . I ~
2;?;3 wik = ”‘:V_ll =0e¢ 25.’:‘; w/k = p do contrario. Sendo assim, multiplicando a expressao

Yi=oar Xi=g wlk, por w®=1rJ, com o intuito de marcar os indices k = r mod p, obtemos
que,

Z?;S wP=Drif(wi) = Y1_) a 25?;3 wik we-0rj —

E?;S W(P—ﬂrl'f(wf) = Yook Z?:_é w®r=r+K)j

E?:'S wP=DIf(wI) = p. Y= moacp) @n , que é equivalente a igualdade do enunciado.
3.3 O Paralelepipedo de Klarner.

Mais uma bela aplicacdo de raizes da unidade e combinatéria. Seja P o
paralelepipedo de dimensdes (m x n x p). Supondo possivel a decomposi¢édo do cubo em

pecas de (1 x 1 xq), entdo g|p ou g|n ou g|m.
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Demonstracéo: Considere um tabuleiro de dimensdes (m x n). Fagamos o seguinte, vamos

distribuir poténcias da g — raiz da unidade € avaliar a soma de cada tabuleiro, nesse caso o

2mi

primeiro tabuleiro ja que (m xn x 1) = (mxn).Seja w =e 9a q — raiz da unidade,

agora vamos distribuir poténcias de w no tabuleiro.

w1+1+1 WHEH W1+3+1 W1+4+1 N w1-'1 Wn—:
w2e1en | wasdt | g2edst ' . ' w
W1+ . ' * ! ' .
L]
L)
»
m+1 2 n
W w2 ' . . . wm+
w11 | yyme2+1 . ' wmen

Aqui, nada mais é que uma matriz definida por 4 = [a;x;],onde 1 <i<m1<j <
nea;; =wtitl SejaL; = X7, wi*/*1a soma dos elementos da ; — ésima linha
calculemos:

Li = Yjwtitt = w1 31 wi=w*2 30w/t = w21+ w! +wi 4 4w ) =
wit2 (Wn_']) = L; = wit? (Wn”)'

w—1 w—1
SejaT, = I, L; asoma de todas as linhas do primeiro tabuleiro, o que iremos

chamar de peso do primeiro tabuleiro. Calculando o primeiro peso temos que,

m

T, = z 1+2( 11)] _ (%)_Wg_z[wiﬂ] —

i=1 i=1

_ (w'-1 3 1 2.4 .. m-1y _ (w'-1 3 (wh-1
7= (=) wi (L4 wh + w? + -+ wn1) = (2=) w3, (=) . Observe que para se
calcular o peso de um f — ésimotabuleiro qualquer basta multiplicarT, pory k-1, dai 0 peso
—_ P
do cubo pode ser expresso por ¢ = Y7 _, T

Obtemos que,
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Figura 37 - O paralelepipedo de Klaner.

Tabuleiro p “~ iy

Tabuleiro k “N=ip

Tk = M"k—l. T1

Tabuleiro 1 g

Fonte: elaborada pelo autor

_ _ n-1 m_1 _
C=Yhoy T = S0, [WIT] =Ty Bh, whot =(2=0) wd (B20) 3k, wh! =
wht—1 whn—1 _
C=( ).w3.( )(1+W1+w2+---+w” H=
w—1 w—1

C w3 (Wm—l) (w”—l) (w”—l)
Vw1 w1/
Esse é o peso do paralelepipedo. Por outro lado, estamos supondo possivel a
decomposicéo do paralelepipedo em pecas de (1 x 1 x ). Isto nos indica outra maneira de

contabilizar o peso do cubo. De fato, em algum sentido tridimensional, temos que cada peca

de (1 x 1 x g) foi enumerada de forma de o peso de cada pega é dado por

Peso de uma peca qualquer = A = wit/Th 4 iHitkal g itz 4Ly ititkea=1

ondel<i<m,1<j<nel<k<p.Dai,
27mi

A= Wi+j+k(1 +wl w4 pwi )= wititk (&‘11) =0,jdque w = e 4 . Portanto o
W

peso do cubo é igual a zero j& que o peso de uma peca qualquer é zero. Concluimos que

m_ n_ P_ . .
C =ws. (W l) ) (W 1), id 1) = (), como 0 corpo dos numeros complexos satisfaz

w-—1 w-—1 w-1

a propriedade de ser integro, temos que ou (me_'ll) =0 ou ("::_'11) =0ou (»;:1) =



w—1 wm—1

0. Considere( ) = (. Isto nos diz que,( ) =0=2w"—-1=0=2wm=

w—1

2mwmi

1=e¢ a =1= q|m. Oargumento éanalogo para 0s outros casos.
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4 CONCLUSAO

Quando o estudante do ensino médio tem um primeiro contato com 0s numeros
complexos, quase que em uma totalidade, pergunta-se o porqué de estudar estes nimeros e
onde usar todos estes conceitos, isso ocorre até mesmo com os alunos de graduagdes em areas
afins. Nota-se que para responder estas perguntas, o aluno deve adquirir uma maturidade
cientifica. Ai se encontra a dificuldade do professor, os livros que os alunos normalmente tem
contato, na maioria das vezes, deixam a riqueza das aplicacdes de lado dando énfase a parte
tedrica ainda assim muito superficial, na maioria dos casos, obscurecendo as ideias. Claro que
os exemplos e exercicios resolvidos no presente texto sdo apenas alguns das inumeraveis
possibilidades. Para os interessados em aprofundar o conhecimento nesta area, citamos
algumas referéncias [1], [2] e [5]. Estes livros tem como foco o calculo diferencial com
funcBes complexas de variavel complexas, abordando temas com sequéncias, Sséries,
diferenciabilidade, as condi¢Ges de Riemann e sua interpretacdo geométrica. Além da teoria
da integral, o teorema de Cauchy, singularidades, polos e residuos. Algumas aplicacGes em

fisica sdo expostas em [1], na modelagem da mecéanica dos fluidos.
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