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RESUMO

Esse trabalho mostra a relagédo existente entre a Matematica e a Arte - a Geometria Plana e a
Arte gréfica das Tesselacdes de Maurits Cornélis Escher. Para entendermos esse encontro,
mostramos nos dois primeiros capitulos um pouco da vida do artista e em que momento ele se
encantou com as TesselacBes e as técnicas usadas na sua realizagdo. No terceiro capitulo
fizemos um estudo das isometrias no plano — translacdes, rotacGes e reflexdes, finalizando
com o teorema das trés reflexdes. No quarto capitulo definimos TesselacGes e seus principais
tipos — monoédricas, regulares, semirregulares, demirregulares, periddicas e ndo periddicas.
Em seguida fazemos um estudo das TesselagOes regulares para em seguida, de forma mais
minuciosa apresentamos as Tesselacfes semirregulares nos seus diversos tipos. E para
finalizar, no quinto capitulo apresentamos algumas Tesselacdes de M. C. Escher e as

isometrias usadas pelo artista para sua construcéo.

Palavras-chave: Matematica. Arte. Tesselagdes. Geometria.



ABSTRACT

This work shows the relationship between Mathematics and Art - the Flat Geometry and the
Graphic Art of Maurits Cornelis Escher's Thessaloniki. To understand this encounter, we
show in the first two chapters a little of the artist's life and in what moment he was enchanted
with the Thessalonings and the techniques used in its realization. In the third chapter we did a
study of the isometries in the plane - translations, rotations and reflections, ending with the
theorem of the three reflections. In the fourth chapter we define TesselagGes and its main
types - monohedral, regular, semi-regular, demireregular, periodic and non-periodic. Next we
make a study of the regular Thessaloncies, and then, in a more detailed way, we present the
semi-regular Thessalonies in their various types. And to conclude, in the fifth chapter we
present some Tesselagbes of M.C. Escher and the isometries used by the artist for its

construction.

Keywords: Mathematics. Art. Thessaloniki. Geometry.
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1 INTRODUCAO

1.1 A MATEMATICA E A ARTE

A Matematica e a Arte por vezes se relacionam, podendo ser na emogéo sentida
por quem as contempla ou até pelas técnicas e objetos concretos ou abstratos que utilizam.
Esse trabalho que é a dissertacdo do curso de Mestrado em Matematica em Rede Nacional —
Profmat, realizado na Universidade Estadual do Ceard — UECE, vai oportunizar a quem o ler,
essa constatacdo. E usaremos a Arte com Tesselacdes do holandés Maurits Cornelis Escher.
Mas antes de tratar do tema objeto desse trabalho devo trazer alguns elementos que me
motivaram a manifestar minhas impressdes sobre essa relacdo entre a Arte e a Matematica,
em particular a Geometria Plana, nessa quadra de minha vida académica. Sempre me encantei
com a Geometria e cheguei a manifestar em varias ocasides esse meu encantamento nas aulas
de Geometria do Profmat tdo bem proferidas pelo professor Tiago Calla Ribeiro, nas
apresentacdes das demonstracbes de belos teoremas ou solucdes de problemas mais
elaborados. Note que aqui ja qualifico esses teoremas de belos como se estivesse tendo um
deleite visual ao admirar um quadro ou uma escultura. E faco isso com tranquilidade, afinal
de contas o préprio professor Antonio Caminha Muniz Neto o faz quando escreve o prefacio
de sua colecdo de sucesso Topicos de Matematica Elementar editada pela SBM, ao fazer
referéncia aos teoremas de Geometria “[...] varios belos teoremas classicos de Geometria”.
(NETO, 2013, p. VII).

Em outra ocasido, essa bem antes de iniciar o mestrado, ainda na minha
graduacdo, me deparo com outro prefacio de um livro de Matematica: Curso de Analise
volume 1, publicado pela Associacdo Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada —
IMPA do saudoso professor Elon Lages Lima, que nos deixou no dia 07 de maio de 2017,
tendo vivido intensamente 87 anos, dos quais a sua grande maioria dedicados ao ensino da
matematica. Ao iniciar o prefacio da primeira edicéo ele transcreve um didlogo entre o cantor
e instrumentalista que fez sucesso no mundo todo com o jazz, Louis Armstrong e uma

senhora;

“-What is jazz. Mr. Armstrong?
- My dear lady, as long as you have to ask that question, you will never know it.”
(LIMA, 1976).
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Aqui cabe uma pergunta: que mensagem o professor Elon quis passar para o leitor
de seu livro quando abre o prefacio que tem a missdo de apresentar de forma sucinta o
objetivo da obra, um didlogo com um artista sobre a sua Arte? Atrevo-me a dizer que mesmo
o professor ndo fazendo mais nenhuma referéncia a este dialogo no preféacio do citado livro,
ele quis passar a mensagem que essa parte da Matematica é uma obra de arte tal qual o jazz e,
que, portanto, faz manifestar em quem a aprecia emogdes diversas que o proprio texto parece
ndo suscitar.

E por ultimo, nas aulas de Geometria Analitica do Profmat com o professor
Claudemir Silvino Leandro, que em certa ocasido relatava um dialogo que teve com um aluno
em outra universidade, quando o aluno o perguntou e ele prontamente o respondeu:

“- Professor Claudemir pra que serve esse tema da Matematica?

- Para contemplacdo meu caro aluno. Afinal pra que serve uma pintura, uma
escultura ou uma musica?”

Confesso que, apesar de em algumas oportunidades em minha vida de
professor/estudante ter sentido um prazer ao me deparar com algumas proposices de
Matematica, sobretudo em Geometria, ainda ndo tinha ouvido um professor de Matematica
com competéncia comprovada, expressar com tanta tranquilidade que a Matemaética se iguala
as obras de Arte nas diversas categorias. Claro que me senti representado e por isso, mesmo
tendo a intensdo de fazer esse trabalho em Geometria, mas nédo relacionado ao trabalho de um
artista grafico, me submeti ao conselho do Professor Claudemir Leandro, que orienta essa
dissertacdo, a mudar para esse tema.

A primeira gravura de Escher que me deparei foi Queda d’agua, na capa de um
livro de Fisica do ensino médio, que pode ser vista na Figura 1. Essa gravura me levou ao
encantamento de como ndo conseguia percorrer seus tracos sem me perder da compreensao

gue meu juizo esperava, pois é a realidade em que vivo.

1.2 O ARTISTA E A TECNICA

Ao atender o conselho do professor Claudemir Leandro, fui conhecer um pouco
da vida de Escher. Maurits Cornelis Escher (1898-1972) foi um artista grafico holandés. Ficou
conhecido pelas suas xilogravuras, litografias e meios-tons, que tendem a representar
construgcdes impossiveis, preenchimento regular do plano, exploracbes do infinito e as
metamorfoses - padrdes geométricos entrecruzados que se transformam gradualmente para

formas completamente diferentes.
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Aqui trataremos da relacdo de parte da obra de M.C. Escher com a Geometria
Plana no que se refere as Isometrias e isso diz respeito ao preenchimento regular do plano — as
TesselacOes. Tesselacdo ou recobrimento do plano é um padrédo de figuras planas que cobrem

inteiramente o plano sem superposicdes das figuras nem espacos vazios entre elas.

Figura 1 — Queda d’agua — Litografia 1961

Fonte: http://artefontedeconhecimento.blogspot.com.br

Dizemos que as pecas ou tesselas cobrem ou pavimentam o plano e que o padrao
resultante € uma Tesselacdo ou pavimentacdo do plano. Também existem Tessela¢fes de
partes de um plano ou de outras superficies como a esférica. As Tesselagcbes ou ainda
mosaicos foram usados desde a antiguidade em pisos e recobrimentos de paredes e como
padrdes para tapetes, moveis, tapecarias, tecelagem, vestuario e outros objetos das
civilizagbes babilonica, grega, chinesa, entre outras, sendo que muitos apresentam padrdes
geométricos com simetrias ornamentais, formando desenhos harmoniosos (BARBOSA,

1993), portanto as TesselacOes estdo presentes ao longo da histdria desde a arquitetura antiga
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até a arte moderna em diferentes culturas. Porém, é recente a exploracdo das propriedades
geomeétricas das Tesselagcdes por poligonos.
Antes de prosseguir apresentando um pouco da vida de Escher, entendemos ser de

bom alvitre esclarecer ao leitor sobre as técnicas de xilografia e litografia usadas em sua arte.

Xilogravura ou xilografia significa gravura em madeira. E uma antiga técnica, de
origem chinesa, em que o artesdo utiliza um pedaco de madeira para entalhar um
desenho, deixando em relevo a parte que pretende fazer a reprodugdo. Em seguida,
utiliza tinta para pintar a parte em relevo do desenho. Na fase final, é utilizado um
tipo de prensa para exercer pressao e revelar a imagem no papel ou outro suporte.
Um detalhe importante é que o desenho sai ao contrario do que foi talhado, o que
exige um maior trabalho ao artesdo. Existem dois tipos de xilogravura: a xilogravura
de fio e a xilografia de topo que se distinguem através da forma como se corta a
arvore. Na xilogravura de fio (também conhecida como madeira a veia ou madeira
deitada) a arvore é cortada no sentido do crescimento, longitudinal; na xilografia de
topo (ou madeira em pé) a &rvore é cortada no sentido transversal ao tronco.
(https://pt.wikipedia.org/wiki/Xilogravura).

Litogravura ou Litografia trata-se de um método de impressdo a partir de imagem
desenhada sobre base, em geral de calcério especial, conhecida como "pedra
litogréfica". Ap6s desenho feito com materiais gordurosos (lapis, bastdo, pasta etc.),
a pedra é tratada com solugfes quimicas e &gua que fixam as areas oleosas do
desenho sobre a superficie. A impressdo da imagem é obtida por meio de uma
prensa litografica que desliza sobre o papel. A flexibilidade do processo litografico
permite resultados diversos em funcdo dos materiais empregados: em lugar da pedra,
cada vez mais sdo usadas chapas de plastico ou metal, em particular de zinco. O
desenho, por sua vez, altera sua fisionomia de acordo com o uso de pena, lapis ou
pincel. Testes de cor, texturas, graus de luminosidade e transparéncia conferem as
litografias distintos aspectos. (http://7dasartes.blogspot.com.br/2011/09/0-que-e-
litografia.html).

A arte produzida por Tesselagdes por vezes sdo contempladas sem que o
espectador imagine que naquela disposi¢do de poligonos ou figuras ndo poligonais justapostos
existam propriedades de elementos da Geometria Plana, imaginando que ali se trata de uma
obra de Arte sem rigor matematico. Pretendo nesse trabalho mostrar com contornos nitidos,
sempre que puder, o uso que Escher fez das isometrias na divisdo regular de superficies,
quando produz o recobrimento do plano com figuras diversas. Mas antes devemos conhecer
um pouco da histdria da arte que encantou 0 mundo e também da vida desse grande artista.
Um pouco da biografia de Escher se faz relevante, afinal ao conhecer a vida do artista, talvez
nos facilite a desejada compreensdo de sua arte além de, mesmo através de uma biografia, nos
aproximar mais do sujeito do qual se escreve. Entendo que conhecer a biografia de alguém é

de certa forma tornar-se um conhecido ou alguém que partilha a vida do biografado.
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E para conhecer a vida de Escher, tive a grata felicidade de um colega e amigo do
mestrado, Diarlley Emanuel, disponibilizar-me por empréstimo um livro que apresenta a vida
e a arte de Escher. E 0 que mais me anima na leitura desse livro € o fato do autor que se
interessou pela vida e arte de Escher para escrevé-lo é um matematico. Esse fato nos leva a
crer que o escritor de formagdo matemaética enxergou na arte de Escher uma relagdo profunda
com a matematica. Esse livro foi escrito por Bruno Ernst em 1978 e publicado pela editora
Taschen, mas a edicdo que disponho é de 1991. Ernst conviveu com Escher durante doze
meses através de visitas semanais que eram feitas de longas conversas. Dessa convivéncia téo
intensa resultou uma amizade com base em confianga mutua. E dessa confiangca Bruno Ernst
produziu um livro de titulo “O espelho mégico de M. C. Escher”. Um livro que foi todo
revisado pelo préprio Escher, o que nos garante, portanto a fidedignidade das informac@es. E
é desse livro que colho as principais informacGes da vida de Escher.

Também tive acesso a um documentério no canal youtube, que recomendo para
quem quiser conhecer um pouco do artista e da pessoa de Escher. O titulo desse documentario
“Escher — Metamorfose”, onde se conhece um pouco do contexto social, politico,
econbmico em que ele viveu, bem como parte de sua vida conjugal e familiar e ainda
momentos que sofreu preconceito por causa de seus trabalhos. Esse documentario de 59
minutos se encontra no endereco https://www.youtube.com/ watch? v=pVwrUUwzBRo.”

Ao nos aprofundar na vida de Escher percebemos facilmente que ele ndo era uma
pessoa de boas rela¢fes sociais. Até chegou a escrever certa vez para um amigo: [...] “é uma
pena que 0 mundo em que vivemos seja um caos tdo sem esperanca. E um mundo insondével,
selvagem e perigoso, um jogo irracional. Eu, pessoalmente prefiro viver em abstragdes que
nada tem a ver com a realidade”.

Aqui pretendo discorrer sobre a vida de Escher até 0 momento em que na sua arte
produziu TesselacGes. Depois trataremos das defini¢cOes de Tesselagdes, isometrias e 0s seus
tipos - translacéo, rotacdo e reflexdo. E por ultimo identificaremos seu uso na obra de Escher.

Agora vamos nos deter na historia de sua arte e de sua vida.
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2 MAURITS CORNELIS ESCHER

2.1 A HISTORIA DA ARTE E DA VIDA DE ESCHER

Maurits Cornelis Escher nasceu no ano de 1898, em Leeuwarden capital da
provincia da Frisia na Holanda, uma pequena cidade de 84,1 km?2 de extensdo. Era filho de um
engenheiro hidraulico. Escher nunca se destacou na escola, chegando a ndo alcancar em
algumas oportunidades o desempenho minimo para aprovac¢do. Nao se identificava muito com
as ciéncias tradicionais, inclusive com a matematica. Porém comecou a se destacar nas aulas
de desenho, e como o seu pai achava que ele devia se profissionalizar na area de ciéncias
exatas, 0 matriculou em 1919 na Escola de Arquitetura e Artes Decorativas na cidade de
Haarlem, sob a orientacdo de um arquiteto bem renomado desta escola. N&o precisou de
muito tempo na Escola de Arquitetura para que seus professores concluissem que Escher ndo
tinha aptiddo para ser Arquiteto. Escher ndo hesitou em se transferir para a area de Artes
Decorativas, onde o professor de origem portuguesa Samuel Jesserum de Mesquita lhe
ensinou xilogravura entre varias técnicas de gravuras. Nessa escola estudou até o ano de 1922,
mas o0 seu professor De Mesquita, por quem Escher tinha elevada estima, nunca perdeu o
vinculo com o artista, pois recebia frequentemente mostras dos trabalhos que Escher ia
criando para que emitisse opinido sobre elas. Na primavera de 1922, Escher viajou para a
Italia central interessado pelas paisagens e arquitetura a fim de reproduzi-las. Foi 14 que
Escher fez as primeiras xilogravuras. Uma senhora que estava hospedada na mesma penséo
que Escher, vendo seu interesse, o sugeriu que fosse ao sul da Italia que certamente iria ter
vasto material para trabalhar. E assim fez Escher. L& realmente se encantou com as paisagens
encontradas e com a arquitetura de elementos romanos, gregos e arabes. Na pensdo onde se
hospedara encontrou uma jovem de nome Jetta Umiker filha de um suico que se tornou esposa
de Escher em 1924. O pai de Jetta foi morar em um suburbio de Roma no que fora
acompanhado pelo novo casal. Em 1926 Escher se torna pai e entdo decide alugar um
apartamento maior onde teve a sua disposi¢cdo um quarto exclusivo para o seu estudio e pela
primeira vez sentiu que podia trabalhar com tranquilidade. Na Italia Escher viajava sempre na
primavera em busca de paisagens que pudesse replicar usando a sua técnica de xilogravura ou
litografia.

Abruzos é uma regido da Italia Central onde as paisagens tém aspectos sombrios.
Foi na primavera de 1929 que Escher viajou para la. Em Castrovalva ele produziu uma de

suas mais belas gravuras de paisagens em litografia — Castrovalva. Ver Figura 2.
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Vérios criticos elogiaram generosamente pela primeira vez uma obra de Escher. A paisagem
representada em Castrovalva passa-nos uma impressdo de uma vastiddo ilimitada. Nessa
época de sua vida, ele ainda era muito desconhecido. Tinha feitos algumas poucas exposic¢des
e ilustrou alguns livros. Vender uma obra era muito dificil, mas o pai de Escher tinha

condicGes favoraveis e dai saia 0 amparo para o artista.

Figura 2 — Castrovalva (1930) — Litografia

Fonte: https://theartstack.com/artist/m-c-escher/castrovalva.

Somente bem mais tarde, em 1951 é que sua arte foi Ihe render algum dinheiro
gue pudesse custear suas despesas. Nessa época Escher ja era muito conhecido, mas ndo pelas
gravuras, mas pela reproducéo gréfica referente a propriedades matematicas que o fascinava.

Voltando a sequéncia cronoldgica da vida do nosso artista, chegamos em 1935 e
nesse periodo o fortalecimento do fascismo de Mussolini na Italia incomodava Escher que néo
suportava o fanatismo e a hipocrisia tdo em voga na época. Envolvido no seu trabalho, nas
suas proéprias ideias, ndo sentia nenhum interesse pela politica. O modelo Fascista era forte e
tinha uma estratégia de conquista que atingisse o emocional das pessoas, entao:


https://theartstack.com/artist/m-c-escher/castrovalva
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Os jovens e as criangas surgiram como o alvo principal da politica educacional e de
propaganda do Fascismo, pois através deles poderiam entrar na vida privada e
publica da populacdo italiana. As escolas, as universidades, as associacfes de
trabalhadores (Dopolavoro), o cinema e as organizacdes da juventude assumiram a
fungdo de educar o “novo homem” e de divulgar a cultura politica do novo regime.
Nas instituicdes do Fascismo, meninos e meninas recebiam uma educacdo voltada
para a vida fascista, onde aprendiam que valores internalizar, como se comportar no
dia a dia, a quem idolatrar e que papéis sociais assumir. Os meninos eram educados
para serem bons pais de familia, bons trabalhadores e bons soldados, enquanto as
meninas aprendiam que a fun¢do da mulher era cuidar do lar, do marido, da prole,
além de reproduzir o maior nimero de filhos para que compusessem 0s exércitos de
trabalhadores e soldados do Fascismo. (ROSA, 2009).

Quando George, o seu filho mais velho de nove anos foi obrigado a vestir o
uniforme-Ballila da juventude fascista, Escher ndo suportando mais as caracteristicas
impositivas do regime de Mussolini, preferiu deixar a Italia, mudando-se para Suica.
Infelizmente a nova morada ndo dispunha de fontes inspiradoras, pois a paisagem que
predominava nessa nova morada era a brancura da neve.

Escher fazia muitas viagens acompanhado de sua mulher Jetta, usando as gravuras
que produzia como moeda de compra dos servicos das embarcacGes. E essas viagens,
sobretudo as do sul da Espanha, tiveram uma grande influéncia em sua obra. Foi exatamente
em uma dessas viagens com Jetta que estiveram em Granada na Espanha e visitaram a
Alhambra pela segunda vez. Dessa vez passaram mais tempo do que da primeira, quando
Escher ja havia se encantado com 0s mosaicos dos mouros.

A cidade de Granada fica no coracdo da Andaluzia. Foi a primeira cidade da
Espanha ocupada pelos mouros, ainda no século VIII e assim permaneceu até o século XV,
quando foi conquistada pelos reis catélicos. A Alhambra ou, preferencialmente, Alambra (em
arabe: "a Vermelha") localiza-se na cidade Granada, em posicdo dominante no alto duma
elevacdo arborizada na parte sudeste da cidade.

Trata-se dum rico complexo palaciano e fortaleza que alojava 0 monarca da
Dinastia Nasrida e a corte do Reino de Granada. O seu verdadeiro atrativo, como noutras
obras mugulmanas da época, sdo os interiores, cuja decoracao estd no cume da arte islamica.
Esta importante atragdo turistica espanhola exibe os mais famosos elementos da arquitetura
islamica no pais, juntamente com estruturas cristds do século XV1 e intervencfes posteriores
em edificios e jardins que marcam a sua imagem tal como pode ser vista na atualidade.

No interior do recinto da Alhambra fica o Palacio de Carlos V, um palacio
erguido pelo Imperador Carlos V do Sacro Império Romano Germanico em 1527, juntamente

com os vizinhos Generalife (uma villa que inclui extensos jardins e hortas) e o bairro do
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Albaicin, constitui o sitio inscrito na lista de Patrimonio Mundial da UNESCO " Alhambra,
Generalife e Albaicin, Granada".

A Alhambra foi a ultima resisténcia arabe na Espanha. E dificil saber o que é
lenda ou 0 que de fato aconteceu na fortaleza: amores, conspiracgdes, séculos de historia. O
dominio éarabe deixou sua marca entalhada nas paredes. E foi exatamente de observacGes
intensas feitas por Escher e sua esposa aos ornamentos mouriscos que decoravam o teto, o
chéo e as paredes da Alhambra que ele lancou os fundamentos para sua obra revolucionaria

no ambito da divisdo regular da superficie.
2.2 A ALHAMBRA E A ARTE DE ESCHER

Com relacdo a divisdo ciclica da superficie Escher disse: “esta ¢ a fonte mais rica
de inspiragdo de onde jamais bebi e ela ainda ndo esta seca, de modo algum”. Escreveu sobre
esse tema um extenso ensaio com detalhes técnicos. A respeito das propriedades geométricas
com as quais se deparou, disse ainda: “as leis matematicas nao sdo nenhumas invengdes ou
criagdes humanas. Elas “sdo”, elas existem completamente independentes da mente humana.”
E bom informar que Escher, bem antes de se encantar com a Alhambra, ja tinha uma
predisposicdo para criar com a técnica da divisao regular da superficie. Em Haarlem, no ano
de 1922, ainda na época que estudava com seu estimado professor De Mesquita, produziu a
xilogravura Oito Cabecas, mostrada na Figura 3. Escher fez uma matriz onde gravou oito
cabecas diferentes.

Figura 3 — Oito Cabecas (1922) — Xilogravura

A/

Fonte: httphttp://papodesenho.blogspot.com.br/2013 /01/m-
c-escher-tessellations
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Ja depois da primeira visita a Alhambra, Escher se sentiu motivado para as
Tesselacdes e se esforgou para produzir um trabalho com essa técnica. Entdo como primeiro
ensaio de divisao regular de superficies, usando gravuras de animais, 0 que conseguiu fazer e
com muito esforco, usando lapis e aquarela foi o desenho de quadripedes que mostramos na
Figura 4.

Figura 4 — Quadrudpedes (1922) - lapis e aquarela
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Fonte: (ERNST, 1991) pelho méagico de M. C. Escher.

Mas agora, depois da segunda visita em 1936, mais demorada e com mais
experiéncia, Escher enxergou mais uma vez que na divisdo regular de uma superficie estdo
contidas muitas possibilidades. Ao regressar investigou profundamente as réplicas que tinham
feito das ilustracOes vistas em Alhambra. Na Figura 5 mostramos alguns desses mosaicos de
Alhambra. Nesse periodo Escher leu livros sobre ornamentacdo e ensaios matematicos que
ndo compreendeu e em 1937, realizou em breves esbocos, um sistema muito pratico que, em
1941 e 1942, fixou por escrito.
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Figura 5 — Mosaicos de Alhambra
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Fonte:http://www.elblogdelatabla.com/2013/08/mosaicos-luz-y-color-en-la-alhambra.html.

Para entendermos melhor os padrdes das Tesselacdes de Escher, é importante
conhecermos alguns movimentos que podemos fazer com figuras do plano de modo que elas
mudem de posicdo, mas mantenham as suas aparéncias: formas e tamanhos. Esses
movimentos s&o estudados na matematica com o nome de Isometrias.
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3 ISOMETRIAS

3.1 ISOMETRIAS NO PLANO

Inicialmente vamos apresentar sem muito rigor matematico a definicdo de
iIsometria e em seguida apresentaremos as isometrias como uma fungéo definida do plano no
plano.

Isometrias sdo transformacfes geométricas que preservam as distancias entre os
pontos ¢ as amplitudes dos angulos. Transformam uma figura em outra “geometricamente
igual”: cada segmento da figura transformada tem o mesmo tamanho do seu correspondente
na figura original, podendo variar a direcdo ou o sentido, e cada angulo transformado mantém
a sua amplitude inicial. Portanto, uma isometria pode mudar apenas a posi¢do da figura na
qual ela foi aplicada.

Existem exatamente quatro tipos de isometrias no plano: translacdo, rotacéo,
reflexdo, reflexdo com deslizamento. Vamos trabalhar para identificar o uso dessas
isometrias, ou seja, esses movimentos, em figuras planas. Nota-se facilmente que a reflexao
com deslizamento é o fruto de uma reflexdo seguida de uma translagdo ou de uma translacao
seguida de uma reflexdo, entdo vamos tratar apenas das trés isometrias. Para isso vamos
preliminarmente, usando a intuicdo que a geometria plana nos oferece, verificar algumas
propriedades dessas trés transformacdes.

Em uma translacdo (Figura 6) temos que qualquer segmento de reta é trans-
formado em um segmento de reta paralelo e com 0 mesmo comprimento; qualquer angulo é
transformado em um angulo congruente (de mesma medida) e todos os pontos da figura
inicial e os seus respectivos transformados definem a mesma dire¢do, 0 mesmo sentido e estéo
a mesma distancia.

Figura 6 - Translacéo
A B A B

F E F E;

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Em uma rotacdo (Figura 7) qualquer segmento de reta é transformado em um
segmento de reta com o mesmo comprimento (ndo necessariamente paralelo). Qualquer
angulo é transformado em um angulo congruente e para se definir uma rotacdo é necessario
fixar um ponto do plano, digamos P e um angulo segundo o qual sera feita a rotagdo, digamos
um angulo de medida f = 60°. Nesse caso, todos os pontos da figura inicial giram em torno
do ponto P, segundo um angulo de medida § = 60° e um sentido. O sentido da rotacdo pode
ser 0 mesmo dos ponteiros de um relogio (dito sentido negativo) ou contrario ao sentido dos

ponteiros do reldgio (dito sentido positivo).

Figura 7 - Rotacéo

D,

By

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em uma reflexdo qualquer segmento de reta é transformado em um segmento de
reta com o mesmo comprimento (ndo necessariamente paralelo), qualquer angulo é
transformado em um angulo congruente.

Para se fazer uma reflexdo (Figura 8), precisamos de uma reta, digamos r. Nesse
caso, a reflexdo em torno de r deixa invariantes os pontos de r (transforma pontos de r neles
préprios) e cada ponto F que ndo pertence a r € transformado em um ponto F; tal que r é a
mediatriz do segmento FF;, ou seja, a distancia de F a r é igual a distancia de F; are o
segmento de reta determinado por F e F; é perpendicular aretar.

Figura 8 — Reflexao em relagéo a reta r

A F , F1 A]

B c o By
Fonte: Elaborada pelo autor.
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E bom informar que existe uma reflexdo — reflexdo por um ponto — que equivale a
uma rotagdo de 180°.

Sempre que possivel, iremos apresentar as isometrias no plano sob o ponto de
vista de duas abordagens da Geometria: a sintética e a analitica. Entendemos que 0 uso dessas
duas abordagens fortalece a compreensdo dos resultados apresentados. Na abordagem
sintética da geometria euclidiana, em que certas nocBes geométricas sdo consideradas
primitivas, e é utilizado o raciocinio dedutivo a partir de axiomas e teoremas para obter
proposicdes verdadeiras, ndo utilizamos coordenadas. Podemos dizer que a Geometria
Sintética trata os entes geométricos da forma que se apresentam de fato, sem o uso da algebra
no seu estudo e proposicdes; ja na geometria analitica se faz uso da éalgebra e representamos
um ponto no plano por um par ordenado de nimeros reais, as coordenadas. E € a partir dai

que prosseguiremos.

3.2 ISOMETRIA NO PLANO EUCLIDIANO COM COORDENADAS

Preliminarmente vamos considerar conhecidas as nog¢fes basicas de ponto, reta,
comprimento, circulo e angulo. E ainda os fatos mais elementares da geometria plana, dentre
0s quais que por dois pontos dados passa uma, e somente uma reta; que por um ponto fora de
uma reta passa uma Unica paralela, bem como uma Unica perpendicular a essa reta.

Vamos definir objetivamente o plano euclidiano por coordenadas. Seja R o

conjunto dos numeros reais, entdo o plano euclidiano é o seguinte conjunto:

R* = {(x,y);x,y €R}

Juntamente com a distancia euclidiana d(P; P,) entre dois pontos P; = (x; ,¥;)

eP, = (x,,y,) dadapor

d(PL Pz) = \/(xz —x1)% + (y2 —y1)?

Como no nosso estudo precisaremos da clareza do significado da distancia entre
dois pontos no plano, dada em termos das coordenadas desses pontos, achamos por bem

apresentar esse resultado de uma forma mais explicita.
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Figura 9 — Distancia d(P4, P, ) entre dois pontos Py = (x; ,y1)e Py = (x2 ,¥2)
Y
A

=Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sejam os pontos P; = (x; ,y;) € P, = (x, ,y,) indicados no plano R* com um
sistema formado por um par de eixos OX e QY, perpendiculares que tém a mesma origem O,
onde OX é horizontal e OY é vertical (Figura 10).

Tomaremos nesse sistema mais um ponto Q@ = (x, ,y;). Note que os pontos
P, =(x1,y1) e Q = (x;,y;) ttm a mesma ordenada, logo o segmento P; Q € horizontal
(paralelo ao eixo OX ) e P, = (x, ,y,) e Q = (x5 ,y,) tém a mesma abcissa, dai 0 segmento
P, Q é vertical (paralelo ao eixo QOY). Observa-se que o triangulo P; P, Q é retangulo em Q.

Aplicando-se o Teorema de Pitagoras no referido triangulo, temos:

d(P, P,)? = d(Py, Q)% + d(Q,P,)?
d(Pl. P, )2 = (x; — xl)z + (v, — 3’1)2

d(PL Pz) = \/(xz —x1)% + (y2 —y1)?

Agora podemos definir isometria, afirmando que uma isometria euclidiana ou

isometria de R* é uma funcdo f:R? — R? que preserva distancia euclidiana, isto é:

d(f(p),f(P,)) =d(P,,P,) paratodo P,,P, € R.
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Se f e g séo isometrias, entdo sua composicdo h = (f o g) também & uma
isometria h, definida para todo P € R* por h(P) = f(g(P)). Claro que h = (f 0 g) impde
aplicar primeiro g e depois f.

Apresentaremos agora exemplos mais fundamentais de isometrias e acredito mais

inteligiveis. Porém, antes estabeleceremos algumas propriedades basicas desse tipo de funcéo.

Proposicdo 3.2.1. Toda isometria f: R* - R?* ¢é injetiva.
Prova: De fato, se f(P) = f(Q), entdo d(f(P),f(Q)) =0, ora como f & uma isometria
entdo d(P,Q) = 0, logo, P = Q. Dai f(P) = f(Q) implica P = Q. |

Sejam f: R* -» R? uma isometria e P e Q pontos distintos de R?. Se f(P) = P, e
f(Q) = Qq, entdo f transforma todo ponto R do segmento PQ num ponto R; do segmento

PlQl'
Com efeito, como R pertence ao segmento PQ, temos:

d(P,Q) =d(P,R) +d(R,Q)

Sendo f uma isometria, temos d(P;,Q:) = d(P,Q), d(P;,R;) = d(P,R) e por
altimo d(Ry,Q,) = d(R, Q). Logo, d(P,,Q,) = d(P;,R,) + d(R,,Q,), € dai concluimos
com tranquilidade que R, pertence ao segmento de reta P; Q;.

Diante desse resultado acima, podemos afirmar seguramente a seguinte

propriedade:

Proposicao 3.2.2. A imagem de uma reta r por uma isometria f é uma reta r;= f(r).

Prova: De fato, sejam P, Q pontos distintos de r e P, = f(P), Q; = f(Q) suas imagens por
f. Chamemos de r; a reta que passa pelos pontos P; e Q,. Dado qualquer outro ponto R na
reta r, afirmamos que sua imagem R;= f(R) deve pertencer a reta r; conforme a Figura 11.
Se ndo, vejamos, suponhamos que Q esteja entre P e R, isto &, que Q pertenca ao segmento
PR. Entdo, como acabamos de ver, Q, esta no segmento de reta P;R,, logo R, pertence a reta
r; que liga P; a Q. Os casos em que R estd entre Q e P ou P estd entre Q e R se conclui
analogamente. Até agora mostramos que 0s pontos da reta r sdo transformados pela isometria
f em pontos da reta r;.

Reciprocamente, se R; é um ponto da reta r; suponhamos que P; esteja entre R; e
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Q4, ou seja, que P, pertenca ao segmento de reta R,Q;. Seja R o ponto da reta r, situado a
esquerda do segmento PQ e tal que d(R,Q) = d(Ry,Q,). Entdo f(R) € o ponto de ry, &
esquerda do segmento P;Q, e tal que d(f(R),Q,) = d(R1,Q1), logo f(R) = R;.$ Assim,
todos os pontos da reta r; sdo imagens por f de pontos da reta r, ou seja r; = f(r). Isso
conclui a provade que f(r) =r;. [

Figura 10 — Se um ponto R esta na reta r, entdo R, esta na reta

T
...................... * P
Q)=
.......... * Q]
J(R) =R
e ® R

o .
P Q

Fonte: Elaborada pelo autor.

r

Proposicédo 3.2.3. Uma isometria transforma retas paralelas em retas paralelas.

Prova: De fato, se f: R?* -» R? é uma isometria e as retas r,s em R? sdo paralelas, suas
imagens r; = f(r) e s; = f(s) devem ser paralelas, pois se existisse um ponto P; a0 mesmo
tempo em r; e em s,, teriamos P; = f(P), com P em r e P,=f(Q), com Q em s. Ocorre
porém que f € injetiva e isso obrigaria a seguinte igualdade P = Q, e ai as retas r e s teriam

um ponto P = Q em comum, contrariando o fato de que séo paralelas. [

Apos esse resultado, convém chamar a atencdo para o fato de que uma isometria f



32

nao transforma uma reta r numa reta f (r) = r;, necessariamente paralelaa r.
Proposicdo 3.2.4. Toda isometria transforma um triangulo retangulo em outro tridngulo
retangulo.
Prova: De fato, sejam f: R* » R?* uma isometria e ABC um triangulo retangulo em A. Seja
A; = f(A), Bi= f(B)e C, = f(C). Ao aplicar o Teorema de Pitagoras no triangulo ABC,
temos que:

d(B,C)>=d(4,B)* + d(4,C)?

Como f é uma isometria, portanto preserva distancia, entéo:
d(By,C1)? = d(Ay, By)? + d(4;,Cy)?

Segue-se dai que o triangulo A, B, C; é retangulo em A;. [ ]

Podemos dizer que as isometrias transformam retas perpendiculares em retas
perpendiculares, isto é, preservam angulos retos. De uma maneira mais geral, quanto as
transformacdes feitas pelas isometrias aos angulos podemos afirmar que:

Proposicéo 3.2.5. Uma isometria f: R* — R? preserva quaisquer angulos.

Prova: De fato, sejam dados um angulo qualquer ABC em R? e uma isometria f: R? - R?,
temos que A; = f(A), By = f(B)e C; = f(C) e dai concluimos que os tridngulos ABC e
A,B,C; sdo congruentes, pois afinal de contas f preserva distancias. Logo seus angulos

correspondentes sdo iguais e em particular temos ABC = A,B;C;. [ ]

Proposicéo 3.2.6. Uma isometria f: R*? — R? é sobrejetiva, isto é, sua imagem é RZ.
Prova: Seja f: R*> — R? uma isometria e P;um ponto de R%. Dados R e Q pontos diferentes
e pertencentes a R%. Note que f(R) # f(Q), pois toda isometria é injetiva (Proposigio
3.2.1), entdo temos 0s seguintes casos:

(i) f(R) = P, ou f(Q) = Py, entdo a demonstracdo estd concluida.

(ii) Agora supondo f(R) # P, e f(Q) # P; e fazendo f(R) =R, e f(Q) = Q4,
existem dois casos possiveis para 0s pontos P;, R; e Q;:

Caso 1: P;, R, e Q sdo colineares, entdo esses trés pontos estdo numa reta r;tal

que R,Q € rcom f(r) = ry. Logo existe P € r tal que f(P) = P,.



33

Caso 2: P;,R,; e Q; ndo sdo colineares. Considerando o triangulo P;R,Q, €

construindo os triangulos PRQ e TRQ congruentes ao triangulo P;R,;Q; com PeT em

semiplanos opostos em relagdo a reta RQ (Figura 11), as semirretas RP e RT s&o levadas em

semirretas diferentes com origem R;, pois f é injetiva, P # T e RP = RT.

Figura 11 — Toda isometria € sobrejetiva

™

R Ry

0 Q

Fonte: Elaborada pelo autor.

Além disso, eles formam angulos de mesma medida que P;R;Q; com a semirreta

R;Q,. Logo como f preserva distancia, f(P) = P, ou f(T) = P;,. [ ]
Agora, finalmente vamos apresentar exemplos fundamentais de isometrias. Nesses

exemplos que se seguem, f é definida pela determinacgdo das coordenadas x' e y' de f(P) em

funcédo das coordenadas x, y de P.

Exemplo 3.2.1. A translagéo t.p): R* — R? édadapor tep)(x,y) = (x',y") onde:

x'=x+aey =y+b.

Podemos dizer que cada ponto (x,y) € R* é levado pela translagdo t(, ;) ao

ponto (x + a,y + b) € R?, claramente apresentado na Figura 12.
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Figura 12 — Translagéo £, p)(x,¥) = (x + a,y + b)

P =(2y)=(x+ay+b)
Yy =y+b

b

P=(z,y)

- — o ——— -

8

O a

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que dados dois pontos P; = (x1,v,) € P, = (x,,¥,) ambos em R?a

distancia entre suas imagens por t(, ) € dada por:

d (t(a,b)(x1:)’1)» t(a,b)(xZ:yZ)) = J(x'z -x' )P+, -y)?

d (t(a,b)(xp)ﬁ), t(a,b)(xZ:yZ)) = \/(xz t+a—x; —a)’+ (y, +b—y, —b)?

d (t(a,b)(x1,371)’ t(a,b)(xz,)’z)) = \/(xz - x1)2 + (v, — 3’1)2

d (t(a,b)(xp}ﬁ); t(a,b)(xz'}’z)) = d(Py, Pp),

0 que era de se esperar, afinal a isometria preserva distancias.

Exemplo 3.2.2. A reflexdo 7:R? - R? em relagdo ao eixo-x é dada por 7 (x,y) =

(x',y") onde:

Podemos dizer que cada ponto (x,y) € R?é levado pela reflexdo ¥ ao ponto
(x,—y) € R?. E fica claro que aqui também se preserva distancias, pois d(7(P,),7(P,)) =

d(P;, P,) 0 que se nota claramente na Figura 13.
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Figura 13- REﬂEXéO ?(le Y1) = (xl' _}’1) € ?(le yZ) = (x2' _.YZ)

Y
A
Pr= (z1,41)
¢g---------- *
1
| Py = (w2,42)
1
V2r---------- ot -+
1
i !
il b -
le) 7] | Tg | X
! |
12 T Sy -
1
| T(P) = (22, —1p)
R TTR S .
T(P) = (z1,—m)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.2.3. A rotacéo ry: R* - R* de um angulo 8 em relacéo a origem (0,0) é dada
por ro(x,y) = (x',y"), onde:
x' = xcosf — ysenf e y' = xsenf + ycos6
Podemos dizer que cada ponto (x,y) € R? ¢ levado pela rotacdo 7y ao ponto
(xcosB — ysen@, xsenf + ycos0) € R?
Figura 14 — Rotacédo de centro O e angulo @,

Ieva P1 em Pll
YA

1
1
1
1
|
|
1
1
1
1
1
1
1
|
1
1
1
1
1
1

=
=Y

0

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Para esclarecer melhor a relacdo que a rotacédo r, estabelece entre o ponto original
P; e sua imagem 1y (P,) = P';, visitaremos o calculo e para isso vejamos na pagina anterior a
Figura 14.

Aplicando a trigonometria do triangulo retangulo nos dois triangulos formados
pela origem 0, os pontos P;, P';,e as abcissas x; e x'; sendo retangulos nos pontos que

coincidem com suas abcissas, temos 0s seguintes resultados:

x
cosa = ——  sena = _£ D
0P; 0P;
x'y =0P';cos(8+a) y'y=0P sen(8+ a) 2)

x'y = OP'; (cosfcosa — senfsena) y', = OP'{(senfcosa + senacosf) (3)

Substituindo (1) em (3) e usando o fato de que OP, = OP';, pois € o raio do arco

no qual ry leva P, em P’; temos:
x'y = (x1c050 —yisenf) y', = (x;senb + y;cos0)

No exemplo da rotacdo ry, ndo fica muito claro que distancias sdo preservadas,

dai mostraremos esse fato a seguir.

d(TB(P1):T9(P2)) =d(P'y,P'y) = \/(XIZ —-x'1)2+ (' —y'1)?

= \/(xzcose — y,senf — x,cos0 + y;senf)? + (x,sen + y,cosd — x;send — y,cos0)?

=/ (x; — x1)%(c0s?0 + sen?8) + (y, — y1)%(sen?6 + cos?)

d(P'y,P'y) = \/(xz —x1)%+ (y2 —y1)? =d(Py, Py),
CoOmo queriamos.

Ja sabemos que toda isometria f: R? - R? ¢ bijetiva, pois ja& mostramos que ¢
injetiva (Proposicdo 3.2.1) e sobrejetiva (Proposi¢cdo 3.2.6) e como tal possui inversa
f~1:R? > R?, que também é uma isometria, obviamente. Seguramente podemos afirmar que
para todo ponto P; € R? sua imagem pela inversa f~1 é um Unico ponto P € R?, de tal
forma que f(P) = P,.

Uma isometria particular € a identidade I;: R* - R* com I;(P) = P, ou seja que

deixa qualquer ponto de R?, invariante, isto é, transforma qualquer ponto de R? nele mesmo:
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I;(x,y) = (x,9),
para qualquer (x,y) € R2.
Da bijetividade das isometrias f: R* - R* segue o seguinte resultado:
fofTt=f"of =l pois
fUTIP))=f(P)=P e fH(F(P)=f1(P)=P

No Exemplo 3.2.1, da translagdo t.,)é de fécil conclusio que t™'(p) =
t(—a-b), bem como no Exemplo 3.2.2, na reflexdo que sua inversa 7~! =F; porém
mostraremos o calculo da inversa da rotagdo 75~! do Exemplo 3.2.3. Como a inversa 7571
leva o ponto (x',y") no ponto (x,y), entdo para determinar a expressao da inversa devemos
escrever as coordenadas do ponto (x,y) em fungéo das coordenadas do ponto (x’,y").

Seja arotacdo rp: R* » R?* , comry(x,y) = (x',y") tal que:
x" = (xcosf — ysen@) 4)

y' = (xsenf + ycos6) (5)

Agora, multiplicando-se (4) por cosf e (5) por sen8, teremos,
x'cos8 = (xcos*0 — ysenfcosH) (6)

y'send = (xsen®d + ycosfsend) @)

Somando-se (6) e (7) chegamos ao seguinte resultado,
x'cosf + y'senf = xcos*0 — ysenfcosf + xsen?6 + ycosOsend
x'cosf + y'senf = x(cos?6 + sen?0)

x'cosf + y'senf = x

De modo analogo, multiplicando-se (4) por sené e (5) por cos6, chegaremos a,
x'senf = xcosfsenf — ysen®0 (8)

y'cos@ = xcosOsend + ycos*0 9)

Agora subtraindo-se (8) de (9) e observando a relacdo fundamental da
trigonometria, chegamos ao resultado,

—x'senf + y'cosf =y
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Portanto esta definida a inversa da isometria por rotagdo, r~15: R* > R* com
r~1o(x',y") = (x,y), tal que
x = x'cosf + y'sen6

y = —x'senf + y'cosf
VVamos apresentar a solugdo de um exercicio de isometria por rotacéo.

Exemplo 3.2.4. Mostre que (rg 0 7,) = T'g+q) € QUe 15~ = 1_4.
Solugéo: Ora, (rgo1,) = 19 (1)
(reo1y)(x,y) =19 (1) (x,y) =19 (xcosa — ysena, x sena + ycosa)
= ((xcosa — ysena)cosf — (xsena + ycosa)sen®,
(xcosa — ysena)senf + (xsena + ycosa)cos)
= (xcosacosO — ysenacosf — xsenasenf — ysenacos6,
xcosasenf — ysenasenf + xsenacos6 + ycosacosf)
= (x(cosacosf — senasenf) — y(senacosé + cosasenf),
x(cosasent + senacosf) + y(cosacosf — senasend))
= (xcos(a + 0) — ysen(a + 0),xsen(a + 6) + ycos(a + 6))
= T'p+a) (x, ), portanto,

(r9 0 74) = T(g+a) » COMO queriamos.

Com relacdo a segunda parte do problema, ja sabemos que:
19 (x,y) = (xcosO — ysenf, xsenf + ycosf) e

19 1(x,y) = (xcos@ + ysenf, —xsen + ycos0)

Ocorre que cosf = cos(—0) e que senf = —sen(—0) e dai fazendo essas

substituicdes na ultima equacgéo, obtemos o seguinte resultado:
19" (x,y) = (xcos(—@) — ysen(—6),xsen(—0) + ycos(—H)) =1r_g(x,y),
Como queriamos.

Exemplo 3.2.5. Mostre que qualquer reta, r:ax + by + ¢ = 0, €, um conjunto de pontos
equidistantes de dois pontos P e Q adequadamente escolhidos.
Solucéo: Por escolha adequada de eixos, podemos assumir que 0 eixo-x esteja sobre a reta r,

que sera expressa nesse sistema de eixos adequado, pela equacdo y = 0. Entdo r é o conjunto
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de pontos equidistantes de dois pontos P = (0,—b) e Q = (0,b), porque dado um ponto
qualquer S = (x,y) em R?, ele sera equidistante de P e Q
& d(S,P) =d(S,Q)

@J(x—0)2+(y+b)2= \/(x—0)2+(y—b)2

e x2+ (y+b)2=x%+ (y—b)?
& 2by = —2by

© y =0, poisb # 0, ja que P e Q sdo distintos.

Reciprocamente, quaisquer dois pontos, P e Q, podem ser tomados como (0, —b)
e (0,b) , escolhendo a reta que passa por P e Q para ser 0 eixo —y e 0 pondo médio do
segmento PQ como a origem O do sistema. Esses calculos mostram que o conjunto de pontos

equidistantes de dois pontos P e Q € uma reta, expressa pela equagdo y = 0.
3.3 ROTACOES E REFLEXOES

Rotacionar o plano R? em torno da origem O ou em torno de um ponto qualquer
(a,b), ndo produz diferencas, afinal sdo apenas dois pontos e portanto possuem as mesmas
propriedades geométricas. Nota-se facilmente que isso é de fato verdade, pois podemos
transportar o ponto (a,b) para a origem O pela isometria de translagdo t‘l(a,b) conforme
Figura 15.

Figura 15 — Translacéo do ponto P = (a, b)
para a origem O por t‘l(a,,,)

[

0
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Entdo podemos rotacionar o plano R* de um angulo 8 em torno de um ponto
qualquer (a, b), transladando o ponto (a, b) para origem como ja vimos na Figura 15, depois
rotacionando de um angulo 6 sobre a origem O, como representamos na Figura 16 e em
seguida transladando a origem O para o ponto (a, b), como vemos na Figura 17.

Figura 16 — Rotacdo de um angulo 8 do plano R? pela

rotacao rg em torno do ponto P = (a, b)
A

(@]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 17 — Translacdo do plano R? para o ponto P=(a,b)

%

0 a \

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim a rotacdo de um angulo 8 do plano R? em tono de um ponto P = (a, b),
existe e é a isometria (t( ) 079 0t (4p)). Essa isometria é chamada na linguagem

algébrica de conjugado da rotagao 7y pela translagéo t(, p).
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Do mesmo modo podemos obter uma reflexdo em relacdo a qualquer reta s,
conjugando a reflexdo ¥ com uma isometria f que transporta o eixo-x para a reta s. Caso a
reta s passe na origem O do sistema de eixos do plano, entdo a isometria f serd uma rotacdo
Tz que leva o eixo-x para a reta s. Caso a reta s ndo passe na origem, a isometria sera
f = (pot)ondet ¢ a translacdo que leva a origem O para a reta s. Nesse caso se a reta s
intersecta o eixo-x em x = ¢, por exemplo, entdo a translagao sera t(. o e se a reta intersectar
0 eixo-y em y = d, a translagdo sera t(, 4y. Portanto as reflexdes sdo isometrias importantes,
afinal todas as isometrias podem ser geradas de suas composic¢des. E mais ainda, quando se
pode afirmar que qualquer isometria é a composicdo de uma, duas ou trés reflexdes.

Antes vamos mostrar que qualquer translacdo ou rotacdo é a composicao de duas
reflexdes.

Teorema 3.3.1. Qualquer translacdo ou rotacdo € a composicdo de duas reflexdes.
Reciprocamente, a composi¢ao de duas reflexdes € uma rotacdo ou uma translacéo.
Prova: Escolhendo adequadamente o eixo-y, digamos, como uma reta paralela ao sentido da

translacdo, podemos supor que a translacdo dada € t 4. Seguramente podemos afirmar que

to,q) € @ composicdo da reflexdo 7 em relagdo a reta y = 0, ou seja, 7,=q) € a reflexao

(t(o,g) 0 T(y=0) O t‘l(og)), como mostra a Figura 18 e confirmado pelos resultados das

aplicagdes das isometrias abaixo. Note que queremos provar a igualdade da translagao t q)
com a composicao das duas reflexdes apresentadas, que levam o ponto P = (x,y) ao ponto
P’ = (x',y"), entdo,

P =(x,y) —> (x,y +d) =P’ pelatranslagdo t ).

Vejamos a aplicacéo das duas reflexdes:

P = (x,y) —> (x,—y) = P', pelareflexdo 7).

Agora pela reflex&o conjugada (t(a’g) 0 T(y=gy 0 t7" ( d))

d ~ —
P=(x,—y) —> (x, -y — E) = P,, pela translacéo t 1(05).
P, = (x, -y — g) —> (x,y + %) = Ps, pela reflexdo 7, —o).
P; = (x,y + g) —> (x,y +d) = P,, pela translagéo t(o,g)'
Agora afirmamos que uma translacéo € a composicao de duas reflexdes, isto &,
(t(o,g) 0 Tty=0) © t_l(og)) 0 (Fry=0)) (%, ¥) = to,a) (%, ¥).

2
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Figura 18 — Translacéo de P para P’. Reflexdes de P para P,
de P, par P,, de P, para P; e de P;paraP, =P’

Y
A
!
o | Composicao das reflexdes
At B '
o !
o
|
d____J,!,L _____ ._52__ A
| :
: i : Translagao
i ! ’
d i
e
2
O X

A ‘ * P’:(:I’J:y’):})4
I
|
¢

Poe P=(ny

Fonte: Elaborada pelo autor

Por escolha adequada da origem O podemos supor que a rotacdo dada €

19 . Seguramente podemos afirmar que 7y € a composicéo da reflexdo 7, —oy com a reflexao
_ _ . . . n 0
(re 0 T(y=gy 0 7 '¢) oObtida rotacionando o eixo-x de um angulo 2 Podemos observar pelos
2 2

célculos abaixo e pela Figura 19 que segue.
P = (x,y) —> (xcosO — ysen@, xsenb + ycos@) = P’', pela rotacdo ry.
Agora vamos fazer a transformagao usando as duas reflexdes:

P = (x,y) —> (x,—y) = P, , pela reflexéo 7, o).

P, =x-y) —> (xcosg - yseng, —xseng — ycos g) = P,, por r~1e.

2

0 6 6 0
P, = | xcos S T ysenc,—xsen_ — ycos— ) —>
8 _ yeen® xsen® + veos?) = P. or 7
xcos —ysen—,xsen—+ycos- | = Ps, pOr 7).
0 6 0 0
P; = (xcos S~ ysen—,xsen + ycos E) —_—>

0 6 0 0 6 6
({ xcos S~ ysen—)coss — (xsen; + ycos 5)sen >

0 0 0 0 0 0
xXcos— —ysen- )sen> + xsen> + ycos ) €os ;)
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) 6 6 50 0 0
= ((xcos“=— ysen—cos—— xsen“—— ycos—sen-),
2 27772 2 2 2
0 0 6 6 0
(xcos > sen— — ysen? S+ xsenzcos—+ ycos? )

0 0 o 6 o o 0 0
(x (cos2 - sen? 5) -y (ZSen - €os E) ,X (Zcos S sen 5) +y (cos2 >~ sen? 5))

= (xcos@ — ysen@,xsenb + ycos6) = P, = P', por re.

2
Figura 19 — Rotacdo de P para P’. Reflexdo de P para P4, rotacéo
de P, para P,, reflexao de P, para P e rotacdo P; para P, = P’

¥

Fonte: Elaborada pelo autor. i

Reciprocamente, suponhamos que temos as reflexbes 7, e 7; em relacdo as retas

m e l, respectivamente. Podemos escolher a reta [ para ser o eixo-x, entao 7, = 7, —g). Se a
reta m encontrar a reta [, fagamos do ponto de intersecdo a origem O do sistema de eixos.
Nesse caso, 7, 0 7; = 1, conforme o segundo calculo acima, tomando g para ser o angulo
entre as retas m e [. Agora se a reta m ndo intersecta a reta [, entao 7, 0 7; = to 4), conforme

. . , . . d - A .
o0 primeiro célculo acima, tomando uma das retas como 0 eixo-x e > como a distancia entre as
retas. E finalmente fica provado o teorema. ]

Fazer uma escolha conveniente da origem do sistema de eixos, ou

equivalentemente, mover com translacbes ou rotacbes com o objetivo de simplificar as
coordenadas, tornam muito mais faceis algumas provas. Apresentaremos um exemplo,

mostrando uma forma interessante de se provar a desigualdade triangular, usando isometrias.
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Exemplo 33.1.(Desigualdade triangular) Para quaisquer pontos P;,P, e P prove a
validade da desigualdade: d(P;, P;) < d(Py, P,) + d(P,, Ps).

Solucéo: Inicialmente faca a translagdo do ponto P; para a origem O do sistema de eixos; em
seguida rotacione o sistema de eixos até que o eixo-x atinja o ponto P, . Dai teremos o0s trés
pontos quaisquer com as seguintes coordenadas: P; = (0,0), P,= (x,,0) e P; = (x3,¥3).

Entdo a desigualdade relacionando a distancia entre os pontos ficara assim:

1/x32+y32 < /x§+\/(x3—x2)2+y32

Elevando ambos os lados ao quadrado e dividindo toda desigualdade por 2,

obtemos o seguinte resultado:

XpX3 — X% < X0/ (X3 — X3)2 + Y32
Elevando-se novamente ao quadrado cada lado e dividindo-se tudo por
x, teremos o resultado abaixo:
(23 — x2) < /(3 — x3)% + 32
Note que, se x, = 0e estando P, j& no eixo-x, teriamos P, = P,, e dai a
desigualdade € verdadeira, pois d(P,,P,) = 0e d(P;,P;) = d(P,, P;). Elevando-se tudo ao

quadrado temos,
(x3 = x2)% < (3 — x2)% + 3%,

que seguramente é verdadeira, logo, é verdadeira também a desigualdade inicial.

No caso de P,, P, e P; serem colineares, com P, entre P, e P; poderiamos
rotacionar o eixo-x até que os trés pontos estivessem no eixo-x. Note que nesse caso y; = 0
e entdo teriamos a igualdade

(x3 — x2)% = (x3 — x3)?
O que nos garantiria que:
d(Py, P3) = d(Py, P;) + d(P, P3).

3.4 REFLEXOES COM DESLIZAMENTOS

A isometria de reflexdo difere das isometrias de rotacdo e translacdo quanto a
orientacdo da figura transformada pela isometria. A isometria por reflexdo inverte a
orientacédo da figura. Veja que a reflexdo 7 em relagdo ao eixo-x, quando aplicada ao ponto
P = (x,y), tem o seguinte resultado: ¥(P) = 7(x,y) = (x,—y) = P;, portanto inverte a

orientagcdo do plano quando fixa o eixo-x e inverte 0 eixo-y. Lembre-se que, de uma forma
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mais geral, na reflexdo o ponto P; chama-se o simétrico de P, sempre que a reta |, em relacéo
a qual a reflexdo esta definida é a mediatriz do segmento PP;. Se P pertence a reta |, diremos
que P é o simétrico dele proprio, ou seja, a reflexdo é invariante em relacdo aos pontos que
pertencem a reta . Reciprocamente, se P; € o simétrico de P em relacdo a uma dada reta I,
entdo P é o simétrico de P; em relacdo a mesma reta I. Tomemos agora uma reta m como
referéncia e fagamos uma reflexéo 7, em relacdo a m. Em seguida, facamos uma translacdo
tpy NO sentido paralelo ao da reta m, do resultado da reflexdao em relagdo a m. Veja que esse
movimento € exatamente uma composicdo das duas isometrias, ou seja, (i, 0 t(qp)) OU
(t(ap) O Tm). Essa isometria é chamada de reflexdo com deslizamento. Veja que fica facil
dizer que uma reflexdo comum é a composicdo de uma reflexdo com a translacdo trivial,
t(0,0)-

Tomemos uma reflexdo 7#,,. Se a equagdo da reta m é y = ax + b, entdo
qualquer translacdo que for paralela a reta m, compora com #,, uma reflexdo deslizante. Por

exemplo, a translagdo t ., Qque transforma qualquer ponto P = (x,y) no ponto
P, =(x+c,y+ca). Vamos apresentar na Figura 20 a transformacéo do ponto P no ponto P;

através da reflexdo com deslizamento formada pela composicédo da reflexdo em relacéo a reta

m com uma translagao . cq)-

Figura 20 — Reflexado com deslizamento:
(t(c,ac) o ?m)(x' y) = t(c,ac) (?m(x: y)) = t(c,ac) (x1; yl) = (xZ' yZ)-

/
/

YA m'/[m

Y2 L -
g - T Py = (w2, 1)

m:y=ar+>b

m

Bp---------

"""/:"- (0] T T Ty

/
/
-

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para determinar a representagdo do ponto P, em funcdo do angulo & e das
coordenadas do ponto original P, basta usarmos inicialmente a trigonometria basica do

tridngulo retangulo e depois a defini¢do de translacao.
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Note que,
cosa = O=XP e sena = O=3:3 (10)
X, = OP, c0s(20— ar) = OP,(c0s 2605 o + sen26senc) (11)
y, = OPsen(20— a) = OP, (sen26cos a — sencr cos 26) (12)

Agora, substituindo as equacbes (10) nas equacBes (11) e (12) e ainda
considerando o fato de que OP= O_F’1 temos o seguinte resultado:
X, = XC0S20+ysen260 e Yy, =Xxsen20-ycos20

Esse é o resultado da reflexdo 73, aplicada no ponto P(x,y), ou seja:
T (X, v) = (x1,y1) = (xcos26 + ysen20, xsen26 — ycos20)
Em seguida aplicamos a translagéo t(; cq)(x1,y1) = (x1 + ¢, y; + ca) e finalmente temos:
(tcac) 0 ) (x,¥) = (xcos26 + ysen26 + c,xsen26 — ycos26 + ac),
que séo as coordenadas de um ponto fruto de uma reflexdo com deslizamento de um ponto P
submetido a uma reflexdo em relacdo a reta m que faz um angulo & com o eixo-x e em

seguida uma translacgéo ¢t 4. paralela a reta m.

3.5 0 TEOREMA DAS TRES REFLEXOES

As razdes para o fato, citado na se¢do (3, 3), que qualquer isometria é uma reflexdo,
a composicao de duas reflexGes ou a composicao de trés reflexdes, € que qualquer isometria é
determinada pela sua aplicacdo em um triangulo. Para apresentarmos o teorema titulo dessa
secdo, se faz necessario visitarmos antes dois lemas. E para entendermos os lemas com

precisdo veremos duas proposi¢des importantes.

Proposicdo 3.5.1 Uma isometria f: R - R que possui dois pontos fixos distintos é a
funcéo identidade.

Prova: Com efeito, sejam Ae B os pontos de R?, tais que f(4) =Aef(B)=B. Se
existisse X' € R?, tal que X' = f(X) # X, entdo 0 ponto A seria ponto médio do segmento
XX', pois d(4,X) = d(f(A), f(X)) = d(4,X"). Analogamente, o ponto B seria ponto médio
do segmento XX’, logo A = B. Isso mostra que uma isometria f: R —» R, diferente da
identidade, possui no maximo um ponto fixo. Portanto, como a isometria em questao possui

dois pontos fixos distintos, f(X) = X paratodo X€ER e f=1;. |



47

Proposicdo 3.5.2 Se uma isometria f: R* —» R? possui trés pontos fixos ndo colineares,
entdo f é aisometria identidade.

Prova: De fato, sejam A, B e C 0s pontos ndo colineares no plano R?, tais que, f(4) = A4,
f(B) =Bef(C) = C.Considere as retasm = AB e s = AC, conforme Figura 21.

Figura 21 — f com trés pontos fixos 4, B e C
néo colineares, f = I,4

Fonte: Elaborada pelo autor.

A imagem da reta m pela isometria f € a reta que passa pelos pontos f(A) e f(B).
Assim, a restricdo da isometria f/m é uma isometria da reta m com dois pontos fixos distintos
A e B. Pela Proposicao 3.5.1., tem-se f(X) = X para todo X € m. Analogamente, temos que
f(Y) =Y paratodo Y € s. Seja agora Z um ponto qualquer do plano R?. Fagamos passar por

Z uma reta I que intersecta as retas m e s nos pontos X e Y. Como f(X)=Xe f(Y)=Y,
entdo f tem dois pontos fixos distintos, o que torna todos os pontos de |, pontos fixos por f e

em particular £(Z) = Z. Como o ponto Z foi tomado de forma arbitrario em R?, concluimos
que f(Z) = Z paratodo Z € R? e f é a identidade. |

Depois de vistos essas proposi¢des, podemos apresentar o seguinte lema.
Lema 3.5.1. Qualquer isometria f: R?> - R? ¢ determinada pelas imagens f(4),f(B) e
f(C) de trés pontos A, B e C, ndo alinhados.
Prova: Vamos supor que existem duas isometrias f, g : R* - R?, tais que, f(4) = g(4),
f(B)=g(B) e f(C)=g(C), onde A,BeC sdo os trés pontos ndo alinhados de RZ.
Afirmamos seguramente que (f~log)(4) =4, pois (f~log)A) =f"1(gl)) =
f71(f(4)) = A. Analogamente, podemos garantir que (f 20 g)(B) =Be (f 10 g)(C) =

C. Observamos que a isometria(f ! o g), em R?, possui trés pontos fixos distintos. Logo,
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pela Proposicdo 3.5.2., (f~t 0 g) = I, e dai tiramos que f = g, portanto as imagens f(4),

f(B) e f(C), de trés pontos 4, B e C, ndo alinhados, determinam uma Unica isometria. [

Corolério 3.5.1. Se | é um conjunto de pontos equidistantes de dois pontos P e Q, entdo a
reflexdo em relacdo a | leva P em Q.

Prova: Conforme o Exemplo 3.2.5., podemos assumir P = (0,—b) e Q = (0,b) de onde
segue que | é a reta y = 0. Mas a reflexdo 7(,—¢), leva (x,y) em (x,—y) e portanto a

reflexdo em relacdo a | troca P por Q. ]

Teorema 3.5.1. Qualquer isometria f:R* - R* é a composicdo de uma reflexdo, a
composicao de duas reflexdes ou a composicao de trés reflexdes.
Prova: Escolha trés pontos A, B e C ndo alinhados e considere suas imagens f(A4), f(B) e
f(C). Se f tem dois pontos fixos, ou seja, dois dos pontos A, B e C coincidem com suas
imagens, por exemplo, f(4) = A e f(B) = B, entdo a reflexdo r; em relacdo a reta | que
passa pelos pontos A e B, deve levar C para f(C) (Corolario 3.5.1.), porque C e f(C) sé&o
equidistantes de A = f(4) e de B = f(B), afinal, d(C,A) = d(f(C), f(A)) = d(f(C),A) e
d(C,B) = d(f(C),f(B)) = d(f(C),B). Essa reflexdo, portanto, leva os pontos 4,B e C em
f(A4), f(B) e f(C), respectivamente e, assim, coincide com f (Lema 3.5.1.).

Se f tem apenas um ponto fixo, ou seja, apenas um dos pontos A, B e C coincide
com a sua imagem, digamos A = f(A), entdo aplique primeiro a reflexdo g,,, em relacdo a
reta m de pontos equidistantes de Be f(B). A partir dai A = f(A) é equidistante de
Be f(B), afinal d(4,B) = d(f(A),f(B)) = d(A, f(B)), portanto ela é fixada por g,, que
leva os pontos A e B nas suas imagens f(A4) e f(B), respectivamente. Se g,, também leva C
em £(C), terminamos a prova. Se ndo, realizamos uma segunda reflexdo h,, em relacio a reta
n que passa por f(A) e f(B), e entdo concluirmos como acima que (g, 0 h,)(C) = f(C). E
seguramente podemos afirmar que (gnoh,) leva A,BeC em, f(A), f(B) e f(C),
respectivamente e, portanto, coincide com f (Lema 3.5.1.). Finalmente, se nenhum dos pontos
A, B e C coincide com suas imagens f(A), f(B) e f(C) pela isometria f, entdo realizaremos
trés reflexBes nas retas [, m e n, respectivamente equidistantes de Ae f(4), Bef(B)eC
e f(C). Observa-se de forma similar que a composicdo de uma reflexdo, a composigéo de
duas reflexdes ou a composigao de trés reflexdes levam A em f(4), Bem f(B) e C em f(C)

e, portanto, coincide com f (Lema 3.5.1.). [ ]
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Vamos apresentar um exemplo pertinente ao teorema acima, onde uma rotagdo €
igual & composicdo de duas reflexdes.
Exemplo 3.5.1. Sejam 7;,, e 7; as reflexdes em relacéo as retas m e |, respectivamente, e €0
angulo da reta m para a reta |. Prove que a composicdo dessas duas reflexdes (7, o1;) é
igual & isometria dada pela rotagdo de um angulo 26 em torno do ponto de interse¢cdo das
retas mel, ou seja, (7, 0 1) = 1yp.
Solucéo: Considere um sistema de eixos ortogonais no qual a reta m seja o eixo horizontal e a
origem O seja 0 ponto de intersecdo das retas m e [. Dado um ponto arbitrario, P = (x,y) €
R?, se verifica facilmente pela Figura 22 quais isometrias transformam P em P, P, e P;, a
saber: P, é a reflexdo ;,, do ponto P em relacdo a reta m, P, é a reflexdo #; de P em relagdo a
reta | e P; a composicéo das duas reflexdes, ou seja, (73, o 17). Ainda pela figura, nota-se que,
sendo P; a reflexdo de P, por 7, 0 angulo POP; mede (0—a)+(0—a)+2a =26, ou seja, P,
é a imagem de P pela rotacédo r,4, COMO se esperava.

Figura 22 — Uma rotacdo igual a composicdo de duas reflexdes.
Tm(P) = Py, 7((P) = P, 7(P1) = P3 e (rp 0 T)(P) = Ps.

Y \ (T oTm) =ry

Py = (x3.y3)

\

Fonte: Elaborada pelo autor.
Agora, vamos mostrar usando as coordenadas cartesianas. E bom lembrar que as

coordenadas das imagens sempre as escrevemos em funcdo das coordenadas do ponto

original. Observando os triangulos retdngulos da figura, tiramos as seguintes equacdes:

cosa =— e sena = = (13)
0 oP

|

, = OP,cos(20 — a) e y, = OP,sen(20 — a) (14)
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x, = OP,(cos20cosa + sen20sena) e y, = OP,(sen26cosa — senacos20) (15)

Substituindo as equagBes (13) nas equacdes (15) e como OP = OP,, afinal o

triangulo POP, é isosceles de base PP, , pois P, é a imagem de P pela reflexdo #;, entdo
temos:

X, = (xcos26 + ysen20) e y, = (xsen26 — ycos20) (16)

Portanto, a reflexdo de um ponto arbitrario P = (x,y) € R* em relagdo a reta [ é

dada por:
71(x,y) = (xcos26 + ysen20,xsen26 — ycos20); @an

como #,(x,y) = (x,—y), entdo, (;01%,)(x,y) =1 (fm(x, y)) = 1;(x,—y), entdo temos
(7 0 15) (x, ¥) = (xcos20 — ysen26, xsen26 + ycos26) (18)

Do Exemplo 3.2.3, observamos que a rotacdo de um ponto arbitrario P = (x,y) €

R?, em torno da origem O, de um angulo igual a 20 ¢ igual a:
T20(x,y) = (xcos26 — ysen260, xsen26 + ycos20) (19)

E, portanto, a solugdo do exercicio esta feita na igualdade das equacbes (18)

e (19), como vemos.

(7 0 T (X, ¥) = 126(x, ¥).
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4 TESSELACOES

4.1 TESSELACOES E SIMETRIAS

Trataremos agora das TesselacGes, seus principais tipos, bem como as formas de
construi-los. Antes iremos apresentar formalmente algumas definicdes no plano R? que

compdem esse estudo e julgamos pertinentes nessa etapa.

Definicao 4.1.1. Dois poligonos p,; e p, no plano sdo congruentes se existe uma isometria
entre eles, ou seja, existe f:R* - R? que leve p; em p,, ou ainda, f(p;) = p,. De forma
intuitiva podemos movimentar um poligono até que se sobreponham completamente, usando

apenas as isometrias de translagéo, rotacéo e reflexao.

Definigdo 4.1.2. Tesselacdo T é uma divisdo de uma superficie em poligonos congruentes que
ndo se sobrepdem e tampouco deixam lacunas, chamados de tesselas, ladrilhos ou mosaicos.

Aqui chamaremos de ladrilhos.

Definicdo 4.1.3. Uma Tesselacdo T € simétrica se todo ladrilho m; pode ser enviado para
qualquer outro ladrilho 7, e preserva a Tesselacdo, isto é, qualquer ladrilho 7; pode ser

enviado para o ladrilho m, por uma isometriade f: T — T.

Definigdo 4.1.4. As isometrias f:T — T sdo chamadas simetrias de T e elas formam um

grupo chamado grupo de simetrias de T representado por I.

Dessa forma T é simétrica se seu grupo de simetrias contém elementos suficientes
para levar qualquer ladrilho em qualquer outro ladrilho, ou seja, dados quaisquer ; e T, em
T, entdo existe f em I" tal que f () = m, .

Como usamos o conceito de grupo na definicdo acima, achamos por bem
apresentar aqui sua definicdo, relembrando da se¢do 3.2 que toda isometria f: R? » R* ¢
bijetiva e portanto tem inversa e um elemento neutro (no caso funcdo identidade /;). Segue a
definicdo do grupo I'.

Defini¢éo 4.15 .Seja I' um conjunto ndo vazio de isometriase (f,g) —> (f o g) euma lei

de composic¢ao interna em I'. Dizemos que I' € um grupo em relacdo a lei de composi¢ao
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de isometrias quando,

a) (fog)oh=fo(goh)praqualquer queseja f,ge h em I' , isto é, vale a propriedade
associativa;

b) Existe I; € I’ de maneiraque (f ol;) = (I; 0 f) = f, para qualquer f € I', ou seja,
existe elemento neutro;

c) Todo elemento de I" é invertivel em relacdo a composigdo, isto é, para qualquer f €T,
existe fflertalque (flof)=((ofH=1I,

Voltando as simetrias, podemos apresentar um exemplo de uma tesselacdo T que
ndo é simétrica, conforme a Figura 23.

Figura 23 — Tesselacdo ndo simétrica
v

0 1 2

Fonte: Elaborada pelo autor.

As simetrias desta tesselagdo sdo precisamente as translagdes em R?* com
coordenadas cartesianas x e y. Assim, mesmo que todos os ladrilhos sejam congruentes, néo
existe simetria de T que leve o ladrilho T, em m,.

As Tesselagles simétricas mais comuns no R* sdo as baseadas no triangulo
equilatero, no hexagono regular onde vemos na Figura 24 e as que sao baseadas no quadrado

conforme Figura 25.
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Figura 24 — Tesselacdo simétrica (Hexagono regular

~. | 1 ~ 1 - 1 -

I
I
N
1
1
1
1

I i I
1 i |
1 i 1
1 1 1
1.7 ‘* 1
-

i I PR 1 T~
1 1 1
-7 1 1 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 25 - Tesselacdo simétrica (Quadrado)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em cada uma dessas TesselacOes existem varias simetrias que levam um ladrilho
sobre si mesmo. Por exemplo, tomemos a Figura 26. Todas as 8 simetrias do quadrado sdo
simetrias da Tesselacdo quadrado. Note que as simetrias do quadrado sdo 4 rotacGes ryp- em
torno do ponto O e 4 reflexdes (duas reflexGes, uma 7. e outra 7z, mais duas reflexdes, uma

T3 € outra 1y, ).
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Figura 26 — Simetrias do quadrado

B
2 T 3
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/||\
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V. Y
’ AN
’ I N
rd
13 | \4
D

Fonte: Elaborada pelo autor.

Devido a isso, a Tesselacdo obtida subdividindo cada quadrado em oito triangulos
tem o mesmo grupo da tesselacdo quadrada.

Poderiamos continuar dando esse enfoque mais abstrato e com uma matematica
mais elaborada, no entanto, ndo nos afastando do objetivo do PROFMAT, vamos agora
apresentar os tipos de Tesselagdes no plano e tomaremos a linguagem da geometria plana,
portanto usaremos doravante os poligonos como as partes que compdem uma Tesselagdo e
trataremos de algumas nota¢des usuais. Para isso faremos uso de conhecimentos da geometria
plana e por fim procuraremos identificar de que fez uso Maurits Cornelis Escher para
realizacdo de boa parte de sua obra artistica.

4.2 TIPOS DE TESSELACOES NO PLANO

As TesselagOes que trataremos aqui sdo exclusivamente formadas por poligonos
regulares que fardo a cobertura de toda superficie de parte do plano; ja que cobrir todo o plano
ndo é possivel na pratica, muito embora na Geometria o seja.

Precisamos nomear os entes formadores dos poligonos que compdem uma
tesselacdo: nos de uma tesselagdo sdo todos os Vértices dos poligonos usados na tesselacéo;
arestas sdo 0s segmentos de retas que tem como extremos dois nds consecutivos de um
mesmo lado de um poligono. Talvez se pergunte por que chamar vértice de no se sdo a mesma
coisa? E um engano pensar assim. Pode ocorrer de uma Tesselacdo ter um poligono com
numero maior de nés do que de vértices em sua fronteira. Basta ver a Figura 27, onde o

poligono sombreado tem 4 vértices e 5 nds.
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Figura 27 — NOs e vértices: 4 vertices (4, B,C, D)
e5nos (4,B,C,D,F)
A

e
Fonte: Elaborda pelo autor.

De acordo com os tipos de poligonos e a disposigdo desses poligonos € que

classificamos as Tesselacdes:
4.2.1 Monoédricas
S30 Tesselagbes formadas por poligonos congruentes entre si. E bom lembrar da

Definicdo 4.1.1 de congruéncia: dois poligonos sdo congruentes de existe uma isometria entre

eles. Temos um exemplo na Figura 28.

Figura 28 — Tesselacdo Monoédricas:
poligonos congruentes entre si

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.2.2 Regulares

Sdo Tesselacbes formadas por poligonos regulares e congruentes entre si.
Podemos ainda dizer que essas Tesselacdes formada por um unico poligono regular séo
também chamadas de pavimentacdes platénicas (BARBOSA,1993).

Veja um exemplo de Tesselagdes regulares na Figura 29. A notacdo desse tipo de
tesselacéo € {p, q}, onde q poligonos regulares com p lados estdo ao redor de cada vértice ou
no.

Figura 29 — Tesselagéo regular {3,6}

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2.3 Semirregulares

Sdo Tesselagdes compostas de dois ou mais poligonos regulares, mas possuem o
mesmo tipo de no, ou seja, 0s poligonos que compartilham cada n6 sdo do mesmao tipo.

A notacdo desse tipo de tesselacdo é feita tomando o nimero de lados de cada
poligono que compartilham um nd. Digamos que temos em cada no, um poligono com m
lados, dois poligonos com n lados e um poligono com p lados, sendo que os poligonos de n
lados ficam separados pelos poligonos de m e p lados. Sua representacdo é a seguinte:
(m,n,p,n).

Veja um exemplo na Figura 30.
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Figura 30 — Tesselacao semirregular (4,8,8)

Ld
Ld
.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Esse tipo de tesselacdo é formado também por poligonos regulares diferentes, ocorre

que ela possui diferentes tipos de nos. Observe um exemplo na Figura 31 uma tesselacdo

demirregular com um n6 (3,3,3,3,3,3) e outro n6 (3,4,3,3,4), portanto é uma tesselacdo que

ndo podemos representar com os lados dos poligonos que a compde, diferentemente das

semirregulares.

Figura 31 — Tesselacdo demirregular. N6s
diferentes: (3,3,3,3,3,3) e (3,4,3,3,4)

—

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.2.5 Periédicas

A tesselacdo € dita periodica quando um ladrilho, ou um conjunto de ladrilhos é
levado por uma translagdo t, ;) a outro ladrilho ou conjunto de ladrilhos idénticos aos de
partida. Ira ocorrer com a translacdo a superposi¢do completa da regido idéntica a original.

Figura 32 — Tesselacdo periddica

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2.6 Nao periddicas ou aperiodicas

Sd0 Tesselagdes onde ndo existem padrOes repetidos. Qualquer que seja a
isometria aplicada a qualquer regido da tesselagdo, jamais levard a uma regido idéntica. As
pecas que compdem uma tesselacdo aperiddica sdo chamadas de protoladrilhos.

Foi o matematico e fisico inglés Roger Penrose que percebeu como é possivel
recobrir o plano de maneira ndo periddica utilizando apenas dois quadrilateros irregulares que
depois foram chamados em inglés, por conta dos seus formatos, de kite que significa pipa e
dart que significa dardo. Esses quadrilateros irregulares podem ser construidos a partir de um
pentadgono regular e sdo partes de um losango com angulos internos de 72° e 108° como
podemos conferir na Figura 33.

Figura 33 — Quadrilateros irregulares (protoladrilhos):
kite(pipa) e dart(dardo)

Pipa

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Convém informar que Tesselacdes periddicas podem ser feitas também com esses
protoladrilhos, como ja vimos na Figura 32.

Para se construir uma Tesselacdo aperiodica com os quadrilateros kite e dart
devemos unir os poligonos de tal forma que fiquem juntos os vértices correspondentes ou de
mesmos nomes.

Apresentamos agora um exemplo de uma Tesselacdo aperiddica na Figura 34 que
ficou conhecido como o mais notavel conjunto de protoladrilhos construido por Roger
Penrose.

Figura 34 — Tesselagdo aperiodica formada pelos
protoladrilhos kite e dart

Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2003/icm22/segundoprot.htm

4.3 TESSELACOES REGULARES

Preliminarmente devemos relembrar que quando falamos de TesselacOes
regulares, estamos falando do recobrimento do plano com um Unico tipo de poligono regular.
Obviamente ndo podemos construir Tesselacdes regulares com qualquer tipo de poligono
regular, pois em torno de cada n6 devemos ter uma quantidade de poligonos regular cuja
soma de seus angulos internos com vértices nesse nd seja 360°. E claro também que quanto

maior o nimero de lados de um poligono regular, maior sera a medida de seu angulo interno.
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Analisando o poligono regular com o menor nimero de lados, ou seja o tridngulo
equilatero, vemos que em torno de um né podemos ter seis tridngulos equilatero, pois a soma
dos seus angulos internos em torno desse n6 é 360° e esses tridngulos cobrem o plano; o
poligono com quatro lados é o quadrado, cuja soma de quatro angulos internos em torno de
um né é também 360°; com cinco lados temos o pentdgono regular cujos angulos internos de
108° ndo somam 360° com uma quantidade inteira de vezes e por fim com seis lados temos o
hexagono regular, cujos angulos internos de 120° em ndmero de trés completam um angulo
de uma volta. E digo por fim com seis lados, porque qualquer poligono regular com numero
de lados maior do que seis, tera um angulo interno maior do que 120° e menor do que
180°. Nesse caso implica que devemos ter em torno de cada n6, uma quantidade e poligonos
maior do que 2 e menor do que 3, ou seja um namero ndo inteiro. Isso significa que ndo temos
também uma quantidade inteira de poligonos regulares. Portanto, os triangulos equilateros, os
quadrados e os hexagonos regulares sdo os Unicos poligonos regulares que podem construir
uma Tesselacdo. Veja a Figura 35.

Figura 35 — Unicos tipos de Tesselacdes regulares

VAVAN
A\VAVAN

{3,6)

4.4}
{6,3}
Fonte: Elaborada pelo autor.
Para ndo deixar duvidas vamos nos valer da seguinte proposicao:
Proposicdo 4.3.1. Existem apenas trés Tesselacfes regulares no Plano Euclidiano, quais
sejam, aquelas formadas por tridngulos equilateros, por quadrados ou por hexagonos
regulares.

Prova: Seja a tesselagdo regular {p, q}. Portanto temos q poligonos regulares de p lados ao

z - - ~ - Ve Ve 2 - -
redor de cada vértice e a medida do angulo interno desse poligono é 7". Agora divida cada

poligono regular de p lados em p tridngulos, cada um com vértice no centro do poligono
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regular, sendo o lado oposto a esse veértice um lado do poligono regular. Observe que o angulo

. : p 2 ~ . S A
do centro tera medida igual a ?”. Entdo esse triangulo sera isosceles com angulos da base

tendo medidas iguais a metade da medida do angulo interno do poligono regular, ou seja, E—Z.

Para melhor compreensdo veja a Figura 36.

Figura 36 — Divisdo de um dos q poligonos regulares
em p triangulos

Triangulo 1

Triangulo p T'riangulo 2

Triangulo (p

Fonte: Elaborada pelo autor.

21T 21 21

,— e =—. Como a soma dos

Dai temos os trés angulos de um dos p triagulos,

2q " 2q p
angulos internos de um triangulo é 7 temos:
21 21 21 21 21
—+ -+ —=n & —+ —=m
2q 2q 14 q 14

Multiplicando toda equagao acima por % temos o seguinte resultado:
2p+2q=pqe pq—2p—29q=0 © pg—2p—2q+4=4
Fatorando o primeiro membro dessa equacdo chegamos a um resultado mais
pratico de analise, ou seja:
pq—2p—2q+4=4p(@-2)-2q-2)=4 o @-2p-2)=4
(q-2)(p-2)=4 (20)
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Como os valores de p e g sdo numeros inteiros positivos e 0 menor valor de p € 3,
pois o tridngulo é o poligono de menor nimero de lados, entéo a equagéo (20) tem apenas trés
solugdes inteiras positivas, conforme mostramos abaixo:

1.Se p =3 = q = 6, 0uU seja, a tesselacdo regular sera do tipo {3, 6};

2.Se p =4 = g = 4,0useja, a tesselacdo regular sera do tipo {4, 4};

3.Se p=6 = g = 3,0useja, a tesselacdo regular sera do tipo {6, 3}.

Note que se g assumir outros valores, ndo teremos solucfes inteiras para p.
Portanto concluimos que existem apenas trés tesselacdes regulares no Plano Euclidiano. As
formadas por 6 triangulos equilatero e congruentes em torno de cada nd, representada
por {3,6}; as formadas por 4 quadrados congruentes ao redor de cada no, representada por
{4,4}, e por fim as formadas por 3 hexagonos regulares congruentes ao redor de cada nd,

representada por {6, 3}. [ ]

Tratamos aqui nessa secdo de TesselacGes formadas por poligonos regulares e
congruentes entre si. Uma tesselacdo feita pela repeticdo de um unico poligono. E poligonos
regulares de tipos diferentes podem pavimentar completamente o plano? E o que vamos
responder na secdo seguinte, onde veremos algumas Tesselacbes semirregulares que

respondem afirmativamente essa questéo.

4.4 TESSELACOES SEMIRREGULARES

Na secdo 2.2 apreciamos algumas TesselacBes que fazem parte da decoracdo do
Castelo de Alhambra na cidade espanhola de Granada. Essas TesselacGes eram formadas por
mais de um tipo de poligono regular. Relembre que foram essas TesselagGes o maior elemento
motivador para 0 nosso artista Escher aprofundar-se como o fez na producédo de desenhos com
essa técnica de revestimento do plano. A partir desse momento iremos descobrir se existem e,
se existirem, como séo possiveis suas formagoes.

Vamos relembrar alguns pressupostos matematicos que ja foram tratados na sec¢ao
anterior, necessarios para que isso se concretize. O primeiro € saber que os poligonos
regulares usados podem ser de tipos diferentes, mas o0s seus lados devem ser congruentes e a
soma dos seus angulos internos em torno de um vértice ou no é 360°. Vejamos um exemplo
na Figura 37 de uma tesselacdo do tipo (4,8,8), ou seja, em torno de um nd temos um

guadrado, um octdgono e outro octégono.
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Figura 37 — Tesselagdo semirregular do tipo (4,8,8)

135° ] 90°
135°

Fonte: Elaborada pelo autor.

E sabido que o poligono regular de menor angulo interno é o triangulo equilétero,
pois tem trés angulos de 60°. Observe que 6 - 60° = 360°. Dessa forma podemos ter, no
maximo seis angulos de 60° adjacente a um Vértice, portanto, seis € o nimero maximo de
poligonos que devemos ter em torno de um vértice em uma tesselacdo. E ainda podemos
dizer mais com relagdo ao nimero maximo de poligonos regulares em torno de um vértice:
como ndo existe outro poligono regular com angulo interno medindo 60°, entdo os seis
poligonos regulares s6 podem ser tridngulos equilateros e nenhum outro. Logo a tesselagéo é
do tipo (3,3, 3, 3, 3,3).

N&o fica dificil concluir que o nimero minimo de poligonos regulares em torno de
um vértice em uma tesselacdo ndo pode ser dois. Claro que dois poligonos convexos ao
dividirem um vértice, seus dois angulos internos adjacentes ndo somardo 360°, pois cada um
desses angulos mede menos do que 180°. Dai podemos afirmar que o nimero minimo de
poligonos regulares em torno de um vértice sao trés. Portanto, conforme a quantidade e o tipo
de poligonos em torno de um Vvértice, as Tesselagdes possiveis sdo as que possuem em torno
de seus vértices trés poligonos regulares, quatro ou cinco, ja que com seis a Unica € do tipo
(3,3,3,3,3,3). Dai podemos afirmar que as Tessela¢Oes semirregulares séo do tipo (a, b, ¢),

(a,b,c,d),(a,b,c,d,e)ou (a,b,c,d,e,f). Resta-nos encontrar quais sdo esses tipos.

4.4.1 TesselagOes Semirregulares do tipo (a, b, ¢)

Vamos comecar com as Tesselagfes formadas com trés poligonos regulares, em
torno de um vértice. Ja& deu pra perceber que na identificagdo dessas Tesselagdes
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semirregulares usaremos critérios que dependem, em cada caso, do numero de poligonos
regulares em torno de cada vértice da Tesselacdo. E na identificacdo das possiveis
Tesselacdes do tipo (a, b, ¢), dividiremos nossa analise em dois casos: o primeiro, formado
pelas TesselacGes em que pelo menos um dos poligonos que a compdem tem uma quantidade
impar de lados, ou seja pelo menos um dos valores a, b ou ¢ é impar e o segundo caso, pelas
tesselagdes em que todos os valores a, b, e ¢ séo pares. (Vamos convencionar doravante que

sempre quando falarmos em poligonos ele sera regular, quando nédo o for explicitaremos).

4.4.1.1 Tesselacdes Semirregulares do tipo (a, b, ¢), onde pelo menos um dos valores € impar

Um jeito bom de fazer essa analise é pensar nos tipos de poligonos diferentes que
poderiam compor essa tesselacdo. Pensemos num tipo de tesselacdo (a,b,c) que tenha
triangulos, isto é, do tipo (3, b, ¢). Note que as possiveis permutacdes com os valores 3,b e c,
produzem vértices equivalentes e, portanto, nos levam a um mesmo tipo de Tesselacdo. Entdo
consideraremos sem perda de generalidade o tipo (3,b,c), ou seja onde a =3. Uma
tesselacdo do tipo (3,b,c), tem pelo menos um tridngulo em torno de seus vértices como
mostra a Figura 38. Nesta figura temos um triangulo com vértices nos pontos A, B e C em
duas situaces diferentes. A primeira em (i) nos vértices A e B temos o poligonos com mesmo
namero de lados - o primeiro um tridngulo, o segundo um b — agono (poligono com b
lados) e o terceiro um ¢ — agono (poligono com c lados).

Figura 38 — Tesselacdo semirregular do tipo (3, b, ¢)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe em (i) que o vértice A é caracterizado por (3, b, ¢). Para que a tesselacdo

seja semirregular precisamos que os vértices B e C sejam do tipo (3, b, ¢) ou equivalente. 1sso
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ocorre com o vertice B que é do tipo (3, c, b), mas ndo ocorre com o Vvértice C que é do tipo
(3, b, b). Veja que para essa Tesselacdo ser semirregular devemos ter b = ¢. Com facilidade
se observa a mesma conclusdo quando se analisa (ii). Portanto a Unica possibilidade de termos
uma Tesselacdo com trés poligonos em torno de um vertice onde um deles € um triangulo, € o
caso em que 0s outro dois poligonos sdo congruentes, ou seja, sdo vértices do tipo (3, b, b) ou
(3,c,¢0).

Vamos considerar que seja do tipo (3, ¢, ¢). Entdo em torno de cada vértice temos
um triangulo equilatero e dois poligonos de ¢ lados, lembrando que a soma dos angulos em
torno de cada vértice igual a 360° e chamando de «,, 0 &ngulo interno de um poligono regular
de n lados, temos:

as + a. + a. = 360° & 60°+ 2a, = 360° & a, = 150°

Portanto temos um ¢ — agono, um poligono de c-lados, cujo angulo interno vale
150°. Agora aplicando a equagdo (21) que nos da o valor do angulo interno em funcéo do
namero de lados n de um poligono regular, determinaremos a quantidade ¢ de lados do
poligono.

(n —2)180°

= 1)

On

Para o ¢ — 4gono em questdo temos:

(c —2)180° (c —2)180°
=" S 150°="—— =12

Entdo teremos em cada vértice um triangulo e dois dodecagonos, conforme se
verifica na Figura 39.

Figura 39 — Tesselacdo semirregular do tipo (3,12,12)

/\ /\
\/

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Com cuidado da pra se verificar nessa andlise que a condicdo para que a
Tesselacdo fosse semirregular, ou seja todos os vértices do mesmo tipo e com isso tivéssemos
b = c, foi o fato de que o poligono que tomamos como centro tinha uma quantidade impar de
lados. Vamos continuar com essa conclusdo e analisar de maneira mais rapida quando
tivermos um pentagono no centro. E usando o entendimento anterior teriamos Tesselacdes do
tipo (5, b, b) ou (5, c, ¢), conforme a Figura 40.

Figura 40 — Tesselagdo semirregular tipo (5, c, ¢)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Igualmente ao calculo quando tinhamos triangulo no centro de nossa figura,

calculemos o valor do angulo interno do ¢ — agono.
as + a, + a, = 360° & 108° + 2a, = 360° & a, = 126°

Sabemos que a menor quantidade de poligonos em torno de um vértice de uma
tesselacdo regular sdo trés hexagonos, cujos angulos internos valem 120°. Com isso ja
podeiramos garantir que seria impossivel formar tesselacdes com poligonos de angulo interno
igual 126°, ja que quanto maior o angulo interno, maior a quantidade de lados do poligono.
Mesmo assim faremos a seguinte analise: depois do hexagono temos o heptagono regular

cujos angulos internos valem 128,57° portanto, maior do que 126°, isto é:
(ag = 120°) < (a, = 126°) < (a; = 128,57°),

logo nédo existe nenhum poligono regular cuja medida dos seus angulos internos seja 126°, o
que ainda podemos mais uma vez confirmar, utilizando agora a equacéo (21) que nos dara o

valor de ¢, nimero de lados do poligono.
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(c—-2)180 (c-2)180 360°
a,=———— & 126°=———— & c=
c c 54°

= 6,66 ...

Note que ¢ = 6,66... ndo € uma quantidade inteira de lados.

Analogamente poderiamos mostrar que as Tessela¢bes do tipo (a,c,c) quando
a = 7, teriamos o0 numero ¢ = 5,6. E quando a = 9, teriamos o nimero ¢ = 5,1. Como 0
nimero c¢ representa uma quantidade inteira de lados de um poligono, concluimos ser
impossivel ter Tesselagdes do tipo (5,¢,c),(7,c,c) e (9,c,c).

Vamos fazer uma demonstracdo de forma generalizada, tomando novamente pelo
menos um poligono com numero impar de lados. Entdo seja um a — 4gono regular, onde a é
um inteiro positivo impar e a > 3. Sejam 0s a Vértices do a — dgono regular representados
por Vi, V,, ..., Va1, V,. Vamos supor que temos um b — agono vizinho ao lado V;V,. Entédo
teremos um ¢ —agono no lado V,V5;, um b —agono no lado V;V,, e assim por diante,
conforme a Figura 41.

Figura 41 — Tesselacdo semirregular (a, b, c), onde a é impar

Fonte: Elaborada pelo autor

Observe que o vértice V; é do tipo (a,b,b), mas como a Tesselacdo é do tipo
(a,b,c), concluimos que b = c. Nossa tarefa agora € identificar os poligonos que véo
compartilhar os veértices do tipo (a, b, b), sendo a = 3 um nimero impar. Sabemos que

a, + ap + ap = 360°, ou seja,
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ag, + 2a, = 360° (22)
Sabemos que para um a — agono e um b — agono valem 0s seguintes resultados

para os seus angulos internos «a, e ay:

(a-2)180° 2 o
@, =2 = (1-2) 180 (23)

a

_ D10 (1 2) a0
a, =2 _.(1 b)180 (23)

Substituindo as equacdes (23) e (24) na equacdo (22), temos:
2 o 2 o o 2 2 —_
(1-2)180°+2(1-2)180°=360° & (1-2)+2(1-2) =2,

a b a

que podemos ainda escrever do seguinte modo:
2 4 2 4 b—-4
(1-2)+(2-5)=2o s=1-3=""
O que nos dé finalmente a seguinte relacao:
_2b
-

~ . . . .- ~ ~ 2b ;
Como a e b sdo numeros inteiros positivos, entédo a fra(;ao a= b também

deve ser um namero inteiro positivo. Logo b — 4 > 0, ou seja, b > 4, de onde se conclui que
b > 5. Fazendo uma manipulacdo adequada, para uma analise mais facil, podemos ter o

seguinte resultado:
_ 2b _2(b—4)+8_2+ 8
" b—4  b—-4 7 b-—4

Lembre que b > 5,logo b —1 > 4, dai vem % < 8 e entéo,

a

a=2+-——<2+8=10,0usea a=-><10
b—4 b—4

Como a é inteiro positivo impar e ainda 3 < a < 10 entdo, a = 3,5,7,9. Agora

isolando b na equagéo:

] . ) . 4a
—=1—-, ficaremos com a seguinte equagao, b = —.

Portanto temos uma relagdo entre o nimero de lados dos dois poligonos em torno
dos vértices V do tipo (a, b, b), gerando a tabela abaixo, onde de uma forma geral explica o
que ja tinhamos entendido de uma forma particular.
Tabela 1 — Tabela de Tesselacbes (3, b, b)

a b Tesselagao do tipo (3, b, b)
3 12 (3,12,12)
5 | 20/3 Impossivel
7 | 28/5 Impossivel
9 | 36/7 Impossivel

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.4.1.2 Tesselagdes Semirregulares do tipo (a, b, ¢), onde todos os valores sdo pares.

Vamos analisar tomando o poligono cuja quantidade de lados € um namero par. E
tomaremos o poligono que possui 0 menor nimero par de lados, o quadrado. Considere entédo
0 quadrado ABCD onde cada vértice € comum a trés poligonos, um quadrado, um b — agono
e um ¢ — agono, portanto sdo do tipo (a, b, ¢), com b e ¢ pares. Fagamos o quadrado um dos
poligonos, digamos a = 4, entdo teremos Vértices (4, b, c) e ja sabemos que a mudanca da
ordem dos valores 4, b e ¢ levam sempre a vértices equivalentes, entdo seja (4, b, c) 0 NOSSO

vértice para andlise, conforme a Figura 42.

Figura 42 — Tesselagdo semirregular (4, b, ¢)

b

B b C

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nessa Tesselacdo onde todos os poligonos séo pares, ja temos um deles definido
gue é o quadrado. Devemos determinar o0s possiveis valores pares para b e c¢ de tal modo que
exista a tesselacdo tipo (4, b, c¢). Novamente vamos usar o fato de que a soma dos angulos

internos dos trés poligonos em torno de um vértice € igual a 360°.

a, + ap + a. = 360° como a, = 90°, entdo temos
ap +a. = 270° (25)
Substituindo as equacdes (23) e (24) em (25), temos:

Cc

(1-2)180°+ (1-2)180°=270° & (1-2)+(1-2) =2
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Isolando os termos em b e ¢, chegamos a equacao:
2 2 3 .
-+ -=2—-,o0useja,
b c 2

=2 (26)

SN

+

alN

Como b e ¢ sdo nameros inteiros pares, podemos escrevé-los na seguinte forma:

b=2pec=2m com p e m inteiros positivos. Podemos inserir esses valores na equacgao
(26), de onde segue:

2 2 1
—t—==5
2p  2m 2

PR
2

1
m

SR

Isolando a variavel p, temos,

m D 2m

1 1 1 1 m-—2

—_e—_—— s - = —

p 2

De onde tiramos finalmente o seguinte resultado,
2m

p=— (27)

m-—2
Como p e m sdo inteiros positivos, entdo para que o denominador m — 2 seja

positivo devemos ter m > 3. Note que podemos escrever a equagao (27) da seguinte forma:
2m _2(m-2)+4

=— & — & p=2
L — m-—2 P +m—2

Como p é um numero inteiro, entdo (m — 2) deve ser um divisor de 4, logo, m
atinge seu valor maximo quando (m — 2) = 4, ou seja quando m = 6, assim concluimos que
3 <m < 6 m. E finalmente usando a equacdo (27) podemos encontrar os valores possiveis

para b e ¢ de tal modo que (4, b, ¢) seja uma tesselacdo onde todos os poligonos tenham lados
em quantidades pares. Veja a agora a Tabela 2.

Tabela 2 — Tesselagdo tipo (4, b, c) com b e ¢ pares

m| p a b Tesselacao do tipo (4, b, b)
3 6 12 6 (4,12,6)

4 4 8 8 (4,8,8)

5| 10/3 | 20/3| 10 Impossivel

6 3 6 12 (4,6,12)

Fonte; Elaborada pelo autor.

Ja tivemos a oportunidade de ver um desenho da tesselacdo (4,8,8) na Figura 37 3
e agora apresentamos a tesselacédo do tipo (4,6,12) na Figura 43.
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Figura 43 — Tesselacdo semirregular (4,6,12)

12

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.4.2 TesselagOes Semirregulares do tipo (a, b, ¢, d)

Analisaremos agora Tesselagdes semirregulares do tipo (a, b, ¢, d), ou seja, com
quatro poligonos regulares em torno de cada vértice. E para fazer essa investigacdo vamos
dividir o nosso estudo em dois casos: (i) Tesselacbes do tipo (a,b,c,d) que possuem
triangulos equilateros e (ii) Tesselacdes do tipo (a,b,c,d) que ndo usam triangulos
equilateros. Note que esses dois casos abarcam todas as possibilidades, pois sdo excludentes.

Comecaremos nosso estudo com Tesselacdes que fazem uso de triangulos
equilateros. Analogamente aos casos anteriores assumiremos a = 3 e lembrando que trocando
a ordem dos numeros a,b,c e d, nos levam a vértices equivalentes, dai usaremos o tipo

(3,b,c,d). Chamemos de A, B e C os trés vértices do triangulo apresentado na Figura 44.

Figura 44 — Tesselagdo semirregular (3,b,c,d)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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No triangulo da esquerda observe os 4 poligonos em torno dos veértices A e B, um
triangulo, um b —agono, um c¢—agono e um d—agono, ou seja sdo do tipo
(3,b,c,d). Veja agora que o vertice C pode ser do tipo (3,b,c,b) nesse triangulo ou
(3,d, c,d) no tridangulo da direita. Ocorre que para ser uma tesselacdo semirregular os vértices
devem ser do mesmo tipo, dai concluimos que b = d. Portanto se uma tesselacdo é do tipo
(3,b,c,d), devemos ter b = d, ou seja, ela é, de fato, do tipo (3, b, c, b) e ainda fica claro que
néo existe nenhuma tesselacgao do tipo (3, b,c,d) com b # d.

Agora ja podemos avancar na procura dos valores de b e ¢ de tal modo que as
condicdes exigidas sejam satisfeitas.

Ja sabemos que a soma dos angulos em torno de cada um dos Vértices é 360°,
entdo temos,

az + 2a, + a. = 360° & 60°+ 2a;, + a, = 360° & 2a, + a, = 300°

O mesmo procedimento das secbes anteriores poderia ser aplicado aqui, mas é
possivel analisar de uma forma mais simples. Pois bem, na dltima equacdo acima vamos
atribuir valores para b e observar as possibilidades para c.

Para b = 3, a;, = 60°, e dai a, = 300° — 120° = 180°. O que é impossivel, pois
nos poligonos convexos seus angulos internos sdo menores do que 180°.

Para b = 4, a;, = 90°, e dai a, = 300° — 180° = 120° que € o angulo interno de
um hexagono regular. Desse modo, nossa tesselagéo seré do tipo (3,4,6,4).

Para b =05, a,=108° e dai a.,=300°—216°=84°, que também ¢
impossivel de ocorrer, pois ndo existe um poligono regular com angulo interno igual a 84°.

Para b =6, a;, = 120°, e dai a, = 300° — 240° = 60°, que é o angulo interno
de um triangulo equilatero. Desse modo, nossa tesselacdo sera do tipo (3,6,3,6).

Para b =7, a, = a; = 128,57°, eentdo a. = 300° — 257,14° = 42,86°, 0 que
é impossivel, pois nao existe poligono regular com angulo interno menor do que 60°.

Ainda podemos observar que b > 7, entdo, a;, > 120° e a, < 60° 0 que &
impossivel pois ndo existe poligono regular com angulo interno menor do que 60°. Assim
concluimos que as TesselagOes do tipo (3,b,c,d) sdo somente as seguintes: (3,4,6,4) e
(3,6,3,6).

Agora vamos analisar as Tessela¢Bes do tipo (a, b, ¢, d) que ndo usam tridngulos
equilateros. Vamos comecar usando o poligono de menor numero de lados que ndo seja o
triangulo, ou seja, o quadrado. Como a tessela¢do em estudo é do tipo (4, b, ¢, d), com quatro

poligonos em torno de um vértice entdo temos a soma dos quatro angulos interno que
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compartilham cada vértice igual a 360°.
a, +ap, +a.+a; =360°

Veja que ndo podemos ter triangulos, entdo o poligono regular que tem a menor
quantidade de lados é o quadrado, portanto analisemos a possibilidade da seguinte igualdade
b = ¢ = d = 4. Logo a equacao acima sera:

@y + a, + a, + a, =360° & 90° +90° + 90° + 90° = 360°

Perceba que, de fato as condicdes exigidas para a formacéo de uma tesselagéo sao
satisfeitas. Essa € uma tesselacdo regular do tipo (4,4,4,4). Mas note ainda que se
substituissemos qualquer um dos quadrados por outro poligono regular com mais de quatro
lados, esse teria um angulo interno maior do que 90° o que levaria a soma para um valor
maior do que 360°. A ndo ser que trocassemos também algum quadrado por algum triangulo,
0 gue ndo € o caso. Portanto a Unica tesselacdo sem triangulos com quatro poligonos em torno
de um no é a do tipo (4,4,4,4).

4.4.3 Tesselagdes Semirregulares do tipo (a, b, c,d, e)

Iniciaremos essa analise imaginando que essas Tesselacdes ndo tenham triangulos
equilateros na sua formacdo. Ora, entdo teriamos no minimo, do ponto de vista de quantidade
de lados, uma formacdo apenas por quadrados, e entdo em torno de um nd ou Vértice,
teriamos:

Agt+ap+a.+ag+a, =a,+a,+a,+ a, + a, =5(90°) = 450°

O que ndo é possivel. Mas mesmo introduzindo um triangulo, bem como dois

triangulos ainda ndo teriamos essa condicdo impositiva satisfeita, pois,
a3+ s + ay + ay + a, = 60° 4+ 60° + 90° + 90° + 90° = 390°

Portanto fica facil concluir que em uma tessela¢do formada com cinco poligonos
em tono de um vértice, deve ter na sua formacdo pelo menos trés tridngulos equilateros.
Depois dessa conclusao, iremos fazer a nossa analise nos apoiando mais uma vez nas figuras
possiveis para a formacao da tesselacdo desejada. Entdo observemos a Figura 45, onde temos

um triangulo ABC em duas situagoes.
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Figura 45 — Tesselacdes semirregulares (3, b, c, d, e)

Fonte: Elaborada pelo autor.

No triangulo da esquerda e da direita observe os poligonos em torno dos vértices
Ae B, ambos séo do tipo (3,b,c,d,e). Ocorre que para a formacdo de uma tesselagdo
semirregular, os vértices devem ser todos do mesmo tipo. E no tridngulo da esquerda o vértice
C é do tipo (3,b,c,d, b), quando deveria ser igual aos vértices A e B, do tipo (3,b,c,d, e),
logo concluimos que para a formacdo da tesselacdo semirregular, devemos ter b = e. No
triangulo da direita o vértice C € do tipo (3, e,c, d, e), quando deveria ser igual aos vértices A
e B, dotipo (3,b,c,d, e).

Para atender a condicdo de formacdo da Tesselacdo semirregular, novamente
chegamos a conclusdo que b =e. Portanto a tesselacdo em questdo deve ser do tipo
(3,b,c,d,b) que substituindo os valores possiveis para 0 numero de lados dos poligonos
temos as seguintes possibilidades: (3,3,¢,d,3) e (3, b, 3,3, b).

Agora podemos aplicar a soma dos angulos internos em torno de um vértice e
descobrir os valores possiveis para b, c e d.

No caso do tipo (3, b, 3,3, b), devemos ter:

3a; + 2a;, = 360° & 3(60°) + 2a;, = 360°

2a, = 180° & a; = 90°

Neste caso a tesselacédo sera do tipo (3,4,3,3,4) que mostramos na Figura 46.
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Figura 46 — Tesselacdo semirregular (3,4, 3, 3,4)

V.Y,
UK

Fonte: Elaborada pelo autor.

No caso do tipo (3, 3, ¢, d, 3) temos a seguinte equagao:
3a; + a, + az = 360° & 3(60°) + a, + a; = 360°
a. +ay = 180°

De posse dessa Ultima equacdo podemos aplicar o mesmo procedimento que foi
usado na secdo 4.4.2, e entdo podemos atribuir valores para ¢ e determinar os valores
correspondentes para d. Claro que de acordo com as propriedades dos angulos internos de um
poligono regular. Isso sendo feito, facilmente encontramos que para ¢ = 3, temos d = 6; para
c=4%, temos d =4 e para c =6, temos d = 3. Lembre que para ¢ =5, ndo existem
poligonos regulares que tenha o valor do angulo encontrado como angulo interno; e para
valores de ¢ > 7, implicard em um valor de angulo interno de um poligono regular menor do
que 60° e isso € uma impossibilidade, pois 0 menor angulo interno de um poligono regular
mede 60°, angulo de um tridngulo equilatero. Portanto as Tesselacdes deverdo ser do tipo
(3,3,4,4,3) ou (3,3,3,6,3), que equivale a (3,3,3,3,6) que mostramos na Figura 47.

Figura 47 — Tesselagdo semirregular (3, 3,3, 3, 6)

Fonte: Elaborada'pelo autor.
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Portanto temos oito Tesselagcdes semirregulares que foram determinadas ao longo
das secOes anteriores. Essas Tessela¢Oes se dividem em trés grupos: trés que sédo formadas por
trés poligonos regulares em torno de seus vértices e séo do tipo (3,12,12), (4,8,8) e (4,6,12);
duas formadas por quatro poligonos regulares em torno dos seus vértices e sdo do tipo
(3,6,3,6) e (3,4,6,4) e por fim trés formadas por cinco poligonos regulares em torno de seus
vertices, a saber, (3,3,3,6,3),(3,3,4,4,3) e (3,4,3,3,4). As propriedades geométricas dessas
TesselacOes foram usadas pelo artista grafico holandés Maurits Cornelis Escher na construgéo
de boa parte de sua obra artistica. E pretendemos mostrar um pouco dessa relacdo da arte de

Escher com a Geometria no proximo capitulo.
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5 A MATEMATICA NA ARTE

5.1 ALGUMAS APLICACOES NAS OBRAS DE ESCHER

A obra de Maurits Cornelis Escher nédo se limitou ao revestimento do plano, as
TesselacGes. No entanto aqui tratamos da geometria no plano e nos limitaremos a apresentar
algumas aplicacbes na obra de Escher do que aqui se estudou , tendo o plano como base. E
vasta a sua producdo nesse aspecto, mas iremos apresentar producdes que fizeram uso das
rotacOes, translacdes e reflexdes na sua consecucdo. Claro que na producgéo de algumas dessas
Tesselacdes, Escher usou apenas uma isometria, porém em outras usou mais de uma. Nao é
dificil entender que se pode usar uma isometria na confeccdo de uma Tesselacdo e na
confeccdo dessa mesma Tesselagcdo se usar outra ou a composicdo de isometrias diferentes da
primeira.

A forma de apresentar a etapa derradeira dessa dissertacdo € a seguinte:
incialmente apresentaremos a obra de Escher e em seguida identificaremos o uso da isometria

que foi utilizada. Veja na Figura 48 uma Tesselacdo construida por rotacao.

Figura 48 — Tesselagdo por rotacdo

4

Fonte: http://www.artisoo.com/pt/peixe-voador-p-44636.html

Podemos dizer que nessa Tesselacdo temos peixes com asas. Note que a rotacao
realizada é de um angulo de 60° em torno do ponto de interse¢do das asas dos trés peixes

pretos e dos trés peixes brancos.


http://www.artisoo.com/pt/peixe-voador-p-44636.html
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Agora usaremos a Figura 49 para entender as rotagcOes aplicadas na formacdo da
figura base usada na construcdo da Tesselacdo. Inicialmente temos no quadro 1 um triangulo
equilatero que servira de base. No quadro 2 observe o recorte feito criando a regido A e a
regido B que experimentardo uma rotagdo de 60° em torno do ponto O como mostra o quadro
3. No quadro 3 ainda temos a regido C que se submete a uma rotacdo de —60°. Note que as
extremidades da regido C coincidem com as extremidades internas das regifes A e

B rotacionadas.

Figura 49 — Passo a passo para formar uma figura base de uma Tesselacdo
a partir de um tridngulo equilatero com rotacdes de regides.

@)

7 8

Fonte: Adaptada da dissertacdo de mestrado Leitdo (2015, p.51)

No quadro 4 um recorte cria a regido D que sofrera uma rotacdo de —180° em
torno do ponto P, conforme j& se vé no quadro 5. Note que o ponto P € o ponto médio do
lado do triangulo. E dai vai a parte mais artistica, dando vida a figura no quadro 8 quando
finalmente se formara a figura base da Tesselacdo que serd formada também por rotacao.

Vejamos agora a formacgéo da Tesselagéo indicada na Figura 50. Observe que no

quadro 1 temos apenas a figura base ainda com o triangulo equilatero. Em seguida no quadro
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2 a figura base sofre uma rotacdo de —60° em torno do ponto O e esse movimento vai se
repetindo por mais cinco vezes até completar as seis figuras como mostra o quadro 8. Note
que no quadro 6 temos a formacdo de um hexagono regular que poderia servir de figura base,
rotacionando as seis regifes D de um angulo de —180° em torno dos pontos P que sdo

pontos medios dos lados do hexagono.

Figura 50 — Passo a passo para formacao de uma Tesselagcdo com peixes
gue tem como base um triangulo equilatero

lFonte: Adaptada da dissertacdo de mestrado Leitdo (2015, p.52)

Apresentamos mais uma obra de Escher, tendo a rotagdo como ferramenta para

sua construgdo na Figura 51 da pagina seguinte. E neste caso a figura final € um ser humano.
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Figura 51 — Tesselagdo por rotacdo com figuras
humanas. Escher — Circulagéo de 1938
—

Agora apresentaremos a Tesselacdo por translacdo, onde a figura base de um
passaro € formada a partir de translagdes de regides de um quadrado. Na Figura 52 mostramos
Tesselacdo ja pronta e s6 na pagina seguinte mostraremos a formacéo da figura base.

Figura 52 — Tesselacao por translacéo
N N J

Fonte: https://br.pinterest.com/pin/380272762265892317/
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Agora vejamos a formacéo e sua figura base. Observe na Figura 53 que as regides
A,B,C,D e E, sofrem translacGes claras, culminando com a formacdo da figura basica de um

passaro. Com a observagdo dos sete quadros o processo se torna autoexplicativo.

Figura 53 — Passo a passo para formar uma figura base de uma tesselagéo
a partir do quadrado com translacGes de regides

B
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{ BT, ¢
1 2 3
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/5N o .
et A AN
- E O
R
4 5 6

Fonte: Adaptada da dissertacdo de mestrado Leitdo (2015, p.52)

E agora vejamos a justaposicdo de véarios péssaros recobrindo o plano através
também de translagcbes como mostra a Figura 54. Note que no quadro 1, temos a figura base
de um péassaro. No quadro 2 temos uma primeira translacdo para esquerda do passaro inicial.
O mesmo ocorre no quadro 3 com outra translacdo para esquerda do segundo péssaro. Em
seguida temos seguidas translagdes desse péssaro e entendemos que com a observagdo atenta

dos sete quadros o processo se torna autoexplicativo.



Figura 54 — Formacéao de uma tesselacéo tendo como figura base
um passaro

Fonte: http://passarinhando.com.br/index.php/component/k2/item/717
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Para apresentar o uso da reflexdo nas obras de Escher, vamos apresentar um
desenho que pode ser construido a partir da reflexdo em torno das linhas brancas verticais ou
horizontais. Essa obra de arte de Escher denomina-se "Anjos e Demoénios™" e foi feita em
nanquim no ano de 1941. E interessante ressaltar que se observarmos o ponto A na intersecio
das pontas das asas no centro do quadrado, perceberemos que também se aplica nessa
Tesselacdo a isometria por rotagdo. Alids, € comum na obra de Escher encontramos desenhos

que podem fazer uso de mais de uma isometria para sua constru¢do como esse da Figura 56.

Figura 56 - Tesselacao por reflexdo Escher - Anjos e Demonios,
lapis, tinta-da-china, crayon e guache - 1941.
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Fonte: www.google.com.br/search?g=escher+anjos+e+demaonio
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Quando me convenci de realizar esse trabalho que anuncia uma relacdo da Arte
com a Matematica através da obra de um artista, pensei: vou ter a oportunidade de conhecer
alguém e um pouco de sua vida, vou contemplar parte da obra de um artista e ainda vou
constatar a relacdo que existe entre sua obra e a Matematica. Vejam so - gosto de conhecer
pessoas, estimo a arte e afeicoo a matematica. Entdo esse trabalho serd com certeza muito
prazeroso, como o foi, e ainda sera a etapa conclusiva do meu Mestrado em Matematica.
Portanto, foi motivado por esses sentimentos que me pus a realizé-lo.

Depois de pronto, devo dizer que tudo que conheci do artista M. C. Escher,
acrescentou ao meu ser, pois somos seres inconclusos, estamos permanentemente em
formacdo. Afinal isso é a vida — uma permanente formacdo, uma aprendizagem constante.

Tiramos um ensinamento de que a Matematica ndo é somente uma ciéncia a
servigo da tecnologia. Que Ela ndo se basta apenas com sua funcdo utilitarista do ponto de
vista produtivo, ou seja, de colaborar com a tecnologia para gerar riqueza material. Ela
também e felizmente, se apresenta como algo que nos é til do ponto de vista afetivo e
emocional e que nos da alegria, prazer e encantamento em si.

Para a sua realizacdo tivemos que pesquisar em sites na internet e em varios
livros. Porém me sinto no dever ético e moral de ressaltar o apoio determinante que tive no
livro da Colecdo do Professor de Matematica de autoria do saudoso professor Elon Lages
Lima, Coordenadas no Plano, bem como outro, do mesmo autor intitulado Isometrias, ambos
publicados pela Sociedade Brasileira de Matematica - SBM.

Essa dissertacdo me propiciou, embora que ainda superficial, o conhecimento e
aprendizado de dois instrumentos de producdo de textos importantissimos para quem lida com
a Matematica: o geogebra e o latex que sdo grafados normalmente como GeoGebra e LaTex.
O GeoGebra € um software livre de matematica que permite realizar construcées geomeétricas
com a utilizacdo de pontos, retas, segmentos de reta, poligonos entre outras. Esse eu ja
conhecia, mas nunca havia usado para producdo de textos como fiz nesse trabalho. Das
cinguenta e seis figuras aqui usadas, quarenta e cinco foram construidas com o uso do
GeoGebra. Ja o LaTex, ndo era do meu conhecimento se quer a sua existéncia, mas ao ser
apresentado me encantei com o seu resultado. Também é de livre acesso. O LaTex é utilizado
amplamente na producdo de textos matematicos e cientificos devido a sua alta qualidade
tipografica. Uma das principais vantagens é que ele permite criar documentos de aparéncia

verdadeiramente profissional com a edicdo eloguente de textos e formulas matematicas que
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oferecem ao produto final um visual muito agradavel. Sou grato aos professores que nos
incentivaram para 0 seu uso e desejo que seu conhecimento e uso sejam uma pratica constante
Nno Nosso meio académico.

Voltando para o trabalho em si, torco para quem o ler, ao se deparar com 0s
escritos sobre isometrias, tenha a oportunidade de conhecer um pouco dessa relagdo tdo
importante para a Geometria Plana, bem como a sua func¢éo na construgéo das TesselacOes de
Escher. Manifesto aqui a minha vontade de que as proposicdes e teoremas fortalecam as
compreensdes, sobretudo dos professores de Matematica da educacdo basica em geral e em
particular do ensino médio. Reconheco que a matematica aqui utilizada ndo é de dificil
compreensdo e por isso pode ser acessada por qualquer pessoa que domine os conhecimentos
basicos de Geometria Plana.

Atrevo-me a dizer que sdo belos sim, os teoremas, os corolarios e as proposicoes.
Entendo que as relacBes geométricas no plano ja existem, estdo la. Estdo prontas para serem
garimpadas e achadas pelos matematicos que sabem, por habilidade e perseveranca em que
aguas devem usar suas peneiras e bateias a procura de sua pepita que certamente ja esta no seu
imaginario. E entdo encontram esses resultados tdo encantadores da Geometria. Portanto,
concluo dizendo que o encantamento pela matematica, assim como pela arte sdo gestados no

mesmo ventre, ou seja, possuem a mesma raiz.
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