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Resumo

A presente dissertacdo trata da utilizacao do software wxMAXIMA como
instrumento de apoio para professores e alunos tanto do ensino basico, quanto
superior, pois trabalha com variaveis, equacdes e graficos em 2D ou 3D, além de
resolver calculos de forma genérica e/ou numérica. Foi dada énfase no estudo de
limites, derivadas e integrais, considerando-se que o usuario do software
wxMAXIMA ja possua conhecimentos suficientes acerca Calculo Diferencial e
Integral, este trabalho integra esse conhecimento dando extrema celeridade a
estudos cujos esfor¢os ndo se encontrem direcionados a inimeros calculos, mas
focados em anadlises de resultados de experimentos matematicos, fisicos ou

quimicos.

Palavras-chave: Limites, Derivadas, Integral, wxMAXIMA.
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Introdugao

A dependéncia atual de recursos tecnoldgicos como smartphones, notebooks,
tablets, aparelhos de tv entre outros, todos interconectados e conectados a internet,
catalisando o acesso a informacdo e ampliando a ansiedade pela rapida execucado de
tarefas cotidianas, molda uma geracao de alunos e professores que buscam nessas

tecnologias novas formas de ensino e de aprendizagem adequadas a essa realidade.

Ademais, tais recursos tecnologicos sofrem banalizagdes que terminam por
contribuir, também, com o crescente fracasso de inumeros estudantes de
matematica. De certa forma, quando um individuo é levado a estudar um conteddo
matematico desprovido de uma base razoavel antecedente, ele é induzido a

acreditar em uma frustracao que alimenta o desinteresse pela matematica.

“Hoje a humanidade dispée das melhores ferramentas de todos os tempos -
gragas d tecnologia, midia digital, e midia social - para agir de modo inteligente. Mas
essas ferramentas ndo nos tornardo mais inteligentes por elas mesmas. Na verdade,
de muitas formas, elas podem nos tornar estupidos. ” (James Paul Gee. The Anti-

Educational Era, creating smarter students through digital learning)

A grade curricular do PROFMAT/SBM oferece uma atualizacdo de
conhecimentos matematicos em conformidade com a era de novas tecnologias que
vivemos, o que gera capacidade de relaciona-las de maneira objetiva e contextual,

no ensino médio e superior.

Partindo dessa premissa, e buscando uma abordagem do ensino em conexao
com uma nova geracao de discentes e docentes, é que este trabalho ganha um papel
de dar praticidade na elaboragdo e resolucao de problemas que antes demandavam

exaustivo esforco.

A partir do Macsyma, um sistema de algebra computacional desenvolvido na
década de 70 no Instituto de Tecnologia de Massachusetts (MIT - Projeto MAC),
surgiu o MAXIMA, um software livre, capaz de operar simbdlica e interativamente
expressdes matematicas basicas ou avangadas. O fato de o MAX/MA ter uma Licenca
Publica GNU, o permite ser instalado em qualquer computador e ser explorado ou

distribuido sem qualquer empecilho.



Como o usudrio do software pode digitalizar expressdes matematicas através
de uma sintaxe amigavel, isso o permite avaliar resultados com maior celeridade,
além de alterar parametros e configuracdes dessas expressdes para que possam ser

adaptados a aplica¢des diversas.

Dessa forma, o wx MAXIMA se mostra como uma ferramenta sem precedentes
para o ensino do calculo, tanto quando a necessidade for analisar um resultado,

quanto na eventual analise grafica, ja que o software também permite a plotagem.

Este trabalho ndo abordara a imensa, quica infinita, funcionalidade do
MAXIMA, para o ensino da matematica em todos os niveis, mas apresentara uma
alternativa gratuita, com facil acesso em computadores pessoais e notebooks, a fim

de promover cursos mais interativos de Calculo Diferencial e Integral.

A dissertagdo segue a assim presentada: O capitulo 1, descreve onde obter o
software, como instala-lo e seus comando basicos para definicdo de variaveis,
equacgodes e funcdes. No capitulo 2, é a apresentada de forma sucinta, a defini¢cdo de
limites e a utilizacdo do wxMAXIMA para a andlise desses limites e graficos. O
capitulo 3 aborda o calculo de derivadas, enquanto o capitulo 4 se resume ao calculo
de integrais definidas e indefinidas. O ultimo capitulo desta dissertagdo traz algumas

aplicagdes e seus resultados através do software.

O objetivo desta dissertacao é despertar o interesse de alunos e professores
pelo software wxMAXIMA a fim de integra-lo como instrumento essencial para o

ensino da matematica.



Capitulo 1 - Nogdes preliminares operacionais do wxMAXIMA

O software surgiu do cédigo fonte do Macsyma desenvolvido pelo MIT
(Massachusetts Institute of Technology) entre 1968 e 1982. No ano de 1982 uma o
Macsyma chegou ao departamento de energia americano e as maos do professor
William F. Schelter, da universidade do Texas. Foi Schelter que conseguiu licenca do

departamento de energia para tornar livre o cddigo fonte do software .

0 wxMAXIMA é um software gratuito que possui versdes para Windows

Linux e Mac OS X, no entanto este trabalho foi desenvolvido na plataforma Windows.

Ademais, é um CAS (Computer Algebra System), capaz de realizar operagdes
matematicas simbodlicas, cadlculos numéricos com nimeros decimais ou até mesmo

decimais com muitos digitos, expansdes e fatoracdes de expressdes.

Podendo ser usado na resolugdo de sistemas lineares e nao lineares,

equagoes polinomiais e transcendentais.
§1.1- Download do wxMAXIMA

Para o desenvolvimento deste trabalho, foi utilizada a versao ma 17.05.0 para
Windows (32bit). O link para este download (de qualquer uma das versdes

supracitadas) é:
https://andrejv.github.io /wxmaxima

Tamanho (versao para Windows):104 MB

B a veMaxima - download X | 4w

[
Q
x

< 0 @ i

a
¥
1
F

B

Downloads
The latest version of wxMaxima is 17.05.1. All files released so far are available from Github and Sourceforge.
Download wxMaxima

Windows Mac OS X

wdaxima 17.05.0 + wadaxima 15.04.0 + wbdaxima 17.05.1

Maarna 5400 Maama 5 36 1

=

Other
Linux

Mast distributions provide binaries for Maxima and wxhaxima in their repositonies. Many (Diebian based) Linux distributions by default install apturl which means that the wxMaxima
3 this fink

version shipped with the current distribution can be installed by simply by cli

Ubuntu

Figura 1.1 - Pagina para download do wxMAXIMA


https://andrejv.github.io/wxmaxima/
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§1.2 - Instalagdo do MAXIMA

Ao término do download execute o arquivo maxima-clisp-sbcl-5.40.0-

win32.exe, selecione Préximo >, conforme a Figura 1.2.

Bem-vindo ao Assistente de
Instalacao do maxima-5.40.0

Este assistente guiard vocé através da instalacdo do
maxima-5.40.0,

E recomendade que vocé feche todos os outros aplicativos
antes de iniciar o Instalador. Isto tornara possivel atualizar
o8 arquivos de sistema relevantes sem ter que reinidiar seu
computador.

Cligue em Praximo para continuar.

Installation in the
default path is
recommended.
Special characters
in the path may
cause issues,

Praximo > I | Cancelar

Figura 1.2 - Janela do assistente de instalagdo

Aceite o acordo de licenga e aguarde o fim da instalagao conforme a Figura

1.2.1.

Acordoe da licenga

Por favor, reveja os termos da licenca antes de instalar o
maxima-5.40.0.

Pressione Page Down para ver o resto do acordo,

Maxima is dedicated to the memory of Wiliam F. Schelter, On 6 October ~
1998 Wiliam F. Schelter was formally notified that he could distribute

DOE-MACSYMA upon terms of his choosing, in particular the GMU General

Public License: <http:{fwww.ma.utexas. edujusers fwfsfmaxima-doe-auth.agif =

Schelter proceed to distribute derived works under the GPL.

In the formal notification a reguest was made that a paragraph "should

be induded in the GPL and should accompany other modifications,

enhancements or derivative works of your program.” This paragraph is

transcribed below in hanor of that request. Like the preamble it does

not form part of the license. ]

Se voc aceita os termos do acordo, dique em Eu Concordo para continuar. Vocé deve
aceitar o acordo para instalar o maxima-5.40.0,

Siskema de Instalagdo Mullsoft «2,50-1

| < Voltar ||EuConcordo| | Cancelar

Figura 1.2.1 - Janela do assistente de instalagdo
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Escolha uma pasta na qual deseja-se instalar o maxima-5.40.0, conforme a

Figura 1.2.2.

Escolher o Local da Instalagdo
Escolha & pasta na qual instalar o maxima-5.40.0.

0 Instalador instalara o maxima-5.40.0 na seguinte pasta. Para instalar em uma pasta
diferente, dique em Procurar e selecione outra pasta. Cligue em Praximo para continuar,

Pasta Destino

| : ¥maxima-5.40.0 | Procurar...

Espaco requerido: 532, 4MB
Espaco disponivel; 57.5GE

Sistema de Instalagdo Mullsoft +v2.50-1

| < Voltar || Praximo > I | Cancelar |

Figura 1.2.2 - Janela do assistente de instalagdo

Se desejar, designe uma pasta no menu iniciar na qual serdo instalados os

atalhos do programa, de acordo com a Figura 1.2.3. Depois, é sé aguardar.

Escolher a Pasta do Menu Iniciar

Escolher uma pasta do Menu Inidar para os atalhos do
maxima-5.40.0,

Selecione a pasta do Menu Iniciar na gual vocé gostaria de criar os atalhos do programa. Vocé
pode tambem inserir um Nome para criar Uma Nova pasta.

| naxima-5.40.0

Accessibility A
Accessories

Administrative Tools

Aplicativos do Google Chrome

Canon MG2500 series Manual

Canon Utilities

CopySpider

Ferramentas do Microsoft Office 2016

HP

Java

Maintenance M

[ IM&o criar atalhos
Sistema de Instalagdo Mullsoft «2.50-1

| < Voltar || Instalar I | Cancelar

Figura 1.2.3 - Janela do assistente de instalagdo
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§1.3 - Iniciando o trabalho no ambiente wx MAXIMA

Ao iniciar o wxMAXIMA vocé encontrara a seguinte tela (Fig.1.3a):

@ vxMaxima 17.05.0 [ nio salvo™ | - [m] X
Arquive  Editar View Celula Maxima Equagées Algebra Calcule Simplificar  Gréfico  Numérico  Ajuda
|/ = ] =
e @ XmtE= b ez v ———— «la)
Greek Letters A |Table of Contents X

aByseln @
tkipvEom

PETUO K W
ABT AEZH®

PETYDXWO
@ Vocé sabia...

To start using wxMaxima right away, start typing
'vour command. An input cell should appear. Then
press Shift-Enter to evaluate your command.

¢ Mathematical Symb... |
“iiviehe
3 A= Cb»/
VYR Fexa L

receehta W Mostrar dicas ao iniciar ~ Préxima Dica Fechar
Jrozizaew
EIMNL~——
1

@us

< >

v

Mazxima is ready for input. Fronto pars entreda do usuario

Figura 1.3a - Janela inicial do ambiente wxMAXIMA

Feche o pop-up de dicas, e o display de comandos estara pronto. Quando o
teclado for acionado vocé vera a abertura do que chamaremos de células, que nada

mais sdo do que espagos onde as linhas de comando devem ser agrupadas.

Arquive  Ecltar View Céluls Maxima Equaies Algebra Calculo Simplificsr Grafico Numérico  Ajuda
= |/ 3 Es = ] 3

ECEEEF T EEED T —t

A | Table of Contents
Ea

<

v

Maxima s ready for input. Fronto para entrada do usuario w2

Figura 1.3b - Janela inicial do ambiente wxMAXIMA
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§1.3.1 - Entrada e saida dos dados

Cada entrada sera “etiquetada” com (%ix), dado que esse “i” significa INPUT,
em contrapartida, cada saida sera etiquetada com (%ox), onde esse “0” significa
OUTPUT. Para que uma entrada seja apenas armazenada na memoria, basta a

“w.n

digitarmos e finalizarmos com “;”. Mas se o objetivo for gerar o resultado dessa

operacao, entao devemos finalizar com Shift + Enter.
Exemplo:

Se digitarmos em uma célula ‘243’ seguido de ; e depois teclarmos Enter, a

entrada fica armazenada na memoria.

243

O resultado sé sera exibido se ap6s a entrada 2+3 digitarmos Shift + Enter.

Ou seja, uma saida sera obtida apenas apo6s a digitacao de Shift + Enter.

2+3;
5

§1.3.2 - Simbologia basica das operagdes e constantes

As operagdes basicas serdo indicadas da seguinte forma: soma(+),
subtracdo(-), multiplicagdo(*) e divisdao(/). Ja exponenciacdo serd indicada por " e
raiz quadrada por sqrt . As constantes e (néper), i (raiz quadrada de -1) e pi

(3.14159) sdo dadas, respectivamente, como %e, %i e %pi.

Note que é possivel alterar uma entrada que ja tenha sido compilada e se
finalizarmos uma entrada com Shift+Enter, o wxMAXIMA completara a linha com 4’

e uma saida sera exibida.

9+5;

14
(%i1)72;
196
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§1.3.3 - Manipulagio de variaveis

Se houver a necessidade de atribuir um valor a uma variavel, basta

digitarmos a variavel seguida de ‘.’ e depois o valor desejado.

a:3;
(a) 3

b:2;
(b) 2

a+b;

a*b;
a’b;

a/b;

Nos resultados acima, foram criados dois objetos (a e b), sendo que o objeto
‘@’ recebeu o numero ‘3’ e o objeto ‘b’ recebeu o nimero ‘2". Em seguida foram
realizadas operagdes com estes objetos. Note que os resultados destas operacgdes
tomam como referéncia os valores dos objetos. Apds atribuir-se o valor desejado,
podemos efetuar qualquer operacdo apenas retornado a variavel desejada. Se

digitarmos ‘%’sozinho, o ultimo resultado sera apresentado.

%-10;
17

2

Observe que o resultado —g vem da operacao 2—10 , ondeg é oresultado

apresentado em ‘%06’. 0 wxMAXIMA é o mais exato possivel, no entanto se houver
anecessidade de uma aproximac¢ao ainda maior, um nimero irracional por exemplo,

podemos usar o comando ‘float’.



(%i9) float(%07);

-8.5

§1.3.4 - Salvando arquivos no wxMAXIMA.

Para salvar um projeto, basta clicar na aba Arquivo e selecionar Salvar.

Depois de escolher o local onde seu projeto sera salvo, nomeie-o (Fig. 1.3.4.1 e

1.3.4.2).

@ wxMarxima 17.05.0 [ ndo salvo* ]

Mumérico  Ajuda

Arquive  Editar  View Célula Maxima Equacdes Algebra  Calculo  Simplificar  Grafico
(%6i9) float(%07);
-85

Mazxirna is ready for input.

|Pront0 para entrada do usuario

Figura 1.3.4.1 - Aba do comando Arquivo/Salvar

@ Salvar Como

« v A 5 Este Computador v D Pesquisar Este Computador »r
Organizar v Bt ~ (7]
-~ ~
‘ Downloads v Pastas (6)
Documentos
[&=] Imagens - - Area de Trabalho
3% Bimestre
op -
¥Bimestre Documentos
Output
B videos v v
Mome: | sem titulowsmsx -
Tipo: | Whole document (*.wxrmx) ~
4 Ocultar pastas Cancelar

Figura 1.3.4.2 - Janela de salvamento de projeto

0 arquivo sera salvo com a extensdo “*.wxmx”.
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§1.4 - Construindo graficos no wxMAXIMA.

A construcdo de graficos passa pela elaboracdo da curva, ou seja, passa pela

lei de formacgdo que dara forma ao grafico, a fungao.

Neste trabalho, utilizaremos a notacao f(x), no entanto, no wxMAXIMA, a
definicao da lei de formagao deve ser escrita da seguinte forma: “f(x):=". O nome ‘f’

pode ser substituido por outro, ‘g’ ou ‘h’ por exemplo.

A principio, vamos “plotar” o grafico apenas no R?, o comando que permite

esta acdo é o “plot2d” (Figura 1.4).
Considere a fungdo f(x) = (x+1)(x+2)(x - 4).1

A maneira mais simples de tracar graficos no R2 é o comando ‘plot2d’, que

deve ser usado assim:
plot2d(fungdo, [eixo,inicio,final]);

Para tragarmos o grafico desta funcdo, devemos inicialmente definir numa

janela de visualizacdo, que devera ser indicada na fungdo plot2d.

No exemplo abaixo escolhemos a janela de visualizagdo limitada no eixo das

abscissas pelo intervalo de [-3,5].

f(x):=(x+1)*(x+2)*(x-4);
f(x):=(x+1) (x+2) (x-4)
plot2d(f(x),[x,-3,5]);

O comando ‘“fatsimp” expande a forma fatorada, ou seja, efetua as devidas
multiplicacdes e divisoes.
ratsimp(%o1);

f(x) =x>-x2-10x-8

! Toda vez que for citada alguma func¢3o no sentido matemaético neste trabalho, deve-se considerar o
dominio da fungdo como maior subconjunto de numeros reais para o qual a lei de formagdo da fungao
tenha existéncia nos numeros reais.
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50 T T T T

30 : 4

20 - _

(x-4)* (e 1) (x42)

-3 1 I i I 1 I 1

Figura 1.4 - Grafico da fun¢do a fungdo f(x) = (x+1)(x+2)(x - 4).

Cada grafico gerado pelo wxMAXIMA retorna em um software anexo ao

wxMAXIMA, o gnuplot graph.
Capitulo 2 - Limites no wxMAXIMA

O desenrolar, inteiramente tedrico, do Calculo como conhecemos, tomou
como base a noc¢do de limite, na sua génese. As definicdes de derivada e integral
independem de suas interpretagdes fisicas ou geométricas, elas sdo definidas a

partir da nocdo de limite.

Neste capitulo, o destaque se da através da interpretagdo grafica das fungdes

e da noc¢ao intuitiva de limite.

De forma intuitiva, dizer que o limite de uma funcao f(x), quando x tende a k,
éigual a L, e indicado por
lim£(x)=1L
x>k
significa que, quando x se aproxima de k, o valor de f(x) se aproxima de L. Vale
ressaltar, que independente de técnicas algébricas ou do conhecimento do Calculo,

qualquer pessoa é capaz de utilizar o wxMAXIMA para fazer a aproximac¢ao de uma

funcdo de um determinado ponto.
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§2.1 - Definindo limites com wxMAXIMA:

2

Considere a fungao a seguir, f(X)= X , note que f(x) ndo estad definida

para x = 2. No entanto, observe o que ocorre quando aproximamos x a 2 tanto pela

direita quanto pela esquerda.

f(x):=(x"2-4)/(x-2);

¢ _x2—4
(x):= 5
£(1.5);

3.5

f(1.9);

3.899999999999998
£(1.99);

3.989999999999979
f(1.9999999999999);

4.0

¢ _x2—4
(x):= 5
£(2.5);

4.5

f(2.1);

4.099999999999998
f(2.01);

4.009999999999977
f(2.0000000000001);

4.0

Flx)=(xA2-4)/(x-2);

f(2);
expt: undefined: 0 to a negative exponent.
#0: f(x=2)

-- an error. To debug this try: debugmode(true);

Note que o wxMAXIMA apresenta o limite de f(x) quando x tende a 2 de
modo recursivo. Esse limite é igual a 4. Neste caso, foi necessario recursivamente o
usuario fornecer valores para estas aproximacodes. Isso pode ajudar bastante o
professor nas explica¢des iniciais do conceito de limite, fazendo com que o mesmo
ganhe tempo com relacdo as contas, permitindo um tempo maior para as discussoes

em torno da ideia central.
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Observe que na entrada (%i10), o wxMAXIMA retorna “an error. To debug
this try:debugmode(true);” para a tentativa de obter-se f(2). Isto ocorre pois a

funcdo acima nao esta definida em x =2.

2

X
Construindo o grafico da fun¢do f(x)= com o wxMAXIMA, tem-se

(Figura 2.1)

f(x):=(x"2-4)/(x-2);

x*-4

- Xx=2
xy:[[2,4]]15
plot2d([[discrete,xy],f(x)],[x,-3,3], [style, points, lines]);

f(x):

3 T T T T 7
discretel ’/
(32-4)/(x-2) =—
-
4 _/l —
f/
-
r'/.l
.-"/
3t A .
;'/
.-'/f
f/.'/
2 s .
a'/
.a/
,/
~
r'/.’
1F A .
..-/J.
z/
a'/
.-",f
0 Feee e -
-
r'/
P
o
1 " | | | | |
-3 2 1 ] 1 2 3
®
x’ -4

Figura 2.1 - Grafico da fungdo f(x) =

X—2
Ou seja, o gnuplot graphinterpreta que a funcao esta definida para todo x real

tal que x # 2. Assim,, f(x) = x + 2 (Figura 2.1).

2x% +5x-3

Vejamos outro exemplo. Considere a fungio: f(x) = 3
X+
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f(x):=(2*x"2+5%x-3)/(x+3);

2 x2+5 x-3
f(x)=———

X+3
xy:[[-3,-71]5
plot2d([[discrete,xy],f(x)],[x,-4,4],[style,points,lines]);

Fica claro, ap6s os exemplos, que devemos adotar a sintaxe
« ~ n . s . . ,
f(x):=expressao” para que f(x) seja gravada na memdria e assim, podera ser
utilizada novamente com a sintaxe “f(ponto)” ou, no caso de uma plotagem, apenas

£(x).

A expressao plot2d(f(x),[x,-4,4]) retorna o grafico de f(x) no plano

cartesiano, adotando um intervalo real de dominio fechado de -4 a 4.

8 T T T T T T
: , discretel @
6k C(2Fe5E3) (3 ]
. . }./‘
: o
i : i T
i -
2r 5 o .
orF .E...../._J.,/':'...'.. .
-2 F S el -
e
-4 o /"/ . .
.;/""
.-’J‘.f
6 T 4
-
..-/r.-
BT -
10 i i i i i i i
-4 -3 -2 -1 ] 1 2 3 4
®
2x* +5x-3

Figura 2.1.2 - Gréfico da fungio f(x) =
x+3

Quando o limite de uma funcao for necessario, nao ha razao para se realizar
as aproximacoes do ponto, basta utilizarmos o comando limit(f(x), x, k), que nada

mais é do que “o limite de f(x) quando x tende a k.
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f(x):=(2*x"2+5*x-3)/(x+3);

2 x%+5 x-3
f(x) =——
X+3

limit(f(x),x,-3);
-7

Claro que o objetivo aqui é o resultado final e ndo a algebra para obter-se
este limite. Mas isso também dependera de a qualquer momento o professor estar

trabalhando o contetdo.

Vale lembrar que, se a fun¢do estiver definida em k e for continua em k, o

limite de f(x) quando x tende a k é igual ao f(k).

Caso a funcdo nado seja continua em K, esse limite serda dado pelo valor

equivalente ao que f assumiria se fosse continua em k.

No entanto, verificar a continuidade de uma fun¢ao no wxMAXIMA consiste

apenas em determinar o valor numérico dessa fun¢do para o ponto em questao.

Ao construirmos o grafico no wxMAXIMA, o software busca representar a
funcao fazendo as devidas consideragdes quanto ao dominio dessa fung¢do, sendo
assim, mesmo que essa funcao ndo esteja definida em determinado ponto o
wxMAXIMA faz a melhor representacdo com base em aproximagdes, ou seja,

determina o limite no grafico, caso ele exista.

x2 -1

Vejamos mais um exemplo. Construa o grafico da fungao f(x) = , com

x#1(Figura 2.1.3).

f(x):=(x*2-1)/(x-1);

2

¢ X -1
(x):= 1
xy:[[1,2]]5

plot2d([[discrete,xy],f(x)],[x,-3,3],[style,points,lines]);



T
discretel

(2-1)/(x-1) =—

o
P

7
L P

4
3 —
2 —
.'/J.
,/
1r A
-
A
o
,.//r
D —-- .....:’4......
,,/‘.
J/
L
.-'/’
1r o~
_/’"
~
-
,/J.
-2 & | | |
-3 2 1 ]

Figura 2.1.3 - Grafico da fung¢do f(x) = (x2-1)/(x- 1)

§2.2 - Definindo limites laterais com wxMAXIMA:
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Note que a funcdo f(x), definida anteriormente, ndo esta definida em x = 1.

Pelo grafico (Figura 2.1.3) ja é conclusivo, quando x tende a 1 pela esquerda, o limite

da funcdo é 2. Assim como, o limite de f(x) quando x tende a 1 pela direita, é igual 2.

Para indicarmos os limites pela esquerda e direita usaremos ‘minus’ e ‘plus’

respectivamente:

f(x):=(x*2-1)/(x-1);

x2—1

_x—l

limit(f(x),x,1,minus);

f(x):

2
limit(f(x),x,1,plus);

f(1);

expt: undefined: O to a negative exponent.

#0: f(x=1)

-- an error. To debug this try: debugmode(true};
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Para sabermos se a fungao intersecta o eixo x, basta verificarmos se a equagao

f(x) = 0 possui solugdo real.
f(x):=(x*2-1)/(x-1);

x -1

f(x):=

B x-1
solve(f(x)=0);

[x=-1]

O comando ‘solve’ resolve a equacao algébrica para a variavel xe retorna

uma lista de solugdes em x. Logo, a funcao intersecta o eixo x uma Unica vez em x =

-1.

Note, que para x = 1, wxMAXIMA, retorna “false”, ja que a funcao nao esta
definida para esse valor. Se precisarmos simplificar a expressao basta executarmos
‘ratsimp’, que executa as devidas multiplica¢des e divisdes. Ou seja, para x # 1, f(x)

=x+ 1.

f(x):=(x"2-1)/(x-1);

xz—l

_x—l

ratsimp(f(x));

f(x):

x+1

X’ +x+1

Vejamos outro exemplo. Seja f(x)=—— , entdo lirrzlf (x), é
X X

f(x):=(x"2+x+1)/(x"2-4),

X2+X+l
f(x) =
X -4
limit(f(x),x,2,minus);
limit(f(x),x,2,plus);

limit(f(x),x,2);

infinity
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1000

500 - 4

]

(210 (x"-4)
[

-500 | -

-1000

2
Figura 2.2 - Gréfico da fungdo f(x) = %
%2 —

Dai, como os limites laterais sdo distintos, ndo existe o limite dessa fun¢ao
quando x tende a 2. O fato de o wxMAXIMA retornar para o limite de

2
X" +x+1 et i ~ .
f(x)=————quando x tende a 2 o termo’infinity’, significa que nao ha
‘-4

convergéncia neste caso, portanto esse limite ndo existe. No entanto, observe o que

ocorre quando esta convergéncia existe.

Vamos calcular o limite de f(x) = H (Figura 2.2.1)quando x tende a zero.
X

f(x):=abs(1/x);

1
f(x):=|—
X

limit(f(x),x,0);

plot2d(f(x),[x,-5,5]);
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400 T T T T T
350 1
300 1
250 1

200 b

1fabs(x)

150 b

100 : n

50 F . . -

Figura 2.2.1 - Grafico da fung¢do f(x) = H
X

0 wxMAXIMA fornece que o limite de f(x) = ‘1 quando x tende a zero é co.
X

§2.3 - Limite da fungdo composta

3 —_—
Considere o limite da funcdo IF(X):Lzl1 quando x tende a (-1).
X+

Usualmente, trocar-se-ia 3/ X+ 2 por u, assim x = us - 2. Neste caso, quando x tende

a(-1),utenderda 1.

u-1 _ u-1 _ 1
-1 (u-1D.(u*+u+1) v’+u+1

Dessa forma teriamos f(u)=

Sendo assim, o limite de f(u) quando u tende a 1 é igual a 1/3.

No entanto, observe a mesma situagdao com auxilio do wxMAXIMA:

f(x):=((x+2)"(1/3)-1)/(x+1);

(x+2) 31
f(x):=
x+1

limit(f(x),x,-1);
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1

3
xy:[[-1,1/3]]%
plot2d([[discrete,xy],f(x)],[x,-3,3],[style,points,lines]);

T T
) discretel @
(20310 (1) ——

x+2-1

Figura 2.3 - Grafico da fungdo f(x) =
x+1

A vista disto, o usuario resolveria o limite sem a necessidade de realizar a

mudanga de varavel na funcgao.

§2.4 - Limite Fundamental?

im sen(x)

x—0 X

f(x):=(sin(x))/x;

(x) :=sin(x)

X
limit(f(x),x,0);

1

2 A fungdo ‘sin(x)’ calcula o seno do dngulo x em radianos.
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plot2d(f(x),[x,-%pi,%pi]);

0 b N
L /A T N N —

sinx)/x

Figura 2.4 - Grafico da fungdo f(x) = sen(x)
O software, através do grafico, mostra claramente o valor de um dos

problemas classicos do calculo, facilitando ainda mais o entendimento da fungao

acima.

0 wxMAXIMA tem capacidade para calcular o limite de inimeras fungoes

racionais e transcendentais.
Vamos calcular o limite de f(x)=sen>(2x) /4x>.
f(x):=(sin(2*x))A5/(4*xA5),

() :zsin(2 )()5

4 X5
limit(f(x),x,0);
8
plOtZd (f(x)l[xl_%pll%pl])l



sin(E*H)S,.-"H*xE)

Figura 2.4.1 - Gréfico da fungio f(x)=sen>(2x)/4x5

O grafico mostra perfeitamente que esse limite é igual a 8.
§2.5 - Limite no infinito

1
Observe o comportamento da funcdo f(x)=1-—.

limit(f(x),x,inf,minus);
1

limit(f(x),x,inf,plus);

1

limit(f(x),x,inf);

1
plot2d(f(x),[x,-400,400]);
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-400 -300 -200 -100 ] 100 200 300 400

Figura 2.5 - Grafico da fungdo f(x)=1— 1
X

Observe que o valor da funcao se aproxima cada vez mais de 1, quando o valor
absoluto de x é suficientemente grande. Ou seja, se x tende a 4+ ou -, a funcao se
aproxima de 1.
x*+x*+1

Vejamos outro exemplo. Considere lim

: , heste caso, costumamos
x>0 2x7 +x+1

colocar em evidéncia a poténcia mais alta a fim de aparecer no numerador e no
. N . 1

denominador expressdes do tipo — que tendem a zero quando x tende a +o. No
X

soffware esta manobra ndo sera necessario, pois basta digitar corretamente a fun¢ao

e o utilizar o comando ‘limit’.
f(x):=(xA54+x2441)/(2*¥xA5+x+1);

5 4

X +x +1
f(x)::—5
2x +x+1

limit(f(x),x,inf);
1

2
plot2d(f(x),[x,-1000,1000]);
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+
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v?ﬂ
g
T 05 : wlL
D — —

-0.5 i
-1000 -500 0 500 1000

X +x*+1

Figura 2.5.1 - Gréfico da fungdo f(x)=_—
2x° +x+1

Utilizando a defini¢cdo de que a derivada de uma funcao f, dada por f, é tal que

seu valor para qualquer x do dominio de f, é igual a3:

h—0

f'(X)Zlimf(X—l—b]z_f(b)

Podemos obter a primeira derivada de uma fung¢do fazendo uso apenas de

limites.

Vamos calcular a derivada de f(x)=sen5(2x)/4x>.

f(x):=(sin(2*x))A5/(4*xA5);

, 5
£(x) :=5|n(2 :)
4 x

g(x):=(f(x+h)-f(x))/h;
f(x+h)-f(x)
—
limit(g(x),h,0);

g(x):=

3 Caso tal limite n3o exista, diremos que a func¢do n3o possui derivada naquele ponto.
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5sin(2 x)5—10xcos(2 x) sin(2 x)4

4x6

Observe a funcdo g(x) é que foi utilizada, pois essa definicdo primaria de
derivada, precisa-se do incremento h. E claro que o MAXIMA tem funcées préprias
para derivadas (mais a frente veremos isto). Entretanto, essas fung¢des que foram
descritas anteriormente, poderdo ser utilizadas pelo professor na explicacdo do

limite pelo quociente de Newton.

Considerando a ideia intuitiva de limite e a funcdo f(x)=x.Inx,
determinaremos, com auxilio do wxMAXIMA, f'(5) e em um mesmo plano, os

graficos de g(x)=Inx + 1 e h(5).

f(x):=x*log(x);

f(x):=x log(x) h(5);

g(x):=(f(x+h)-f(x))/h; log (5) +1

£(x+h) -f(x) funcdes:[log(x)+1,float(h(5))];

h (fungoes) [log(x)+1,2.6094379124341]
h(x):=limit(g(x),h,0); plot2d(fungdes,[x,0.1,10]);

g(x):=

1 2 3 4 3 & 7 8 o 10

Figura 2.5.2 - Gréfico da fungdo f'(x) =In(x)+1
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A funcdo ‘log(x)’ corresponde ao logaritmo neperiano de x.
Capitulo 3 - Derivadas no wxMAXIMA

A derivada de uma funcdo y = f(x), denotada por f'(x), é tal que seu valor para

qualquer x € D(f) é dado por:

f'(x)= lblirol

F(x+h)-F(h)
h

Se esse limite existir.

Dizemos que uma func¢do é derivavel (ou diferenciavel) quando existe a

derivada em todos os pontos do seu dominio.

Para explicar as funcionalidades do MAXIMA com relagdo as derivadas,

vamos considerar o seguinte problema aplicado:

Se uma bola for impulsionada de tal maneira que ela adquira uma velocidade
inicial de 29 cm/s, ao descer um plano inclinado, entdo sua posicdo é dada pela
funcdo s=29t + 10¢2, onde s cm é a distdncia do ponto inicial em t segundos, e o
sentido positivo é de descida do plano inclinado. Qual serd a velocidade instantinea

da bola em t segundos?

O texto fala de um classico problema sempre presente nas aulas de fisica. A

velocidade instantanea é dada pela derivada de s em relacdao ao tempo ¢ s’=v.

O comando ‘diff retorna uma derivada ou diferencial de uma funcao

diferencidvel com relacao a algumas ou todas as variaveis dessa funcao.
diff ( fungao, variavel );

/7 (211)  s(t) 1=29%t+10%t~2;
(201)  s(t):=29t+10 t?

V (3i2)  diff(s(t),t):
(202) 20 t+29

:"'1:%151 v(t) :=diff (s(t),t);

) v(t):=ﬁ s(t)

(%0

wn
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Se quiséssemos saber o instante t em que a bola atingiu a velocidade de 87 cm/s,
basta fazermos:

S(t):=29*t+10*A2;

s(1):=29 t+10 t2

diff(s(t),t);

20 t+29

V(t):=%02;

v(t):=%02

solve(v(t)=87);

2
[ 10

float(%04);
[t=2.9]

Vejamos mais um exemplo aplicado a fisica:

Considere que um corpo com M kgf de peso é arrastado sobre um piso
horizontal por uma forca de f kgf de magnitude e numa direcdo que faz com o piso

um angulo de x rad, f serd dada por:

K é uma constante denominada coeficiente de atrito. Se k=0,5, determine a

taxa de variacdo instantdnea de f, em relacdo a x, quando x=ru/4.

kM
~ ksin(x) +cos(x)

Primeiro, vamos obter " de forma genérica.

F(X):=(K*M)/(K*sin(x)+cos (X))
kM

:=k sin(x) +cos(x)
diff(f(x),x);

M k (k cos(x)-sin(x))
2

(k sin(x)+cos(x))

diff ( fungdo, variavel );
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f(x):=(0.5*M)/(0.5*sin(X)+COS(X));

3 0.5 M
" 0.5 sin(x) +cos(x)
diff (F(x),X):

0.5M (0.5cos(x)-sin(x))
2

(0.5 sin(x)+cos(x))

at(%04,x=%pil4)
0.2222222222222222 M

A

ratsimp((%05));
rat: replaced 0.2222222222222222 by 2/9 = 0.2222222222222222
N2'm

9

§1.7 - Integrais no wxMAXIMA

De uma maneira geral, F serd chamada antiderivada de uma funcao f num intervalo

Ise F'(x) =fparatodoxem .

0 calculo de integral manualmente pode demandar muito esfor¢o e tempo. E
de nosso entendimento, que é necessario para o aluno passar também por estas
etapas. Entretanto, o aluno dominando a parte operacional, ele podera se dedicar a
compreensao dos conceitos e aplicagdes, usando o MAXIMA para esta primeira parte
da qual ele ja tem conhecimento. Por exemplo, observe a resolu¢do do calculo da

integral abaixo:

J- 2cot g(x)—3sen’(x) Iy
sen(x)



Solugdo:

J- 2cot g(x)—3sen*(x) _

sen’(x)
sen(x) .jsen( )cot g(x)dx -3 —a’

sen(x)

] Zoot () Sser(x) =2.f cos sec(x).cot g(x)dx —3.[sen(x)dx
sen(x)

[2etELI=BSen(X) _y ( cossec(x))-3(—cos(x))+C

sen(x)
J-Zcot g(x)—3sen’(x) —3.c08(x)2 1 ..
sen(x) ' “sen(x)
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No entanto, o wxMAXIMA oferece o resultado imediato e rapido a partir do uso da

funcao integrate.

O comando depends (£ 1, x_ 1, .., £n, x.n) declara dependéncias funcionais entre

varidveis para o proposito de calcular derivadas. Na auséncia de dependéncias

declaradas, diff (f x) retorna zero. Se depends (f x) for declarada, diff ({ x) retorna

uma derivada simbdlica (isto é um substantivo diff).

depends(y,x);

[y(x)]
'diff (y,x)=(2*cot(x)-3*(sin(x))"2)/sin(x);

d  2cot(x)-3sin(x)?

xy= sin(x)
integrate((%02), x);
d 2
J_ dx =— — +3 cos(x)+%c1
d x sin(x)

Para obtermos a integral de uma funcdo basta utilizar a fungao:

integrate(fungao, variavel) ;

Agora, vejamos o calculo de uma integral definida utilizando integrate(fungao,

variavel, inicio, fim).



2
Ache o valor da integral definida .[ (x-Ddx.
1

integrate(funcao, variavel, inicio, fim); para integrais com intervalos definidos
depends(y,x);

[y(x)]
'diff(y,x)=x-1;

L
de—X

integrate((%02), x, 1, 2);

d
dx? 2

Observe esse outro exemplo.

2
Ache a solucdo completa da equacido d’s _

i sen(3t)+cos(3t).

'diff(s,1,2)=sin(3*t)+cos(3*)
d2

d—zs=sin(3t)+cos(3t)
t

ode2((%01), s, 1)

sin(3¢t)+cos(3t)
5 +%k2 t+%k1

§=-

A funcdo ode?2 resolve uma equacao diferencial ordinaria (EDO) de primeira ou de
segunda ordem.
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Capitulo 2 - Resolugdo de problemas com auxilio do wxMAXIMA

A finalidade deste capitulo é resolver problemas classicos de derivadas e
integrais encontradas nas principais referéncias bibliograficas da disciplina de
calculo e ciéncias da natureza dos diversos cursos de graduacao. Com isso, mostrar
que o uso do wxMAXIMA é muito util para a resolucao destes problemas, otimizando
a analise das questdes e minimizando desgastes onerosos com processos algébricos
muito longos. Por vezes, a interpretacdo dos resultados sobressaem-se as longas

contas de calculo de derivadas, integrais e EDO’s.

Aplicagdo 01

2 2

. ~ T X
Determine a equagdo da reta tangente a elipse —- +% =1, no ponto (xo,
a

yo), yo # 0.
depends(y,x);

[y(x)]

(XA2)/(aA2)+(yA2/b"2)=1:
2 2

y_+X_= 1

b? a2

diff((%02),x,1);
2y
y dxy L2X_

b2 a2

solve([(%03)], [diff(y,x)]);

0

d b2 x
=2z
a‘y

Assim, o coeficiente angular m da reta tangente no ponto (xo, yo) € m= -b2xo/a2yo.

Logo, y - yo = (-bZxo/a2%yo).(x - X0).

Aplicagdo 02
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2
4y _,a

Seja y = x.e**. Verifique que > +4y =0.
dx X

depends(y,x);
[y(x)]
y=x*(%e)N2*X):
y=x %e?X
diff((%02),x,2).
42
——y =4 X %e?X+4 %e?X
d x?
diff(%02,x,1):

d
Ty =2x %e? X +%e? X

(%03)-4*(%04)+4*(%02):

d? d
d—zy—4[ay]+4 y=-4(2x %e’*+%e?*)+8 x %e? X +4 %e**
X

ratsimp((%05));

i -4 [i J+4 =0
dx2 y dx y y=
Aplicagao 03

Enche-se um reservatorio, cuja

forma é a de um cone circular reto, de |

agua a uma taxa de 01m3/s. O vértice 1 \K’/

estd a 15m do topo e o raio do topo é

de 10m. Com que velocidade o nivel h \ f
da 4gua estd subindo no instante em ™ _4@
que h = 5m? L \ T/




(%il)

(%01)

h/15=r/10;
h_r
15 10

solve ([ (%01)], [x]):

volume do cone %pi*r*2*h/3 ... + 1 hidden lines
volume apés t segundos v = 0,1t ... + 1 hidden lines
(4*%pi*h*3) /27=0.1%¢t;

depends (h,t) ;

diff (%04,t,1);

solve ([ (%07)], [diff(h,t)]):

v(h) :=9/ (40*%pi*h"2);

9
v(h):- >
40 T h~
v(5);
9
1000w

Dessa forma, quando o nivel h da agua estiver em 5m, a velocidade do nivel da

adgua sobe 2 9/1000m m/s.

Aplicagdo 04

Calcule j

 (311)

(%0l)

F (%i2)

- atan
d lcg(x"+2 x+-!) 2
(%02) — ydx = -
dx

x*+2x*-8x+4
x> -8 '

TAifE(y, X) = (X" 4+2*x 2-8*x+4) / (x~3-8) ;
d xi+ox’-gx+4

— y=
dx xa_a

integrate(%ol,x);
2x+

[

2
X

+ — +log(x-2)+3c4

s ﬁ 2

B

39
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Aplicagao 05

Se R(x) for o rendimento total recebido das vendas de x aparelhos de
televisao e R(x) = 600x - x3/20, ache (a) a funcdo rendimento marginal; (b) o

rendimento marginal quando x = 20.

a) A funcdo rendimento (ou receita marginal) é a funcao que representa a variacao

da receita ao vender uma unidade adicional do bem, desta forma é igual a R"(x).

Com o uso do wxMAXIMA, temos:

V (311)  depends (R, x) ;
(%01)  [R(x)]

7 (3i2)  R=600*x-x~3/20;

[ I

(%0l) R=600 x—-—
20

 (%13) diff ((%02),x,1);
[ .

d 3
(%03) — R=600-——
dx 20

b) O rendimento marginal quando x = 20:

P (%11) 'diff (R, x)=600-3*x22/20;
2
X

d 3
(%0l) — R=600-——
dx 20

7 (3i2)  at(%,x=20);

d
Fol) — R=540
dx

Pode ser interpretada como a taxa de variacdo da receita total quanto x=20
unidades sdo demandadas, ou seja, para 20 aparelhos vendidos, a taxa de variagao

do preco, por unidade, é de RESPOSTA DO wxMAXIMA
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Aplicagao 06

Uma unica forca atua sobre um objeto de 3,0 kg que se comporta como
particula, de tal forma que a posicdo do objeto em funcao do tempo é dada por x =
3,0t - 4,0t2 + 1,0t3, com x em metros e t em segundos. Determine o trabalho

realizado pela forca sobre o objeto det =0s at = 4s.

O Trabalho realizado por uma forga (W) é definido por:
xf
W = f F(x)dx
Xi

O principio Fundamental da Dinamica nos diz que:
F(x) =m.a

Por outro lado,

dx
fadxzfa—dtzfa.vdt
dt

Dessa forma:

xf xf
sz F(x)dxzm.f a.vdt
X X

i i

7{%5.1} depends (x,t) ;
(%01) [x(t)]
7 (812)  x=3%E—4*£A24£A3;
(%02) x=t -4 t2+3 ¢t
[ (%i3)  diff(%02,t);
d
(%03) — x=3t2-8¢t+3
dE
7 (314)  diff(%03,t);

2

x=6t-8

d t?
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?{%iE} (%03) * (%04) ;
d a2 ”
(%05) — x x =(st—a)(3:-—ac+3)
dt 4 &2
 (%16) (6%t—8) * (3%£~2-8%t+3) ;

(s06) (6 t—E)(B t?-8 t+3)

7 (%i7)  integrate((%06), t, 0, 4);
(%07) 176
7 (si8)  3*176;

(%08) 528

Logo, W = 528 ] para t variando de Os a 4s.

Aplicagdo 07

Uma por¢do de uma corrente uniforme de 8 pés de comprimento é
ligeiramente enrolada ao redor de uma estaca na borda de uma plataforma
horizontal elevada, e o restante da corrente fica em repouso ao longo da borda da
plataforma. Suponha que o comprimento da corrente ndo enrolada é de 3 pés,
pesando 2lb/pé, e que o sentido positivo é decrescente. Iniciando em t = 0 segundos,
o peso da porcdo que pende faz com que a corrente na plataforma passe a se

desenrolar suavemente até cair no chao. Se x(t) denota o comprimento da corrente
~ . , dx
pendendo sob a mesa no momento t > 0, entdo sua velocidade é v = e Quando

todas as forgas de resisténcia sdo ignoradas, podemos representar a situagao por um
modelo matematico relacionando v e x, dado por

dv )
xv—+ v° = 32x
dx

a) Reescreva o modelo na forma diferencial. Encontre uma solugdo explicita v(x)

Uma maneira classica de resolucdo desta EDO, passa pelo reconhecimento de
que elando é uma EDO EXATA, com isso determina-se o fator integrante para torna-
la uma EDO EXATA e utiliza-se os procedimentos de resolu¢do para essas classes de

equacgodes. O processo algébrico de resolucdo é bem extenso, e em dados momentos
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o resultado é sobressalente ao desenvolvimento da resolu¢do. Com isso facamos

com o wxMAXIMA.

Primeiro vamos colocar a equacao de uma forma equivalente de tal maneira
que seja coerente com a linguagem que vamos usar, assim:

dv dv  32x — v? 32x — v? 32x — v?
xv—+v4=32x>—=——>dv=—— dx:v(x):f—dx
dx dx baY xXv baY

32x — v?
v(x) = f—dx
xv

_7[%:3.1) x*v*'diff (v, x)+v 2=32%x;
d
(%0l) v(— v) x+ve=32 x
dx
rd : - ~ .
f (%12) odel (%, v, X):
3vzx3—64 xs
(%02) =4£c
&
?I%iBl solve ([ (%02)1, [Vv*21):
. 64X °+63%e
(%03) [v'=—9
Ix-

Devemos também perceber, que para x = 3 pés, v(x) = 0, logo determinamos o valor

da constante.

f"{%iq} icl((%03), x=3, v=0);:
. 64 x°-1728
(F04d) [ V= —

3x2

P (%i5) depends (v, x) ;

(%505) [v(x)[
7 ($i6)  v=B8*sqrt (x/3-9/x°2) ;
_ x 9
(206) v=8,[—-—
3 x2

b) Determine a velocidade com que a corrente deixa a plataforma. Para isso basta

calcular a velocidade no momento em que x = 8 pés, assim:
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?(%il} v(x) :=B*sgrt (x/3-9/x"2);
x 5

(%01) v(x):=8 3

[ (3i2)  v(8);
485

/3

7 ($i3)  float((%02)), numer;
(%03) 12.7148207485071

Aplicagao 08

LEI DO ESFRIAMENTO/AQUECIMENTO DE NEWTON

Um termometro é removido de uma sala onde a temperatura ambiente é de 70°F e
levado para fora, onde a temperatura é de 10°F. Apés meio minuto, o termémetro
indica 50°F. Qual serd a leitura do termometro em t = 1 min? Quanto tempo levara

para o termdmetro atingir 15°F?

A formulacdao matematica da lei empirica de Newton do resfriamento/aquecimento

de um objeto é dada pela equacdo diferencial linear de primeira ordem:

dT—k(T T)
dt m

Onde k é uma constante de proporcionalidade, T(t) é a temperatura do objeto para

t>0 e Tm é a temperatura ambiente, isto é, a temperatura em torno do objeto.

Dessa forma, deve-se resolver o problema de valor inicial

% = k(T — 10), T(0) =70

E determinar o valor de k de tal forma que T(0,5) = 50.
Temos que,
dT
i k(T—10)=>T(t) = J k(T —10)dt

i) agora calcular T(1)
ii.) calcular t, para T(t) = 15



(%il)
($01)
(%i2)
($02)
(%i3)
($03)
(%i6)
(F06)
(%i7)
($07)
(%i8)

"diff (y, x)=k* (y-10) ;
d

E;_F=k(y—lﬂ)

odeZ ({(%o0l), Vv, X};
y=(1ﬂ%e‘“+%c)%e"x
icl{{%c2), ==0, y=170};
y=60 3e**+10

yvix) :=60*%e™ (k*x)+10;
v(x):=60 $e* *+10
v(0.5)=50;

60 3’ *¥4+10=50
solve{[{%o7}]1, [k1}:

rat: replaced 0.5 by 1/2 = 0.5

(5cB) [k=215g(§)]

(%19)

(%09)
($110)

(2010)
(%i11)
(%011)
(%i12)
(3012)
(%i13)
(3013)
($i14)

(%cld)

(%i15)
(3015)

yvi{x) :=60*%e™ (x*2*1og(2/3))+10;

J-:Elc-g(i)
v(x):=60 %e 3/+10

y(1);
110

3

float ({%0l10} )}, numer;
36.0cEbocooocoEoEEE

60*%e* (x*2*1log(2/3) ) +10=15;
2

Zlog(—)x
60 %e 3/ 410=15

solve ([ {%012)Y]1, [x1):

() ()

[x=

2 2
lo — lo —
I 3 9 3

log{l/{(2*sqrt(3)})}/log(2/3};

1
2
log(g)
float ({%0l4d} )}, numer;
3.06e4266937027181

45
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Aplicagao 09

MISTURAS

Um tanque contém 200 litros de fluido no qual foram dissolvidos 30 g de sal. Uma
salmoura contendo 1 g de sal por litro é entdo bombeada para dentro do tanque a
uma taxa de 4 litros por minuto; a solucdo bem misturada é bombeada para fora a

mesma taxa. Ache o nimero A(t) de gramas de sal no tanque no instante t.

A mistura de duas solugdes salinas com concentragdes distintas d4 origem a uma
equacdo diferencial de primeira ordem para a quantidade de sal contida na mistura.
Se A(t) denotar a quantidade de sal no tanque no instante t, a taxa segundo a qual
A(t) varia serd uma taxa liquida:

dA(t)
dt

A taxa de entrada RE do sal no tanque é o produto da concentragdo de sal no fluxo

= (taxa de entrada de sal) — (taxa de saida de sal) = Ry — Rs

de entrada de fluido, ou seja:

RE = 4.1 = 4g/min

Uma vez que a solucdo estd sendo bombeada para fora e para dentro do tanque a
mesma taxa, o volume de salmoura no tanque no instante t é constante e igual a 2001.
Assim, a concentracdo de sal no tanque assim como no fluxo de saida é de A(t) /200,

e a taxa de saida de sal Rs é:

Rs = 4.(A/200) = (A/50) g/min

A Variacao liquida torna-se entdo:

dA(t)_4 A
dt 50

Sendo assim, podemos escrever que:

%:4—%:&0:“4—%)&

Através do wxMAXIMA, fazemos:
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?{%il} '"diff (A, t)=4-A/50;
d
(301) = a=s-—
at 50

?{%i:} depends (A, t) ;
(202)  [a(€)1

¥ (%13)  ode2(%0l, A, t);:
E

(303) a=t%e 50 (200 %e“5°+%c)

?{%141 icl ((%03), t=0, A=30);
t

(304) A=%e 50 (200 %e’*‘”“‘-na)

/(15)  expand((%04));
E

(%05) A=200-170 %e 50

Assim, o niimero A(t) de gramas de sal no tanque no instante t é dado por:

t
A(t)=200-170.e 5

Por vezes a expressdo de uma func¢do é complexa e formulas de integracao
imediata ndo se aplicam diretamente, tornando necessaria a mudanga de variavel
para tentar simplificar o processo de integracdao. Contudo o procedimento algébrico
da mudanga de variavel pode ser muito trabalhoso ou quando feito, necessita-se de

uma confirmacgdo de resultado.

Nesse caso, vejamos problemas de integral definida que requer uma
mudanc¢a de varidvel na sua resolugao, realizada por meio do wxMaxima sem a

necessidade desse tipo de intervengao:

Aplicagdo 10

0
Calcule Ixz 1+x3dx

-1



L7 (%i1) 'diff(y x)=(x"2)*sqrt(1+x*3);

d
(%01) Hy:x%ﬁn

7 (%i2) integrate({%o01), x, -1, 0);

1]
d P
(4] —_— —_—
(%002) J_1dx}fdx =3

Aplicagdo 11

1 2
Calcule X432dx
o (1+x7)

f’{%n) diff(y X)=(2)((1+xA3)*2);

X2

(%01)

dx 7~ 2

{x3+1l

7 (%i2) integrate((%o01), x, 0, 1);

1

d 1
o — _
(%002) Judxydx =5

Aplicagao 12

t sen(x)
Calcule | ———
;[c x*+x*+1

dx.

_7{%i 1) 'diff(y X)=(sin(x)) (x*4+x"2+1);

d nix)
(%01) snex

dx}r_x4+x2+1

7 (%i2) integrate((%o01), x, -%pi, %pi);

m d
o - —
(%02) J dx ydx =0

-Tr

48
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O proximo exercicio foi selecionado em virtude de possuir um extenso
método resolutivo pois trata-se de uma primitiva de fun¢do racional com
denominadores do tipo (x-a).(x-B).(X-Y) e com isso mostrar que com o auxilio de

wxMAXIMA podemos obter resultados mais rapidos e convenientemente poupar

esforgos.
Aplicagao 13
X+5
Calcule | ————dx.
I x* —4x* +4x

7 (%i1) 'diff(y X)=(x+ S)(XA3-4"x"2+47X);

+
%o1) ey
dx " x3-4x%2+4x

_7{%'.2) ode2((%01), y, X);

Slog(x) 7 Slog(x-2)
T4 "2x-a  a ‘%

(%02)
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Consideragoes Finais

Todo o trabalho e esfor¢co despendido para a compreensdo do Calculo
Diferencial e Integral durante a graduacao e a disciplina MA 22 - Fundamentos de
Calculo, que compde a grade curricular do nosso mestrado PROFMAT, permitiu um
olhar com certa conexdao entre os importantes conceitos matematicos que
relacionamos aqui e um software com capacidade de implementar uma linguagem
acessivel incrementando o ensino do Calculo na graduagdo e no proprio PROFMAT.

Este trabalho procura deixar claro cada experiéncia e resultado provenientes
de extremo esforco fazendo contas que, por muitas vezes desfocam o verdadeiro
objetivo que é elucidar um problema tendo em maos um produto final e ndo o seu
desenvolvimento. Isso permitiu que pudéssemos elucidar algumas questdes e
interpretar algebricamente e graficamente de forma mais ampla, elaborada e rapida
os resultados. Portanto, as discussoes empregadas na elaboracdo deste trabalho
contribuiram para nosso crescimento pessoal e esperamos que também possam
contribuir no processo de ensino aprendizagem do Calculo, por ser, efetivamente,
um bom exemplo de praticidade e de motivacdo para o uso de recursos tecnolégicos
como notebooks, tablets, smartphones.

Em momento algum, o software substitui todo o conhecimento adquirido em
sala, muito pelo contrario, a utilizagcdo do programa depende Unica e exclusivamente
da condig¢do de que o usudrio ja esteja familiarizado e apto, em todos os sentidos, na
disciplina de Calculo Diferencial e Integral. O wxMAXIMA aparece como uma
ferramenta de auxilio didatico a fim de engrandecer o processo de ensino e
aprendizagem, diversificando as abordagens no Calculo e nos estudos de fendmenos

Fisicos, Quimicos.
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