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Resumo

Este trabalho apresenta métodos para calcular um valor aproximado do ntimero
7 usando séries de poténcias e Série de Fourier, assim como um valor aproximado para
o numero de Euler (e) e In2, usando Séries de Poténcias. O principal objetivo ¢ usar a
Teoria das Séries de Poténcias e Séries de Fourier do Célculo Diferencial e Integral para
fazer uma estimativa do valor aproximado destes niimeros conhecidos, 7 ; e; In 2.

Palavras-chave: Sucessao; Sequéncias; Limites; Integrais; Séries; 7; e; In 2.



Abstract

This work presents methods to calculate an approximate value of the number 7
using power series and Fourier Series. So as an approximate value for the Euler number
(e) and In2 using Power Series. Its main purpose is to use the Theory of Power Series
and Fourier series of Differential and Integral Calculus to estimate the approximate value
of these known numbers, 7; e; In 2.

Keywords: Succession; Sequences; Limits; Integrals; Series 7; e; In 2.
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INTRODUCAO

O nuimero é um conceito basico e de extrema importancia em matematica cons-
truido com a evolugao humana. No principio, nao existia uma definicado ou um conceito
formal de niimero para representar quantidades. Quem nao se lembra daquelas histérias
contadas nas séries iniciais do ensino basico sobre pastores que juntavam pedrinhas para

comparar o seu rebanho?

Figura 1: “Penso Logo Existo”

A medida que a necessidade de efetuar contagens maiores foi aparecendo o método
de contar teve que ser aperfeicoado. Dessa forma, cada civilizagdao criou um sistema de
numeracao que satisfizesse as necessidades da época. Como exemplo pode-se observar o

sistema de numeragao dos egipcios na figura 2] .



Figura 2: Numeracao Egipicia
Simbolo egipcio  descricio nosso nimero

| bastio 1

calcanhar 10
rolo de corda 100

i flor de lotus 1000
172 dedo apontando 10000
o

peixe 100000

ﬁ homem 1000000

O sistema de numeragao predominante na atualidade, chamado de sistema decimal,
¢ o Indo-Arabico, criado pelos Hindus e aperfeicoado pelos arabes. Este sistema sofreu
varias modificagoes ao longo da histéria, substituindo os ja existentes. Os dez algarismos

indo-arabicos utilizados no sistema decimal sdo: 01234567 89.

Os conjuntos numéricos foram surgindo gradativamente a partir do momento em
que alguns numeros nao satisfaziam certas operagoes ou necessidades. Por exemplo, o
conjunto dos numeros inteiros, que surgiu como uma nocao de quantidades negativas,
prejuizos, dividas. Vale enfatizar que nada aconteceu da noite para o dia, pelo contrario,
foi um processo dificil de ser aceito e foi amadurecido com a ajuda de varias pessoas que

se interessavam pelo assunto. Como exemplo pode-se observar este grau de dificuldade
em (COMO...,1994, p.22):

Nao ¢ nada distinto indicar a soma de duas quantidades da seguinte forma:
1+1=2 (1)

Ora, qualquer estudioso de Matematica avangada sabe que:

1 = Ine
1 = sen’z+cos’z e, ainda,
o0
1
2 = —.
27L
n=1

Assim, a equagao (1), de maneira mais cientifica, seréd:

— 1
Ine + (senz 4 cos® z) = Z T (2)

n=1

Ou, lembrando as relagoes:

1 z
1 =coshyy/1—tanh?’y e e= lim <1+> ,
Z—00 z



a equagao (2) pode, entdo, ser simplificada para:

i cosh yy/1 — tanh? y
2?’7,

n=1

1 z
In lim (1 + z) + (sen’z + cos® x) = (3)

zZ—00

E ébvio que a equacgao (3) é de maior clareza, simplicidade e compreenséo do

que a equagao (1).

Talvez, de todos os conjuntos, o mais estranho é o conjunto dos niimeros irracionais,
pois estes nimeros nao podem ser escritos na forma inteira e nem fracionaria. Como todo
comeco tem uma histéria, atribui aos Pitagéricos o descobrimento de um dos primeiros
numeros irracionais, a raiz quadrada de dois, ao tentar descobrir o valor da diagonal de
um quadrado de lado um. Mais uma vez o caos estava instaurado, pois os deuses nao
admitiriam a existéncia desse ntimero, ja que havia, entre eles, um lema que os deuses
inventaram os nimeros inteiros e o resto era obra do ser humano. Deixando de lado as
controvérsias desta época, sem duvida alguma o surgimento destes nimeros foi um grande
avanco.

Uns dos mais famosos numeros irracionais é o m, nome dado a uma constante
que ha mais de 4000 anos ja era observado como sendo a razao entre a circunferéncia
de qualquer circulo e seu diametro. No ensino bésico seu valor é aproximado para 3, 14.
Segundo Singh (2008, p.67):

7 nunca poderd ser escrito com exatidao porque a carreira de decimais se
prolonga para sempre sem apresentar qualquer padrao. Uma bonita carac-
teristica dessa estrutura desordenada é que ela pode ser calculada usando-se
uma equagao que € extremamente regular:

EUYZE NS U U U S B
= 375 779 1113 15

Outro ntumero irracional de extrema relevancia no estudo da matematica é o
nuamero de Euller e, que ao contrario do 7, é muito pouco comentado na educagao basica.
Segundo Maor (2008, on-line):

As origens de e nao sdo tao claras, elas parecem recuar ao século XVI, quando
se percebeu que a expressao (1 + 1/n)™, que aparecia na férmula dos juros
compostos, tendia a um certo limite — cerca de 2,71828 — a medida que n
aumenta. Assim e tornou-se o primeiro niimero a ser definido por um processo
de limite, e = lim(1 + 1/n)"™ conforme n — co. Durante algum tempo o novo
nimero foi considerado uma curiosidade; entao, a bem-sucedida quadratura
da hipérbole por Saint-Vincent colocou a fungao logaritmica e o nimero e na
vanguarda da matematica. O passo crucial foi dado com a invengao do célculo,
quando se percebeu que o inverso da fungao logaritmica — que depois seria
denotado como e” — era igual & sua propria derivada. Isto, imediatamente,
deu ao nimero e e a funcao e” um papel central na analise.

Desta forma, o principal objetivo deste trabalho é determinar aproximacoes para

0s numeros irracionais:



- 7 por meio de séries de poténcias e séries de Fourier.
- Nimero de Euller e por séries de poténcias.
- Logaritmo natural, In 2, por séries de poténcias.

Ou seja, mostrar que:

T gl i1 111
- S LA ST B - T TR
G SR S

6 22 1 32 1 42 ’

~ 141 ! L L L L L L 1N271828
e = + +5+§+I+a+a+ﬁ+§+@~ ) )

me = 44t Lty _
N = 97" T wm ~ L

além de outras.



1 SUCESSAO OU SEQUENCIAS

Existem véarias defini¢oes para sucessao ou sequéncia, desde as mais elaboradas até
as mais simples. Em um sentido mais amplo sucessao ou sequéncia é qualquer conjunto
em que considera-se os elementos em determinada ordem, por exemplo, a escalacao de um
time de futebol por ordem alfabética ou o conjunto ordenado dos meses do ano. Neste es-
tudo, o foco terd como base os niimeros reais, desta forma, pode-se definir uma sequéncia
numérica como uma funcao de N* em R. Onde N*, dominio da funcao, é o conjunto dos
nimeros naturais a partir do um, ou seja, N* = {1,2,3,4,---} e R, contra-dominio, é o

conjunto dos nimeros reais.

f:N"=R

Serd escrito (ay,ag, -+ ,ay, - ), ou (a,), ou {a,} para indicar a sequéncia, em que
a; € o primeiro termo, as é o segundo termo, ..., a, é o n-ésimo termo ou termo geral da
sequeéncia.

Algumas sequéncias podem ser definidas atribuindo uma férmula para o termo

geral, tal como a,, = -2~ ou por meio da listagem de seus termos:

n+1
123 n
n— |\ 375 70 " PE B 1.1
¢ (234 nt1 ) (1)

Pode-se observar que cada termo dessa sequéncia ((1.1)) é maior que o seu antecessor. Ja




na sequencia
)

1 1
— (1 oD 1.2
b’n (7 747 7n7 >7 ( )

cada termo, a partir do segundo, é menor que o seu antecessor. Desta forma, serd dado a

N | —
Wl

seguir uma definicao para sequéncia crescente e decrescente.

Defini¢ao 1.0.1. Uma sequéncia {a,} € nao-decrescente se a3 < as < ag < -+ < a, <
-, sendo nao-crescente se a; > ag > az > -+ > a, > ---, em ambos os casos a

sequéncia ¢ denominada mondtona.

Exemplo 1.0.1. A sequéncia (0,0,1,1,2,2,2,---) é mondtona nao-decrescente.
Exemplo 1.0.2. A sequéncia (1,1,0,0,—1,—1,---) é mondtona nao-crescente.
Exemplo 1.0.3. A sequéncia z, = (—1)" = (—1,1,—1,1,--+) ndo é mondtona.

Outras sequéncias sao definidas por recorréncia, ou seja, por meio de uma regra
que permite calcular qualquer termo em fungao do(s) seu(s) antecessor(es) imediato(s).
Uma famosa sequéncia definida por recorréncia ¢ a de Fibonacci, na qual cada termo ¢ a

soma dos dois imediatamente anteriores:
Fn+2 :Fn+1+Fn7(nZO>7

com F} = Fy =1. Logo F,, = (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144,233, - - - ).

A titulo de curiosidade, a sequéncia {F,}, surgiu quando Leonardo Pisa (1170
— 1250), percebeu que esta sequéncia estd diretamente relacionada com o problema da
criacao de coelhos produzidos por ano. A questao é: quantos pares de coelhos podem ser
gerados em um ano, iniciando com um sé par, se em cada més cada par gera um novo par
que se torna produtivo a partir do segundo meés?

Assim sendo, utilizando a férmula F, o = F,,11 + F,, (n > 0), com F} = Fy =1,
percebe-se que em um ano haverda 233 casais de coelhos, uma vez que 144 ja estarao
maduros e 89 serao casais novos.

Fibonacci também percebeu que ao dividir um ntmero desta sequéncia pelo seu
antecessor imediato, a partir do 5, obtém-se uma aproximacao para o famoso numero
aureo ¢ = 1,618 - |, usado em obras da arquitetura classica, pinturas e esculturas renas-

centistas.

Definicao 1.0.2. Uma sequéncia {a,} € limitada superiormente se existir um nimero M
tal que a, < M, ¥n > 1. A sequéncia € limitada inferiormente se existir um niumero m
de forma que m < a,, Vn > 1. Se ela for limitada superiormente e inferiormente, entao
{a,} € uma sequéncia limitada. Neste caso, chama-se M de cota superior e m de cota

inferior.



Axioma 1.0.1 (Axioma do Completamento). Todo conjunto nao vazio de nimeros reais
que tenha um limitante superior, possui um limitante superior minimo (supremo). Da
mesma forma, todo conjunto nao vazio de niumeros reais que tenha um limitante inferior,

possui um limitante inferior mdximo (infimo).

Exemplo 1.0.4. A sequéncia onde a,, = % € limitada superiormente, tendo 1 como

supremo e limitada inferiormente, sendo 0 o infimo.

E comum, no cotidiano, aparecer sequéncias que sofrem variacoes iguais ou pro-
porcionais, em intervalos de tempos iguais, por exemplo, pode-se destacar as progressoes
aritméticas (PA) e progressoes geométricas (PG), que serdo definidas a seguir. Alids,
vale ressaltar que foi baseado na idéia de (PA) e (PG) que Thomas Malthus (1766-1834)
lancou uma profecia prevendo o fim tragico para a humanidade. Segundo ele “enquanto a
producao de alimentos cresce em progressao aritmética, a populacao cresce em progressao

geométrica”.

1.1 PROGRESSOES ARITMETICAS(PA)

Uma PA é uma sequéncia na qual a diferenca entre cada termo e o termo anterior
é constante. A esta diferenca é dado o nome de razao da progressao. De uma maneira
mais formal, defini-se da seguinte maneira: sejam a e r dois nimeros reais. Chama-se

Progressao Aritmética a sequéncia f(n) = a,, tal que:

a] = a
(py1 = ap +1,Yn € N*

portanto, a, = (aj,as,...,a,,...) ou seja, a, = (a,a + r,a + 2r,...), em que o nimero

real r chama-se razao da PA.

1.1.1 Termo Geral da PA

Pela definicao de PA, pode-se construir as seguintes equagoes:
1° termo: a;
2° termo: as = a1+ r
3° termo: a3 =as +7r =a; + 2r
4° termo: a4 = as +r =a; + 3r

59 termo: as = a4 + 1 = aq + 4r

n-ésimo termo ou termo geral: a,, = a; + (n — 1)r.



Exemplo 1.1.1. Qual € o décimo quinto termo da PA (2,5,---)?

Solugao: Temos a; = 2, r =5—2 = 3 e n = 15. Pela férmula do termo geral

a;s = 2+ (15— 1)3 = 44, ou seja o décimo quinto termo é 44.

Exemplo 1.1.2. Formam-se n triangulos com palitos, conforme a figura 1.1. Qual o

numero de palitos usados para construir n triangulos?

Figura 1.1: Triangulos

n=1

Solugao: O aumento de um triangulo acarreta o aumento de dois palitos. Por-
tanto, o numero de palitos constitui uma PA de razao 2, com a; = 3 palitos. Como

a, =a; + (n—1)r, temos: a, =3+ (n—1).2=2n+ 1.

1.1.2 Soma dos termos de uma PA

Seja a, = (ai,as,...,a,) uma PA. O objetivo é determinar uma férmula para
calcular a soma dos seus n primeiros termos.
Seja
S, =a1+ay+az+ -+ ap_o+ ap_1+ a,. (1.3)

Invertendo a soma em (|1.3)) temos:
Sp =0, +a,_1+a, o+ -+ a3+ as+ a. (1.4)
Dai, somando com (|1.4]) temos:
25, = (a1 + an) + (a2 + apn—1) + (a3 + apn—2) + - + (a1 + az) + (a, + ay).

Sabe-se que em uma PA a soma de dois termos equidistantes dos extremos é igual a soma
dos extremos, ou seja:

as + ap—1 = a1 + ay,
asz + Gp_o = a1 + ay,

Sendo assim, todos os parénteses tem o mesmo valor que o primeiro, (a; + a,). Como sao
n parenteses, tem-se:

25, = (a1 + an).n



(a1 + an)n
2

Desta forma temos que ([1.5)) é a formula para soma geral dos termos de uma PA.

S, = (1.5)

Segundo alguns historiadores, essa formula foi usada pela primeira vez por Gauss,
quando seu professor, para manter seus alunos ocupados, pediu que somassem todos os
nimeros de um a cem. Presumia-se que eles demorassem muito tempo realizando a
tarefa. Para sua surpresa, em poucos instantes Gauss deu a resposta correta. O mais

surpreendente ¢ que Gauss tinha entre 7 e 8 anos.
Exemplo 1.1.3. Determine a soma dos termos da sequéncia (1,2,3,--- ,100).

Solucao: Nesta sequéncia temos:

a; = 1
r = 1
a, = 100.

Pela férmula do termo geral a,, = a; + (n — 1)r, temos
100 = 1+ (n — 1)1 = n = 100.

Usando a férmula (1.5)) tem-se:

(1 + 100).100

SlOO == = 5050

Exemplo 1.1.4. Resolva a equagdo: logy x + logy 2% + logy 23 + - - - + log, 219 = 15150.

Solucgao: Pelas propriedades de logaritmo verifica-se:

log, © 4 log, 22 + log, > + - - +log, ' = log, z + 2log, = + 3log, x + - - - + 1001og, =
= (I14+243+---+100)log, z.

Pelo exemplo tem-se: 1 +2+4+ 3+ --- 4 100 = 5050,

portanto,

15150
log, 2(5050) = 15150 < log, x = 050 & log,x =3 x=28.

Ou seja, a solucao da equacao é x = 8.
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1.2 PROGRESSOES GEOMETRICAS (PG)

Uma PG é uma sequéncia na qual é constante o quociente da divisao de cada termo
pelo termo anterior. Esse quociente é chamado de razao da PG e representado pela letra

g. Também define-se uma PG como uma sequéncia f(n) = a,, tal que:

a = a
(pi1 = Gp.q,Yn € N*

_ - _ 2
logo, a, = (a1, as,...,a,,...) ou seja, a, = (a1, a1.q,a1.q°, ..., a1.q", . ..).

1111 1 1
E lo1.2.1. A encia | =, =, =, —, == — | € P ] ' 10 € q =
xemplo sequéncia (27 1316 3 64) ¢ uma PG finita cuja razao € q

DN | —

Exemplo 1.2.2. A sequéncia (6, —18,54, —162,---) € uma PG infinita de razao ¢ = —3,
pois (—18) + 6 = 54 + (—18) = (—162) =+ 54 = —3.

Esta sequéncia é famosa, pois os egipcios usavam como parte de seu sistema
numérico, em que cada fragao representava um fragmento do olho de Hérus, divindade da

época.

Figura 1.2: Fragmentos do Olho de Hérus

L+O0+=+D+ s + H
Frd+t+ 2+ ik 8

1.2.1 Termo Geral da PG

Seja (a,) uma PG, com a; o primeiro termo e ¢ a razao. Pela definicao de PG,
pode-se construir as seguintes equacoes:
1° termo: a;
2° termo: as = aj.q
3° termo: ag = as.q = a1.q>
4° termo: a4 = as.q = a1.q°

5° termo: as = a4.q = a,.q"*

n-ésimo termo ou termo geral: a, = a;.¢" .

Exemplo 1.2.3. Em uma progressao geométrica, temos que o 1° termo equivale a 4 e a

razao igual a 3. Determine o 8° termo dessa PG.
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Solugao: Observa-se pelo enunciado que a; = 4, ¢ = 3 e n = 8. Substituindo na

formula do termo geral tem-se:
ag = 4.3°71 = 4.37 = 8748.

A progressao geométrica estd diretamente ligada a matematica financeira, pois no
regime de capitalizagao de juros compostos, os juros sao calculados sobre o montante
imediatamente anterior a data considerada (FRANCO, 2016).

Exemplo 1.2.4. Se o valor de um empréstimo hoje é igual a Py e rende juro composto

de 2% ao més, qual serd o valor deste empréstimo daqui a n meses?

Solugao: Como o valor cresce 2% ao més, em cada meés o valor é de 102% do valor
do meés anterior. Portanto, a cada més que passa, a quantia sofre uma multiplicacao de
102% = 1,02, onde ¢ = 1,02 é a razao da PG. Como o termo geral da PG é a,, = a,.¢" ",

depois de n meses, o que se tem é:
P, = P,.(1,02)" 1,

1.2.2 Soma dos termos de uma PG finita

"=1) com ¢ # 1 e ser4 indicado por

Considere-se a PG finita (a1, a;.q,a1.¢%, ..., a1.q

S, a soma dos termos dessa PG. Assim sendo:
S, =a1+a1.q+a1.¢* +a1.¢> + - +a1.¢"". (1.6)
Multiplicando ambos os membros por ¢, obtem-se:
.Sy =a1.q+a.¢* +ar.¢> + -+ a1.¢"" + ar.q". (1.7)

Subtraindo ((1.7)) de (1.6):

q.S, = amg+ a4+ a.+-+a.¢"t +a.g"
S, = —a —a1.¢ — a1.¢> —a1.¢* + - — ay.¢"
q.S,— S, = a.¢" —ay

Colocando em evidéncia S, € 0 a; tem-se:

Sn(qg—1)=a;.(¢" —1).
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Dividindo ambos os lados por ¢ — 1, chega-se na formula da soma dos temos da PG finita:

ar.(¢" — 1)
5, = W2 (1.8)

A férmula (1.8) permite calcular a soma dos termos de uma PG quando se conhece ay, g

e n.

1111 1 1
E lo 1.2.5. D ' PG (5. 7.5 77 55 = |-
xemplo 5. Determine a soma dos termos da PG <2, 1'3°16° 32’ 64)

1 1
Solucgao: Sabemos que a; = g a=zen= 6. Substituindo em EI} obtem-se:

6 -

1 (1) Sqf ML ] Lfi-e4] 1 63
8_2 2 - 27|64 27| 64 | 27| 64] 63
| - ST 12 T~ 64

1
Z -1 Z_1 -~ _Z
2 2 2

Exemplo 1.2.6. Determine o valor de x na igualdade x + 3x + --- + 7292 = 5465,

sabendo-se que os termos do primeiro membro formam uma PG.

Solucgao:
( a; =T
3
x
a, = 729z
[ Sn = 5465

Calculando n :
an = a1¢" ' = 7292 = 23",

como x # 0 entao
729=3"1=3=3""1 - n="1.

Usando (|1.8)), tem-se

(37— 1)
4 e ——
5465 31
5465::5(21827—1)

0465 = 1093z = x = 5.

1.3 LIMITE DE UMA SEQUENCIA INFINITA

Algumas vezes, os numeros na sequéncia se aproximam de um valor dnico (L)

a medida que n aumenta indefinidamente. Neste caso, pode-se dizer que o limite da



13

sequéncia é L. E o que acontece na sequéncia (1.1]), cujos termos se aproximam de 1
conforme n aumenta. Portanto, de uma maneira informal, o limite de uma sequéncia
{a,} descreve como a, se comporta quando n cresce infinitamente. Com uma defini¢ao

mais precisa diz-se que:

Defini¢ao 1.3.1. Uma sequéncia {a,} tem limite L e se escreve

lim a, = L
n—oo

ou

a, — L quando n — oo
se, para cada € > 0, existir um natural correspondente N tal que se n > N entdo
la, — L| <€ .

Exemplo 1.3.1. Use a definicao para provar que a Sequéncia ( , tem limaite %

551)
2n+1

Solugao: O objetivo é mostrar que para todo € > 0 existe um ntimero N > 0, tal

que, se n > N, entao: |2n’11 — %‘ < €. Mas,
n 1 < -
Mm+1 2 ‘
2n —2n — 1 - -
—_ €
2(2n+1)
! < &
— €
2(2n + 1)
L < =
T S—— €
2(2n + 1)
1
2n+1 > — &
2¢
- 1—2e¢
n .
4e
1-2 1-2
Assim, basta tomar N > ( 1 6), pois desta forma se n > 6, entao
€ €
n 1 -
——|<e
2n+1 2

mostrando, pela definicao, que a sequéncia dada tem limite %

Com relagao a defini¢ao da [1.3.1] a sequéncia {a,} é denominada de sequéncia
convergente e L é dito limite da sequéncia. Dessa forma, se uma sequéncia tem limite,
diz-se que a sequéncia é convergente, e que a sequéncia converge ao limite. Caso contrario,

a sequéncia ¢é divergente.
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Exemplo 1.3.2. Mostre que a sequéncia {(—1)" + 1} € divergente.

Solugao: Observa-se que os primeiros elementos dessa sequéncia sao:
(0,2,0,2,0,2,-+- (=1)"+1,---).

Ou seja, a,, = 0 para n impar e a,, = 2 para n par.

Suponha por absurdo que a sequéncia é convergente. Assim, por definicao, para
todo € > 0 existe um N > 0 tal que se n for natural e se n > N, entdo |a, — L| < €. Em
particular, para € = 27 existe um nimero N > 0 tal que se n for natural e se n > N,
entao

\an—L\<%<:>_7l<an—L<%~

Como a, = 0 para n impar e a,, = 2 para n par, verifica-se que

~1 1 ~1 1
— <-L<- —<2-L<-
5 < <2 e 5 < <2

— 1 3
Mas se —L > TR entao 2 —L > 2 — 33 e, assim sendo, 2 — L nao pode ser menor do

1 _— A .
que 3 Logo, héd uma contradicao e a sequéncia dada é divergente.

1
Exemplo 1.3.3. Mostre que a sequéncia {a,} onde a, = — converge para zero.
n

Solugao: Para isso, basta mostrar que:

De fato, seja e > 0 dado. O objetivo é mostrar que existe um inteiro N tal que para todo

1 1 1
n, se n > N entao |— — 0| < € . Neste caso basta tomar N > —, pois paran > N > —
n € €
1 1 1 .
temos, n > — = — <e = |— — 0| <e. Isso prova que lim — = 0.
€ n n n—oo N

Exemplo 1.3.4. Mostre que, se lim as, = L e lim ag,1 = L, entdo {a,} é convergente
n—oo n—o0

e lim a, =1L
n—oo

Solugao: Seja € > 0. J& que lim as, = L, entao existe N; tal que |ag, — L| <
e para n > N;. Da mesma forma, ggoaue lim as, 1 = L, entao existe Ny tal que
|agn1 — L] < € paran > Ns. e
Tome n > N em que N = max {2Ny,2N5 + 1}. Se n é par, entdo n = 2m com m > Ny,
entao

la, — L| = |agm — L] < e.
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Se n é impar, entao n = 2m + 1, com m > N,, entao
la, — L| = |agm+1 — L] < e

Desta forma lim a,, = L ou seja {a,} é convergente.
n—oo

O teorema a seguir, é um dos mais importantes sobre limites de sequéncia.
Teorema 1.3.1. Toda sequéncia mondtona e limitada € convergente.

Demonstragao: Suponha que {a,} seja uma sequéncia monétona nao decrescente
e limitada, ou seja, a; < as < az < --- < M, para algum M > 0. Entao, M é uma cota
superior para o conjunto A = {aq, as, as, ...}, de modo que este conjunto possui supremo,
digamos sup A = [.

Vamos afirmar que le a, = l. De fato, seja ¢ >0, como [ — ¢ nao ¢é mais cota

n oo

superior de A, existe algum elemento de A que é maior que | — € , seja a,, > [ — e . Mas,
COMO py < Upg,y < Gpgyn < ..., concluimos que a,, > [ — €, para n > ng. Desta forma,

para n > ng, temos [ — e < a, <l <l+¢€ ouseja la, —I| <e€. n

2n
Exemplo 1.3.5. Use o teorema|1.5.1 acima para provar que a Sequéncia {—'} é con-
n!

vergente.

Solucgao: Os elementos desta sequéncia sao

21 22 23 on 2n+1

sabe-se que 1! = 1, 2! = 4, 3! = 6. Assim sendo, os elementos da sequéncia podem ser

4 n n+1
o 42 2 2
3’3 n!’ (n+1)!

Entao a; = as > ag > a4; logo, a sequéncia dada pode ser decrescente. Precisamos

escritos como

verificar se a,, > a,1; isto é, precisamos determinar se

" ontl
- 2 CEm & (1.9)
2"(n+1)! > 2"tpl &
2"nl(n+1) > 2-2"n! &
n+1 > 2. (1.10)

Para n = 1, a desigualdade (1.10) torna-se 2 = 2 e (|1.10)) é verdadeira quando
n > 2. Como a desigualdade ([1.9)) é equivalente a (|1.10)), segue que a sequéncia dada é



16

decrescente e, portanto, monétona. Um limitante superior para a sequéncia dada é 2, e

um limitante inferior é 0. Desta forma, a sequéncia é limitada.
o f2m , - )
A sequéncia {—' é entao, mondtona e limitada e, pelo teorema [1.3.1, ela é

n!

convergente.

1.3.1 Algumas propriedades.

Suponha que (a,,) e (b,) sdo sequéncias convergentes (comeg¢ando de mesmo indice),
tal que
lima, =L e limb,=M

entao:

1. lim (a, + b,) = lim a, + lim b, = L + M.

n—00 n—00 n—00

2. lim (a, — b,) = lim a, — lim b, = L — M.
n—oo n—0o0 n—oo

3. lim (a,.b,) = lim a,. lim b, = L- M.

4. lim (c.a,) = c. lim a, =c- L.
n—oo n—oo

5. lim ¢ =c.

n—oo
lim a
. an  nooo " . £ .
6. JLHSOZ =~ Tmb, M senh_>ngo b, # 0.
n—oo
P
7. limaﬁz[liman} =LP sep>0ea,>0.
n—oo n—oo

8. Se f é continua em L entao lim f(a,) = f(lim a,) = f(L).

n—oo n—o0
As provas seguem direto da defini¢ao e podem ser encontradas em Leithold (1994).

n

Exemplo 1.3.6. Calcule lim —2—

n—yoo N1

Solugao: Dividindo o numerador e o denominador por n e usando as propriedades

6 e 1, temos:

1 o ! 1

. n
lim = lim T =
nsoomn+ 1 noool 4

lim 1+ lim & 1+0

n—0o0 n—oo

Assim podemos dizer que (|1.1]) converge para 1.

NG

Exemplo 1.3.7. Calcule lim n
n— 00 n2 —+ 1
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Solucao: Colocando o n? em evidéncia e usando as propriedades 8, 7, e 1 vistas

Vn \/E /lim% 0
= =TT o =0.

Tt It L lim (1+5;) 140

acima temos:

lim n\/ﬁ = lim

n%oon2—|—]_—n—>oo]_~|»#

nyvn

Logo concluimos que a sequéncia a,, = T
n

converge para 0.



2 SERIES

Slabe—se que a dizima periodica 0,3333..., pode ser escrita na forma de fracao
igual a 3’ mas por outro lado, esta dizima pode ser escrita também como uma soma de

numeros decimais, ou seja:
0,3333...=0,3+0,03+ 0,003 +0,0003 + - - -,

1 . . .
desta forma, nos parece que 3 pode ser escrito como uma soma infinita de nimeros

decimais.

Geometricamente, tome um quadrado de lado um e faca sucessivas divisoes, como

mostra a figura abaixo:

Figura 2.1: Subdivisdes de um quadrado com suas respectivas areas.

1 1
Ao somar as dreas: 3 + 1 + 3 + .-+, teremos a area do quadrado igual a 1, como

pode-se observar na figura abaixo:

Sera discutido um pouco mais sobre isso nesta secao.
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2.1 DEFINICAO

Dada uma sequéncia a,, = (a1, aq,. .., ay,,...), chama-se de série a soma
S=ay+ag+ag+--+a,+-- (2.1)

com um numero infinito de parcelas. Por questoes de simplicidade, usa-se o simbolo sigma

maitsculo para representar (2.1)) da seguinte forma:

2.1.1 Soma Parcial

Na maioria das vezes fica muito dificil calcular a soma de um nimero infinito de
termos, por isso ¢ conveniente calcular a soma dos n primeiros termos e observar a que
resultado chegamos. A este procedimento damos o nome de soma parcial.

Consideremos a sequéncia {s,} das seguintes somas parciais:

S1 = aq

So = ai-+as

S3 = Q1 + (05} -+ as

Sn = a1+a2—|—a3—|—a4—|—"'+anzzal (22)
=1

Assim, a equacao (2.2)) representa a n-ésima soma parcial.
Desta forma, se a sequéncia {s,} converge para um limite S, ou seja, li_}rn Sp =S,
n—od
dizemos que a série converge para S e que S é a soma da série. Caso contrério , a série é

dita divergente.

Exemplo 2.1.1. Seja

1, se n for impar
a, =
—1, se sen for par,

ou seja, a, = (1,—1,1,—1,...). Determine se s,, = a;+as+az+as+... = 1—1+1—1+---,

converge ou diverge.

Solucgao: A principio, temos uma falsa impressao que a soma é zero ou um, pois
estamos somando numeros opostos. Olhando para as somas parciais, percebemos que isso

nao é verdade. De fato temos:
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s1 = 1

S9 = 1—-1=0

s3 = 1—-1+1=1

54 = 1—-141-1=0

e assim sucessivamente. Logo, a sequéncia das somas parciais é: {s,} = (1,0,1,0,...).

Como essa sequencia é divergente, temos entao que a série dada é divergente.

Exemplo 2.1.2. Mostre que a série harmonica

fél—1+1+1+1+
n 2 3 4

n=1
¢ divergente.

Solugao: Vamos usar o método dedicado ao francés Nicole Oresme (1323-1382).
O método consiste em considerar as somas parciais Ss, Sy, Sg, S16, 532, -+ € mostrar que

estas somas se tornam grandes.

S, = 1
1
S2 = 1+ 5
S —-1+1+ 1+1 >1+1+ 1+1 —1+2
v 2 3 4 2 4 4) T2
S —-1+1+ 1+1 + 1+1+1+ >1+1+ 1+1 + L, 1. 1.2
8 2 3 4 56 7' 8 2 44 8 '8 8 8
—1+1+1+1—1+3
- 2 2 2 2
4 5 6
Analogamente, vamos ter Sig = 1 + o S3o =1+ 3 Ses =1+ 3 e, em geral,
n
Son > 1+ 5

Isso mostra que lim sen — 0o quando n — oo e assim {S,,} é divergente. Portanto, a
n—oo

série harmonica diverge.

Exemplo 2.1.3. Encontre a soma da série Z [tg~'(n) —tg ' (n+1)] e determine se

n=1
esta série converge ou diverge.
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Solucgao: Neste caso temos que a sequéncia das somas parciais é:
sn = [tg' (1) —tg~'(2)] + [tg™'(2) —tg ' (3)] + -+

ot [tgT (n—1) —tg M (n)] + [tg M (n) —tg  (n+1)] .

A remocao dos colchetes e o cancelamento dos termos de sinais opostos reduzem a soma
para:
50 = [tg™(1) = tg~"(n + 1))

Desta forma

lim s, = lim tg~'(1) — lim tg~'(n +1).

n—oo n—oo n—oo
Como
. -1 -1 m . -1 m
limtg— (1) =tg (1) = — e lim tg~ (n+1) = -,
temos entao
li T_T T ou seja, a série converge para T
ims,=-——=——,0u , ri nver ra ——-
e 1727 1 ) &P 4

2.1.2 Séries Geométricas

Em algumas séries, cada termo é obtido a partir do anterior pela multiplicacao por
alguma constante fixa chamada razao. Assim, se o termo inicial da série é a; # 0 e cada
termo ¢é obtido multiplicando o termo anterior por ¢, entao a série, dita geométrica, tem
a forma:

0
Yo" =amgtad+ad o +agd T fagt+
n=1

Se ¢ =1, entao s, = a;+a;+a,+---+a; = nap, assim, tem-se que lim s, = +oo.
Como o limite nao existe, a série diverge. "

Para ¢ # 1 temos que a soma parcial é dada pela equacao (|1.8):

5 = ai(¢" — 1)

q—1

Neste caso, para saber se a série geométrica converge ou diverge, temos que separar em

dois casos:

1° caso) 0 < |¢q| < 1, logo, temos:

_ a(¢"—1) aq"

S = .
q—1 g—1 q—1
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Assim,

lim S, = lim <a1'q il ) — lim “1‘q1 ~ Qi =@

n—o00 n—00 q—l_q—l

* Nesta passagem, foi usado o fato de lim ¢™ = 0 pois |¢| < 1 e a propriedade:
n—oo

lim (c.a,) = c. lim a,,.

Logo, podemos concluir que para 0 < |g| < 1 a série converge, e sua soma é:

- a
1
n
5 wmg" = (2.3)
n=1 q
2° caso) |¢| > 1, temos lim S, = lim (‘“'ql — a—11> = lim *4- — lim - =
n—o00 n—00 9= q- n—oo 97 n—oo 97
. n . , . , .
lim “ql'qu = +o00. Portanto, neste caso a série geométrica ¢é divergente.
n—oo

Exemplo 2.1.4. Encontre o nimero racional representado pela dizima periodica 0,3333 - - - .

Solugao: Como foi mencionado no inicio da secao, podemos escrever
0,333---=0,3+0,03+0,003 + - - -

portanto, a dizima dada ¢ a soma de uma série geométrica com a; = 0,3 e ¢ = 0, 1.

Fazendo a substituicao em ([2.3))

a 0,3 0,3 1
0,333 = = =" =_.
’ l1-¢ 1-0,1 09 3

Exemplo 2.1.5. Supondo que a sequéncia do exemplo seja infinita, determine sua

soma.

1111 1 1 1 1
27478716732’ 64 2

Solugao: A sequéncia dada é (— em que ¢ = 3 ea = —.

Portanto temos

=1.

R CR

2.2 TESTES DE CONVERGENCIA

Devido ao fato de ser extremamente dificil encontrar uma forma fechada para

a n-ésima soma parcial de algumas séries, é aconselhavel provar que a série converge,
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aproximando a soma por uma soma parcial com termos suficientes que atinja o grau de

precisao desejado. Para isso, usamos alguns testes de convergéncia.

2.2.1 Teste do n-ésimo termo

[e.e]

Conforme foi visto anteriormente, dada uma série E a,, referimo-nos a a,, como
n=1
o n-ésimo termo. O teorema a seguir d4 uma condicao necessaria para a convergéncia de

uma série em funcao do seu n-ésimo termo.

o0
Teorema 2.2.1. Se a série E a, € convergente, entao lim a, = 0.
n—oo
n=1

Demonstragao:

Dado € > 0, queremos garantir a existéncia de inteiro positivo NV, tal que se n > N entao

la,| < e.
o0
Seja Z a, = | . Pela definicao de convergéncia de uma série, existe N, tal que
n=1

€ N
n>N=|s,—|| <§, onde s, = a; +as+---+a,. Entdo, a, = s, —s,_1 paran >1,e

€ €
segue da desigualdade triangular que, paran > N, |a,| < |s, — |+ [l —s,—1| < 3 + 3=6
ou seja, como queriamos demonstrar.

A reciproca do teorema [2.2.1] ndo é valida, isto é, ha séries divergentes para as
[ee]
- e . - . 1
quais lim a, = 0. Um exemplo classico é fornecido pela série harmonica E a, = —, que
n

n—oo 1
n=

1
¢ divergente, discutido no exemplo [2.1.2 apesar do lim — = 0, como vimos no exemplo

n—oo M,
.o.0l [
oo
Teorema 2.2.2. Se lim a,, nao ezistir ou se lim a, # 0, entdo a série g a, € diver-
n—o0 n—oo
n=1
gente.

Exemplo 2.2.1. Determine se as séries abaizo convergem ou divergem

a) inQ b)inj;l
n=1 n=1

Solugao: a) Como lim n? = oo, temos pelo teorema [2.2.2 que a série ZnQ
n—oo
n=1
diverge.
1
n+1 n(l+-) 1
b) Como lim = lim n_ — lim 1+ = = 1, temos pelo teorema [2.2.2| que a
n—00 n n—00 n n— o0 n

o¢]
" n+1 .
série E diverge.
n
n=1
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Vale observar que a reciproca do teorema [2.2.2] nao é verdadeira, pois a série

— 1 1
5 a, = —, ¢ divergente, apesar do lim — = 0.
ot n n—oo M

2.2.2 Teste da Comparacao

Neste caso, a intencao é comparar uma série dada com uma que ja se sabe ser

convergente ou divergente.

Teorema 2.2.3. Suponha que Zan € Z b, sejam séries com termos positivos.

n=1 n=1
o0 [o¢]
(a) se E b, for convergente e a, < b, para todo n, entdao E a, também serd convergente.
n=1 n=1

(b) se Z b, for divergente e a,, > b, para todo n, entdo Z a, também serd divergente.

n=1 n=1

Demonstracgao:

o
No item (a), por hipétese an converge, e a, < b, para todo n , logo, exite um M tal

n=1

que a; +as+az+ -+ a, < by +by+bg+---+b, < M, portanto Zan forma uma

n=1

o0
sequéncia crescente com um limite L < M. Assim, pelo teorema |1.3.1] temos que Z Qn

n=1

¢é convergente.
o0

No item (b), suponha por contradi¢ao que Zan converge. Logo, pelo que foi visto no
n=1
item (a), vai existir um M tal que by + by +bs+---+b, < ay+as+az+---+a, < M,

desta forma temos que g b, converge, ou seja, chegou-se a uma contradicao. [
n=1
4
3n+1

o0
Exemplo 2.2.2. Determine se a série E ¢ convergente ou divergente.
n=1

Solugao: A série dada é:

G
4710 28 82 3n+1

Comparando o n-ésimo termo dessa série com o n-ésimo termo da série geométrica con-

vergente
4+4+4—|—4+ —|—4—|— —1<1
379 97 T3l 3n 1= 3
temos
0< 4 <4
3 +1 3"

para todo n natural. Desta forma, pelo teste da comparacao, a série dada é convergente.
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oo

1
Exemplo 2.2.3. Determine se a série E —= € convergente ou divergente.
n
n=1

Solugao: A série dada é:

=1 1 1 1
L ET T AT AT

1
Vn
Comparando o n-ésimo termo dessa série com o n-ésimo termo da série harmonica diver-
gente, (ver exemplo 2.1.2) temos
>

:|H
S|

para todo n natural. Assim sendo, pelo teste da comparacao, a série dada é divergente.

2.2.3 Teste da Razao

O teste da razao, que mede a taxa de crescimento ou decrescimento de uma série,
é uma composicao bem util do teste da comparagao, a qual da uma condicao suficiente

para a convergéncia de uma série de termos nao nulos.

o0
Definicao 2.2.1. Uma série E a, € dita absolutamente convergente se a série de valores

n=1
oo

absolutos g la,| for convergente.
n=1

O teorema a seguir é conhecido como teste da razao.

Teorema 2.2.4. Seja {a,} uma sequéncia de termos nao nulos, tal que lim az—“ = 1.
n—o0 "

o0
a) Sel <1, a série Zak ¢ absolutamente convergente.
k=1
oo
b) Sel>1,a série Zak ¢ divergente.
k=1
Demonstracgao:
a) Para | < 1. Seja r um nimero tal que [ < r < 1. Assim e = r —[ > 0, Como

lim “ = [ | existe um inteiro N > 0 tal que se n > N entao ||“=| —[| < € , dessa
n—oo "

forma se n > N entao 0 < [*22| <[+ € =1 ou seja,

an+1 < Tan
any2 < TCLN+1<7’2GN

any3 < mN+2<7"3CZN

ANtm < TaNim—1 <T"ay (2.4)
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Nestas desigualdades pode-se observar que os termos da série, depois do n-ésimo termo,
se aproximam de zero mais rapido do que os termos em um série geométrica com razao

r<1.

oo
A série 5 anr™ = anr+anr*+---+ayr"+--- é convergente por ser geométrica

m=1
o
com razao menor que 1. De (2.3) e do teste da comparagao, temos que a série E AN1m
m=1

o o
converge. Como E anm difere da série E ay somente nos N primeiros termos, temos

m=1 N=1
0

que g apy converge, portanto ela é absolutamente convergente.

N=1
- . a . —
b) Se I > 1, entdao lim —L > 1, logo existe N > 0 tal que se n > N entdo | = > 1e
n—oo a,n n
0<ay <anyi <anso <---,assim lim a, # 0 e portanto pelo teorema [2.2.2] a série é
n—oo
divergente. [

Exemplo 2.2.4. Determine se a série é convergente ou divergente.

& 3n X an
a) Zm b) Zﬁ
n=1 n=1

Solugao: a) Aplicando o teorema temos:

. (p41 . 1
lim = lim (a1 - —
n—00 Ay n—oo Qp,

3n+1 n!
= lim —  —
n—00 (n + 1)! 3n
. 3".3-n!
= lim
n—00 (n—l—l)-n!-?)”
. 3
= lim =
n%aan—%l

Como 0 < 1, a série é convergente.
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b) Aplicando o teorema temos:

n—00 (U, n—00 (n + 1)2 3n

w500 (02 + 20 + 1) - 31
. 3n?
= lim ——
n—oon? + 2n + 1
. 3n?
= lim

n—00 2 1
n? <1+— +—2)
n n

_ oy 3
T oabe T 2 1
I+—+—
n n

= 3.

Como 3 > 1, a série diverge.

2.2.4 Teste da Série Alternada

Os testes de convergéncia mencionados até aqui s6 podem ser aplicados a séries de
termos positivos. Vamos considerar agora séries infinitas que contém termos positivos e
negativos. O tipo mais simples e mais usual de tais séries é a série alternada, em que os
termos se alternam no sinal.

Costuma-se representar uma série alternada como

ay—ayt+as—ag+--+(=1)"la, + - = Z(—l)”_lan
n=1
ou
—ap+ay—aztag+---+(=1)"a, + - = Z(—l)”an,
n=1
com ay > 0 para todo k.
Teorema 2.2.5. A série alternada
[e.e]
Z(—l)"’lan =a;—ag+ag—ag+---+(=1)""ta, +--- a, >0
n=1

¢ convergente se se verificam as duas condicoes sequintes:
a) ap > anyq para todo n € N.
b) lim a, = 0.

n—0o0
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Demonstracgao:

Se n é natural par, ou seja, n = 2m, a soma dos n primeiros termos é

Som = (a1 —ag)+ (ag —ag) + -+ (a2m_1 — a2m) (2.5)

= a; — (ag —a3) — (ag —as) — -+ — (Qam—2 — A2m—1) — Aom. (2.6)

A primeira igualdade mostra que S5, ¢ a soma de m termos nao negativos,

uma vez que cada termo entre parénteses é positivo ou zero. Consequentemente, So,, 1o >
Som, € a sequéncia {Sy,, } é crescente. A segunda igualdade mostra que S, < ai.
Como {Sa,} ¢ crescente e limitada superiormente, pelo teorema [1.3.1] temos que {Sa, }

é convergente, desta forma tem um limite L, ou seja

lm Sy = L (2.7)

n—o0

Se n é um inteiro impar, ou seja, n = 2m+ 1, entao a soma dos n primeiros termos

Som+1 = Som + A2m41-

Como, por hipétese, lim a, =0, entao lim as,,+1 = 0, logo temos
n—oo m—00

li ng+1 = lim (SQm + a2m+1) = lim ng + lim Aom+1 — L+0=1L (28)

m—0o0 m—0oQ m—0oQ m—0oQ

Combinando os resultados das equagoes (2.7) , (2.8)) e do exemplo|1.3.4] temos que
lim S,, = L e assim a série converge. [

n—oo

Exemplo 2.2.5. Prove que a série alternada

o0

1
—_1)rtiz
;( i
¢ convergente.
Solugao: A série dada é
1 1 1 1 1
1— = - - -1 n+1 — -1 n+2__ —
2 * 3 4 + +(=1) n +(=1) n+1
Como
1 1
0< < —
n+1l n

1
para todo n inteiro positivo, e lim — = 0, segue do teorema [2.2.5] que a série alternada
n—oo M

dada é convergente.
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o0 o0

1 1
Vale ressaltar que, embora Z — seja divergente, Z(—l)”“— é convergente. Isso
n n

n=1 n=1
mostra que se uma série converge, nao significa que converge absolutamente.

2.3 SERIES DE POTENCIAS

Até o presente momento foi discutido séries de termos constantes. A seguir tra-
taremos das séries de termos variaveis, denominadas séries de poténcias, que podem ser
consideradas generalizacao de uma funcao polinomial. Por questoes de tradicao ou pura
conveniencia, usaremos a letra x, para expressar uma variavel.

Uma aplicacao importante deste tipo de série, consiste em determinar aproximacoes
de ntmeros irracionais tais como,

e, ln2,
entre outros e até mesmo de fungoes do tipo senz, e*, Inx.

Definicao 2.3.1. Uma série de poténcia centrada em x = a € uma série da forma

o0
ch(x —a)"=cy+c(r—a)te(r—a)i+--Felr—a)+ - (2.9)
n=0

na qual o centro € o ponto a e os coeficientes ¢y, 1, Ca, . . . Cp, SAO constantes.

De uma maneira particular, se a = 0 em (22.9)), dizemos que a série de poténcia é

centrada em = = 0.

Exemplo 2.3.1. Tomando-se todos os coeficientes igquais a 1 e a = 0 na equagdo ,

chegamos na série geométrica

Zx”:1+x+m2+...+$"+...
n=0

1 , .
que converge para 1 com |z| <1 como vimos em (2.3), ou seja:
-

1
l1—2z

=l+a+a’+ o ta =) a” (2.10)
n=0

O teorema abaixo fala dos valores de x para os quais a série ([2.9)) é convergente e

a demonstragao pode ser vista em Stewart (2009).
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o0

Teorema 2.3.1. Para cada série de poténcia ch(x —a)" temos apenas trés possibili-

n=0

dades:

(a) A série converge somente para T = a;

(b) A série converge para todo ;

(¢) Eziste um nimero real positivo R tal que a série converge se |v — al < R e diverge se

|z —al > R.

Corolario 2.3.1. Seja dada uma sequéncia (c,,) de reais nao nulos. Se existe 0 < R <

o0
. Cn - /o N :
+o0o tal que lim = R, entao a série de poténcias E cn(x — a)" tem raio de
n—oo Cn+1
n=0
convergéncia R.
Demonstragao:
Como .
e —a)| L fe—a] el
n—o00 Cn, (x — a)n n—oo | Cp R
Cnt1

o0
" . " |z —af
o teste da razao garante que a série cn(x —a)™ converge absolutamente se <1
n=0

. |z —a . .
e diverge se R > 1, ou seja, converge absolutamente se |x — a| < R e diverge se

|r —a| > R . Portanto, o teorema anterior garante o raio de convergéncia da série é igual

a R. n

Definicao 2.3.2. Se uma funcao f for representada como uma série de poténcias em
algum intervalo, entao dizemos que a série de poténcias representa a funcao f naquele

intervalo, ou que f estd representada por uma série de poténcias naquele intervalo.

Exemplo 2.3.2. Pelo exemplo|2.3.1], a série ZJB” =1+x+a’+---+a"+--- converge
n=0
no intervalo aberto —1 < x < 1. O objetivo aqui € testar a convergéncia nas extremidades

deste intervalo.

Sex =1, ent6021”21+1+1+---+1+---,quediverge.

n=0
oo

Se x = —1, entdo Z(—l)” =1—1+1—1+---, que pelo exemplo|2.1.1| diverge.

n=0
Assim o intervalo de convergéncia é (—1,1).

= (=2)"an
Exemplo 2.3.3. Encontre o raio e o intervalo de convergéncia da série Z %
n

Solugao: Como foi visto na equacgao (2.9), temos neste caso uma série de poténcia,

n=1
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_9)n
com ¢, = (=2) - Pelo corolario 2.3.1], temos:
n
(—=2)"
n J —2)" 1 1 1 1
R = lim |5 :hmﬂl:lim< ) ntl_2 lm4n+ ==
n—00 | Cpy1 n—o0 (_2)n+ n—00 \4/5 (—2)”"‘1 2 n—oo n 2

, que converge pelo teste

o (5)
1 S 2 — (2" o~ (=D
P =t : — 7 = A
ara x 5 emos Z e 2 Tn
da Série Alternada. 1
—2)n (=L
Para z = 7 temos: Z 2 Z = que diverge por ser uma p-série com

n=1

. ) 1 . .
P %1 < 1. Desta forma temos o raio de convergéncia R = 3 e o intervalo de convergéncia

(4

2.3.1 Derivacao e Integracao Termo a Termo

Apresentaremos a seguir dois resultados importantissimos que nos afirmam que
derivar ou integrar uma série de poténcia, equivale a derivar ou integrar a funcgao cor-
respondente a esta série. Estes resultados nos dao uma ponte entre fungoes com suas
expressoes algébricas e as séries de poténcia, pois muitas vezes é mais facil derivar ou

integrar a série do que a funcao.
oo

Teorema 2.3.2 (Derivagao termo a termo). Se a série de poténcias Z Cn(z —a)"™ tem
n=0
raio de convergéncia R > 0, entao a funcao f definida por:

f(x) =co+ci(x—a)+ eyl —a)? chx—a

¢ diferencidvel e, portanto, continua no intervalo (a — R,a + R) e

f'(x) = 1+ 2c2(x — a) + 3es(z — a)? chn z—a)" . (2.11)

o

Teorema 2.3.3 (Integracao termo a termo). Se a série de poténcias Z cn(z —a)" tem
n=0
raio de convergéncia R > 0, entao a funcdo f definida por:

f(x) =co+ci(x—a)+ eyl —a)? chx—a



32

¢ diferencidvel e portanto continua no intervalo (a — R,a+ R) e

)n+1

/f dx—C’+co(x—a)+cl(x_a) = Z

. > (2.12)

n—l—l

Os raios de convergéncia das séries de poténcias nas Equacoes (2.11) e (2.12)) sao

ambos R.

2.3.2 Séries de Taylor e de Maclaurin

Entre as séries de poténcias, temos duas séries de grande importancia chamadas
séries de Taylor e série de Maclaurin. Estas séries sao geradas por fungoes infinitamente
derivaveis, na qual fornecem aproximagoes polinomiais de grande utilidade das fungoes

geradoras.

Definicao 2.3.3. Seja f uma fungao com derivadas de todas as ordens em algum intervalo

contendo a como um ponto interior. Entao a série de Taylor gerada por f em x = a é:

f™(a)

n!

=, (g "(a
> 06 ay = s+ f@e -+ Lo

> (x—a") +---
n=0 ’

Para a =0 temos a série de Maclaurin gerada por f. Ou seja:

=/ » (n)
Zf_ f(0) + f(0)z + f2—<!0)x2+---+fT!(O>x”+--.

n=0

Estas séries receberam estes nomes em homenagem aos matematicos Brook Taylor
(1685 - 1731) e Colin Maclaurin (1698 - 1746).
OBSERVACAO: f® (x) é a derivada de ordem n da funcao.

1
Exemplo 2.3.4. Encontre a série de Taylor gerada por f(x) = — em a =

8

Solugao: Precisamos encontrar f(2), f'(2), f"(2),---, f™(2).

Derivando, f(x) obtemos:

fla) = f2) =2 =
o) =~ )= -5

F1(x) = 23 fQ—('Q) _ 98— 2—13
If(n) _ (—1)"71‘:(: (n+1) f(h)(Q) _ (_1)n_

n! T on+l
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Assim sendo, a série de Taylor é:

M (2)

n!

f(2)+f’(2)(x—2)+¥(x_2)2+...+

(x—2)" 4

1 (x—2) (z—2)?
:5— 52 + 5 _..._|_(_1)

n (J,‘ _ 2)n
2n+1

—(r—2)

5 . Ela

Esta é uma série geométrica com primeiro termo 5 ® razao q =

converge absolutamente para |r — 2| < 2, e sua soma é




3 APROXIMACOES POR SERIES
DE POTENCIAS

3.1 O n-ésimo resto

Nesta secao sera apresentado algumas aproximagoes, por isso é necessario falar
sobre erros destas aproximacgoes. Por conveniéncia, denotaremos o erro para uma apro-
ximacao do tipo f(z) = p(z), por R,(z) ( diferenca entre f(z) e seu n-ésimo polindémio

de Taylor), ou seja,

(x — a)® + Ry (z).

k=

o

O teorema abaixo oferece uma forma para a estimativa de R, (z), sua demonstracao

pode ser vista em Anton (2007b).

Teorema 3.1.1. Se a funcao f é diferencidvel n + 1 vezes em um intervalo I, contendo
0 ponto g e se M for uma cota superior para | fTV(z)| em I, isto é, se |f™V(z)] < M

para todo x em I, entao

g —att (3.1)

para todo x em I.
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3.1.1 Aproximando Pi

Para algumas funcoes, seria bem dificil encontrar as derivadas que sao necessarias

para obter uma série de Taylor. Como exemplo, seria bem complicado encontrar a série

de Maclaurin para ] >~ Uma maneira mais fcil de resolver este problema ¢é substituir

—1? na série
S S 2: (3.2)
= T+ 7? z" :
11—z
assim obtemos:
L =1—?+at =2+ (D) se 2] < 1 (3.3)
1+ 22 ’ '
uma vez que | — x?| < 1 é equivalente a |z| < 1 e assim, as equagoes e (3.3) tém o

mesmo intervalo de convergéncia.

Sabemos pelas férmulas do calculo que

1 -1
/1+x2d:c: tgx+ C,

assim, integrando a série de Maclaurin (3.3]) termo a termo temos:

1
tg_1x+C’:/1+x2dw:/[1—x2—|—x4—x6+x8+---+(—1)"x2”+--~}dx

ou

e e e s

. ZL‘3 I5 CL’7 x9 (_1)nx2n+1 o
3 > 7 9 2n+1 '

A constante da integragao pode ser calculada substituindo z = 0 e usando a condicao

arctg0 = 0, isso nos da C' = 0, e assim temos:

3 5 7 2n+1

x x T =
t — - R R
glr=u 3+5 7+ Z

<1 3.4
el (3.4)

Para x = 1 temos a série alternada:
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1 1
Como, > VneNe lim
- -

2n+1 ~ 2(n+1)+1 n—oo 2n + 1
teorema [2.2.5 a série (3.4 também é convergente para x = 1. Assim sendo, substituindo
x =1 em (3.4) chegamos na férmula de Leibniz:

= 0, pelo teste da série alternada,

1+1 1+1 1 (3.5)
79 11 13 15 '

Tt =1t
4% T 7375
ou seja:

gyt b b L 5 14150265359
= 35 79 11 13 15 |77

Usando a ideia de integrais definidas também podemos mostrar que

|
/ dr = tg~ 'z
o 1+ 22

3.1.2 Aproximando Fungoes Exponenciais

1
—0=

T
=tg'"1—tg7 0=~
g g 1

0

Outro exemplo classico que nos permite estudar o comportamento da aproximacao
por serie de Taylor, é o da fungdo exponencial f(z) = e*. Analisando as derivadas da

funcao f ao redor do ponto a = 0, temos que:

Como

fQO)+ f(0)x + TR By e

= (0 7(0) (0
g . f_() fm(0)

Temos entao

o0 " 2 "
= :Z——1+m+—+~~+—+--~
n! 2! n!
n=0
Substituindo x = 1, acima, temos:
1)=e= N =141 !
f()—e—ZE 1ttt ot
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Para determinarmos um valor para e com cinco casas de precisao vamos usar

(3.1, ou seja, queremos escolher n tal que o valor do n-ésimo resto em = = 1 satisfaga
3 3

|R,(1)] <0,00005. Como e < 3, temos |R,(1)] < ————, logo ———— < 0,00005, ou

(n+1)! (n+1)!

seja, (n + 1)! > 600.000. Ora, como 9! = 362.880 e 10! = 3.628.800, o menor valor de n

que satisfaz este critério é n = 9. Portanto, com cinco casas decimais de precisao temos:

1 1 1 1 1 1 1 1
em 1+l gt ottt to gt 22,7188,

3.1.3 Aproximando Logaritmos

Seja b um numero real maior do que 0 e diferente de 1, e @ um ntimero real positivo.
Assim:

log,a =2 < b* =a,

onde b é a base, a é o logaritmando e x é o logaritmo.

Denominamos logaritmo natural e denotamos por In quando a base for e. Al-
guns autores costumam chamar de logaritmo neperiano fazendo referéncia a John Napier
que teve um papel importantissimo no estudo dos logaritmos. Quando a base for 10,
denotamos por log z.

De uma forma mais avancada pode-se definir uma funcao logaritmica natural de

R, em R da seguinte maneira:

flz)=Inzx = /:r %dt.

A funcao logaritmica natural é diferenciavel, pois aplicando o Teorema Fundamen-

d d 1 1

Pela definigao sabemos que a equagao ([2.10)),

tal do Célculo obtemos:

1
l1—2z

:1+x+$2+...+xn+...22xn, (—1<l’<1),
n=0

representa uma série de Maclaurin. Fazendo uma mudanca de variavel, trocando x por

—x, chegamos na seguinte expressao:

1

1+x:1_x+x2+...+(_x)”—|—u' (—l<z<l).

Integrando ambos os lados temos:
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2 ZEB 1:4

In(1 + ) = T .
n(l+z)=C+zx st3 71 (3.6)

Paraz =0temosInl =0e C =0.

Para x = 1 temos uma primeira aproximagao para In 2, ou seja:

1 1 1
In2=1--+4+-—-—+4---
. 2 3 1"
Para obter uma aproximacao um pouco mais rapida, basta mudar a variavel outra vez.
2 3 4
Tomando novamente In(1+ z) = C + x — > + % — % + .-+, e substituindo = por —zx,
temos:
2 2t
Inl-z)=-2————— — —--- -1 1)- :
n(l —x) T =3 T "1 (—l<z<1) (3.7)
Agora, para x = — temos:
| 1 1 1 1 1
n-=-————-—— — — —
2 8 24 64
1 .
Mas In 3=~ In2. Assim temos:
11 1 1 = 1
n2=-4+-+4+—+—+4---= —— =~ (0,6931471805 - - -
LT TR T T ;nQ” ’

Para calcular uma aproximagao do logaritmo natural de qualquer nimero positivo

vamos subtrair (3.6)) de (3.7)) e assim obtemos:

1—|—I SL’S .’175 1’7 o0 2x2n+1
1 :2 P - _ “ .. —= —1 <1' 3.8
n(l_x) (m—|—3+5+7+ %27”1, (-l<z<l) (38)

James Gregory, obteve esta série pela primeira vez em 1668. Onde se pode calcular

o In de qualquer niimero positivo y tomando

I+
C1l-—z

Y (3.9)
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1
Atribuindo o valor para x = 3 obtemos y = 2. Assim sendo:

o QLB GGG

3 3 5 7 9 11

1 1 1 1 1 N 1 n
3 3 5.3 7-37 9.3 11-34

= 2(—+— + +

111 1 1 1
= 2(z+=+ - + + o

3 81 1215 15309 = 177147 = 1948617
2(0,333333 + 0,012346 + 0,000823 + 0,000065 + 0,000006 + 0, 000001 + - - - ) -

Q

Somando e multiplicando por 2, obtem-se:

In2 A 0,69315.

1
Pode-se considerar a fun¢ao f(z) = In < + x) para chegar no resultado 1} de uma

1—=
forma mais suave, pois:

f@) = In G”)

— X

= In(l+z)—In(l —x)

B /1C—lfx+/1d—xx
dx dx

B /1—<—x>+/1—x

= / [g(—l)"aﬁ” + gx”] dx

= /[(1—x+x2—x3+x4—---)+(1+x+x2+x3+$4+---)}d:v
= /(2+2x2+2x4+---)dx

= / i%ﬁ?”d:c
n=0

> 2x2n+1
* ; 2n +1

Segundo Avila (1994), Euler calculou os logaritmos dos inteiros de 2 a 10, atri-

11
buindo a x os valores —, =, —,
5°'7°9

respectivamente. Assim sendo, uma vez calculados os logaritmos desses niimeros

fazendo com que y (ver equacao l} assumisse os valores

> e
23 4



pela série (3.8)), os logaritmos inteiros de 2 a 10 sdo calculados assim:

20

In2

In3

In4
Inb5
In 6
In8
In9
In 10

3 4

= In|( = In -
n<2>+n3,

= ln(g)+ln2,

= In2>=2In2,
= In § +1n4
— . :
= In2+1n3,

= In2°=3In2,
= In3%>=2In3,
= In2+1Inb.

40

1
Para calcular o logaritmo de 7, Euler substituiu x = 9 na série 1' obtendo,

y = — e dessa forma, o logaritmo de 7 e dado por:

49

1
In7=1Inv49 = 3 (ln50

1
—ln%) 25 (ln5—|—ln10—ln@

0)



4 APROXIMACOES POR SERIES
DE FOURIER

A ideia da Séries de Fourier é escrever uma fun¢ao como um somatério nao de
polinémios, mas como uma combinag¢ao de fungoes trigonométricas.

As séries de Fourier sao similares as séries de Taylor no sentido em que ambas pro-
porcionam uma maneira de descrever fungoes relativamente dificeis em termos de fungoes
mais faceis. A grande diferenca é que a série de Fourier é uniforme e global, isto é, sua
convergeéncia é valida para todo o dominio da funcdo. Além disso, a funcao nao precisa
ter derivada, muito menos ser continua. Ja as séries de Taylor tem convergéncia apenas
local, ou seja, dentro de um intervalo chamado intervalo de convergéncia.

As séries de Fourier surgiram quase de uma forma natural no limiar do século XIX,
quando Joseph Fourier estava analisando o problema da conduc¢ao do calor, num contexto
da revolugao industrial, na qual a questao da dissipacao de calor era algo extremamente

importante.

4.1 Funcoes Ortogonais

Sejam u = (uy,--- ,u,) € v = (v, ,v,) vetores em R™. Definimos o produto
interno como uma funcao que a cada par de vetores, u e v, em R", associa um numero

real, denotado por < u,v >, dado pela férmula:
(u,v) = ugvy + +++ + UpUy.

(Soma dos produtos coordenada a coordenada). Verificam-se facilmente as seguintes pro-

priedades, como apresentado por Abramo e Fernandes (2012).
1. (u,v) = (v,u),¥ u,v € R
2. (u+v,w) = (u,w) + (v,w); u,v,w € R

— -,
3. (u,u) > 0e (u,u) =0 se e somente se, u = 0, em que 0 é o vetor nulo;
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4. (ku,v) = k(u,v);V k eR.

Diremos que os vetores u, v sdo ortogonais ou perpendiculares se (u,v) = 0. Desta
forma, temos que uma base {vy,--- ,v,} de R" é ortogonal se (v;, v;) = 0 para i # j. Bases
ortogonais sao importantes porque existe um procedimento padrao para se encontrar as
coordenadas de um vetor qualquer em relagao a elas. Alids, todo conjunto ortogonal de
vetores nao nulos é linearmente independente.

Seja B = {vy,-- ,v,} uma base ortogonal de R" e w um vetor qualquer de R™.
Vamos calcular as coordenadas de w em relacao a B. Sabemos que existem escalares

ki, ko, .-+, k,, tais que:
w = lﬁUl + /{321]2 + -+ kn’Un. (41)

Queremos calcular a i-ésima coordenada k;. Facamos entao o produto interno dos

dois membros da igualdade acima por v;. Entao:
(w,v;) = (k1vy + kavy + - -+ + kpvn, ;).

Aplicando a propriedade 2

(w,v;) = (k1v1,v;) + (kave, v;) + - -+ + (kv v) + -+ + (kpvn, vi),
e aplicando agora a propriedade 4

(w,vi)v = ki (v, v;) + ko(va, v;) + -+ - + ki{vi, v5) + -+ + kp(vg, ;).
Como (v;,v;) = 0 para i # j, temos entdo que:

(w, v;) = ki(vi, v;)
ou seja
(w, v;)

ki = , (4.2)

(vi, vi)

. - . - .
uma vez que o denominador nao pode ser zero, pois v; # 0 e, assim sendo, temos
<UZ', Ui> 7é 0.
Desta forma, substituindo (4.2)) em (4.1]) temos:
<w,v1> + <w7v2> <w7vn>

w = v Vg + -+
<U177J1> ! <U27U2> ?




43

Vamos considerar agora duas funcgoes continuas f e g definidas no intervalo fechado
[a,b]. Como uma integral definida do produto de f por g obedece as propriedades 1 a 4

de produto interno vistos acima, podemos passar para as seguintes defini¢oes:

Definicao 4.1.1. Funcao Absolutamente Integrdvel.

Uma fungao f: R — R € absolutamente integrdavel em um intervalo [a,b] se

[ 15w <o

Por exemplo: As fungdes f(z) = cos(mz) e g(x) = sen(nx)sdo absolutamente

integréveis sobre intervalos da forma [a, b].

Definicao 4.1.2. Produto Interno de Funcoes.
Sejam f e g funcoes absolutamente integrdveis. O produto interno de f e g em um

intervalo |a,b] é o nimero
b
(9)= [ f@glo)s

Esta definicao satisfaz 1 a 4.

Assim, sabendo que dois vetores sao ortogonais quando seu produto interno é zero,
entao podemos também definir fungoes ortogonais. Vale ressaltar que, ao contrario do
que acontece na andlise vetorial, onde a palavra ortogonal é sinonima de perpendicular,
no presente contexto, esse termo nao se aplica, ou seja, o produto interno de fungoes nao

tem significado geométrico.

Definicao 4.1.3. Funcoes Ortogonasis.

Duas fungoes f e g sao ortogonais em um intervalo [a,b] se

Uy%a/fmmumx:u

3

Exemplo 4.1.1. As funcoes f(z) = 2% e g(x) = 23 sao ortogonais em todo intervalo do

tipo [—p, p].
Solugao: De fato

p

P’ (=p)°
6

=0.
6

D D 6
U@z@%ﬂz/ﬁﬁ@:/ﬁ@:%
—-p

—-p

—-p

Exemplo 4.1.2. fungoes f(x) = cos(x) e g(x) = sen(x) sao ortogonais em todo intervalo

do tipo [—p,p].
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Solucgao: De fato

(f,g) = (cos(x), sen(z)) = /p (cos(x) sen(x))dz.

—-p

Tomando u = sen(z) temos du = cos(z)dz. Substituindo temos

[\

(f, 9) = (cos(x), sen(z)) = / Cwdu="

(sen@)?|"_ (sen(p))?  (sen(=p))? . (sen(p))? — (—sen(p)’ _,
2 2 2 2 ’

* Nesta passagem foi usado o fato da funcdo sen(z) ser impar, ou seja, sen(—p) =
—sen(p).

Exemplo 4.1.3. Cada par de fungées f(x) e g(x) definidas em [—p,p|, em que f(x) €

par e g(x) € impar, sao ortogonais em [—p, p|.

Solugao: O objetivo aqui é mostrar que (f,g) = 0. Antes é necessario demonstrar
que o produto de uma funcao par com uma funcao impar resulta em uma funcao impar.
Por defini¢ao, sabe-se que se f é par entdo f(z) = f(—x) e se uma fungao g é

fmpar entao g(—x) = —g(z). Seja a func¢ao h definida por
h(z) = (f-g)(x) = f(z) - g(2),

em que f é par e g é impar. Assim sendo, temos:

h=z) = (f g)(—x)
= f(=z)-g(-2)
= f(z)-[-g(z)]
= (f(z)-g())
= —(f-9)(=)
= —h(z),

ou seja, a funcao h é impar.
Pela defini¢ao temos que:

(f,9) = /_p f(x)g(x)dx.
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Como
h(z) = (f - 9)(2),
entao
P
() = [ hla)d. (13
—p
Mas
P 0 P —p P
/ h(z)dx = / h(z)dx +/ h(z)dx = —/ h(z)dx +/ h(z)dzx. (4.4)
—p —p 0 0 0
Facamos a seguinte mudanca de variavel © = —u em (4.4]), entao

—-p p
—/ h(a:)da::/ h(—u)du. (4.5)
0 0
Assim, fazendo a substituigao de (4.5)) e (4.4) em (4.3)
4 P
(f.g) = / h(—u)du + / h(z)dz. (4.6)
0 0

Como h(z) é impar e x = —u, temos h(z) = h(—u) = —h(u), portanto:

(f.9) = /Oph(—u)du+/0ph(x)dx<:>
(f,9) = /Op—h(U)dU+/0ph(x)dx<:>

(f.9) = —/Oph(u)du+/0ph(a:)da;<:>

Analisando a equagao (4.7)) e a equacao (4.3) e sabendo que h(x) é uma fungao
impar, podemos concluir que a integral definida de uma fungao impar em intervalos
simétricos vale zero, ou seja, se h(—x) = —h(x) e h é integravel no intervalo [—p, p|

entao:

/P h(z)dx = 0. (4.8)

—-p

Exemplo 4.1.4. A func¢do constante com valor 1 € ortogonal a todas as fungoes sen(nx)

e cos(nx), no intervalo [—p,p|, em que n € um inteiro positivo qualquer.
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Solucgao: De fato,

P p

/ 1- sen(nz)dr = / sen(nz)dr = 0,

—-p -p

pois sen(nz) é uma fungao impar, e como vimos em (4.8}) sua integral definida é zero.
Para

p
P p
/ 1 - cos(nx)dx = / cos(nz)dxr = sen(nz) =0.

—p —p n

—-p

Por questao de simplicidade, consideraremos, a partir de agora, o intervalo [—, 7].

Exemplo 4.1.5. As fungoes f(x) = cos(nz) e g(x) = cos(max) sdo ortogonais no intervalo

[—7, m] para m # n.

Solucgao: O objetivo aqui é mostrar que

/ cos(nz) cos(mx)dx = 0.

Sabe-se, pelas identidades trigonométricas que,

cos(p) + cos(q) = 2cos (1%).008 (u) N

2
cos(p) + cos(q) = cos ptay. cos (L1 (4.9)
2 2 2

Fagamos uma mudanga de varidveis em (4.9)), ou seja,
n:p:]%:>2nx:p+q (4.10)
mx:]%:>2mx:p—q (4.11)

Somando e subtraindo(4.10|) com (4.11]) obtemos:

p=nx+ mx (4.12)
q=nr—mx (4.13)

Fazendo as substitui¢oes (4.10), (|4.11)), (4.12)) e (4.13)) em (4.9)), obtemos:

cos(nz) - cos(ma) = cos(nx + mx) —;— cos(nz — mx) (4.14)

Ao calcular a integral definida no intervalo [—m, 7] em ambos os lados da equagao (4.14)

temos:
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/’r cos(nz) cos(ma)dz = /p [cos(nw + mx) + cos(nx — mx)} s

Y . 2

[cos(nz + mx) + cos(nx — ma)| dx

) + ((Sen(nm — mx)

(sen((n + m)m) — sen(—(n + m)m) +

[ < sen(nx + mx)

)

(sen((n — m)m) — sen(—(n —m)m)

C NN = N= N

Visto que sen(km) =0se k € Z.

Logo, as fungoes f(x) = cos(nz) e g(x) = cos(mz) sdo ortogonais em todo intervalo

[—7, 7], para m # n.

Exemplo 4.1.6. As fungoes f(z) = sen(nz) e g(x) = sen(mx) sao ortogonais em todo

intervalo [—m, 7| para m # n.

Solucgao: O objetivo aqui é mostrar que:

/ " sen(nz) sen(ma)dz = 0.

—Tr

Sabe-se pelas identidades trigonométricas que

cos(p) — cos(q) = —2sen (L) : Sen(
cos(p) —coslg) _ (g) ' Sen( Pty

—2

2
) (4.15)

Fagamos uma mudanga de varidveis em (4.15]), ou seja,

nxz?éan—p—q (4.16)
mx—]%:me—p—i—q (4.17)

Somando e subtraindo(4.16|) com (4.17) obtemos:

{p = nx + mx (4.18)

q=nr —mx (4.19)
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Fazendo as substituicoes (4.16)), (4.17), (4.18]) e (4.19) em (4.15)), obtemos:

cos(nx + mx) — cos(nxr — mx)

— = sen(nz) - sen(mx)- (4.20)

Calculando a integral definida no intervalo [—7, 7] em ambos os lados da equagcao (4.20))

temos:

/7r /p cos(nx + mx) — cos(nx — mx) I

sen(nz) sen(mzx)dr =
- p -2

1 (P
= — [ cos(nz+ mz) — cos(nx — mz)dx

2 —-p
) - (Sen(nw — mz)

-1
) 1
> + 5 (sen(nx — mx)

= 5 [(sen(nx + mx)
(sen((n + m)m) — sen(—(n + m)w) +

)
)

—1
= 5 (sen(nw + mx)

_l’_
= 0.

N~ N =

(sen((n — m)m) — sen(—(n — m)m)

Logo, as fungoes f(z) = sen(nz) e g(xr) = sen(mz) sdo ortogonais em todo intervalo
[—7, 7] para m # n.
Resumidamente, pelo que foi visto do exemplo ao exemplo acima, pode-

se dizer que dado o conjunto:
C = {1, cos(z), cos(2x), cos(3z), - - - , sen(z), sen(2z), sen(3z),--- }, (4.21)
duas funcoes ¢; e p; deste conjunto sao mutuamente ortogonais para ¢ # j, no intervalo

[—m, 7).

4.2 Série de Fourier

Seja f(x) definida no intervalo [—p,p| e fora desse intervalo definida na forma
periddica com periodo 2p, ou seja, f(z) = f(z + 2p). A Série de Fourier correspondente a
f(z) é dada por:

fla) = % + i (an cos (”;x> + by sen <"ZI>> -

n=1
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Por questdes praticas, consideraremos f(z) como uma fun¢ao absolutamente in-
tegrével, definida no intervalo [—m, 7| e fora desse intervalo definida na forma periédica
com perfodo 27, ou seja, f(x) = f(x+2m). Assim sendo, a Série de Fourier correspondente

a f(z) é dada por:

oo

f(x) = % + Z (ay, cos(nx) + b, sen(nx)) (4.22)
f(z) = % + a1 cos(x) + ag cos(2x) + - - - + by sen(x) + by sen(2z) + - - - (4.23)

O objetivo desta secao é mostrar como determinar os coeficientes ag, a, € b, na
série de Fourier. Para determinar o coeficiente ag, vamos integrar ambos os lados da

equacao (4.23). Desta forma temos:

/7r f(x)dx = /7r (% + ay cos(x) + ag cos(2x) + - - + by sen(x) + by sen(2x) - - > dr =

/ %dm%—/ a cos(x)d:c—l—/ as cos(2z)dx+- - '—l—/ by sen(m)dm+/ by sen(2x)dx+- - -

—T —T —T —T —T

/ %dm%—al/ cos(:z:)d:c—i—ag/ cos(2x)dx—i—~~-+bl/ sen(m)dm—i—bg/ sen(2z)dx+- - -

—T —T —T —T —T

Foi apresentado em (|4.21)) que duas fungoes ¢; e ; do conjunto C' sdo mutuamente

ortogonais para ¢ # j, assim sendo, temos:

/_ﬂf(x)dx:/_ﬂ%:aog :ao(g—?)zao(%>:aoﬂ.

Dividindo por m em ambos os lados, temos:

ap = %/_ﬂ f(z)dx (4.24)

Para determinar o coeficiente a,, na série de Fourier, vamos calcular o produto
interno de ambos os lados de (4.23) com g(z) = cos(nz) utilizando a definigao [4.1.2]
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Assim, no lado esquerdo de (4.23]) vamos ter:

’ f(z) cos(nz)dz.

—T

No lado direito teremos
/ % cos(nz)dx + / ay cos(x) cos(nx)dx + / as cos(2x) cos(nx)dx + - - - +

—T —T —T

T ™

+/ a, cos(nx) cos(nx)dxr+- - -—|—/ by sen(x) cos(nx)dx+/ by sen(2x) cos(nzx)dr+- - -

—T —T —T
Sabemos por (4.21)) que g(z) = cos(nx) é ortogonal a todas as fungoes, com excecao a

funcao h(z) = a,cos(nx). Assim sendo, no lado direito temos,

/Tr an(cos®(nx))dz,

—T

ou seja,

/Tr f(z) cos(nz)dx = /Tr an(cos?(nx))dx. (4.25)

—T —Tr

Usando a identidade trigonométrica

1 + cos(2nx)

(cos?(nx)) = 5

temos:

/—7; an(cos(nx))’dz = ay, /:T H#S(Qx)dx = a, (/_: %dx + /_: Cosézx)dx) =
- > . Kg - %) . (seniinw) B sen(zgfmr))} _

anT,

Q
3
| —
I/~
)
|+
3
~_
_l’_
o
| I
I

ou seja,

/7r an(cos®(nz))dz = a,n. (4.26)

—T
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De ([4.25)) e (4.26)) concluimos que

/_: f(z) cos(nz)dz = a,m.

Dividindo ambos os lados por 7 temos:

1 s
a, = —/ f(z)cos(nz)dr, n=1,2,3--- (4.27)
L

De uma maneira bem semelhante, podemos obter o coeficiente b,,, tomando o
produto interno de ambos os lados de (4.23)) por sen(nx). Desta forma, obtemos de modo

similar que

1 s
b, = — f(z)sen(nx)de, n=1,2,3-- (4.28)
™ —Tr

Assim sendo, pelas igualdades (4.22)), (4.24), (4.27) e (4.28)), temos a Série de

Fourier correspondente a f(z) no intervalo [—m, 7], com seus respectivos coeficientes ay,

a, € by:

o

flx) = % + Z (@, cos(nx) + b, sen(nz))

em que

1 ™
= = d
ao 7T/_7r f(l') X,
1 ™
a, = _/ f(z)cos(nz)dx, n=1,2,3--
T™J_x

1 iy
b, = _/ f(z)sen(nx)dz, n=1,2,3---
T™J_x

4.3 Aproximacoes para Pi

O objetivo desta secao é expressar uma funcao dada como uma série Fourier e
assim determinar uma aproximacao para mw. Para isto é necessario enunciar um teorema
que fornece condicoes suficientes para a convergéncia da Série de Fourier de uma funcao f.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrado no Capitulo 3 de Figueiredo (2014).

Teorema 4.3.1 (Teorema de Fourier). A série de Fourier da funcao f, dada em ,



converge para f(x) em todos os pontos em que f € continua e converge para

em todos os pontos onde f ¢ descontinua.

A expressao

fa) + fam)  Am O+ lim f()

2 B 2

¢ o valor médio dos limites a direita e a esquerda no ponto z. Assim sendo, temos:

fEh)+f@7)  ag

5 =3 + nz% (ay, cos(nz) + b, sen(nzx)) . (4.29)
Exemplo I) Seja f: R — R de periodo 2, definida por
1 se 0Zz<m
x) = - 4.30
/(@) { 0 se —<x<0 ( )
cujo o gréafico esté representado pela Figura .
s ]
o—0 1 () o—0
® O @ O @ O
-2 -1 0 T 2 arr 4T

Figura 4.1: Grafico da onda quadrada

Calculando os coeficientes:

a0 = %/_Zf(:v)d:v - %/j ) = - (/_0 f(x)de + /OW f(:zc)d:);) -

™

= (77'—0):

A=

0 L T
1(/ de—i—/ 1dx):l/ 1da::lx
- 0 T 0 T

ou seja, ag = 1.

0

Sabemos que

1 P
an:—/ f(z)cos(nz)dzr, n=1,2,3---
PJ-p
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Desta forma, temos:

- % / Z f(2) cos(nz)dz = % ( / iOcos(nm)dm + /O ' 1cos(nx)dx) -

(/Oﬂ ! COS(W)d:c) _ % Senflm;) "

= —(sen(nm) — sen0) = 0,
Para determinar b,, temos:

3|

™

assim, a,, = 0.

1 P
= —/ f(z)sen(nx)de, n=1,23---
PJ-p

logo:

/ f(x)sen(nx)dx
0 iy
(/ 0sen(nz)dx +/ lsen(nx)dx)
0
(/ I sen(nx dx)
0

— cos nx)

Nim 3= 3= 3 e

(— cos(nm) + cos0)

— (1 — cos(nm)),

3|-3]-

1
ou seja, b, = — (1 —cos(nm)). Para n par, ou seja, n = 2k, temos b,, = 0, e para n impar,
nm

2
n =2k —1, temos b, = ———, k=1,2,3,---
2k —1)w
Substituindo os coeficientes em (4.22)), a série de Fourier sera:
M=t 2 ek (4.31)
r) == ———sen(2k — .
2 2k — 1)m

k=1
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Para x = g temos f (g) =1 e assim:

[e.e]

1 2 T
1 = - R [2 —1—]
2+;<2k_1>ﬂsen(k )2 &
1 2 & 1 T
1—- = =2y - [2—1—]
2 WZ(%—DSQDM 1
k=1
T > 1 T
AR — 2%k —1)=| -
4 Z(zk—nsen[(k )2]
k=1
Ou seja,
T, l1o1 11 11
4 3 5 7 9 11 13 15

que é exatamente a mesma expressao encontrada em ((3.5)), conhecida como a férmula de

Leibniz.

Pelo teorema [£.3.1] temos:
fem) + f=r7) _ fO)+f07)  fEH+fr) _0+1 1

2 N 2 2 2 2

Portanto, o gréfico da fungao definida pela série ([1.31)) é o da Figura [4.2]

¥
o—O 1 —C
@ @ 112 @ @ [
@ @ O @ O
=21 - 0 m 2 3 41 X
Figura 4.2: Onda quadrada mais o teorema de Fourier
Exemplo II) Seja f : R — R periédica de periodo 27, definida por
fx)=2% para —m<z<m, (4.32)

cujo grafico, do prolongamento periddico desta fungao, esta representado pela Figura |4.3|
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F&)

L J

=37 =217 -7 0

Figura 4.3: Expansao periddica para f(z) = 2%,—7 <z < 7.

Calculando os coeficientes ag, a, € b,.

T 1371'

1 [? 1 x
a():;/;pf(l')d.%:;/;ﬂ—.ﬁﬂzdx:;?

1 [ 1 ["
ay, = —/ f(z) cos(nz)dx = —/ 2% cos(nx)du.
) . ),

Seja,
uw=212> = du=2xdx
dv = cos(nx)dr = v= sen(n)
n

assim temos:

1 [ 1
a, = —/ x* cos(nx)dr = = (xZM
T n

™ -

ou seja,
2 [T sen(nz)
ap = —— r————=dx.
T ) . n

Integrando por partes mais uma vez temos:

u=z = du=dx
cos(nx)

sen(nx)
n2

dv= ——"dr = v=—
n
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portanto:
2/ sen
a, = ——
T
2 ™
_ _( cos(n _/ (cos(;wc))dx>
T r n
2 [rcostnr)  (—m)cos(—nm) 1 i
- ;[ = — e —I—Esen(nw)
2
= ﬁ[cos(nﬁ)—i-cos(—mr)]
Ay
n?
ou seja,
A=1)"
U = =g

Foi apresentado no exemplo 4.1.3] que o produto de uma funcao par com uma
funcao impar resulta em uma fungao impar e por que a integral definida em intervalos

simétricos de uma funcao impar é zero. Dessa forma temos:
1 [P 1 [P
=2 [ s@psentnarae =2 [ sentuarar = o
p —-p b —p

pois x? sen(nz) é impar. Logo substituindo os coeficientes ay, a,, € b, em

50 + Zl a, cos(nx) + by, sen(nx))

a série de Fourrier para f(z) = 22 é

27T
= + Z cos(nz) 4+ Osen(nx) | = 3 + Z > cos(nx)
n=1
ou seja,
= 7T— i ) cos(nx)
3 :
o 72 1 1
i 3 +4 {— cos(x) + 1 cos(2zx) — 9 cos(3x) +

Observando o gréfico da figura[4.3] notamos que a fungao nao é diferencidvel para

xr = 7, assim sendo vamos usar o teorema [4.3.1| e a equagao para determinar o valor



da fungao para x = w. Como

+ Z ay cos(nz) + by, sen(nx)) ,

n=1

ao
2 2

57

temos:
[+ f) _ fE) ) e,
2 B 2 2
assim:
2= T cos(m) + L cos(2m) — L cos(3m) + — cos(4r) &
™ = — —cos(m) + — cos(2m) — = cos(3m) + — cos(4m) —
3 4 9 16
2
, T 1 1 1
SN B [ e B
™ 5 { + 52 + 2 + IE + - &
272 B 1_'_1_'_1+1+
12 22 32 42 ’
ou seja,
(PR T S
6 22 32 42
Exemplo III) Seja f : R — R periddica de periodo 27, definida por:
—x se —Tw<z<0
fa) = { (4.33)
r se 0<ax<nm
cujo gréfico esta representado pela Figura [£.4]
) 4
T
=517 -4t -3 =21 =TT 0 T 2T 31T 4T 51T ;

Figura 4.4: Expansao periédica da funcao f(z) = |z|,—7 <z <.

Passemos aos calculos dos coeficientes de Fourier.
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e Pela equacao (4.24) temos:
1 4
a = — | flx)dx
—-p

" fla)de

I
A= A= A =T

N\
It

~

~—~

8

oW

< 8
_|_

o\:‘

~

—~

=

oW

s
~__

I
=
/\ /\
2| 8,
N——

= 3=

ou seja,

ag = T.

e Pela equacao (4.27) temos:

an = %/: f(x) cos(nx)dx = ! [/0 —z cos(—nx)dx + /Oﬂxcos(nx)aM} . (4.34)

™ —m

Sabemos que a fungao cosseno é par, logo, basta determinar a integral de
/xcos(nm)dm.
Seja:

u=z = du=dx

dv = cos(nz)dx = v= sen(nz)
n
assim temos:
/xcos(nx)dx ., sen(nz) / sen(nx)dx _ . sen(nx) N cos(;m) O (4.35)
n n n n

Substituindo (4.35)) em (4.34]), temos:
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0
cos(nx)

N (x senqgna:)

n2

3 |

0

-

1 (
a, =

sen
COS

_ 17 (0 N cos( : ) N (O N cos(;m) B cosg()))l
7r n n n
B l 1 cos(n N cos(nm) 1
oo n? n? n?
1] 1 | cos mr) cos(nm) 1
= Z|-= + S
| n? n? n? n?
2
= (=1 —1] 4.
) (4.36)
Ou seja, )
an = —5[(=1)" = 1]

e Calculo de b,, pela equagao (4.28)):

—T

= %/_I;f(a:) sen(nz)dxr = % {/0 —xsen(nx)dx + /Oﬁxsen(nx)dx} : (4.37)
Seja:

u=z = du=dx
cos(nx)

dv = sen(nz)dr = v=—
n

dessa forma:

/msen(nx)dx _ _mcos(nx) B / _ cos(nz) _ _mcos(nx) N sen(nx) Lo (438)

n n n n?

Substituindo (4.38) em (4.37)), temos:
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S
S

Il
N =

{_ /ﬁ " sen(na)dz + /0 Fxsen(nx)dx] o

B 0 T ™
b — 1] _wcos(nx) sen(;zcc) N (_xcos(nx) sen(;w:)) -
7r n n n n
L —m -7 0 0
1 B 0 T
o~ L (xcos(n:c) tol + <_$cos(nx) +0) o
7r o no,
b — 1 [(OCOS(O) B (_W)cos(—mr)) N (_Wcos(mr) B O)} -
7r n n n
b — 1 {(Wcos(—mr)> N (_Wcos(mr))l o,
7r n n
ou seja,

Portanto, substituindo os coeficientes na equagao (4.22)) temos a série de Fourier da fungao

f em (33):

o o 2

flz) = % + Z (@ cos(nx) + b, sen(nx)) = g + Z g [(=1)" — 1] cos(nz).

Assim sendo, temos:

4 4 4 4
flx) = g - cos(z) — o cos(3x) — T cos(bx) — pTo cos(Tx) — - -+

Usando o teorema de Fourier, para x = 0, obtemos:

4 4 4 4

0 = g—;cos(O)—gcosa))—ECOS(O)—ECOS«))— &
T 4 4 4 4 -

2 7w 97 25w 49«

U U S I S P

2 o7 32 52 72
(A S

8 32 57

Exemplo IV) Seja f : R — R periddica de periodo 27, definida por
0 se —m<z<0
{ (4.39)

2?2 se O<zx<m



cujo gréafico esta representado pela Figura [4.5]

f&)

1T EEEEE

O

-TT 0 T 21T arT AT arT

Figura 4.5: Expansao periddica da fungao f(x).

Calculando os coeficientes ag, a,, € b,.

e Calculo de ag pela equagao (4.24)):

ag = %/_ﬂ f(z)dz

1 0 T
= —(/ de—i-/ xQdaz)
™ -7 0
1 0 T
= —(/ de—i—/ :L’Zda;)
™ —Tr 0
1 0 T
= —(/ Odx + x2d:z;)
™ —Tr 0
- 15|
7\ 3
0
1 (n®
= —[—-=0
-(5-9)
_
= 3
ou seja,
2
G(]:?.

e Célculo de a,, pela equacao (4.27):

61
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/_7; f(z) cos(nz)dz

1
7r
1 0 7r
= = </ 0 cos(nx)dx —i—/ 2’ cos(nw)dw)
Q —m 0

= —/ x? cos(nx)dz.
0

™

Para resolver esta integral, vamos usar o método de tabulagao usado para integrais
da forma | f(z)g(z)dx, em que f pode ser derivada até se tornar zero e g pode ser

integrada de forma rapida. Segundo Anton (2007a, p.517) este método consiste em:

1. Derivar f(x) varias vezes até obter zero, anotando os resultados na primeira coluna

da tabela.

2. Integrar g(z) varias vezes, anotando os resultados na segunda coluna da tabela até

igualar ao zero da primeira coluna.

3. Tracar uma seta de cada entrada da primeira coluna para a entrada localizada uma

linha abaixo na segunda coluna.
4. Identificar as setas como os sinais + e — alternadamente, comecando com o sinal +.

5. Multiplicar os valores dos extremos inicial e final de cada seta, multiplicando o
resultado por + ou —, de acordo com o sinal na seta. A soma desses resultados é o

valor da integral.

™
Usando o método de tabulagao acima citado, vamos integrar / 2% cos(nx)du.
0

Derivada Integral

x \ cos(nx)
o sen(nz)

Assim sendo, tem-se:
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2% cos(nz)dx

S

5 sen(n) + o g "
n n? n3

X

cos(na) sen(n:z:))

0

= 2= 3|

|
/[\D\/\
3
o
o}
n
3
2
~

o N
—~

|

—
~—

3

Ou seja,

e Calculo de b,, pela equagao (4.28)):

b, = 1 7rf(x)sen(nx)alx

™

-7

1 0 T
= = (/ Osen(nx)dz +/ 7 sen(nm)dm)
n - 0

1 ™
= —/ r?sen(nz)dz.
0

™

Resolvendo por tabulacao a integral / r?sen(nz)dz, tem-se:
0

Derivada Integral

Desta forma, tem-se:
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1 s
b, = —/ 2% sen(nx)dx
T Jo
1 _ 208 nx) . sen(nx) N 2Cos(n:za) "
T n n? n3 .
1 —1)" - 2
! (_ﬂ( ARE) __3)_
T n n n
Substituindo os coeficientes ag, a, e b, em (4.22)), a série de Fourier para f é:
flz) = % + nz:; (a, cos(nx) + b, sen(nx))
2
3 (2= 1 [ —m(=1)" 2(=1)" 2
= 5+ ; { - cos(nx) + — - t— s T3 sen(nzx)
2 = [2(=1)m 1 (—m?(=1)"  2(-1)"
= %+; { (n2 COS(TLJI)—F%( t 51 ) + (n3) - —3) sen(nm)}

vo| 3,
I
3
_I_
hgE
| — |
Il
|
=
3
(@)

3
BN
S
2
+
e

|
3
P
|
=
3
+
s
|
=
3
|
| o
~_
wn
(@)
J=N
3
3
L

vo| 3,
|
o3,
I
]2
| — |
T
N
=

(@)

2
)
2

—_

3

n=1 n
2m? = (=1)"
— =2 —1)"
5 ; S )" e

I\
8

o3
I
3[\,)! —_

Ou seja,
2 _1 1 1 1 1
5 T1T9 T
Desta forma, nesta segao, mostrou-se algumas aplicagoes da Série de Fourier, que
consiste em representar fungoes como séries infinitas de senos e cossenos, como também
determinar valores aproximados para .

E de se impressionar como algo que comecou com uma preocupacao da dissipacao
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do calor tomou tamanha proporcao, uma vez que a serie de Fourier apresenta varias
outras aplicagoes em diversas areas, além da Matematica, tais como: Engenharia, Fisica,

Quimica Quantica, Acustica, Musica, Oceanografia, entre outras.



CONSIDERACOES FINAIS

Pode-se observar, ao longo deste trabalho, que para encontrar um valor aproximado

para os numeros irracionais

gty o b L 514150265359
= 375 779 11 T13 15 ~ ’
UPRNPRNE S S S SN S SN ) 7188
e~ 1+ +2'+3'+Z+5+6'+7'+8'+§N
e
1 1 1
In2=- — = BN 1
n 2+8+24+ + - Z 0.69315,

passamos por defini¢oes e teoremas que se ligam formando uma légica crescente, comecando
por sucessao e sequéncias, PA, PG, (contetidos vistos na educagao bdsica), Séries de

Poténcias, principalmente a série geométrica

=1l4a422+- Zx

1—=x

produto interno e ortogonalidade de fungdes e Série de Fourier, (vistos em cdlculo mais
avancado), refletindo a beleza da Matematica e, principalmente, do Célculo Diferencial e

Integral.
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