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Resumo

Iniciamos este trabalho com o intento de pesquisar o ensino de func¢des afins no Ensino
Meédio, os erros e acertos no ensino desse conteido e como relaciona-lo a outros conteudos
matematicos. Antes de qualquer iniciativa buscamos revisitar alguns documentos oficiais
que regem a educacdo basica, PCNEM (Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Mé-
dio) e Orientagdes Curriculares Para o Ensino Médio, para que assim tivéssemos um norte a
seguir. Dando continuidade a pesquisa analisamos trés livros diddticos do primeiro ano do
Ensino Médio. Nessa andlise buscamos verificar se esses livros apresentavam as demons-
tracodes, entre elas a que mostra que o grafico de uma funcdo afim € uma reta, e verificamos
também a lista de exercicios propostos desses livros. No capitulo seguinte apresentamos
uma sugestdo de como tais demonstracdes podem ser apresentadas e num capitulo a parte
apresentamos a relagc@o entre funcdo linear, proporcionalidade e regra de trés. No capitulo
subsequente procuramos encontrar nas provas do ENEM (Exane Nacional do Ensino Médio)

questdes em que € empregada a ideia de proporcionalidade nas suas respectivas solugdes.

Palavras Chaves: 1. Funcdo Linear 2. Proporcionalidade 3. Regra de Trés.
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Abstract

We started this work with an attempt to investigate the teaching of Functions Affec-
ted in High School, the errors and correctness in the teaching of this content and how to
relate them to other mathematical contents. Before any initiative we seek to revise the of-
ficial documents that govern basic education, PCNEM (National Curricular Parameters for
Secundary Education) and Curricular Orientations for High School, so that we would have
a north to follow. Continuing the research we analyzed three textbooks of the first year of
High School. In this analysis we tried to verify if these books presented the demonstrations,
among them the one that shows the graphic of an affine function is a straight line, and we
also check out the list of proposed exercises in these books. In the following chapter we
present a suggestion of how such statements can be presented and in a chapter the part we
present the relation between linear function, proportionality and rule of three. In the next
chapter we seek to find in the ENEM (National High School Exam) evidence questions in

which the idea of proportionality is used in their respective solutions.

Key words: 1. Linear Function 2. Proportionality 3. Rule of Three
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Capitulo 1

Introducao

Entendemos que a proporcionalidade e a regra de trés, conteidos vistos no sétimo ano
do Ensino Fundamental, sao dois contetidos dos mais importantes vistos no Ensino Bésico e
também sdo muito usados no nosso dia a dia. Sendo assim, entendemos que o ensino desses
contetidos devem ser resgatados sempre que possivel e uma forma de fazer isso € relacionar
esses conteidos a outros, como por exemplo, a funcdo linear, contetido do nono ano do
Ensino Fundamental e do primeiro ano do Ensino Médio. Mas, funcao linear € vista como
um caso particular de funcao afim. Portanto, focaremos nossa pesquisa no ensino de funcdes
afins, verificando se € apresentada a relacdo entre func¢ao linear, proporcionalidade e regra
de trés. Decidimos entdo comecar nossa pesquisa por alguns documentos oficiais, PCNEN
e OrientacOes Curriculares Para o Ensino Médio, para relembrarmos as orientagdes contidas
nesses documentos e assim té-los como balizadores do nosso trabalho.

Nos documentos oficiais encontramos a recomendagio de apresentarmos as demons-
tragOes sempre que essas estiverem num nivel adequado para a fase de ensino. Dessa forma
procuramos pesquisar em trés livros diddticos como se d4 a apresentacao da funcdo afim, se
sdo apresentadas as demonstragdes e como estas sdo feitas.

Outra recomendacido que encontramos nos documentos oficiais foi a de procurar es-
tabelecer uma relagdo entre o conteido matemdtico que estd sendo trabalhado com outros
conteudos ja estudados. Sendo assim procuramos verificar nos livros didaticos se a funcao
linear, caso especial da funcdo afim, estava relacionada a proporcionalidade e regra de trés,
conteudos trabalhados no sétimo ano do Ensino Fundamental. Por fim, buscamos analisar
nos livros didaticos a lista de exercicios propostos, buscando verificar se as questdes sao
verossimeis, ou nao.

Depois da andlise do livros didéticos passamos a apresentar uma sugestdo de como
os itens analisados nesses livros podem ser apresentados. Procuramos sempre apresentar
demonstracdes que estejam no nivel adequado para um aluno do primeiro ano do Ensino
Médio. Um exemplo disso foi a forma como demonstramos a caracteriza¢ao de uma funcao
afim.

A relagdo entre fun¢do linear, proporcionalidade e regra de trés, foco da nossa pes-
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quisa, € apresentada no Capitulo 5, onde mostraremos que esses trés conteidos representam
a mesma nocdo matemdtica. A necessidade de se estabelecer esta relacao é devido a grande
importancia da proporcionalidade. Essa importancia se da ao fato da proporcionalidade ser
uma ideia natural e por ser a no¢do matemdtica mais difundida entre todos os povos. Con-
tudo, ao estabelecermos esta relacdo estamos aproveitando a oportunidade para resgatar dois
dos contetidos mais importantes estudados no Ensino Fundamental.

A fim de comprovar essa importancia, apresentamos no Capitulo 6 as questdes do
ENEM em que devem ser usadas a ideia de funcdo linear, proporcionalidade ou regra de
trés. Além de apresentarmos as questoes, que também servem como lista de exercicios para
serem usados pelos professores em sala de aula, apresentamos também uma tabela, em que
consta o percentual dessas questdes, ano a ano. Nessa tabela podemos constatar o grande

percentual dessas questdes em tais exames.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivos Gerais

O principal objetivo dessa pesquisa é de contribuir para o processo de
ensino/aprendizagem, especificamente, para o ensino de fungdes afins no primeiro ano do
Ensino Médio, estabelecendo uma relacdo entre funcao linear, proporcionalidade e regra de
tré€s. Outro objetivo € apresentar uma sugestdao de como abordar os tépicos analisados nos
livros textos, e ainda um banco de questdes que possam ser usados nas nossas salas de aula,

servindo como produc¢do de material didatico adicional a ser usado pelos colegas professores.

1.1.2 Objetivos Especificos

- Analisar alguns documentos oficiais e verificar que recomendacdes eles fazem quanto

ao ensino de fungdes afins;

- Analisar alguns livros didaticos, escolhidos aleatoriamente, e verificar se eles seguem
as recomendacdes contidas nos documentos oficiais referentes ao ensino de funcdo

afim e da relacdo entre funcao linear, proporcionalidade e regra de trés;
- Sugerir uma forma de se apresentar os topicos analisados nos livros didaticos;
- Buscar uma relacdo entre fun¢do linear, proporcionalidade e regra de trés;

- Pesquisar nas provas do ENEM questdes que usam a ideia de fung¢do linear, proporci-

onalidade ou regra de trés;



1.2 Organizacao

Quanto a estrutura, nosso trabalho estd dividido em sete capitulos, da forma como se
segue:

Capitulo 2: Estudo de alguns documentos oficiais que regem o Ensino Médio no Bra-
sil, PCNEM e Orientacdes Curriculares Para o Ensino Médio, buscando identificar quais
orientagdes eles ddo para o ensino de funcdo afim.

Capitulo 3: Andlise de trés livros didéticos do primeiro ano do Ensino Médio. Busca-
mos nesses livros verificar como € feita a apresentacdo da funcdo afim e se eles apresentam
as demonstragdes, como por exemplo a de que o grafico de uma funcao afim € uma reta, etc.
Buscamos verificar ainda se tais livros apresentam a relagdo entre funcao linear, proporcio-
nalidade e regra de trés.

Capitulo 4: Nesse capitulo apresentamos, a titulo de sugestdo, como apresentar em
sala de aula os itens analisados nos livros didéticos.

Capitulo 5: Esse capitulo foi destinado a apresentacdo da relacdo que existe entre
funcdo linear, proporcionalidade e regra de trés. Iniciamos o capitulo definindo proporcio-
nalidade e depois passamos a resolver problemas usando esses trés conceitos matematicos,
que na verdade representam a mesma ideia.

Capitulo 6: Nesse capitulo apresentamos as questdoes do ENEM, de 2012 a 2016, nas
quais é necessario o emprego da funcao linear, proporcionalidade e regra de trés nas suas
resolugdes.

Capitulo 7: No tdltimo capitulo apresentamos algumas conclusdes a que chegamos ao
fim desta pesquisa.
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Capitulo 2
Documentos Oficiais

Quando comecamos esta pesquisa planejadvamos apenas analisar o processo de en-
sino/aprendizagem, incluindo aplicacdes e contextualizacdes, de funcdes afins. Mas, con-
forme nossa pesquisa foi avangando o foco passou a incluir, principalmente, a relagcdo exis-
tente entre fungdo linear, proporcionalidade e regra de trés, fato que, geralmente, passa de-
sapercebido no ensino desses assuntos. Buscamos verificar se os livros didaticos apresentam
esta relacdo e como a fazem. Entretanto, imaginamos que analisar imediatamente os livros
didéticos seria precipitado, pois para isso deveriamos conhecer as orientagdes contidas nos
documentos oficiais que regem a educagio bésica no Brasil e pesquisar o que os documen-
tos preconizam sobre o assunto. Sendo assim, iniciaremos por uma anélise de documentos
oficiais, para isso escolhemos os PCNEM [2] e as Orientacdes Curriculares para o Ensino

Médio [3], principalmente no que tange ao ensino de fungdes.

2.1 Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio -
PCNEM

Os PCNEM [2] s@o uma proposta para o Ensino Médio, a qual objetiva explicitar as
habilidades basicas e as competéncias especificas que devem ser desenvolvidas pelos alunos
nessa fase do ensino basico. Procuraremos identificar neste documento quais sao as habilida-
des e as competéncias que devem ser desenvolvidas pelos alunos ao estudarem matemaética
no Ensino Médio, especificamente ao estudarem funcdes afins.

Antes de avangarmos, vamos esclarecer o que sdo habilidades e competéncias. De
acordo com Le Boterf e Perrenoud [17]: “competéncia é a capacidade de o sujeito mobili-
zar recursos visando a abordar e resolver uma situagcdo complexa”. Para o professor Vasco
Pedro Moretto [17], os recursos sdo: “conteidos conceituais, habilidades, dominio de lin-
guagens, valores culturais e administracdo do emocional”. Veja que habilidade € um dos
recursos mobilizados para abordar e resolver uma situagdo complexa ou situacao-problema.

Um bom exemplo € o fato de um aluno aprender a ler e escrever nos primeiros anos



de estudo. Ler e escrever € uma habilidade que o aluno passou a ter. Porém, se o aluno ler e
consegue interpretar corretamente aquilo que ler, entdo ele desenvolveu uma competéncia.

Agora que entendemos o que sdo competéncias e habilidades vamos verificar quais as
competéncias que os alunos devem desenvolver ao estudarem matemética no Ensino Médio.
Segundo os PCNEM [2] umas das competéncias que os alunos devem desenvolver ao estu-
dar matematica no Ensino Médio é: “ler e representar textos de Matemdtica”. Se o aluno
nao conseguir desenvolver essa competéncia ele ndo conseguird avangar no estudo de fun-
coes afins, e ainda terd dificuldades em compreender outros contetdos. Por outro lado, ao
desenvolver essa competéncia o aluno compreenderd mais facilmente a funcio afim e con-
sequentemente se habilitard a avancar nos estudos e passar para outros conteidos, como por
exemplo, fun¢des quadraticas.

Outra competéncia que o aluno deverd desenvolver ao estudar matemaética no Ensino
Meédio, segundo os PCNEM [2], € de: “ler e interpretar representagdes matemdticas (tabe-
las, grdficos, expressoes, etc)”. O conteido de fungdo afim serve bem a esse propodsito, pois
ao estuda-lo o aluno serd levado a construir tabelas e graficos que representem expressoes
matematicas que modelam problemas do quotidiano.

“‘Aplicar conhecimentos e métodos matemdticos em situacoes reais, em especial em
outras dreas do conhecimento” € outra competéncia que, segundo os PCNEM [2], deve ser
desenvolvida pelo aluno no Ensino Médio. Ora, problemas mateméticos modelados por uma
fun¢do afim sdo intimeros, logo o estudo desse contetido uma 6tima oportunidade para o
aluno desenvolver essa competéncia, aplicando-a no estudo da Fisica, por exemplo.

Observe agora este trecho extraido do PCNEM [2]:

Os objetivos do Ensino Médio em cada drea do conhecimento devem envolver,
de forma combinada, o desenvolvimento de conhecimentos praticos, contextu-
alizados, que respondam as necessidades da vida contemporanea, € o desenvol-
vimento de conhecimentos mais amplos e abstratos, que correspondam a uma
cultura geral e a uma visdo de mundo. Para a 4rea das Ciéncias da Natureza,
Matematica e Tecnologias, isto é particularmente verdadeiro, pois a crescente
valorizacdo do conhecimento e da capacidade de inovar demanda cidadaos ca-
pazes de aprender continuamente, para o que ¢ essencial uma formacgdo geral

e ndo apenas um treinamento especifico.

Acreditamos que esse trecho representa bem a maneira como devemos encarar o en-
sino de matemdtica no Ensino Médio, em especial o ensino de fun¢des afins e a relagdo
entre fun¢do linear, proporcionalidade e regra de trés. Devemos ter em mente que o aluno
deve compreender e saber empregar aquilo que estd sendo estudado. Devemos formar alu-
nos capazes de associar os conteidos matemdticos estudados em sala de aula com pro-
blemas que eles irdo encontrar no seu cotidiano, sendo capazes inclusive de, a partir dos

conhecimentos adquiridos, desenvolverem outros mais sofisticados e de maior abstracdo.



O estudo da relacdo entre func¢do linear, proporcionalidade e regra de trés certamente € uma
6tima oportunidade para desenvolver essas competéncias, haja vista a grande variedade de
exemplos do emprego de um desses conteudos no nosso dia a dia, que, quando bem con-
textualizados, proporcionam uma associagdo entre o que se estuda e as necessidades dos
dias atuais. No Capitulo 6, apresentaremos bons exemplos de questdes contextualizadas que
podem ser empregadas nas salas de aula.

Veja ainda este outro trecho, também extraido dos PCNEM [2]:

... Nesse sentido, é preciso que o aluno perceba a Matemadtica como um sistema
de cédigos e regras que a tornam uma linguagem de comunicacio de ideias e
permite modelar a realidade e interpretd-la. Assim, os nimeros e a dlgebra
como sistemas de c6digos, a geometria na leitura e interpretagdo do espaco,
a estatistica e a probabilidade na compreensdo de fendmenos em universos

finitos s@o subdreas da Matemadtica especialmente ligadas as aplicacdes.

Ao ler esse trecho somos levados a admitir a importincia de se trabalhar com os alunos
questdes contextualizadas ou questdes de aplicacdo. Esse tipo de questio faz o aluno tentar
entender a situagdo-problema e em seguida procurar converter essa situagdo para a linguagem
matematica. Porém, € necessario que se diga que essas questdes devem representar situagdes
verdadeiras, evitando-se as questdes em que sdo empregados argumentos inverossimeis, e
ndo € raro encontrar essas questdes em livros, provas, etc.

Nao queremos dizer com isso que os exercicios de manipulacdo nio sdo importantes.
Entendemos que exercicios manipulativos s@o tdo importantes quantos os exercicios de apli-
cacdo. Entendemos ainda que antes do aluno passar a resolver os exercicios de aplicacao
ele deve estar preparado para isso, € esse preparo, ele consegue ao resolver os exercicios de
manipulagdo.

O conteudo de fun¢do afim € visto inicialmente no nono ano do Ensino Fundamental e
volta a ser visto no primeiro ano do Ensino Médio e, dessa vez, os livros didaticos apresentam

mais exercicios de aplicacdo. Veja o que diz os PCNEM [2] a esse respeito:

... A essas concepgdes da Matemadtica no Ensino Médio se junta a ideia de
que, no Ensino Fundamental, os alunos devem ter se aproximado de varios
campos do conhecimento matematico e agora estdo em condi¢des de utiliza-
los e amplid-los e desenvolver de modo mais amplo capacidades tdo impor-
tantes quanto as de abstracdo, raciocinio em todas as suas vertentes, resolucao
de problemas de qualquer tipo, investigacdo, andlise e compreensdo de fatos

matemadticos e de interpretacao da prépria realidade.

Como funcgdes afins € um conteudo que ja foi visto no Ensino Fundamental, ao traba-
lharmos ele no Ensino Médio devemos nos aprofundar mais naquilo que ja foi apresentado

ao aluno. Segundo nossa opinido, devemos ainda apresentar aquilo que o aluno ndo viu no



ano anterior, como, por exemplo, a relacao entre funcao linear, proporcionalidade e regra de
trés.
O trecho a seguir, também extraido dos PCNEM [2], nos chamou atencdo quanto a

orientacdo do saber aprender.

Por fim, cabe a Matematica do Ensino Médio apresentar ao aluno o conheci-
mento de novas informacdes e instrumentos necessarios para que seja possivel
a ele continuar aprendendo. Saber aprender é a condi¢do basica para prosse-
guir aperfeicoando-se ao longo da vida. Sem duivida, cabe a todas as dreas do
Ensino Médio auxiliar no desenvolvimento da autonomia e da capacidade de

pesquisa, para que cada aluno possa confiar em seu préprio conhecimento.

Seguindo essa orientacdo, devemos entender o aluno como um ser capaz de produzir
seu proprio conhecimento € ndo como um mero receptor desse conhecimento. Devemos
estimular os alunos a questionarem e a buscarem respostas para seus questionamentos por
si mesmos. O aluno também nao pode ter o professor como fonte inesgotdvel de conheci-
mento, longe disso. Logo, o aluno tem também que assumir a responsabilidade pelo desen-
volvimento de seu conhecimento. Agindo assim, professores e alunos, estardo contribuindo
para uma sociedade mais consciente, onde cada cidad@o passa a ser um critico. Ao criticar,
o cidadao estard obrigando as autoridades a se justificarem.

Entendemos que uma maneira de formamos esse cidadao critico é fazendo pensarem,
raciocinarem e questionarem. Eles t€ém de ser treinados para questionar o porqué de estudar
certos assuntos, a relacionar os assuntos que estudam com outros € como esses assuntos se
relacionam e como podem ser aplicados no dia a dia. Esse tipo de pensamento, primeira-
mente, apenas "matemadtico”, pode se tornar parte e dar subsidios 16gicos a sua maneira de
pensar. E dessa forma que buscaremos estabelecer uma relacdo entre funcdo linear, proporci-
onalidade e regra de trés. Ao estabelecermos essa relacdo, esperamos que os alunos busquem

outras relagdes entre contetidos.

2.2 Orientacoes Curriculares Para o Ensino Médio

Como a nossa pesquisa trata da fun¢do afim e relacdo entre fungao linear, proporcio-
nalidade e regra de trés, vamos verificar nas Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio
se existem orientacdes quanto ao estudo de funcdes e mais especificamente se existe alguma
orientacdo quanto a se buscar uma relagdo entre os contetudos.

Vejamos o seguinte trecho extraido das Orientacdes Curriculares para o
Ensino Médio [3]:
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As ideias de crescimento, modelo linear (f(x) = a-x) e proporcionalidade di-
reta devem ser colocadas em estreita relagdo, evidenciando-se que a proporci-
onalidade direta é um particular e importante modelo de crescimento. Nesse
momento, também € interessante discutir o modelo de decrescimento com pro-
porcionalidade inversa ( flx)= j‘;) O professor deve estar atento ao fato de
que os alunos identificam sistematicamente, de forma equivocada, crescimento
com proporcionalidade direta e decrescimento com proporcionalidade inversa,
e aqui € interessante trazer situagdes do quotidiano para ilustrar diferentes tipos
de crescimento/decrescimento de grandezas em relagdo. Situagdes em que se

faz necessdria a fungdo afim (f(x) = ax+ b) também devem ser trabalhadas.

Nesse trecho as Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio [3] jd nos recomenda
estabelecermos uma relagdo entre fungdo linear e proporcionalidade, o que buscaremos fazer
no capitulo 5. Nesta dissertacdo buscaremos estabelecer uma relagdo entre func¢do linear,
proporcionalidade e regra de trés. Procuraremos mostrar ainda que problemas envolvendo
grandezas diretamente proporcionais podem ser solucionados usando-se os conceitos de fun-
¢do linear, ou de proporcionalidade, ou ainda de regra de trés, deixando claro que esses trés
conteuidos representam a mesma ideia matematica, mesmo que muitas vezes esse fato possa
passar desapercebido para professores e alunos.

O trecho que citamos acima, ainda nos chama aten¢do quanto ao fato comum dos
alunos confundirem crescimento com proporcionalidade, ou seja, eles acham que se duas
grandezas estdo relacionadas, de forma que, quando uma cresce a outra também cresce,
entdo essas grandezas sdo diretamente proporcionais. Procuraremos mostrar nos capitulos
seguintes que isso nem sempre € verdade e faremos isso exatamente por entendermos que
funcao linear, proporcionalidade e regra de trés estdo estreitamente relacionados, de sorte
que, esclarecimentos sobre um desses conteudos ajudardo no bom entendimento dos outros.

Entendemos que o fato das Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio se referir
a uma estreita relacdo entre o modelo linear e proporcionalidade, deixa claro o quanto esta
relacdo é importante. E ja que essa relacdo € tdo importante, acreditamos que ela poderia
ser apresentada nos livros didaticos. No Capitulo 3 buscaremos analisar alguns desses livros
para verificar se esses apresentam esta relagdo tao importante e como a fazem.

Ja que analisaremos livros didéticos quanto apresentacdo da relagdo entre funcao linear,
proporcionalidade e regra de trés, aproveitaremos a oportunidade para analisar a forma como
¢ apresentada a funcdo afim nesses livros. E bom lembrar que fungdo linear é um caso
particular de fun¢do afim, logo, ampliaremos nosso espectro de pesquisa, sem esquecer que
o principal objetivo é pesquisar a relagdo entre funcdo linear, proporcionalidade e regra de
trés.

Ao analisarmos a forma como os livros didaticos apresentam as fung¢des afins, busca-
remos verificar como o contetdo € introduzido, como sao feitas as demonstragdes, e ainda a

lista de exercicios propostos.
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Ao analisarmos a lista de exercicios dos livros diddticos nos preocuparemos com o

contido no trecho extraido das Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio:

Vale uma ressalva sobre as ineficazes contextualizagoes artificiais, em que a
situacdo evocada nada tem de essencialmente ligada ao conceito ou ao proce-
dimento visado, como também ndo sdo educativas as contextualiza¢des pre-

tensamente baseadas na realidade, mas com aspectos totalmente fantasiosos.

Seguindo essa orientacdo, procuraremos identificar nas listas de exercicios propostos
dos livros analisados as questdes de aplicacdo e se essas questdes representam realmente
situacdes verossimeis, ou se tratam de contextualizacOes artificiais. Entendemos que os
exercicios de aplicacdo representam uma oportunidade que o aluno tem de relacionar o con-
teddo matematico com o seu cotidiano, logo devemos ter atencdo com a qualidade desses
exercicios. Acreditamos ainda que ndo se pode argumentar que as questdes com “contextu-
alizacdes artificiais” servem para desenvolver no aluno a habilidade em manusear equagdes.
Essa habilidade o aluno deve desenvolver ao resolver as questdes de manipulagdo. No nosso
entendimento as questdes de aplicacdo se destinam a desenvolver no aluno a competéncia

em resolver problemas verossimeis.
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Capitulo 3
Analise de Livros Didaticos

Neste capitulo faremos uma pesquisa para analisar como € apresentada a relagc@o entre
funcdo linear, proporcionalidade e regra de trés, mas iniciaremos analisando a funcao afim,
ja que funcgdo linear € um caso particular dessa funcao. Para isso, escolhemos aleatoriamente
trés livros didaticos na biblioteca da Escola Estadual de Ensino Médio André Cordeiro, lo-
calizada na cidade de Brejo da Madre de Deus/PE, unica escola de Ensino Médio da cidade
onde residimos. Entre outros objetivos, verificaremos se esses livros apresentam demonstra-
coes, e como as fazem. Por exemplo, se nesses livros aparece que o grifico de uma funcao
afim € uma reta, ou ainda que a > 0, a < 0, a = 0, implicam que a funcao afim € crescente,
decrescente, ou constante, respectivamente. Ao nos referirmos a esses livros os chamaremos
de Livro 1, Livro 2 e Livro 3, pois nosso objetivo aqui ndo € de indicar o melhor livro para
ser usado nas nossas salas de aula e nem fazer qualquer tipo de critica aos livros. Na verdade
0 nosso objetivo € analisar a maneira como esse tipo de funcao € apresentada e se as demons-
tragdes sdo factiveis ou ndo de serem apresentadas. Levando em considerac¢io o resultado
dessa pesquisa buscaremos nos Capitulos 4 e 5 sugerir como as Fungdes Afins podem ser
apresentadas e principalmente como podemos apresentar as demonstracdes que passaremos

a tratar neste capitulo.

3.1 Apresentacao da Funcao Afim nos Livros Didaticos

3.1.1 Como o Livro 1 apresenta func¢iao afim

O Livro 1 comeca a apresentacdo da func@o afim com um exemplo de um casal que
resolve fazer uma viagem ao Rio de Janeiro, separando o dinheiro que irdo gastar nessa
viagem. Os gastos com essa viagem sdo R$ 150,00 com combustivel e peddgio e R$ 190,00
por dia em didrias completas, incluindo café da manha, almoco e janta. Sendo esclarecido
que existe nesse problema um gasto fixo, com combustivel e peddgio, e um gasto varidvel,
que depende da quantidade de dias que o casal ficard hospedado. Depois € apresentada a lei

da fun¢@o que modela essa situacdo problema, sendo ela “g(x) = 150+ 190-x”, sendo x a
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quantidade de dias e g(x) o gasto que o casal terd com a viagem.

Em seguida € apresentada a seguinte defini¢dao para fun¢do afim:

“Uma fungdo f : R — R chama-se fungdo afim quando existem niimeros reais a e b
tal que f(x) = ax+ b para todo x € R”.

Depois o livro apresenta as defini¢cdes dos casos particulares de fun¢do afim e d4 exem-
plos dessa funcdes. Veja figura 3.1.

m Casos particulares de funcao afim

Uma funcdo f: R — R chama-se funcao constante quando existe um nimero
real b tal que f(x) = b para todo x € R.

Exemplos
e f:R— R tal que f(x) = —13 e f:R — R tal que fx) = N7

Uma fun¢do f: R — R chama-se funcdo polinomial do 1° grau quando
existem numeros reais a e b, com a # 0, tal que f(x) = ax + b para todo x € R.

Exemplos

o f:R—R tal que f(X) =u=11x + V2

e f:IR — R tal que f(x) = % + %x

Uma funcdo polinomial do 1° grau que tem o coeficiente b = 0 recebe 0 nome
de funcéo linear. Por exemplo: f(x) = 3x e g(x) = —6x.

A funcao polinomial do 1° grau f: R — R tal que f(x) = x é chamada de funcio
identidade. Nesse caso,a = 1e b = 0.

Figura 3.1: casos particulares da funcdo afim - Livro 1

Comentarios sobre a apresentacao da funcio afim feita pelo Livro 1: Quanto ao
exemplo usado para introduzir a fun¢do afim entendemos que ¢ um bom exemplo para os
fins a que se presta. O exemplo passa a ideia de que aumentos iguais da varidvel x implica
aumentos iguais em g(x). Mas, ao usar esse exemplo o professor deve deixar claro que pode
existir outros gastos numa viagem, mas nesse caso estd sendo considerado apenas esses.
Quanto a defini¢ao apresentada no livro, entendemos que € ela bem ampla, pois considera a,
b e x como ndmeros reais, podendo inclusive serem nulos. Por consequéncia, inclui o caso
de funcdo constante como sendo um caso particular da fun¢do afim. Lembremos que tanto
a fun¢do constante, quanto a funcdo afim tém como grafico uma reta, sendo perfeitamente
compreensivel considerarmos a primeira como caso particular da segunda. Os exemplos que
se seguem exploram bem a definicdo, ja que percebemos alguns exemplos com o parametro
a = 0 (taxa de crescimento nulo) e em outros exemplos temos b = /2, ou seja, b sendo um

namero irracional.
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3.1.2 Como o Livro 2 apresenta funcao afim

O Livro 2 comega a apresentacdo da funcio afim com o seguinte exemplo:

“Em uma panificadora, a temperatura interna de um forno elétrico desligado era 20°C.

A partir do momento em que o forno foi ligado, a temperatura passou a aumentar 40°C por

minuto, até atingir o valor mdximo.”

Depois € apresentado o texto e a tabela da figura 3.2.

A tabela ao lado mostra alguns valores ;’

, Tempo | Temperatura
que descrevem a temperatura y interna (min) ©c)
do forno, em grau Celsius, em funcdo do = ——
tempo x, em minuto, a partir do instante | X ¥
em que o forno foi ligado (x = 0), quando 0 20
sua temperatura interna era 20 °C. o 1 50

Como a temperatura inicial do forno B
era 20 °C e, a cada minuto, houve acrés- d oo
cimo de 40 °C na temperatura, podemos 3 140
verificar que a lei de associagdo entre x e V 4 180

yey =20 + 40x. e

Figura 3.2: tabela do problema introdutdrio - Livro 2

Em seguida € dada a seguinte defini¢do de fungdo afim:

“Toda fungdo do tipo f(x) = ax+b, com {a,b} C R e a # 0, é denominada funcao

afim ou fungdo polinomial do 1° grau”.

Depois da defini¢do sdo apresentados alguns exemplos de fungdes afins. Veja figura

3.3.
Exemplos
aly.= bx — 6 é uma funcéo afim,emquea =5e b = —B.
b) y = Ux & uma funcéo afim,emquea=4eb = 0.
Sr o 5 : 3 1
T asin) + el = — = —
cly 5 tgeuma fungao afim, em que a 5 eb 5

d) Na escala de um termdmetro, o comprimento da coluna de mercurio
varia de acordo com a temperatura, de modo que, para gada variagéo
de 1°C, o comprimento da coluna varia 0,2 cm.

Se a 0 °C o comprimento da coluna & 12 cm, podemos expressar o com-
primento y da coluna, em centimetro, em func&o da temperatura x, em
grau Celsius, pela fungéo afim:y =12 + 0,2 - x.

Figura 3.3: exemplos de fung¢des afins - Livro 2

Comentarios sobre a apresentacao da funcao afim feita pelo Livro 2: Entendemos

que o exemplo usado para introduzir func¢ao afim também € bom, pois também passa a ideia
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que aumentos iguais em x implica em aumentos iguais em y. Porém, o professor deve deixar
claro que o exemplo considera a variagdo de 40° por minuto até o forno atingir uma tem-
peratura maxima, que ndo fica explicitada qual é. Sendo assim, ndo se pode imaginar que
a temperatura aumentaria indefinidamente. Na defini¢cdo de funcdo afim ndo € informado
quais sao o dominio e o contradominio da funcao, limitando-se a informar que a,b C R, mas
nada é dito sobre a varidvel x. Entendemos que seria mais diddtico deixar claro que se trata
de uma fungdo f : R — R, pois se existe uma fun¢do, deve haver um dominio e um con-
tradominio. Portanto, entendemos que seria mais apropriado informar também que x € R.
Com a restricdo a # 0, a fung¢do constante deixa de ser considerada um caso particular da
fun¢do afim. Ora, nos documentos oficiais vimos que se deve buscar uma rela¢do entre os
contetidos, mas aqui o Livro 2 faz exatamente o contrdrio disso, pois em vez de relacionar
os contetdos o livro trata fung¢do afim e funcdo constante como sendo conteidos diferen-
tes. Quanto aos exemplos usados apds a definicdo, entendemos que esses poderiam ser mais

abrangentes, pois ndo apresentam casos em que a ou b sd@o nimeros irracionais.

3.1.3 Como o Livro 3 apresenta funcao afim

No Livro 3 o contetddo de fun¢do afim € introduzido por meio de um exemplo de um
representante comercial que recebe um saldrio composto em duas partes, uma delas fixa,
no valor de R$ 1.500,00, e uma parte variavel, que corresponde a uma porcentagem de 6%
calculada sobre o valor total das vendas realizadas por ele durante o0 més. E apresentada a
lei da funcdo que modela esse problema e depois sdao apresentados mais dois exemplos de
fungdes afins.

Em seguida € apresentada a seguinte defini¢do para fun¢do afim:

“Uma fungdo f : R — R chama-se funcdo afim quando existem dois niimeros reais a
e b tal que f(x) = ax+ b, para todo x € R”.

Dando continuidade, o livro apresenta quatro exemplos de fungdes afins, em seguida

define os casos particulares desta funcdo. Veja figuras 3.4 e 3.5.

Por exemplo:

fx) =2x+ 1 @=2,b=1)
fx) = —x+ 4 (@a=-1,b=4)
_1 1
f(x)—3x+5 (a—3,b—5)
f(x) = 4x (@=4,b=0)

Figura 3.4: exemplos de fung¢des afins - Livro 3
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3. Casos particulares importantes da funcao afim f(x) =ax+b

19) Fungao identidade
f: IR — IR definida por f(x) = x para todo x € IR. Nesse caso,a=1eb = 0.
29) Funcao linear
f: IR — IR definida por f(x) = ax para todo x € IR. Nesse caso, b = 0. Alguns exemplos:
f(x) = —2x (@a=-2)

I

f(x) = v3x (a= 3)
f(x) = 0, paratodo x € IR (a = 0). Esta é a chamada fun¢do identicamente nula.

39) Fungao constante
f: IR — IR definida por f(x) = b para todo x € IR. Nesse caso, a = 0. Alguns exemplos:

f(x) =

Alw W
-
X
I
iy

f(x) =

4°) Translagao (da funcdo identidade)
f: IR — IR definida por f(x) = x + b para todo x € IR e b # 0. Nesse caso, a = 1. Alguns exemplos:

fx) =x+2 fx)=x—3
f(x):x+% f(x):xf%

Figura 3.5: casos particulares da fun¢@o afim - Livro 3

Comentarios sobre a apresentacao da funcao afim feita pelo Livro 3: Entendemos
que o exemplo usado para introduzir a fun¢do afim também ¢é qtil, pois também passa a
ideia de que incrementos iguais no total de vendas implica incrementos iguais no saldrio
do representante comercial. Quanto a defini¢do o Livro 3 também considera a, b € x como
sendo nimeros reais, podendo inclusive serem nulos. Sendo assim a funcdo constante passa
ser considerada como um dos casos particulares da funcao afim. Os exemplos apresentados
apos a defini¢do, figura 3.4, ndo usam valores irracionais para a e b, porém na apresentacao
dos casos particulares, feita na pagina seguinte (figura 3.5) esse problema fica solucionado,

pois apresenta casos em que a € b sao ndmeros irracionais.

3.2 Analise de como os livros didaticos apresentam o gra-

fico da funcao afim

3.2.1 Como o Livro 1 apresenta o grafico da funcao afim

Na secao destinada ao grafico da fun¢do afim o Livro 1 comeg¢a demonstrando que a
taxa de variagdo de uma fung¢do afim, (%) , € constante para qualquer intervalo do dominio.

Sobre o fato da taxa de variag@o ser constante o Livro 1 acrescenta que isso significa dizer
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que para incrementos iguais na varidvel x implicard em incrementos iguais na varidvel f(x).
Em seguida € relembrada a desigualdade triangular, sendo apresentado os casos em que trés
pontos sdo vértices de um tridngulo e quando esses sdo colineares. Usando a desigualdade
triangular e o Teorema de Pitdgoras € feita a demonstracao que o grafico de uma fun¢do afim
¢ uma reta. Veja figuras 3.6 € 3.7.

Demonstracao

Seja a fun¢ao afim dada por f(x) = ax + b.

Para provar que o grafico dessa funcao é uma reta, devemos mostrar que trés
pontos distintos quaisquer do grafico dessa fungao, A(x,, y,), Blx,, y.) e Clxs, v3),
pertencem a uma mesma reta.

Vamaos supor x; < x; < X,.

V4

Y34 w
) 4 -T.'- B
| A,
Vi ¢
_ Reflita
| =1 ' Pode-se afirmar que, se
‘ X, x, CE

AC = AB + BC, os pontos A, Be C

Para mostrar que os pontos A, B e C pertencem a uma mesma reta, como vimos e EW_W a””hadoﬁ S PNty
i : : determinam um tridngulo?

no exemplo b anterior, devemos mostrar que AC é igual a AB + BC. z

Figura 3.6: demonstracdo que o grafico de uma func¢ao afim ¢ uma reta - parte 1 - Livro 1

Em seguida o livro passa para a se¢do 2.2, “Construgdo do grdfico da fungdo afim”, na
referida secdo € afirmado que dois pontos distintos sdo suficientes para determinar o grafico
da fun¢do afim. Depois sdo apresentados alguns exercicios resolvidos e outros propostos.

Comentarios sobre a apresentacao do grafico da funcao afim feita pelo Livro 1:
O Livro 1 apresenta a demonstracio que o grafico de uma funcdo afim € uma reta. Faz isso
de maneira simples e elegante. Para essa demonstracdo ¢ apresentada como se calcular a
distancia entre dois pontos num plano, o que € louvavel, pois o aluno do primeiro ano do
Ensino Médio ainda ndo conhece Geometria Analitica, mas pode ser apresentado a esse fato.
O célculo da distancia entre dois pontos num plano € simples de ser feito, pois requer apenas
que o aluno conheca o Teorema de Pitdgoras. Em seguida o Livro 1 usa a ideia de distancia
entre pontos e demonstra que trés pontos quaisquer do grafico de uma func¢do afim pertencem
a uma mesma reta. A demonstracdo é simples e completa.
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Como o ponto A pertence ao grafico de f, temos: y;, = f(x;) = ax, + b
Para o ponto B, temos: y, = f(x,) = ax, + b

O ponto C também pertence ao gréfico de f, entdo: y; = fix;) = ax; + b
Pelo teorema de Pitagoras, temos:

{AC)E =X = X1): 1 (}’3 - y:)"

ACY =g — %)+ [axy +b— (ax; +'b)J

ACY = (% — x> + (ax; + b — ax, — b)?

ACY = (x; — x.)* + (ax; — ax,)?

ACY = (x3 — x)) + [alx; — x,)°

/ﬁc)a = (X3 X'); T 33{33 2 J‘f|}g

ACY =06, —X)° (1 + a%)

JIACY = J(x; — x)(1 + &%)

Como AC>0ex; — x, >0

AC = (x5 — x)\1 + a2

Analogamente, aplicamos o teorema de Pitagoras para obter AB e BC:

* (ABY = (x, — x,)* + (y; — y,¥ = AB = (x, — x,}\,-":j + a_é'
. (Bc)z = (X3 — X;): + kY= Vg)z = BC = (x3 — -"'2)\.’"-1_7 a-é.
Assim:

AB + BC = (%, = x)J1+ 8% + Oty = X, 1+ a2

F

AB + BC = [{x; —) = (i — x;_}]x-"rﬁ Fa
AB + BC = (x; — x)J1+a°
| AB+ BC = AC
Como AB + BC = AC, entdo A, B e C estdo em uma mesma reta.

Portanto, o grafico de uma fungao afim € uma reta.

Figura 3.7: demonstracao que o grafico de uma fun¢ao afim é uma reta - parte 2 - Livro 1

3.2.2 Como o Livro 2 apresenta o grafico da funcao afim

O Livro 2 ndo faz a demonstracdo de que o gréfico da funcdo afim é uma reta, em
vez disso mostra que no plano cartesiano os pontos que representam os valores apresentados
na tabela da figura 3.8 estdo disposto sobre uma mesma reta. E ao final é feita a seguinte
afirmacdo:

“Esse resultado pode ser generalizado pelo seguinte teorema: O grdfico de toda fun-
cdo afim é uma reta.”

Veja figura 3.9. Nessa sec¢do o autor estabelece uma relagdo entre o fato das variacoes
de x e y serem diretamente proporcionais, com o fato do grafico da funcao afim ser uma reta.

Comentarios sobre a apresentacio do grafico da funcao afim feita pelo Livro 2: Na
secdo que trata do grafico da funcdo afim o Livro 2 usa o fato de que Ay e Ax sdo diretamente
proporcionais, fato ndo demonstrado, para afirmar que o grafico de uma funcao afim € uma
reta. Entendemos que o aluno do primeiro ano do Ensino Médio ndo tem conhecimento

suficiente sobre Geometria Analitica para compreender que a taxa de variacdo constante
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Tempo (min) Temperatura (°C)
x y
20
1 60
2 100
3 140
i 180

Figura 3.8: tabela tempo X temperatura - Livro 2

implica que o grifico da fun¢do afim € uma reta. N6s sabemos que, dado trés pontos distintos,
A, B e C, dispostos sobre um mesmo plano, existe uma reta que passa pelos pontos A e B
e uma reta que passa pelos pontos A e C. Se essas retas t€tm o mesmo coeficiente angular
entdo se trata da mesma reta. Mas o aluno do primeiro ano do Ensino Médio ndo tem ainda
esse conhecimento sobre Geometria Analitica, e isso teria que ser demonstrado. Entendemos
que seria mais simples e mais didatico o Livro usar o Teorema de Pitdgoras e a desigualdade

triangular para demonstrar que o grifico de uma funcao afim € uma reta, como foi feito pelo

Livro 1.

20

180
140
100
60
20

X (min)



Note que a variagéo dos valores de y, que indicaremos por Ay, e diretamente proporcional &
variago dos valores correspondentes de x, que indicaremos por Ax. Por exemplo:

« guando x varia de 0 g 1, a variagéo correspondente de y & de 20 a B0, portanto:
by _80-20 MO
Ax L= 0 1

+ quando x varia de € a 4, a variagéo correspondente de y e de 100 a 180, portanto:

Ay 180 - 100 _ 8O _ 40

Ax~ H=B T2 1

Se em uma funcgéo y = flx) as variagdes de x e y séo diretamente proporcionais, entéo o gra-
fico de f & formado por pontos de uma reta. Assim, guando y assume os diferentes valores da
temperatura, até a temperature maxima do forno, o grafico sera parte de uma reta.

¥ (°C)

0l 1 2 3 4 X {min)

Esse resultado pode ser generalizado pelo seguinte teorema:

O gréfico de toda fungéo afim & uma reta.

Figura 3.9: demonstracdo de que o gréfico de uma fun¢do afim € uma reta - Livro 2

3.2.3 Como o Livro 3 apresenta o grafico da funcao afim

No Livro 3 encontramos a demonstragcdo que o grifico de uma fungdo afim é uma reta.
Para apresentar essa demonstracdo o livro considera conhecida a formula da distancia entre
dois pontos e afirma que trés pontos quaisquer do grifico de uma funcio afim sdo colineares
se, € somente se, a maior distdncia entre esses pontos for igual a soma das outras duas
distancias. Veja figura 3.10.

Sobre o grafico de funcdes afins o Livro 3 apresenta ainda as seguintes observagdes:

1. “O grdfico de uma fungdo afim f(x) = ax+ b é uma reta ndo vertical, isto é, ndo

paralela ao eixo y”.

2. “Como dois pontos determinam uma reta, basta considerarmos dois pontos do plano
cartesiano para construir o grdfico (compare isso com o que foi dito na pdgina 114
sobre a determinagdo de uma funcdo afim conhecendo-se seus valores em dois pontos

distintos).”
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Vamos provar que o grafico de uma fungao afim f(x) = ax + b é uma reta. Para isso basta mostrar que trés
pontos quaisquer do grafico sdo colineares, ou seja, estao numa mesma reta:

¥
M"h:[ e i ?p
Wk = cinee fi’. P‘(X,, ax, + b)
ax, + b | o ; P,(x, ax, + b}
.l P,(x, ax, + b)

Para que isso ocorra € necessdrio e suficiente que um dos trés nimeros diP,, P,), diP,, P,) e d(P,, P,) seja igual a
soma dos outros dois. Supomos x, < x, < x, e mostramos entéo que:

d(P,.P,) = d(P,,P,) + d(P,.P,)
Usando a formula da distancia entre dois pontos, obtemos:
diP, P) = \f[xz = x')"’ + [(ax, + b} — (ax, + b = v(“‘z - xIJ‘ + (ax, — .ax1]r’ = \h;x: = x,}" Tt a?{x, = ,{I}l m

= JO+a%)x, —x,F = (x, —x, W1+ 2

De modo andlogo, observamos que:

diP, P)) = (x, — x, W1+ a’ ed(P,P) = (x, = x W1+ a’

Figura 3.10: demonstracio que o grafico de uma fun¢do afim € uma reta - Livro 3

Na figura 3.11 podemos ver parte da pagina 114 do Livro 3, onde é demonstrado que
a taxa de variacdo da funcdo afim é sempre constante, sendo

fn) = f(x)

a=———-—, x17$x2
X2 — X1
e
yiX2 —y2X1
b="—"——" xl#xz.
X2 — X1

Como f(x) = ax+ b estd definida para todo x real, conforme a defini¢do do Livro 3,
teremos y; = f(x1) e y» = f(x2) bem definidos para quaisquer x| e x; reais, com x| # x.

Dessa forma podemos representar no plano cartesiano os pares ordenados (x1,y;) e
(x2,y2). Considerando essas informagdes, o professor, e consequentemente o aluno, é levado
a concluir que por esses dois pontos passa uma Unica reta e que ela € grafico de uma funcao
afim. Portanto, além de demonstrar que o grafico de uma fun¢ao afim € uma reta nao-vertical
o Livro 3 d4 elementos para o professor e o aluno concluirem que uma reta nao-vertical é
sempre grafico de uma funcao afim.
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5. Determinacio de uma funcio afim conhecendo-se seus valores
em dois pontos distintos

Uma funcdo afim f(x) = ax + b fica inteiramente determinada quando conhecemos dois dos seus valores f(x,)
e f(x,) para quaisquer x, e x, reais, com x, # x,. Ou seja, com esses dados determinamos os valores de a e de b.

Por exemplo:
se f(2) = —2, entdo para x = 2 tem-se f(x) = —2, ou seja, —2 = 2a + b;
sef(1) = 1, entdo parax = 1 tem-se f(x) = 1,ou seja, 1 = a + b.
Determinamos os valores de a e b resolvendo o sistema de equacoes:
2a+b=-2 2a + b= -2
{a+b*1 ﬁ{—za—zb:—z
~ b=—4 =b=4
Comoa + b =1, entao:

at4=1=a=-3

Logo, a funcao afim f(x) = ax + b tal que f(2) = —2 e f(1) = 1 é dada por f(x) = —3x + 4.

Generalizacao

De modo geral, conhecendoyy, = f(x,) ey, = f(x,) para x, e x, reais quaisquer, com x, # x,, podemos explicitar

os valores a e b da funcéo f(x) = ax + b, determinando-a completamente. —
Assim: Para refletir

Colocamos x, # X, para que

— — 1 2
y, =f(x;) =ax;+b no denominador (x, — x,) néo
aparega o zero, pois ndo exis-

y, =f(x,) =ax,+b
te divisdo por zero. Esse pro-

Y, =iy, cedimento é muito comum.
Y, — Yy, =(ax,+b) —(ax, + b) = ax, —ax, =alx, = x,)= a=—"——, X, #X, Sempre que colocamos X, # X,
X, = X% € porque aparecera X, — X, no
o denominador. J
Substituindo esse valor de aemy, = f(x,) = ax, + b, obtemos o valor de b:
_ [ Y2a™ W _ - - _ YiXa T YaX
Y —[ — ]X1 +h=¥i06 =X =¥ Y F bl TS0 T =y £ = bk — )= S

Figura 3.11: Determinacdo de uma fun¢do afim conhecendo-se seus valores em dois pontos

distintos - pagina 114 do Livro 3

Comentarios sobre a apresentacao do grafico da funcao afim feita pelo Livro 3:
O Livro 3 faz a demonstragdo de que o grafico de uma funcdo afim € uma reta. Para isso
considera ja conhecida a férmula da distancia entre dois pontos num plano. Acreditamos que
seria importante demonstrar como chegar a essa formula e s6 depois fazer a demonstragcdo de
que o grafico de uma funcao afim € uma reta. Essa demonstracdo se faz necessario pelo fato
de um aluno do primeiro ano do Ensino Médio ainda nao ter estudo Geometria Analitica, que
¢ contetido do terceiro ano do Ensino Médio. Isso pode ser feito, pois essa férmula é bem
simples de ser demonstrada, sendo usado apenas o Teorema de Pitdgoras para demonstra-
la. Usando a férmula da distancia entre dois pontos e a desigualdade triangular o Livro 3
demonstra que o grafico de uma funcio afim € uma reta. Também nos fornece informacdes

suficientes para concluirmos que uma reta nao-vertical contida no plano cartesiano € sempre
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gréfico de uma funcdo afim.

Diferente dos outros dois livros o Livro 3 teve a preocupacdo em apresentar a ideia que
uma reta nao-vertical € sempre grifico de uma funcao afim. Fez isso no final da sec¢do, onde
apresentou duas observacdes e ao final pediu para se comparar essas observacdes com o que
foi dito na pdgina 114 (figura 3.11). Acreditamos que o Livro 3 fez bem em apresentar esse
resultado, pois muitos exercicios apresentam retas € pedem para que o aluno responda qual
¢ a lei da funcao.

Veja a figura 3.12. No nosso entendimento esse tipo de questdo sé teria sentido se

tivéssemos a garantia de que uma reta ndo-vertical é sempre grafico de uma fun¢do afim.

37. Dado o gréfico da funcao de IR em IR, escreva a fungéo
f(x) = ax + b correspondente.

3_
2 -

14

Figura 3.12: questdo 37 - Livro 3

3.3 Analise de como os livros didaticos apresentam o cres-

cimento e o decrescimento da funcao afim

3.3.1 Como o Livro 1 apresenta o crescimento e o decrescimento da
funcao afim

No livro 1 encontramos demonstracio de que a funcdo afim € crescente ou decrescente

se, e sO se, a > 0 ou a < 0, respectivamente. Lembramos que o parametro a de uma func¢ao

afim, f(x) = ax+ b, é conhecido como taxa de variagdo, ou taxa de crescimento, Sendo essa
parte do contetido apresentada, como mostram as figuras 3.13 e 3.14.
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2.3 Analise do grafico da funcao polinomial do 1° grau

= Crescimento e decrescimento de uma funcao

Uma funcéo polinomial do 1° grau, de lei f(x) = ax + b, pode ser crescente ou
decrescente, dependendo do valor do coeficiente a da funcéo.

Exemplos
e f(x)=2x—1(a>0) * gx)=-3x+1(a<0)
x | flx) o x | gk 4 g
z
2| -5 2| 7 3
o
-1] -3 1 -1| 4 1 3
3
o | -1 . 0 1 : Observacao
1 X X o
1 1 = 1 =5 = | Note que para uma funcéo
polinomial do 1° grau crescente,
2 3 2 =5 =2 | como a funcéo f, a taxa de varia-
| ¢éo é positiva. No caso de uma
Quando aumentamos o valor de x, os Quando aumentamos o valor de x, | fungdo polinomial do 1° grau
correspondentes valores de f(x) tam- 0s correspondentes valores de g(x) di- decrescente, como a funcéo g,
gecr:'wesa:ergig.tam. Portanto, a fun¢do f zﬁsl,nceeﬂ.t:ortanto, a funcdo g é de- a taxa de variaco é negativa.

Figura 3.13: exemplos de funcdes afins, crescente e decrescente - Livro 1

Depois o Livro 1 apresenta alguns exemplos, um de funcdo afim crescente e outro de
func¢ado afim decrescente, conforme figura 3.15.

Comentarios sobre como o Livro 1 apresenta o crescimento e o decrescimento da
funcio afim: A demonstracdo de que a funcdo afim € crescente, ou decrescente se a > 0
ou a < 0, respectivamente, € iniciada apresentando-se as fungdes afins f(x) = 2x— 1, com
a>0,e g(x)=-3x+1, coma < 0. Abaixo da fun¢do f(x) o autor chama aten¢do para o
fato de que quando o valor de x cresce o valor de f(x) também cresce, logo f(x) é crescente.
Abaixo da fun¢do g(x) € feita uma observacédo analoga, dizendo-se que quando os valores de
x crescem os valores de f(x) decrescem, logo a g(x) é decrescente. Ao lado desses graficos é
feita uma observacdo em que € destacado que numa func¢@o afim crescente a taxa de variacdo
€ positiva e numa fun¢do afim decrescente a taxa de variagdo € negativa.

Logo em seguida é feita uma generalizacao, conforme figura 3.14. A generalizagdo é
feita de forma simples e bem elegante, deixando claro que taxa de variacdo positiva implica
numa fungdo afim crescente e taxa de variacao negativa implica numa fun¢do afim decres-
cente. Entendemos que a demonstracdo € bem feita, sendo adequada para ser apresentada

numa turma do primeiro ano do Ensino Médio.
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De modo geral, temos:

Fungao crescente (a > 0)

Funcao decrescente (o < 0)

¥ . y

f(x,) »
F(x)1- 4 0

£ Lo X X
ol x, x, x Fx,)
; f(x,)
/
Xy X = AKXy > OXy = axs + b > ax, + b, f Xy =X, => ax,<< ax; = ax, + b < ax, + b,
ou seja, fx;) = fix,) | ou seja, fx;) < fix,) |

Figura 3.14: demonstragdo que a > 0, a < 0, implica na fun¢do ser crescente, decrescente,

respectivamente - Livro 1

Exemplos
* f(x) = —/2x + 3 é uma funcado decrescente, pois —/2 < 0, ou seja, a < 0.
® g(x) = 0,5x — 2 é uma funcdo crescente, pois 0,5 > 0, ou seja,a > 0,

Uma funcao afim dada por fix) = ax + b,com b €ER e a = 0, ndo é crescente
nem decrescente. Nesse caso a func¢do é constante. Por exemplo, h(x) = © & uma
funcao constante, poisa = 0,

Figura 3.15: exemplos de fungdes afim crescente e decrescente - Livro 1

3.3.2 Como o Livro 2 apresenta o crescimento e o decrescimento da
funcao afim

O Livro 2 comeca a secdo que trata sobre crescimento e decrescimento da fungdo afim
fazendo a afirmacdo que podemos ver na figura 3.16.

A demonstra¢do da afirmacio apresentada na figura 3.16 € feita algebricamente, como
podemos ver na figura 3.17.

Comentarios sobre como o Livro 2 apresenta o crescimento e o decrescimento da
funcio afim: A demonstra¢do de que a fungdo afim, f(x) = ax+ b, é crescente se, e s6 se,
a > 0 e que a func¢do afim € decrescente se, e s6 se, a < 0, € feita de forma também simples e
elegante. Mais importante, a demonstracdo € adequada para ser apresentada numa turma do
primeiro ano do Ensino Médio, pois os argumentos matematicos usados na demonstracao ja

sao conhecidos por esses alunos.
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Crescimento e decrescimento

Dada a funcgéo afim f(x) = ax + b, com taxa de variacao a, temos:
I. f é crescente se, e somente se, a é positivo.

II. f é decrescente se, e somente se, a é negativo.

Figura 3.16: inicio da sec@o sobre crescimento e decrescimento da fungdo afim- Livro 2

Demonstracao

Para essas demonstragtes, aplicaremos os conceitos estudados no capitulo anterior sobre fungtes
crescentes e fungdes decrescentes.

I. Considere os niUmeros reais x; € X, quaisquer, com x, > x;. Para a > 0, temos a equivaléncia:
Xz > X} & O0Xp; > ax;
Adicionando b a ambos os membras da ultima desigualdade, temos a equivaléncia:
aXp > 0X; & ax, th>ax, + b
Logo, x, > x; & flx.) > flx,), portanto f € uma funcéo crescente para a > 0.
I1. Considere os niumeraos reais X, e X, quaisquer, com x, > x,. Para a < 0, temos a equivaléncia:
Xa > X, © oxp < axy
Adicionando b a ambos os membros da Ultima desigualdade, temos a equivaléncia:
axp<ax; & ax, th<ax;+b

Logo, x, > x; & flxa) < flx,), portanto f & uma fungaéo crescente para a < 0.

Figura 3.17: demonstragcdo que a > 0, a < 0, implica na fun¢do ser crescente, decrescente,
respectivamente - Livro 2

3.3.3 Como o Livro 3 apresenta o crescimento e o decrescimento da
funcao afim

O Livro 3 traz uma se¢do que trata o fato da funcdo afim ser crescente ou decrescente.

Veja na figura 3.18 que o autor chama atencao para o fato que o grifico de uma fungao
afim, f(x) =ax+b, é umareta e que a é a taxa de varia¢@o ou taxa de crescimento da fungdo.
Lembra ainda que para o caso em que a # 0 s6 ha duas possibilidades para essa reta, ou os
valores de f(x) crescem a partir do ponto (0,b), ou decrescem.

Depois de apresentar os graficos da figura 3.18, o Livro 3 conclui abaixo dos graficos,
dizendo:
“Logo, [ é crescente se a taxa de crescimento é positiva, e decrescente se a taxa de cresci-

mento for negativa.
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12. Funcio afim crescente e decrescente

Ja vimos que uma fungao afim f(x) = ax + b tem como gréfico uma reta (que indicamos pory = ax + b) néo
vertical, ou seja, ndo paralela ao eixo y.

A ordenada do ponto onde a reta intersecta o eixo y é sempre b.

Ja vimos que o numero a chama-se taxa de variagdo ou taxa de crescimento da fun¢@o. Quanto maior o valor
absoluto de a, mais a reta se afasta.da posicao horizontal.

Para a # 0 existem duas possibilidades:

f(x) K y
X () N0, b
f(x,) 1 \\ a<o
N
fix,) f(x}) 4 R 4
\o x fix;) N
1 Il N\
0 X; Xy : N o
©0.b) L i NN X
0 Xy X, N

Sea> 0, fécrescente. Se a <0, f é decrescente.

Logo, f é crescente se a taxa de crescimento é positiva, e decrescente se a taxa de crescimento é negativa.

Assim, o que determina se a fungao afim f(x) = ax + b, com a # 0, é crescente ou decrescente é o sinal de a. Se
a é positivo, ela é crescente; se a é negativo, ela é decrescente.

No caso de a = 0, o valor de f(x) permanece constante [f(x) = b] e o gréfico de f é a reta paralela ao eixo x que
passa por (0, b), como ja vimos.

Figura 3.18: demonstracdo que a > 0, a < 0, implica na funcdo ser crescente, decrescente,
respectivamente - Livro 3

Comentarios sobre como o Livro 3 apresenta o crescimento e o decrescimento da
funcao afim: Entendemos que, apesar do Livro 3 apresentar muitas informacdes na secao
que trata sobre o crescimento/decrescimento da funcdo afim, ndo ficou demonstrado que esta
func¢ao € crescente quando a > 0 e decrescente quando a < 0.

Acreditamos ainda que seria mais didatico ter sido usado o mesmo valor para b no dois
graficos apresentados da figura 3.18. Quanto a taxa de variagdo poderia ser uma o Ooposto
simétrico da outra, deixando claro que o valor absoluto de a e o valor de b em nada influencia
no resultado da func¢do ser crescente ou decrescente e sim o fato do valor de a ser positivo ou

negativo.

3.4 Analise de como os livros didaticos apresentam a ca-

racterizacao da funcao afim

Os Livros 1 e 2 ndo tratam sobre a caracteriza¢do da funcdo afim, ou seja, que dada
uma fungdo f: R — R, crescente ou decrescente, se a diferenga f(x+h) — f(x) depender
apenas de & mas ndo de x, entdo f € uma fun¢do afim.

Entendemos que € importante abordar a caracterizacdo da fun¢do afim no Ensino Mé-
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dio, pois, se trata de algo que identifica esta funcdo. Mais ainda, no nosso entendimento a
caracterizacao poderia ser apresentada, mas nao demonstrada. Nosso entendimento se baseia
no fato dessa demonstracao ndo estd num nivel adequado para uma turma do Ensino Médio.
Veremos essa demonstrac@o na secdo 4.4.

O Livro 3 lembra que o gréifico de uma funcao afim € uma reta, depois faz a seguinte
colocagdo:

“As funcoes afins sdo as tinicas funcoes (crescentes ou decrescentes) para as quais
acréscimos iguais dados a x e a X' correspondem a acréscimos iguais dados a f(x) e f(x').”

A colocacdo acima significa dizer que o valor de x ndo interfere na diferenca
fx+h) = f(x).

Em seguida pede para que se analise o grifico da fun¢do f(x) = 2x+ 1. Veja figura
3.19.

11. Uma propriedade caracteristica da funco afim f(x) = ax + b

Vimos que o grafico de uma funcdo afim f(x) = ax + b é uma reta. .

As fungdes afins sdo as tnicas fungoes (crescentes ou decrescentes) para as quais acréscimos iguais dados a
x e a X’ correspondem acréscimos iguais dados a f(x) e f(x").

Analise o gréfico da fungao f(x) = 2x + 1:

y

f(x) =2x + 1 B st (A

Figura 3.19: grifico da fungdo f(x) =2x+ 1

Na péagina seguinte conclui informando que foi dado dois acréscimos iguaisa 1 em x e
foi obtido dois acréscimos iguais a 2 em y.

Dando continuidade, o Livro 3 generaliza esse fato, conforme figura 3.20.

Como podemos ver na figura 3.20, € apresentado um grafico de uma fun¢do afim qual-
quer e em seguida é afirmado que f(x+h) — f(x) = f(xX' +h) — f(x'). Todavia, esse fato
nao fica demonstrado, pois ndo foi usado o fato de que os tridngulos retangulos da referida
figura s@o congruentes. Entendemos que essa demonstracao € simples e pode ser apresentada
numa turma do primeiro ano do Ensino Médio, ajudando a desenvolver no aluno o pensa-
mento dedutivo. Mas, vale ressaltar que, a reciproca dessa afirmacao ndo € simples de ser

demonstrada, conforme veremos na secao 4.5.
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Demos dois acréscimos iguais a 1 em x e obtivemos dois acréscimos iguaisa 2 emyy.
De modo geral, em qualquer funcdo afim f(x) = ax + b, temos:

if(x)

fix' + h) — f(x’){ |
1 |
o h
|
f(x + h) — f(x){ g
tj 2 B
fix) = ax + b_-1 : !
I’ X
X Xx+h x' x' +h

Demos dois acréscimos iguais a h em x e obtivemos dois acréscimos iguais em f(x):
f(x + h) — f(x) = f(x' + h) — f(x')

Figura 3.20: caracterizac¢do da funcdo afim apresentada no Livro 3

3.5 Como os livros didaticos apresentam a relacao entre

Funcao Linear, Proporcionalidade e Regra de Trés

3.5.1 Relacao entre Funcao Linear, Proporcionalidade e Regra de Trés
- Livro 1

O Livro 1 nada apresenta sobre a relacao entre func¢ao linear, proporcionalidade e regra
de trés. Entendemos que o autor perdeu a oportunidade de reforcar a aprendizagem de dois
conteudos muito importantes, proporcionalidade e regra de trés, os quais foram vistos no
sétimo ano do ensino fundamental. Na verdade, funcdo linear, proporcionalidade e regra de
trés sdo vistos pelos alunos, e por alguns professores, como se fossem conteidos completa-
mente diferentes, ndo sendo estabelecidas as relacdes entre esses conteidos. Cada um desses
conteddos € trabalhado isoladamente, ndo sendo apresentada a relacdo entre eles. No nosso
entendimento fun¢do linear, proporcionalidade e regra de trés sd@o conteidos matematicos
que servem para modelar as mesmas situacdes-problemas. Veremos nos capitulos seguin-
tes que dependendo da situac@o-problema pode ser mais conveniente se usar o conceito de
func¢ao linear, em outras situagdes pode ser mais conveniente se usar proporcionalidade ou
regra de trés. Nos Capitulos 5 e 6 veremos que proporcionalidade é um conteudo matemati-
cos muito importante e bastante explorado nas provas do ENEM, o justificaria o resgate da

proporcionalidade no momento de se estudar funcdo linear.
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3.5.2 Relacao entre Func¢ao Linear, Proporcionalidade e Regra de Trés
- Livro 2

O Livro 2 também ndo estabelece uma relacdo direta entre fun¢do linear, proporciona-
lidade e regra de trés. Em vez disso mostra que na fun¢do afim existe uma proporcionalidade
entre Ay e Ax. Veja figura 3.21 e 3.22.

y A

-4 4

Figura 3.21: Relagdo entre Funcao Linear, Proporcionalidade e Regra de Trés - Livro 2

Observe que:

quando x varia de 1 a 3, a variagdo correspondente de y ¢ de —2 a 2;
assim, a razéo entre a variagdo de y e a variacao dos valores corres-
pondentes de x é:
&y _2-(-2_4_,
Ax 3-1 2
- isso significa que a temperatura variou 4 graus Celsius em 2 horas, o que
equivale a variagao de 2 graus Celsius por hora;
quando x varia de 3 a B, a variagao correspondente de y é de 2 a 8; assim:
y_8-2_B_,
Ax 6-3 3
isso significa que a temperatura variou 6 graus Celsius em 3 horas, o
que equivale a variacdo de 2 graus Celsius por hora;

Figura 3.22: Relacdo entre Func¢do Linear, Proporcionalidade e Regra de Trés - Livro 2

Na sec¢do que trata de fungdo linear o Livro 2 apresenta ainda as seguintes propriedades

desta funcdo:
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“PI Em toda funcdo linear y = ax os valores correspondentes das varidveis x e y sdo
diretamente proporcionais.

P2 O grdfico de uma fungdo linear y = ax é uma reta que passa pela origem do sistema
de coordenadas.”

Mas, em nenhum momento estabelece uma relacao entre funcéo linear, proporcionali-
dade e regra de trés, nem diz que um problema que se resolve usando o conceito de funcao
linear, também pode ser resolvido usando proporcionalidade ou regra de trés. Entendemos
que a relagdo entre fungdo linear, proporcionalidade e regra de trés € importante e proporci-

ona uma melhor compreensdo do contetido de funcio linear.

3.5.3 Relacao entre Funcao Linear, Proporcionalidade e Regra de Trés

- Livro 3

O Livro 3 relaciona func¢do linear com proporcionalidade e ainda define o que € uma
proporcionalidade e uma regra de trés. Veja figura 3.23 e 3.24.

18. Proporcionalidade e funcdo linear

Um motorista mantém seu carro numa rodovia a uma velocidade constante de 90 km/h.
a) Em quanto tempo ele percorrerd 225 km?
b) Quantos quilémetros ele percorrerd em 3,5 horas?

Essa é uma situagdo que envolve os conceitos de proporcionalidade e de funcao linear.

Proporcionalidade

Analisando a tabela abaixo, que representa a situacio anterior, observe que:
a) quanto maior o tempo, maior ser4 a distancia percorrida;
b) se dobrarmos, triplicarmos, etc. o valor do tempo (t), entdo o valor correspondente da distancia (d) fica dobrado
triplicado, etc.

i

t (em horas) 1 2 3 4 t

1 1
3 2
d (em km) 30 45 90 180 270 360 d =90t

Quando isso ocorre entre duas grandezas, dizemos que elas sio proporcionais (ou diretamente proporcionais).
Logo, tempo e distancia percorrida sdo grandezas proporcionais, quando se tem velocidade constante.

Linguagem matematica

Na linguagem matemética, essa nogéo de proporcionalidade pode ser assim expressa:
Duas grandezas séo diretamente proporcionais se para cada valor x de uma delas corresponde um valor y bem
definido na outra (x — y), satisfazendo: '

a) Quanto maior for x, maior serd y, ou seja:
sex—yex —y, entaox < x'implicay <y’

b) Se dobrarmos, triplicarmos, etc. o valor de x, entdo o valor correspondente de y sera dobrado, triplicado, etc.,
ou seja:

se X =Yy, entao nx — ny para todo n € IN*,
A correspondéncia x — y que satisfaz essas duas condicdes chama-se proporcionalidade.

Figura 3.23: Relacdo entre Func¢do Linear, Proporcionalidade e Regra de Trés - Livro 3
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Regra de trés

, Quando temos uma proporcionalidade f: IR* — IR*, para quaisquer x,, x, comf(x,) =y, e f(x,) = y,, obtemos
RAND /Y

_ ; Yi - = ;
. S a. A igualdade 7‘ = i—z chama-se proporgéo. Ao procedimento que permite, conhecendo trés dos
1 2 1 2

numeros x,, y,, X,, y,, determinar o quarto nimero damos o nome de regra de trés.
Usando uma regra de trés podemos resolver as questdes do item 18 (pagina 138).

a) Em quanto tempo o carro percorrerd 225 km?

90 225 1-225
— = —— =>X=———- =25horas
1 X 90

O carro percorrera 225 km em 2 horas e 30 minutos.

b) Quantos quilémetros ele percorrera em 3,5 horas?

90 X 3,5-90
— = =X = 3 =315km

1 3,5
Em 3,5 horas o carro percorrerd 315 km.

Observacéao: Grandezas inversamente proporcionais
Existem também grandezas chamadas de inversamente proporcionais, pois, quando uma aumenta, a outra di-
minui na mesma proporgao, e vice-versa. Por exemplo, se uma grandeza dobrar, a inversamente proporcional a ela

cai a metade. Dizer que y é inversamente proporcional a x equivale a dizer quey é proporcional a l. Exemplos:

Altura e base de uma regido retangular de 4rea A = 5 sio inversamente proporcionais (quanto maior a base,
menor a altura).

Tempo de percurso e velocidade de um mével que percorre um trajeto de 100 km sao inversamente proporcionais
(quanto maior a velocidade, menor o tempo de percurso). '

A relacao entre duas grandezas inversamente proporcionais ndo é descrita por uma funcao afim.

Figura 3.24: definicdo de Regra de Trés - Livro 3

Comentarios sobre como o Livro 3 apresentou a relacdo entre funcio linear, pro-
porcionalidade e regra de trés: Entendemos que o Livro 3 além de apresentar a rela-
¢do entre funcgdo linear, proporcionalidade e regra de trés, a fez de uma forma detalhada,
preocupando-se em definir o que € uma proporcionalidade e o que € uma regra de trés. De-
pois das defini¢des de proporcionalidade e regra de trés, o Livro 3 apresentou dois exemplos,
veja figura 3.25, os quais sdo resolvidos usando-se o conceito de proporcionalidade apresen-
tado na figura 3.23. Nesta oportunidade o Livro 3 poderia apresentar como resolver essas
questdes aplicando o conceito de fungdo linear ou de regra de trés, deixando claro como a
func¢ao linear, a proporcionalidade e a regra de trés estdo estreitamente relacionados. Ou
melhor, que se tratam de uma mesma no¢ao matematica.

Observamos ainda que a proporcionalidade é apresentada no Livro 3 com uma lin-
guagem matematica mais rigorosa que aquela que foi apresentada no sétimo ano do Ensino
Fundamental. Na verdade a proporcionalidade, como entendemos e vamos tratar nesta dis-
sertacdo, ndo € definida no sétimo ano do Ensino Fundamental, nessa fase do ensino € dito
que se a razao entre dois nimeros a € b € igual a razdo entre os nimeros c € d, entdo g =7
¢ uma propor¢ao e por consequéncia tem-se que a-d = b - c.
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eHemplos:

19) Consideremos r e s retas paralelas. Dado qualquer triangulo que tenha um vértice em uma dessas retas e o lado
oposto contido na outra, vamos verificar se a correspondéncia x (medida desse lado) e A (area da regiao trian-
gular) é uma proporcionalidade.

A correspondéncia x — A é uma proporcionalidade, ou seja, quando a altura relativa a um lado de uma regiao
triangular é fixada, sua area (A) é proporcional a esse lado (x).
r

X 22X

As duas condicoes da proporcionalidade estéo satisfeitas: Quanto maior o valor de x, maior serd o valor da area,
e dobrando-se, triplicando-se, etc. x, duplica-se, triplica-se, etc. a area A.

29) Ao ser aplicada uma quantia de dinheiro x em uma caderneta de poupanca, ap6s 1 més é obtido um montante y.
Vamos verificar se a correspondéncia x — y € uma proporcionalidade, isto &, se o montante no final do més é
proporcional & quantia aplicada.

Podemos notar que as duas condiges da proporcionalidade estao satisfeitas:
a) Quanto maior a quantia investida, maior sera o montante.
b) Ao ser dobrada, triplicada, etc. a quantia x, duplicado, triplicado, etc. sera 0 montante.

um més:

Dobrando-se o
capital, dobra-se o montante
no final de um més.

Capital inicial Juros Montante
© (j) (M=C+j)

R$ 1000,00 R$ 7,00 R$ 1007,00
R$ 2 000,00 R$ 14,00 | R$2014,00

USTRAGOES: FORMATO Ci

Observemos, porém, que no segundo més calculamos 0,7% de R$ 1007,00 (e ndo de R$ 1000,00), sendo obtido
um montante de R$ 1014,05:

Quando Tempo i
sa dobrar tempo do (em meses) Capital Juros Montante
=+ investimento nao se dobra o juro, 1 R$ 1000,00 R$ 7,00 R$ 1007,00
pois a cada meés ap/{ca-se uma > RS 1007,00 R$7.05 RS 1014,05
quantia maior.

Conclusdo: Num periodo fixo, o retorno é proporcional ao capital inicial investido mas ndo é proporcional ao
tempo de investimento.

Figura 3.25: exemplos de proporcionalidade - Livro 3

3.6 Analise de alguns Exercicios Propostos no capitulo de
Funcao Afim dos Livros Analisados

3.6.1 Analise de alguns exercicios propostos no Livro 1

Entendemos que no Livro 1 poderia ter havido uma maior aten¢do quanto a formulagao
de alguns deles. Veja figura 3.26. A questdo mostrada nessa imagem trata de um marceneiro
que vende alguns modelos de armario para cozinha pelo preco dnico de R$ 450,00 cada,
gastando R$ 2.250,00 com matéria-prima, além de R$ 75,00 com mio de obra por cada

armdrio produzido. Entendemos que essa questdo ndo representa uma situagao factivel, por
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isso poderia ndo ser possivel de ocorrer. Na questdo o gasto mensal com matéria-prima é
um valor fixo, o que nos parece muito estranho. Ora, se 0 marceneiro ndo produzir nada em
um mes, certamente ndo utilizard a matéria-prima e podera usa-la no més seguinte, ou seja,
no més seguinte o gasto com matéria-prima serd zero, visto que 0 marceneiro aproveitard a
matéria-prima do més cuja producio foi nula. Na verdade o marceneiro compra a matéria-
prima de acordo com a demanda do més, ou seja, a matéria-prima, consequentemente o valor
gasto com ela, € uma grandeza que estd relacionada com a quantidade de armadrios que ele

planeja construir. Portanto, essa questdo nio representa uma situacao verdadeira.

22. Um marceneiro vende alguns modelos de armario
para cozinha ao preco de R$ 450,00 a unidade.
Ele gasta com matéria-prima um valor fixo mensal
de R$ 2.250,00, além de R$ 75,00 de méo de obra
por armario produzido. N
a) Se forem vendidos 3 armarios em um mes. o
marceneiro tera lucro ou prejuizo? De quanto?
b) Escreva no caderno a lei de formacao das fun-
¢coes: v, que relaciona o valor das vendas com o
numero x de armarios vendidos; g, que relaciona
0 gasto na producao com o numero x de arma-
rios produzidos; [, gque relaciona o lucro obtido
com o numero x de armarios vendidos.
¢) Para nao ter lucro nem prejuizo, quantos arma-
rios 0 marcer 1eiro precisara vender em um meés?
d) Qiii.l.rli{.lfi armarios ele deve vender para ter
lucro mensal de R$ 1.500,00? 10 arma
e) Qual sera o lucro desse marceneiro com a
venda de 15 desses armarios? R$3.375,
f) As fungoes v, g e [,sdo afins? Justifique sua
resposta. Nio. porque o domino dessas fungdes nao &

Figura 3.26: Questdo 22 - Livro 1

Veja agora a questao da figura 3.27:

Entendemos que essa questdo também apresenta falhas na sua formulacio, pois no
inicio é dito que os precos das frutas variam de acordo com a época de producdo. Em
seguida é informado que certa fruta custa R$ 1,75, independente da época ou variagdo de
preco. Ora, pede-se para desconsiderar um fato real, a variacdo de preco, para moldar a

situacdo-problema, de forma que essa possa ser modelada por uma fun¢do afim.
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4. (Enem) As frutas que antes se compravam por duzia,
hoje em dia, podem ser compradas por quilograma,
existindo também a variacao dos precos de acordo
com a época de producao. Considere que, indepen-
dente da época ou variacio de preco, certa fruta custa
R$ 1,75 o quilograma.

Dos graficos a seguir, o que representa o preco m pago
em reais pela compra de n quilogramas desse produto é:

a) ma d) m4 S

1,751~/ 1,751 -

\4

Figura 3.27: Questdo 4 - Livro 1

3.6.2 Analise de alguns exercicios propostos no Livro 2

Na lista de exercicios propostos do Livro 2 encontramos algumas questdes que enten-
demos existir também falhas na sua elaboragdo. O primeiro problema trata de um condici-
onador de ar que ao ser ligado faz a temperatura variar linearmente. E informado que no
momento em que o aparelho foi ligado a temperatura estava em 30°C e cinco minutos depois
passou a ser 26°C e mais cinco minutos depois marcava 22°C . A questdao como se apresenta
d4 a ideia de que enquanto o aparelho estiver ligado a temperatura pode diminuir indefini-
damente, o que ndo € verdade. Se assim fosse estaria resolvido o problema do aquecimento
global. Entendemos que poderia haver a informagao dizendo que a variagdo de temperatura

ocorreria de forma linear até atingir uma determinada temperatura. Veja figura 3.28.
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Quando a temperatura interna de uma sala atinge
30 °C, um aparelho de ar condicionado é ligado
automaticamente, fazendo a temperatura variar
linearmente com a variagéo do tempo.

Sabe-se que, no intervalo de 5 a 10 minutos, depois
de o aparelho ser ligado, a temperatura variou,
respectivamente, de 26 °C a 22 °C.

Elaborar uma equagdo que expresse a temperatura
y, em grau Celsius, da sala em fun¢édo do tempo x,
em minuto, enquanto o aparelho estiver ligado.

Figura 3.28: exercicio proposto - Questio 7 - Livro 2

Analisemos agora a questdo mostrada na figura 3.29.

B2 Quandoum reservatério continha 400 litros de 4gua,
foi aberto um registro para esvazia-lo a razao de 4
litros por segundo.

a) Obtenhaumaequagdo que expresse a quantidade
de dgua do reservatdrio, a partir do instante em
que foi aberto o registro.

b) Qual é a taxa de variagao da fungao afim obtida
no item a? O que essa taxa de variagao significa?

Figura 3.29: Questdo 22 - Livro 2

Ora, essa questdo também ndo representa uma situagdo verdadeira. Na figura 3.30
extraida do livro Equacdes Diferenciais [6], mostra que conforme a altura da coluna d’agua
diminui no reservatoério, a vazao também diminui, sendo assim, a vazao nao é constante.
Logo esse problema, da forma como se apresenta, ndo pode ser modelado por uma func¢do
afim. Entendemos que esse problema poderia representar uma situacdo verdadeira se tivesse
sido informado que o escoamento se daria com auxilio de algum de tipo de motor, ou algum
tipo de vdlvula que conseguisse manter a vazao sempre constante.

Os argumentos usados na figura 3.30 podem ser compreendidos facilmente se lembrar-
mos alguns conceitos da Fisica. Por exemplo, devemos lembrar que a dgua s6 escoa porque
existe uma forca agindo sobre ela, a for¢a da gravidade, a qual diminui conforme a dgua vai

escoando e consequente a vazdo d’dgua também diminui.
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EXEMPLO 8

Um tanque cheio de dgua ¢ drenado através de um orificio sobre a influénecia da gravidade.
Gostarfamos de calcular a altura h da dgua no tunque em qualquer instante de tempo 1,

Considere o tanque mostrado na Figura 1.11. Se a drea do orificio é Ag (em m”) ¢ a
velocidade da dgua saindo do tanque é v = V2gh (em m/s), entdio o volume de dgua que sai do
tangue por segundo € Ay ¥2gh (em m¥/5). Logo, se V(1) denota o volume de dgua no tanque no
instante r, temos

‘-g = —Ag V2gh, (15)

em que o sinal de subtragio indica que V decresce com o tempo. Nole que estamos ignorando
qualquer possibilidade de airito no orificio, o que reduziria a taxa de vazio da dgua.

il

I
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Figura 3.30: problema encontrado em [6]

Ainda no Livro 2 encontramos a questao mostrada na figura 3.31.

m (Covest-PE) Uma dose de certa droga é injetada em
um paciente e, as 8 h, a concentracdo sanguinea da
droga é 1,0 mg/mL. Passadas 4 horas, a concentragéo
€ 0,2 mg/mL. Admitindo que a concentragdo seja
uma funcao afim do tempo, em quantos minutos,
contados a partir das 12 h, a concentragdo da droga
sera zero?

Figura 3.31: exercicio proposto - questdo 34 - Livro 2

Ora, no livro A Matematica do Ensino Médio [4] é mostrado que esse tipo de questdo
€ modelado por uma fun¢do do tipo exponencial. Outra coisa, a expressao “admitindo-se
que a concentracdo é uma fungdo afim do tempo” nos leva a crer que estamos no mundo das
suposi¢cdes, ou seja, quem elaborou essa questdo nos parece saber que esse problema ndo
pode ser modelado por uma fun¢do afim, mas mesmo assim, resolveu usé-la.

Veja figura 3.32 e entenda por que a questdo da figura 3.31 € modelada por uma fungao
do tipo exponencial, f(b,t) = ba', onde b é quantidade ingerida da droga e 7 é o tempo decor-
rido. Como a situagdo-problema em andlise € modelada por uma fun¢do do tipo exponencial,
conforme figura 3.32. Do contrério poderiamos estar ensinando o aluno a aplicar o modelo
de funcao linear sempre que quiser resolver uma situacao-problema, sem se preocupar se o
modelo é adequado ou nao.
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Concentragao de uma solugao. Agora temos, no instante t =
0, um volume b de sal misturado com a agua do tanque, do qual a
mistura se escoa por um ralo e é compensada igualmente pela agua
despejada de uma torneira. Decorrido o tempo ¢, o volume de sal
restante, indicado por f(t) = f(b,t), é uma funcido decrescente de t
e é proporcional a b. Isto é claro. Ademais, se recomegarmos nossa
observacao depois de decorrido o tempo s, quando o volume de sal
que restou é f(b, s), passado o tempo t a partir dai, o volume de sal
que permanecera no tanque ¢, por um lado, igual a f(f(b, s),t) e, por
outro lado, é f(b,s+t). Logo f(b,s+t) = f(f(b,s),t), o que comprova
a condicao 2), portanto f(b,t) = ba® é do tipo exponencial. Como de

t onde & = fna é a taxa instantanea de

praxe, poe-se f(b,t) = be®
escoamento (igual a taxa de abastecimento). Novamente aqui se tem
0 <a<1logoa<0,pois f(b,t) é uma fungao decrescente de t.

O principio deste exemplo é 0 mesmo que se aplica para estudar
a eliminacao de drogas (medicinais ou néo) no corpo de um animal.
Neste caso, o escoamento se da principalmente por suor e urina e o

abastecimento se faz mediante a ingestao de liquidos.
Figura 3.32: Exemplo de como ocorre a eliminacao de drogas no corpo de um animal [4]

3.6.3 Analise de alguns exercicios propostos no Livro 3

No Livro 3 encontramos o seguinte exercicio proposto:
“(Vunesp) Uma pessoa obesa, pesando em certo momento 156 kg, recolhe-se a um spa
onde se anunciam perdas de peso de até 2,5 kg por semana. Suponhamos que isso realmente

ocorra. Nessas condigoes:

a) encontre uma formula que expresse o peso minimo, P, que essa pessoa poderd atingir

apos n semanas;

b) calcule o niimero minimo de semanas completas que a pessoa deverd permanecer no

spa para sair de ld com menos de 120 kg de peso.”

Essa € uma questdo que ndo deveria ser apresentada ao aluno, ja que também nao
representa um exemplo factivel de ser modulado por uma fun¢do afim de funcao afim, pois
a perda de peso ndo ocorre linearmente, sequer podemos afirmar que o problema pode ser
modelado por uma fungio crescente ou decrescente, pois ¢ comum durante um tratamento
desse tipo, as pessoas perderem peso no inicio e em seguida ganharem de volta alguns dos
quilos perdidos. Outra coisa, da forma como foi colocado o problema, pode-se imaginar
que se o paciente passar muito tempo nesse spa ele pode atingir peso nulo. Poderia ter

sido colocado que nas primeiras semanas a perda de peso ocorre de forma linear e assim
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seguiria até uma determinada quantidade de semanas, mesmo assim ainda ficaria no campo
das suposicoes.
Veja o que trecho extraido do Artigo Saiba por que 95% das dietas falham [16] diz a

respeito de perda de peso.

Ao contrdrio do que muitos ainda pensam e de muito que se diz, perda e ganho
de peso ndo é matematicamente coerente, ou seja, um exemplo: Se cortarmos
800 calorias por dia, matematicamente sabemos que ao longo de uma semana
teremos um déficit caldrico de 5600 kcal (7 - 800), certo? certo.

A conta esta certa, mas o comportamento do nosso corpo nao € igualmente
exato. Geralmente, quando se inicia uma dieta, nas primeiras poucas semanas,
a queda de peso é acentuada. Cortando-se 800 kcal por dia pode-se sim se
acabar criando um déficit de 5600 kcal no final da semana. Este € o momento
que vocé fica super animado com o resultado... ok. Com o passar das semanas
vocé continua cortando a mesma quantidade e comega a perceber que voce esta
perdendo cada vez MENOS peso ao longo do tempo até que nota, tristemente,
que vocé, de fato, PAROU de perder peso, mesmo cortando ainda as 800kcal

por dia.

Como podemos ver no trecho acima € comum pessoas terem uma diminui¢ao acentu-
ada no seu peso nas primeiras semanas de uma dieta, mas essa diminui¢do de peso desacelera
nas semanas seguintes até parar. Como € dito no trecho acima, ganho ou perda de peso nao
€ “matematicamente coerente”. 1.ogo, seria melhor que essa questdo ndo fosse apresentada
ao aluno. Se o professor resolver apresenta-la, deve frisar bem que se trata de uma situagao
hipotética e que ndao condiz com a realidade, o que também foge de uma contextualizacdo
verossimil.

Perceba ainda que na questdo o Livro 3 usa a frase: “Suponhamos que isso realmente
ocorra.”’, o que deixa claro que tudo nio passa de uma suposi¢do. No nosso entendimento
sdo vdrios os exemplos de situagdes-problemas que realmente sio modelados por uma fungao
afim. Sendo assim, questdo desse tipo poderia ndo ser apresentada aos alunos, sob pena de
fazer o aluno entender equivocadamente que podemos usar o modelo matemético de funcao
afim quando acharmos melhor, ou seja, sempre que supusermos que a funcio afim modela
determinada situacdo-problema. No nosso entendimento o aluno tem que ter a preocupacao
de saber se a situagdo-problema realmente apresenta as caracteristicas da func¢do afim e o
professor deve saber disso. Veremos no Capitulo 4 o que realmente caracteriza uma funcdo

afim.
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Capitulo 4
Funcao Afim

Vimos no Capitulo 3 que cada um dos livros analisados introduziu o conteido com
exemplos diferentes. Vimos livro que considerou como dominio da fun¢do o conjunto dos
Naturais, outro considerou um subconjunto do Reais positivos. Entendemos que uma boa
forma de introduzir esse conteido € usando exemplos que tratam sobre escalas termométri-
cas, ou melhor, como converter uma determinada temperatura em Celsius para Fahrenheit,
ou vice-versa. Ao usar uma fun¢do afim para convertermos uma temperatura em Celsius para
Fahrenheit estaremos considerando o conjuntos dos nimeros Reais, para isso, usam-se graus
positivos e negativos

O aluno do primeiro ano do Ensino Médio viu no nono ano do Ensino Fundamental,
mais especificamente na disciplina de Ciéncias, como fazer essas conversoes. Sendo assim,
estamos aproveitando o fato do aluno ja conhecer essas escalas e como usar férmulas para
fazerem essas conversdes. Dessa forma sugerimos usar uma situagao problema que envolva

essas escalas termométricas para apresentar funcoes afins.

4.1 Sugestao de como introduzir funcao afim usando esca-

las termométricas

Alguns paises do mundo utilizam a Escala Fahrenheit para medir temperaturas, entre
eles os Estados Unidos da América. Considerando que o Estados Unidos é a maior poténcia
econdmica e a grande influéncia cultural que exerce em outros paises, entendemos que é

interessante conhecermos a relagdo que existe entre a escala Celsius e a escala Fahrenheit.

Exemplo 4.1 Exemplo: Ao nivel do mar a dgua ferve a 100° na Escala Celsius, enquanto
na Escala Fahrenheit isso ocorre a 212°. Jd o ponto de fusdo da dgua ocorre a 0° na Escala
Celsius, enquanto na Escala Fahrenheit esse fato ocorre a 32°. Veja figura 4.1. Mas qual
temperatura em Fahrenheit teremos Tc = Tp? Onde T¢ é a temperatura medida na escala

Celsius e Tr e a temperatura medida na escala Fahrenheit.
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Figura 4.1: fonte: http://www.vestibulandoweb.com.br

Ja sabemos que 100°C — 212°F e 0°C — 32°F e que dada uma temperatura em Cel-
sius, T¢, a medida correspondente na Escala Fahrenheit, T, fica completamente definida.
Mas como converter uma medida em Celsius numa medida em Fahrenheit? Ou melhor, qual
fun¢do modela esta situagdo-problema?

Primeiramente devemos ter em mente que a altura da coluna de merctrio nos dois
termdmetros sdo iguais, pois expressam a mesma temperatura. A diferenca estd apenas como
medimos essa temperatura. Perceba que cada temperatura medida na Escala Celsius tem sua
correspondente na Escala Fahrenheit.

Vejamos ainda que entre o ponto de fusdo e o ponto de ebulicdo da dgua temos uma
variacdo de temperatura de 100° na escala Celsius, AC, e uma variagao de 180° na Escala
Fahrenheit, AF. Se dividirmos AC por cem teremos 1°C como resultado dessa operagio,
e dividindo AF também por cem, teremos como resultado 1,8°F. Sendo assim podemos
concluir que uma variacao de 1° na Escala Celsius corresponde a uma variagdo de 1,8° na
Escala Fahrenheit. Veja a tabela 4.1.

temperatura em Celsius | temperatura em Fahrenheit

0 32
1 32+1,8=33,8

2 32+2-1,8=35,6
3 32+3-1,8=237,4
100 32+100-1,8 =212
X 32+x-1,8=32+1,8x

Tabela 4.1: tabela Celsius/Fahrenheit
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Assim temos que Tr = 1,87¢ + 32. Esse resultado pode ser demonstrado matematica-
mente. Vejamos:
Demonstracao.

Vamos aplicar nesta demonstracdo o Teorema de Tales. Lembremos que as alturas de
mercurio nos dois termometros € a mesma para qualquer temperatura, assim os segmentos
de retas tracejados que podemos ver na figura 4.1 sao paralelos entre si. Logo, aplicando o
Teorema de Tales temos,

Tc—0 Tp—32 T Tp —32

_ Tr = 1.8T0+32 0
100 130 c="7g = bt

Voltando agora ao exemplo 4.1, onde T¢ = TF, logo,
Tr = 1,8Tc + 32 = T = 181 + 32 = T — 1,87 = 32 =
= —0,8TF =32 = Tr = —40°F

Analisando esse exemplo, podemos concluir que a fun¢do que modela esta situacdo-
problema, é uma funcéo do tipo f(x) = ax+ b, ou seja, é uma funcdo afim. Veja abaixo a

definicdo que passarem a usar para funcao afim.
Definicao 4.1 Uma funcdo f : R — R chama-se afim quando existem constantes a,b € R

tais que f(x) = ax+ b para todo x € R.

4.1.1 Exemplos de funcoes afins:

Exemplo 4.2 f(x)=V4x++7, onde a=+/4eb=+/1

Exemplo 4.3 f(x) =0, onde a=0eb=0
2 2
Exemplo 4.4 f(x) = —gx—3, onde a= —3 eb=-3
Exemplo 4.5 f(x) =9, onde a=0eb=9
Exemplo 4.6 f(x) =7mx+e, onde a=meb=e
1 2 1 2
Exemplo 4.7 f(x) = —x+ =, L,
xemplo f(x) 4x+ 3 onde a 1 ¢ b 3

4.1.2 Casos Particulares da Funcao Afim

Algumas fung¢des afins aparecem na literatura matematica com nomes especificos, isso

ocorre dado a frequéncia com que essas funcdes aparecem. Sao elas:

e Quando a = 0 a fun¢do afim recebe o nome de fun¢io constante;
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e Quando a = b = 0, a fun¢do afim recebe o nome de func¢iao nula;
e Quando a =1 e b =0, a fungdo afim € recebe o nome funcao identidade.

e Quando a # 0 e b =0, a fungdo afim recebe o nome de funcao linear;

Entdo, como pudemos verificar a fun¢io afim f(x) = ax recebe o nome de fungdo
linear. Como ha quem pense que o nome funcdo linear vem do fato do grafico dessa funcdo
ser uma reta assim, antes de avangarmos vamos procurar justificar por que esta fungdo é
conhecida como fungdo linear.

Bom, em LIMA [10], temos a seguinte definicdo de transformacao linear:

Definicao 4.2 Sejam V e W dois espacos vetoriais. Uma transformacdo linear (aplicacdo

linear) é uma funcdo de Vem W, F : V. — W, que satisfaz as seguintes condigoes:

i) Quaisquer que sejamuevemV,
Fu+v)=F(u)+F(v)
ii) Quaisquer que sejamk € Rev eV,

F(kv) = kF (v)

A funcdo linear é o exemplo mais simples de uma transformagcdo linear, e dai 0 motivo

de ter “herdado” o nome linear.

4.1.3 Determinando a Funcao Afim f(x) = ax+ b, conhecendo-se dois

dos seus valores

Um fato importante que ndo pode deixar de ser apresentado ao aluno € que uma fungao
afim f(x) = ax+ b fica completamente determinada quando conhecemos dois de seus valores

y1 = f(x1) e y2 = f(x2) para quaisquer x; e x, reais, com x; # x;. Vejamos:

yi=ax;+b 4.1)

yo»=axy+b “4.2)

Subtraindo a equacgdo 4.1 da equagdo 4.2, obtemos,

v2—yi=axa+b—ax;—b=y,—y; =a(x; —x)
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Dai,
y2—)
a—=
X2 — X

Para encontrarmos o valor de b, vamos substituir o valor encontrado para a na equagao
4.1.

Vejamos,

Y2—n
yi= (xz_x1>x1 +b=yi(x2—x1) =yox1 —yix1 +b(x2 —x1) =

Y1Xx2 — yaX|
= y1x2 —y1X1 = y2x1 +y1x1 = b(xy —x1) = b = T a0 7 X2
Segue-se que,
Y2—)1 Y1X2 — Y2X1
flx)= x4+ X1 7 X2 (4.3)

X2 — X1 X2 — X1
Observacao 4.1 A substituicdo também poderia ter sido feita na equagcdo 4.2, que teriamos

o mesmo resultado.

Observacao 4.2 O fato de podermos determinar a funcdo afim conhecendo-se dois de seus
valores estd relacionado ao fato do grdfico dessa funcdo ser uma reta. Lembremos ainda

que uma reta fica determinada quando se conhece dois de seus pontos.

4.2 Grafico da Funcao Afim

No capitulo anterior vimos que alguns livros ndo demonstraram que o grafico de uma
func¢do afim € uma reta. Entendemos que uma demonstracdo matematica ajuda a desenvolver
no aluno o pensamento dedutivo, mas para isso € necessdrio que a demonstragdo tenha um
nivel de complexidade adequado para o aluno. Uma demonstragao muito elaborada e labori-
osa pode fazer o aluno imaginar que matematica € dificil e que ele ndo tem capacidade para
aprender a disciplina. Nao € esse o caso que tratamos, ja que demonstrar que o grafico de
uma funcdo afim € uma reta é algo bastante simples, sendo adequado para ser apresentado
para uma turma do primeiro ano do Ensino Médio. Seguindo esse entendimento, passaremos
a demonstrar esse fato, mas antes vamos definir o que € um Gréfico de uma funcéio e depois
relembrar e demonstrar a Desigualdade Triangular, pois precisaremos dessas defini¢des na

demonstracdo de que o grafico de uma fun¢do afim € uma reta.

Definicdo 4.3 O grdfico de uma fungdo f : X — Y é o subconjunto G(f) do produto carte-

siano X X Y formado por todos os pares ordenados (x,y) onde x é um ponto qualquer de X

ey=f(x).

Em simbolos matematicos,

G(f)={(xy) eXxYiy=flx)} ={(x,f(x)):x € X}
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Teorema 4.1 (Desigualdade Triangular) Se trés pontos ndo estdo dispostos sobre uma mesma
reta, entdo eles sdo vértices de um tridngulo qualquer e o comprimento de um dos lados

desse triangulo é sempre inferior a soma dos comprimentos dos outros dois lados. Veja
figura 4.2.

Figura 4.2: triangulo qualquer

Demonstraciao. Veja a figura 4.4. Prolonguemos o lado BA, de sorte que AD = AC.

Figura 4.3: tridngulo qualquer com BA prolongado

Analisando a figura 4.3, percebemos que no tridngulo isosceles ACD, temos
AC=AD=be LACD = ZADC.

Temos ainda que Z/BCD > ZACD = ZADC. No triangulo BDC temos BD > BC, pois
oposto ao maior angulo tem-se o maior lado, logo, b+ ¢ > a. Temos entdo que a < b+ce

de forma andloga podemos concluir que b < a+ceque c <a+b. U

Teorema 4.2 Trés pontos A, B e C, nesta ordem, sdo colineares, se, e somente se
d(A,B)+d(B,C) =d(A,C). Veja figura 4.4. Onde d(A,B) é a distancia entre os pontos
A e B, d(B,C) é a distancia entre os pontos B e C e d(A,C) é a distancia entre os pontos A e
C.
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Figura 4.4: trés pontos sobre uma mesma reta

Demonstracao. Tomando-se trés pontos quaisquer A, B e C, nesta ordem, sobre uma
mesma reta (cf. figura 4.4). Demonstrar que, dados trés pontos colineares A, B e C, temos
d(A,B)+d(b,C) = d(A,C) é imediato. Vamos demonstrar a reciproca desse fato, que
d(A,B)+d(B,C) =d(A,C), entdo os pontos A, B e C sdo colineares.

Vamos supor por absurdo que A, B e C ndo sdo colineares. Logo eles sdo vértices de um
triangulo  qualquer. Dessa forma, teremos pelo teorema 4.1 que
d(A,B)+d(B,C) > d(A,C). O que é um absurdo. Logo os trés pontos sdo colineares.[]

Usaremos os teoremas 4.2 e 4.1 para concluir que trés pontos quaisquer, A, B e C, nesta
ordem, pertencentes ao grifico da funcdo afim, sdo colineares, pois,
d(A,B)+d(B,C)=d(A,C).

Teorema 4.3 O grdfico G da func¢do afim f(x) = ax+ b é uma reta ndo-vertical e toda reta

ndo-vertical contida no plano cartesiano é grdfico de alguma funcdo afim.

Demonstracido. Para demonstrarmos que o grafico de uma fungdo afim € uma reta basta
verificarmos que dados trés pontos quaisquer do grifico da func@o afim, eles sdo sempre
colineares.

Vamos tomar trés pontos quaisquer, P = (xj,ax; +b), P, = (x2,axy +b), e Py =
(x2,axy + b), pertencentes ao gréfico da funcdo afim f(x) = ax+ b. Veja figura 4.5.

Sendo d(Py,P,), d(P»,P;) e d(Py,Ps) as distdncias entre os respectivos pontos. Estes
serdo colineares se, e somente se, a maior distancia entre esses pontos for igual a soma das
outras duas distancias, conforme provamos no Teorema 4.2. Podemos tomar x,x, € x3 em
tal ordem que x; < xp < x3. Aplicando o Teorema de Pitagoras encontramos que a distancia

entre os pontos em questao &,

d(P],Pz) = \/(XZ —x1)2+a2(x2 —X1)2 = \/(X2—X1)2(1 +a2) = (Xz_x1>\/ 1 +a?

d(P,Ps) = \/(x3 —x)2+a?(xz3 —x2)2 = \/(x3 —x02)2(14+a2) = (x3 —x2)V'1 +a?

d(P1,P3) = /(3 —x1)2+a2(x3 —x1)2 = /(x5 —x1)2(1 +a?) = (x3 —x1)V1 + a?
(

d(P,P)+d(P,P;) = (x —x1)V1+a*+ (x3 —x2)V1+a? =
= —x1+x3—x2)V1+a?=(x3—x))V1+a?=d(P,,P)

Dessa forma, com base no Teorema 4.2, podemos concluir que o grifico de uma fungdo

afim € uma reta, mais especificamente uma reta nao-vertical, pois como vimos na expressao
4.3 (pagina 45) temos a restrico x| # x3, 0 que implica que a reta ndo pode ser vertical.
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Figura 4.5: gréafico de uma fun¢do afim

Agora vamos considerar uma reta ndo-vertical r que contenha os pontos P, = (x1,y;)
e P, = (x2,y2). Como essa reta é ndo-vertical, entdo x| # xp, segue-se dai que existe uma
funcdo afim f: R — R, tal que f(x;) =y e f(x2) = y,. Como vimos pagina 45, dados os
nimeros reais x1,x2,y; € yp € possivel definir a funcdo afim. O gréifico dessa fungdo afim
¢ uma reta que passa pelos pontos P; ¢ P». Como por dois pontos passa uma unica reta,
podemos concluir que r coincide com o grafico de f(x), que acabamos de provar na primeira

parte da demonstracdo, que é uma reta. [

4.3 Sugestao de como apresentar o crescimento e o decres-

cimento da funcao afim

Sugerimos inicialmente que seja lembrado que uma funcdo f: X — R, com X C
R, chama-se funcdo crescente quando, dados dois nimeros reais quaisquer, x; € xp, per-
tencentes ao dominio de f, tem-se x; < xp = f(x1) < f(x2), fungdo decrescente quando

x1 < xp = f(x1) > f(x2) e fungdo constante quando temos x| < xp = f(x1) = f(x2).

Teorema 4.4 Na expressdo de uma fungdo afim f(x) = ax+b, a > 0 implica em f crescente,

a < 0 implica em f decrescente e a =0 em f constante.

Demonstracdo. Tomando-se dois nimeros reais quaisquer pertencentes ao dominio de f,

X1 € xp, com x1 < xp teremos:
f(x1)=ax;+b 4.4)
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f(x2) = axy+b. 4.5)

Subtraindo-se a equagdo 4.4 da equagdo 4.5, obtemos:

f2) = f(x1) = alxa —x1)

Observe que x2 —x1 > 0, pois por hipdtese x; < x2. Assim, quando tivermos a > 0 implicard
que o produto a - (x, —x1) serd maior que zero e consequentemente f(xp) — f(x1) =a- (xp —
x1) > 0, ou seja a fungdo afim serd crescente. Quando tivermos a < 0 implicard que o produto
a- (x; —x1) serd menor que zero e consequentemente f(xz) — f(x1) =a-(x2 —x1) <0, ou
seja a fungdo afim serd decrescente. Quando a = 0, teremos f(x2) — f(x;) =a- (xo —x1) =0,
ou seja, f(x2) — f(x1) =0, o que significard f(x;) = f(x2), ou seja, a fun¢do afim é cons-
tante, pois ndo varia, qualquer que seja o valor de x. U

Vamos ver dois exemplos.

Exemplo 4.8 Vamos analisar o grdfico da funcdo f(x) =2x+ 1.

X f(x)
0| f(0)=2-0+1=1
f(I)=2-1+1=3

Tabela 4.2: valores de f(x) =2x+ 1 parax=0ex=1

1
/n
1/ o 1 3 3 4

Figura 4.6: grafico da fungdo f(x) =2x+1

Y

Exemplo 4.9 Vejamos agora o grdfico da fungéo f(x) = —2x+ 1.
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X f(x)
0| f(0O)==2-0+1=1
1| f()==2-1+1=-1

Tabela 4.3: valores de f(x) = —2x+ 1 parax=0ex=1

r

ER

Figura 4.7: grifico da fungdo f(x) = —2x+ 1
Exemplo 4.10 Vejamos agora o grdfico da funcdo f(x) =2.

&
4

flz) =2

Figura 4.8: grifico da fungdo f(x) =2

Analisando as fung¢des afins dos exemplos 4.8 € 4.9, podemos perceber que a unica diferenca
estd no valor do parametro a. No exemplo 4.8 temos a > 0, enquanto que no exemplo 4.9
temos a < 0. Podemos perceber que o valor absoluto do pardmetro a nos dois exemplos é
o mesmo. Entretanto, o grafico do exemplo 4.8 é de uma fungdo crescente, pois quando
os valores de x crescem, os valores da f também crescem. No grafico do exemplo 4.9

percebemos que o grafico € de uma funcdo afim decrescente, pois quando os valores de x
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crescem, os valores da f decrescem. Quanto ao exemplo 4.10, os valores de x crescem, mas
f continua valendo 2.
Resumo:

a > 0 | fun¢do afim crescente

a < 0 | fun¢do afim decrescente

a =0 | fun¢do afim constante

Observacao 4.3 Quando a for positivo, teremos uma fungdo afim crescente. Quando a for
negativo, teremos uma funcdo afim decrescente. Quando a for nulo, teremos uma funcdo

afim constante. Veja a figura 4.9.

v

() (b) (©)

Figura 4.9: (a) a > 0 funcdo crescente, (b) a < 0 funcdo decrescente e (c) a = 0 fungio constante.

4.4 Caracterizacao da Funcao Afim e Aplicacoes

Como ter certeza que para uma determinada situacao o modelo matematico a ser usado
¢ realmente uma fun¢do afim?

Em algumas situagdes fica claro qual modelo matematico deve ser empregado. Um
exemplo disso € o caso do representante comercial que tem seu saldrio composto de duas
partes. Uma parte fixa e a outra varidvel, sendo parte varidvel calculada em cima do valor
total das vendas que ele realizou durante o més. Porém em outros casos pode ndo ser tao
facil identificar que o modelo a ser empregado é o de uma fun¢do afim.

Vejamos trés exemplos:

Exemplo 4.11 Na cidade do Recife/PE se paga pela corrida de tdxi R$ 4,75 pela bandei-
rada comum, mais R$ 2,31 por quilémetro rodado na bandeira 1. Quanto se paga por x

quilometros rodados?

Exemplo 4.12 (LIMA [4]) Dado um tridngulo qualquer, temos que uma paralela a um dos
lados divide os outros dois lados em dois segmentos. Como esses segmentos se relacionam?.
Veja figura 4. 10.
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X X

v >

Figura 4.10: tridngulo qualquer, com segmento XX’ paralelo ao lado BC

('.

Exemplo 4.13 (RPM [18]) “Um automovel, a 32 km/h, é freado e para depois de percorrer

mais 8 metros. Se freado a 60 km/h, quantos metros percorrerd até parar?”

A funcdo afim serd o modelo matematico a ser usado quando para acréscimos iguais da
varidvel independente, x, implicar acréscimos iguais a varidvel dependente, f(x). Vejamos o

seguinte teorema:

Teorema 4.5 Seja f: R — R é uma funcdo mondtona injetiva. Se o acréscimo f(x+h) —

f(x) = ®(h) depender apenas de h, mas ndo de x, entdo f é uma fungdo afim.

Demonstracio. Aplicaremos o Teorema Fundamental da Proporcionalidade para demons-
trar o Teorema 4.5. Para simplificar, suporemos que a funcido f seja crescente. Entdo
® : R = R também é crescente, com ®(0) = 0. E ainda, para quaisquer A, k € R temos

®h+k)=f(x+h+k)— f(x)
Qh+k)=f((x+k)+h)—f(x+k)+ fx+k)— f(x)
O(h+k)=D(h)+D(h).

Dai, pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade, pondo-se ®(h) = a - h para
todo i € R. Isto significa dizer que f(x+h)— f(x) = ah. Chamando f(0) = 0 de b, resulta
f(h) =ah+b, ou seja, f(x) = ax+ b para todo x real.

A reciproca desse teorema € 6bvia. Vamos considerar a funcdo afim f(x) = ax+ b,
entdo f(x+h)— f(x) = [a(x+h)+b] — [ax+ D] = ax+ah+ b — ax— b = ah, que ndo depende
de x. U

Entendemos que essa demonstragdo ndo € tao simples e que por isso ndo deve ser apre-
sentada numa turma do Ensino Médio. Todavia, ndo queremos dizer com isso que o Teorema

4.5 ndo deva ser apresentado. Este teorema € muito importante, pois ele apresenta elementos

que nos fazem concluir se uma func¢ao €, ou ndo é, afim.

Vamos voltar aos trés exemplos apresentados no inicio desta secc¢do e analisar se eles

apresentam ou ndo essa caracteristica.
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4.4.1 Analise do exemplo 4.11

Percebemos que ao rodar 1km o passageiro terd que pagar R$ 2,31 pelo 1km rodado,
mais R$ 4,75 referente a bandeirada. Percebemos ainda, e principalmente, que a cada 1km
rodado a mais, o passageiro continuard pagando R$ 2,31, ndo importando o quanto ele ja
tenha rodado. Essa € uma situacao-problema bastante conhecida, a qual é facilmente relaci-
onada a seguinte fun¢do afim: f(x) =2,31x+4,75.

E facil perceber também que:

e Quando percorremos uma determinada distancia x, fica prontamente definido o valor

a ser pago, f(x), logo a funcéo € injetiva;

e Quando aumentamos a distancia percorrida, o valor a ser pago também aumenta, logo

se trata de uma fungdo crescente;

Vamos verificar se o Teorema 4.5 se aplica nessa situacdo tao emblematica. Vejamos.

Denotando por xp a distancia percorrida at€é o momento em que o passageiro olhou
no taximetro e verificou o quanto iria pagar se a corrida parasse ali, e por x; a distancia
percorrida até o destino final do passageiro. Denotando ainda por & = x; — xg. Podemos
verificar que o valor a ser pago por f(x1) — f(xo) = ax; +b —axg — b = a(x; —xo) = ah,
logo f(x1) — f(x0) depende unicamente de 4 e ndo de x.

Assim, podemos verificar que a funcdo afim (f(x) = 2,31x+4,75) que modela a

situacdo-problema do Exemplo 4.11 satisfaz as condi¢des do Teorema 4.5.

Observacao 4.4 Esse é um exemplo emblemadtico de funcdo afim, mas ndo é dificil encon-
trarmos alunos tentando resolver esse tipo de problema usando a ideia de proporcionali-
dade. Esses alunos entendem que, se em uma corrida de x quilometros paga-se y reais,
entdo numa corrida de 10x quilometros paga-se 10y reais, o que nos sabemos que ndo é
verdade. Esse equivoco ocorre pelo fato da proporcionalidade ser uma ideia natural e muito
comum no nosso dia a dia, o que leva os alunos a entenderem que se duas grandezas estdo
relacionadas, de modo que, quando uma cresce a outra também cresce, entdo essas grande-

zas sdo proporciondais.

4.4.2 Analise do exemplo 4.12

Vamos verificar se esse exemplo apresenta aquilo que caracteriza a fungdo afim, enun-
ciado no teorema 4.5.

Vamos tracar uma outra reta paralela ao lado BC. O ponto em que essa reta intersecta
o lado AB denotaremos por Z e o ponto em que essa reta intersecta o lado AC denotaremos
por Z'. Da mesma forma que XB e X’'C estdo relacionados, também estdo ZB e Z'C, e XZ ¢
X'Z.

53



Figura 4.11: tridAngulo ABC, com XX’ e ZZ' paralelos a BC

Assim, existe uma funcéo que relaciona x — y, (x+m) — (y+n)em —n
Dessa forma, existe uma f, tal que,

fx)=y
fx+m)=y+n
f(m)=n

Assim, temos que f(x+m) — f(x) =y+n—y=n= f(m)

Como podiamos imaginar, f(x+m) — f(x) depende unicamente do incremento dado a
x, e ndo do valor de x. Portanto, a f € uma funcao afim.

Vamos agora encontrar a expressio dessa funcido. Temos que XX’ / BC, por constru-
¢do, tal que X € AB e X’ € AC. Tracemos uma reta paralela ao lado AB, passando por X, a
qual intersectard o lado BC no ponto Q, em seguida tracemos uma reta paralela ao lado AC,
passando por X', a qual intersectard o lado BC no ponto P. Veja figura 4.12.

Figura 4.12: tridngulo ABC do Exemplo 4.12
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Analisando a figura 4.12 percebemos pelo caso de semelhanca AAA, que os tridngulos
NABC, AXBP e AX'QC sio todos semelhantes, por constru¢do. Sendo assim,
AB XB X'Q
AC ™ XP X'C
Podemos perceber que os tridngulos AXBP e AX’'QC além de semelhantes sdo congruentes.

(4.6)

De fato, como os tridngulos AXBP ¢ AX'QC estio compreendidos entre retas paralelas,

h
= 5= X'C = XP =X'C. Logo, pelo
caso de congruéncia de tridngulos ALA, temos AXBP = AX'QC.

Dessa forma, pela equagdo 4.6 temos que

podemos concluir que & = h'. Segue daf que sen(f3)

Xc = k. Agora, observe que a distancia
entre os segmentos de retas XX’ e BC, é dada por:
sen(at) XB
sen(f) T xc "

temos que uma paralela a um dos lados divide os outros dois lados em segmentos proporci-

h=sen(at)-XB=sen(B) -X'C=

onais, como relatado no Exemplo 4.12.
Por outro lado, se denotarmos o segmento X B por x e o segmento X'C por y, temos que

a func¢do linear que modela a situagcdo-problema do Exemplo 4.12 € dada por

sen(ot) x sen(f
) Xy p = 2B
sen(B) y sen(o)
sen(B) : ~ L
sendo (@) a taxa de crescimento. Ou em outras palavras, os segmentos sao proporcionais.
sen

Esse € um exemplo de que nem sempre € tdo claro ver que o modelo a ser usado em

determinado problema é realmente de uma fung¢do afim.

4.4.3 Analise do exemplo 4.13

No primeiro momento podemos tentar resolver esse tipo de problema usando fungdo
linear, proporcionalidade, ou regra de trés. Isso ocorre pelo fato de imaginarmos que, se
duas grandezas estdo relacionadas, de modo que, quando uma cresce a outra também cresce,
entdo essas grandezas sdo diretamente proporcionais. Sabemos que quando aumentando a
velocidade, a distancia percorrida apds a freada também aumenta, logo temos uma funcao
crescente, que relaciona a velocidade do veiculo ao seu deslocamento apds a freada. Mas
serd que essa fungdo apresenta as propriedades dadas no Teorema 4.5 que caracterizam uma
fungdo afim?

Podemos encontrar esse problema resolvido na RPM [18] da forma a seguir, que mos-
tra que esse tipo de problema nao pode ser modelado por uma funcdo afim. Representemos
por D a distancia percorrida pelo carro e por v sua velocidade. Provaremos na proxima sub-

secdo que as distancias percorridas pelo carro sdo proporcionais ao quadrado da velocidade.

D, D
==k 4.7)
Vi M



Onde k € a constante de proporcionalidade. Segue-se que,

8 Do o _ 607 -8
3227 602 0 322
Portanto D, = 28 metros.
Usando a férmula 4.7, podemos concluir que o veiculo a 88 km/h se deslocaria 60,5
metros apds o inicio da freada.

Observe que existe a seguinte relagao:
32km/h — 8m

60km /h — 28m
88km/h — 60,5m

Podemos concluir que existe uma funcio f : R — R, que relaciona a velocidade ao
deslocamento, mas ainda ndo sabemos de que tipo ela €. Vimos no teorema 4.5 que se esta
fung¢do for uma funcao afim, entdo a diferenga f(x+h) — f(x) depende apenas do incremento

dado a x e ndo do valor de x. No caso ora analisado, isso ndo ocorreu. Vejamos,

f(32+28)— £(32) =28 —8 =20
£(60+28) — £(60) = 60,58 — 28 = 32,5

Como pudemos verificar a funcdo f que modela esta situacdo-problema nao é uma
funcdo afim, pois f ndo apresenta aquilo que caracteriza uma fungdo afim, visto que f(32+
28) — f(32) =20 # 32,5 = f(60+28) — £(60).

4.4.4 Usando um pouco de Fisica Classica para explicar o problema

anterior

Como uma contribui¢do aos professores, mostraremos a seguir como se chegou ao re-
Dy D . L . :
sultado — =5 = k. Para isso buscamos em [13] lembrar algumas ideias da fisica cldssica
v %
1 2
para nos convencer e convencer nosso leitor de que esse é realmente o0 modelo matemético
correto para este problema. Vejamos:
A Segunda Lei de Newton diz que: “a for¢a resultante que atua sobre um corpo € pro-

porcional ao produto da massa pela aceleragcdo por ele adquirida.” Em termos matematicos,
F=m-a. 4.8)

Desprezando a resisténcia do ar, temos que a tnica for¢a atuando na dire¢do contraria
ao veiculo, de modo a fazé-lo parar, € a forca de atrito, a qual é uma propriedade dos materiais

em contato, nesse caso, o asfalto e os pneus do veiculo. Sendo assim a forca que atua no
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primeiro momento (quando a velocidade € igual 32km/h) e no segundo (quando a velocidade
¢ igual a 60km/h) sdo de mesma intensidade e direcdo, logo a aceleracdao, ou melhor, a
desaceleracdo também tem mesma intensidade e dire¢do nos dois casos.

Usando a equagao de Torricelli, temos,
v =vi—2-a-AS. (4.9)

Como a velocidade final € igual a zero, temos,

2
Yo

2
vo=2-a-AS=a=——.
0 2AS
onde v € a velocidade final do veiculo, v € a velocidade inicial e AS a distancia que o veiculo
percorreu apds o inicio da freada.

Como em ambos os casos a aceleracio tem a mesma intensidade, temos,
B v% B V% N ASy  AS
2A8;  2AS, T v 43

que € o resultado apresentado na RPM [18].

a

Conclusdo: No exemplo 4.13 pudemos observar que a situagdo-problema ndo pode
ser modelada por uma funcdo afim, visto que a funcdo f que modela tal situagdo-problema
ndo apresenta a caracteristica de f(x+h) — f(x) depender unicamente de 4, e ndo de x. Logo
devemos ter atencao antes de aplicarmos a fun¢do afim para modelar uma situacao-problema.
O fato de termos x — y, de modo que, quando x cresce, y também cresce, ndo nos garante
que a fungdo que relaciona x a y € uma funcio afim. Somente serd uma fungdo afim quando

a f satisfizer as condi¢des do teorema 4.5.
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Capitulo 5

Relacao entre Funcao Linear,
Proporcionalidade e Regra de Trés

Muitos alunos e alguns professores entendem funcao linear, proporcionalidade e regra
de trés, como se fossem conteudos distintos e desconexos, mas na verdade esses conteddos
descrevem a mesma ideia matemdtica. Neste capitulo mostraremos como fung¢do linear,
proporcionalidade e regra de trés estdo estreitamente relacionados, mas antes vamos procurar
definir proporcionalidade e regra de trés.

Veremos que fungio linear, proporcionalidade e regra de trés estdo estreitamente rela-
cionados. Entdo como escolher qual desses contetdos usar para resolver uma determinada
situacdo-problema? A escolha de usar uma desses conceitos para resolver um problema vai
depender da familiaridade que cada pessoa tem com esses contetidos e ainda da convenién-
cia. Lembremos do exemplo 4.12 (pagina 52). Encontrar a constante de proporcionalidade
nao foi algo simples de se fazer, consequentemente encontrar a funcio linear que mode-
lasse a situagdo-problema também nio foi tdo simples. Para o problema do Exemplo 4.12
¢ mais conveniente usar a ideia de proporcionalidade. Da mesma forma podemos encontrar

situacdes em que seja mais conveniente usar fungao linear.

5.1 Proporcionalidade

A proporcionalidade € uma no¢do matemética muito importante, pois faz parte da cul-
tura de todos os povos e ha milénios vem sendo empregada. Vejamos o que diz LIMA [4] a

esse respeito:

A fungdo linear, dada pela féormula f(x) = ax, é o modelo matemético para
os problemas de proporcionalidade. A proporcionalidade €, provavelmente, a
no¢do matemadtica mais difundida na cultura de todos os povos e seu uso data

de milénios.
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Mas, o que é uma proporcionalidade? E comum os alunos fazerem algumas confusdes,
achando que se duas grandezas estao relacionadas, de forma que, quando uma cresce a outra
também cresce, entdo elas sdo proporcionais. Vimos no exemplo 3 do capitulo anterior que
isso nem sempre € verdade. Mas, por qué? Vejamos a definicdo de proporcionalidade que

encontramos em LIMA [11], a qual j& responde essa pergunta no seu item (2).

Definicao 5.1 Dizemos que duas grandezas sdo proporcionais quando existe uma corres-
pondéncia x — y, que associa cada valor de x de uma delas um valor y bem definido da

outra, de tal maneira que sejam obedecidas as condigoes:

1. Quanto maior for x, maior serd y. Em termos matemdticos: se x —y e X'+ y', entdo

x < x implicay <y

2. Se dobrarmos, triplicarmos etc. o valor de x, entdo o valor correspondente de y fica
dobrado, triplicado, etc. Na linguagem matemdtica: se x — y, entdo nx — ny para
todo n € N.

Nessas condig¢des, a correspondéncia x — y chama-se proporcionalidade. Dessa forma

podemos concluir que, se x € y sdo proporcionais, entdo existe uma func¢ado f tal que,

fx)=y (5.1)
e
f(nx) = ny. (5.2)
Substituindo 5.1 em 5.2, temos
f(nx) =nf(x). (5.3)

Exemplo 5.1 Vamos considerar num plano o dngulo ZAOB e uma reta r contida nesse
plano. Dado um segmento de reta de comprimento x, contido em OA, as retas paralelas
a r que passam nas extremidades desse segmento determinam sobre OB um outro segmento

de reta, de comprimento y. Veja figura 5.1. Como x e y se relacionam?

Afirmamos que x — y € uma proporcionalidade.

De fato. Percebemos facilmente que o comprimento y depende exclusivamente do
comprimento de x mas nao da posi¢ao do segmento tomado sobre o lado OA, o que significa
dizer que a correspondéncia x — y estd bem definida.

Vamos observar a figura 5.2.

Se tomarmos dois segmentos de reta sobre OA, ambos de comprimento x, os quais
estdo relacionados a dois outros segmentos de comprimento y e Y/, respectivamente. Se

tracarmos dois segmentos de reta, MN e M’'N’, ambos paralelos a OA como na figura 5.2,
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Figura 5.2: figura do exemplo 5.1

teremos os tridngulos MNP ¢ M'N'P’, os quais sdo congruentes entre si, pois PMN = PMN'
e MPN = M'P'N' , consequentemente, como a soma dos angulos internos de um triangulo
¢ sempre 180°, temos que MNP =M'N'P. Portanto, pelo caso de congruéncia ALA, os
triAngulos MNP e M'N'P’, sdo congruentes. Dessa forma, y = y'.

Acabamos de demonstrar que ndo importa a localizacdo em que o segmento de com-
primento x se encontra sobre OA, ele sempre estard relacionado a um segmento de reta de
comprimento y. Dessa forma, sempre que tivermos x — y e X' — y/, quando quisermos com-
parar y com y podemos tomar x ¢ X' como medidas de segmentos de reta com origem no
vértice O. Dessa forma, fica bastante claro que se x <x' = y<y equex’' =n-x=y =n-y.

Esse exemplo deixa claro que quanto maior for a medida x maior serd a medida y e que
se dobramos, triplicarmos x, y também dobra, triplica, etc.

60



Figura 5.3: figura do exemplo 5.1

5.2 Regra de Trés

Vejamos agora a defini¢ao de regra de trés, que encontramos em LIMA [11].

Chama-se regra de trés ao problema que consiste em, conhecendo trés dos
ndmeros x1,y1,Xx2,y2, determinar o quarto.

H4 duas maneiras tradicionais de resolver esse problema. Suponhamos dados
x1,y1 € x2. O quarto elemento da proporcdo serd chamado y. Entdo deve ser
y1/x1 = y/x2, donde se tira y = xpy; /x;. Esta é a forma de resolver a regra de
trés.

O outro método de resolver a regra de trés chama-se “reducdo a unidade”.
Sabendo que f(x;) = yi, ou seja, ax; = y;, obtemos a = y; /x| e dai vem o valor
do termo y, que falta na propor¢do y; /x| = y/x3 : y = f(x2) = ax; = y1x2/x1.
O nome “redug@o a unidade” provém do fato de que a = f(1) é o valor de f(x)
quando x = 1.

Deve-se ressaltar enfaticamente que a regra de trés, proveniente da propor¢ao
y1/x1 = y/x2, s6 pode ser legitimamente empregada quando se tem uma pro-

porcionalidade f, sendo y; = f(x1) e y = f(x2).

Observemos que o conceito acima ja relaciona regra de trés com proporcionalidade. Assim,
se conseguirmos estabelecer uma relacdo entre fungdo linear e proporcionalidade, conse-

quentemente estabeleceremos a relacao entre funcao linear e regra de trés.

5.3 Estabelecendo a Relacao entre Funcao Linear e Pro-

porcionalidade

Veremos agora o que diz o Teorema Fundamental da Proporcionalidade, que encon-
tramos em LIMA [4], para concluirmos que a func¢do f, tratada na se¢do 5.1, é uma funcdo

linear.
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Teorema 5.1 Teorema Fundamental da Proporcionalidade: Seja f : R — R uma funcdo

crescente. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(1) finx)=nf(x) para todo n € Z e todo x € R.

(2) Pondo a = f(1), tem-se f(x) = ax para todo x € R.

(3) Flx+) = f(x) + £(») para quaisquer x,y € R

Demonstracdo. Com o objetivo de demonstrar que (1) = (2), mostraremos primeiro que,
para todo nimero racional r = m/n, a hipdtese (1) implica em f(rx) = rf(x), para todo
xeR.

De fato, r = m/n = m = nr, dai

n-f(rx) = f(nrx) = f(mx) = mf(x),

logo,
Flx) = 2 f(x) = rf ().

Agora tomemos a = f(1). Como f( )= f(0-0) =0f(0), a monotonicidade de f nos
garante que a = f(1) > f(0) = Portanto, a € positivo. Temos ainda que,
f(r)y=f(r-1)=rf(l) =r-a=ar, para todo r € Q. Mostraremos agora que f(x) = ax,
para todo x € R.

Suponhamos, por absurdo, que exista um nimero real x, tal que f(x) # ax. Admitamos
que f(x) < ax. (O caso f(x) > ax seria tratado de forma andloga).

Dessa forma,
f(x)

a

<X

devido a densidade dos nimeros racionais no conjunto dos niimeros reais, podemos concluir
. X
que existe r € Q, tal que, S <r<x=f(x)<ar<ax= f(x) < f(r) <ax
a
Mas isto € um absurdo, pois f € crescente, assim, tomando r < x, deveriamos ter

f(r) < f(x). Esta contradi¢cdo completa a prova que (1) = (2). O

Observe que, pela definicdo 5.1 tinhamos que numa propor¢do x — y € nx — ny, ou
seja, que existe uma fungdo f, tal que f(x) =y e f(nx) = ny = n(fx). Com o teorema
5.1 vimos que f(nx) = n(fx) = f(x) = ax, para todo x € R. O teorema 5.1, nos assegura
portanto, que a proporcionalidade gera uma funcdo linear, dada pela férmula f(x) = ax.
Portanto, fica estabelecida a relacdo entre funco linear, proporcionalidade e regra de trés.
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5.4 Resolucao de alguns exemplos usando o conceito de Fun-

¢ao Linear, Proporcionalidade e Regra de Trés

Agora que sabemos o que é uma funcdo linear, uma proporcionalidade e uma regra
de trés e como essas no¢des matemadticas estdo estreitamente relacionadas, vejamos entao

alguns exemplos que mostram o quao estreita € esta relagdo.

Exemplo 5.2 {DANTE [12]}Em uma eleicdo de uma pequena cidade, votaram 3780 eleito-
res, que corresponderam a 90% do total. Qual era o niimero de eleitores inscritos?
e Resolucao do exemplo 5.2 usando proporcionalidade

Dizer que 90% dos eleitores votaram, significa dizer que a cada grupo 100 eleitores,

90 votaram. Veja a tabela 5.1. Observemos que 37,8 - 100 = 3780, entdo, como se tra-

grupos de eleitores 100 | 200 | 300 | --- | 3780
90% do grupo de eleitores | 90 | 180 | 270 | --- | 3402

Tabela 5.1: quantidade de eleitores que votaram

tam de grandezas proporcionais, teremos que multiplicar 90 também por 37,8. Logo,
a quantidade de eleitores que compareceram a eleicao foi de 37,8 - 90 = 3402.

e Resolucio do exemplo 5.2 usando funcio linear

Veja que:
90 = f(100) = 100-a = a = 0,9.

Segue dai que:
£(3780) = 0,9-3780 = 3402.

e Resolucio do exemplo 5.2 usando regra de trés

quantidade de eleitores 90% do eleitores

100 90
3780 y
Segue dai que:
100 90 90-3780
3780y 07 100 Y
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Exemplo 5.3 (ENEM/2016 [14]) Um paciente necessita de reidratagdo endovenosa feita
por meio de cinco frascos de soro durante 24 h. Cada frasco tem um volume de 800 mL
de soro. Nas primeiras quatro horas, deverd receber 40% do total a ser aplicado. Cada
mililitro de soro corresponde a 12 gotas.

O numero de gotas por minuto que o paciente deverd receber apos as quatro primeiras

horas serd ...

¢ Resolucio do exemplo 5.3 usando proporcionalidade:

Apos as primeiras quatro horas s6 restard 60% do total a ser aplicado, ja que 40%
foram aplicados nas primeiras quatro horas. Sabemos que o paciente tomard cinco

frascos de soro, cada um com 800 mL. Sendo assim, temos,

quant. de frascos || 1 2 3 4 5
quant. de mL 800 | 1600 | 2400 | 3200 | 4000

Tabela 5.2: quant. de frascos / quant. de mL

Mas nos interessa saber a quantidade tomada pelo paciente apds as primeiras quatro

horas, ou seja, 60% da quantidade total. Vejamos,

quant. de mL || 100 | 200 | 300 | --- | 4000
60% da quant. | 60 | 120 | 180 | --- | 2400

Tabela 5.3: quant. de mL / 60% da quant. de mL

Assim, podemos concluir que o paciente receberd 2400 mL do soro em 20 horas. Mas

como cada mililitro do soro corresponde a 12 gotas. Temos,

mililitrodosoro || 1 | 2 | 3 | --- | 2400
quant. de gotas || 12 | 24 | 36 | --- | 28800

Tabela 5.4: mililitro do soro quant. de gotas

Temos ainda que,
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quant. de horas 1 2 3 |---] 20
quant. de minutos || 60 | 120 | 360 | --- | 1200

Tabela 5.5: quant. de horas quant. de minutos

28800
Logo a quantidade de gotas que o paciente receberd por minuto, serd 200 — 24

gotas/min.

Resolucao do exemplo 5.3 usando funcio linear:

Vamos calcular inicialmente a quantidade de soro que o paciente receberd durante

vinte e quatro horas. Vejamos,
f(1)=a-1=800=a=800.

Dai,
f(5) =5-800 = 4000.

Logo, em 24 horas o paciente deverd tomar 4000 mL do soro. Mas, 40% dessa quan-
tidade deverd ser tomada nas primeiras quatro horas. Assim, restard 60% para tomar

nas vinte horas restante. Vamos calcular quanto 60% de 4000 mL.

g(v) =0,6-v = g(4000) = 0,6 - 4000 = 2400.

Portanto nas vinte horas seguintes o paciente receberd 2400 mL do soro. Vamos veri-

ficar quantos minutos hd em 20 horas.

h(t) = 601 = h(20) = 60-20 = 1200.

Assim, o paciente recebera 2400 mL em 1200 minutos. Cada mililitro do soro corres-

ponde a 12 gotas. Dai,

m(x) = 12x = m(1200) = 12 - 1200 = 28800.

Ou seja, o paciente receberd 28800/1200 = 24 gotas/minutos

Resolucio do exemplo 5.3 usando regra de trés:

O paciente receberd 40% nas primeiras quatro horas, logo restard 60% para as vinte
horas seguintes. Ele receberd cinco frascos de soro, cada um com 800 mL. Sendo

assim, a quantidade de soro € de:
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quantidade de frascos quant. de mililitros
1 800

5 y

1 800
- =—=y=_800-5=4000

Sy

Portanto o paciente receberd 4000 mL do soro durante as 24 horas, mas dessa quanti-

dade 60% recebera nas ultimas vinte horas. Logo,

porcentagem quant. de mililitros

100 4000
60 y
ba 00 4000 60 - 4000
1 .
e T L T v 2400
60 vy 77 “a00 7

Assim, o paciente receberd 2400 mL nas ultimas vinte horas. Convertendo 20 horas

em minutos, temos,

quantidade de horas quant. de minutos
1 60
20 y

Dai,
1 60
20 vy

ou seja, nos ultimos 1200 minutos o paciente receberd 2400 mL. Mas cada mililitro

corresponde a 12 gotas, logo,
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quantidade de mL. quant. de gotas

1 12
2400 y
1 12

1% )= 12.2400 = y = 28800.
2400 y 7 Y
28800

S dai, ient bera
egue dai, que o paciente receberd ——- -

= 24 gotas/minutos, apds as primeiras qua-
tro horas.

Exemplo 5.4 (S6 Matemdtica [15]) Um ciclista faz um treino para a prova de “1000 metros
contra o relogio” mantendo em cada volta uma velocidade constante e obtendo, assim, um
tempo correspondente, conforme a tabela 5.6. Qual o tempo transcorrido quando o ciclista

desenvolver uma velocidade x m/s?

velocidade (m/s) | tempo (s) | velocidade - tempo (m)
5 200 1000
8 125 1000
10 100 1000
16 62,5 1000
20 50 1000

Tabela 5.6: tabela das grandezas velocidade xtempo

Podemos encontrar esse tipo de problema quando estudamos regra de trés ou grandezas
inversamente proporcionais. Vamos analisa-lo.

Veja na tabela 5.6 que o produto velocidade - tempo é sempre constante e que ao do-
bramos a velocidade o tempo diminui pela metade. E o que se chama de proporcionalidade
indireta. Resolver esse tipo de problema usando proporcionalidade indireta ou regra de trés
€ do nosso conhecimento e relativamente facil. Mas, € possivel relacionar proporcionalidade
indireta com funcgao linear?

Vejamos. Vamos dispor os pares ordenados (v,t) no plano cartesiano para termos uma
melhor clareza do comportamento dessas grandezas.

Veja figura 5.4 e perceba que v-t = 1000 =t = % -1000.

Ao ver o esboco do grafico e perceberemos que o grafico ndo é uma reta, logo a fungao
que relaciona tais grandezas nao € uma funcao afim.

Ora, quando afirmamos que ¢ é inversamente proporcional a v, estamos afirmando

também que ¢ € diretamente proporcional a — e vice-versa, ou seja, quando afirmamos que ¢ é
v
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tempo
F Y

A = (5, 200)

= (8, 125)

¢ = (10,100)
100
p = (16.62.5)

50

»
1] 2 4 -] 8 10 12 14 e 18 20 22 24 28 =

velocidade

Figura 5.4: grifico da fungdo f(v) = % a

. . 1 : .
diretamente proporcional a —, estamos afirmando também que ¢ é inversamente proporcional
v
V.

Perceba ainda que

V1
Vit =Vvy-lhh=h=1 —
V2

Vi .l .
e tomando — como nossa varidvel independente, temos que

V2
-r(2) 0 (2)

Com isso estabelecemos a relagdo entre grandezas inversamente proporcionais € func¢do li-
near.

Vejamos o esbogo do grafico dessa fung@o, mas antes vamos construir uma tabela para
nos auxiliar nesse esboco.

x=vi/v h=f(x)=tx
5/8 = 0,625 3.125
5/10 = 0,50 2.5
5/16 = 0,3125 1,5625
5/20=0,25 1,25

Esbog¢ando o grafico temos,
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£

= (0.625, 3.125)

B = (0.5, 2.5)

0.3125, 1.5625)

D = (0.25, 1.25)

-0.5

Figura 5.5: grafico da fungédo f(x') =a-x

05

/

Como podemos observar na figura 5.5 o gréafico € uma reta, ou seja, trata-se de um

grafico de uma fun¢do afim, mais especificamente de uma funcao linear.

Conclusao:
~ 3 o XX ~ .
e Se duas grandezas sdo diretamente proporcionais, — = —, entdo temos a seguinte
Yoo
funcdo linear:
)1
y2=f(x2)=x2- =
X1

p S 1, L
onde x; € nossa varidvel independente e — € a taxa de variacdo.

X1

e Se duas grandezas sdo inversamente proporcionais, x| - y; = X3 - y2, entdo temos a

seguinte funcao linear:

=7 <ﬂ)
X

(=)
=yi-|\—
X2

X1, i o c o
onde — € a nossa varidvel independente e y; € a taxa de variacdo.

X2

Consideracoes do Capitulo 5 - Vimos que fica estabelecida uma relacdo entre fun-

cdo linear e proporcionalidade (direta ou indireta), e consequentemente entre funcao linear e

regra de trés. Mas, serd que € conveniente usarmos essas relagdes quando as grandezas en-

volvidas sdo inversamente proporcionais? Entendemos que ndo. No nosso entendimento ao

fazer essa relacdo o professor ndo estara facilitando o aprendizado desses contetdos, mas ao

contrério, poderd confundir seu aluno. Veja que a relagdo existente quando as grandezas siao

diretamente proporcionais € imediata, enquanto que quando as grandezas sdo inversamente

proporcionais temos que descobrir primeiramente o valor da nossa varidvel independente e

em seguida descobrir o respectivo valor da funcao.
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Dessa forma, entendemos que a relagdo entre fungdo linear, proporcionalidade e regra
de trés deve ser apresentada na sala de aula quando as grandezas envolvidas forem direta-
mente proporcionais. Pois ao estabelecer a relac@o entre esses contetidos o professores estara
resgatando dois contetidos muito importantes, vistos no sétimo ano do Ensino Fundamental.

Ao resolver os exemplos 5.2 e 5.3 usando as ideias de func¢ao linear, proporcionalidade
e regra de trés pudemos verificar que a regra de trés € uma maneira mais pratica de resolver
esses problemas. Mas entendemos que outros podem discordar e entenderem que funcao
linear ou proporcionalidade € a maneira mais pritica. A verdade € que os trés conteudos
representam uma mesma ideia matemdtica e que a preferéncia por uma ou por outra vai

depender da familiaridade que se tem com cada contetdo.

70



Capitulo 6

Funcao Linear, Proporcionalidade e
Regra de Trés nas provas do ENEM

Vimos no capitulo anterior que funcao linear, proporcionalidade e regra de trés sao
conteudos que estdo estreitamente relacionados e que esses contetidos representam a mesma
ideia matemadtica. Mas como essa ideia vem sendo explorada nas provas do ENEM? A fim
de respondermos essa pergunta examinaremos as provas do ENEM dos tdltimos cinco anos
e procuraremos verificar em quantas questdes se emprega a fun¢ao linear, proporcionalidade
ou regra de trés para resolveé-las.

Sdo muitas provas, pois esse exame comecou a ser aplicado no anos de 1998, por
isso, restringimos nossa pesquisa apenas as provas de 2012 a 2016, evitando assim que a
apresentacdo do resultado se torne enfadonho para o leitor. Nessa pesquisa buscaremos
identificar as questdes em que foram usadas a ideia de fun¢do linear, proporcionalidade ou
regra de trés, para ao final do capitulo apresentarmos o percentual dessas questdes nas provas
do ENEM.

A pesquisa por essas questdes e sua apresentacdo neste capitulo também se faz ne-
cessario como uma contribuicao ao professor do Ensino Médio que estd ensinando funcao
linear e preparando seu aluno para o ENEM. As questdes sdo diversificadas e boa parte
delas usam dados coletados para algum instituto ou instituicdo. A qualidade dessas ques-
toes também € elogidvel, pois ndo encontramos entre elas nenhuma que representasse uma

situacdo-problema inverossimil.

6.1 ENEM 2016

Questao 136 - Uma cisterna de 6 000 L foi esvaziada em um periodo de 3 h. Na
primeira hora foi utilizada apenas uma bomba, mas nas duas horas seguintes, a fim de reduzir
o tempo de esvaziamento, outra bomba foi ligada junto com a primeira. O gréfico (“figura

6.17), formado por dois segmentos de reta, mostra o volume de dgua presente na cisterna,
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em fun¢do do tempo.

Wolume (L)

Tempo (h)
Figura 6.1: figura da questao 136/ENEM?2016

Qual € a vazdo, em litro por hora, da bomba que foi ligada no inicio da segunda hora?

Questao 140 - Diante da hipétese do comprometimento da qualidade da dgua retirada
do volume morto de alguns sistemas hidricos, os técnicos de um laboratério decidiram testar
cinco tipos de filtros de dgua.

Dentre esses, os quatro com melhor desempenho serdo escolhidos para futura comer-
cializagdo.

Nos testes, foram medidas as massas de agentes contaminantes, em miligrama, que

nao sdo capturados por cada filtro em diferentes periodo, em dia, como seguem:
* Filtro 1 (F1): 18 mg em 6 dias;

* Filtro 2 (F2): 15 mg em 3 dias;

*

Filtro 3 (F3): 18 mg em 4 dias;

*

Filtro 4 (F4): 6 mg em 3 dias;

*

Filtro 5 (F5): 3 mg em 2 dias.

Ao final descarta-se o filtro com a maior razdo entre a medida da massa de contami-

nantes ndo capturados e o ndmero de dias, o que corresponde ao de pior desempenho.

www.redebrasilatual.com.br. Acesso em: 12 jul. 2015 (adaptado).

O filtro descartado € ...

Questiao 142 - Um paciente necessita de reidratacdo endovenosa feita por meio de
cinco frascos de soro durante 24 h. Cada frasco tem um volume de 800 mL de soro. Nas
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primeiras quatro horas, devera receber 40% do total a ser aplicado. Cada mililitro de soro
corresponde a 12 gotas.

O numero de gotas por minuto que o paciente devera receber apds as quatro primeiras
horas sera ...

Questio 145 - O LIRAa, Levantamento Répido do Indice de Infestagio por Aedes
aegypti, consiste num mapeamento da infestacdo do mosquito Aedes aegypti. O LIRAa é
dado pelo percentual do nimero de iméveis com focos do mosquito, entre os escolhidos de
uma regido em avaliagdo.

O servico de vigilancia sanitdria de um municipio, no més de outubro do ano corrente,
analisou o LIRAa de cinco bairros que apresentaram o maior indice de infestacdo no ano

anterior. Os dados obtidos para cada bairro foram:
I. 14 im6veis com focos de mosquito em 400 imdveis no bairro;
II. 6 imbveis com focos de mosquito em 500 imdveis no bairro;
III. 13 im6veis com focos de mosquito em 520 iméveis no bairro;
IV. 9 im6veis com focos de mosquito em 360 imdveis no bairro;
V. 15 im6veis com focos de mosquito em 500 imdveis no bairro.

O setor de dedetizacdo do municipio definiu que o direcionamento das a¢des de con-
trole iniciardo pelo bairro que apresentou o maior indice do LIRAa.

Disponivel em: http://bvsms.saude.gov.br. Acesso em: 28 out. 2015.

As acgdes de controle iniciardo pelo bairro ...

Questao 146 - Um dos grandes desafios do Brasil € o gerenciamento dos seus recursos
naturais, sobretudo os recursos hidricos. Existe uma demanda crescente por dgua e o risco
de racionamento ndo pode ser descartado. O nivel de 4gua de um reservatorio foi monito-
rado por um periodo, sendo o resultado mostrado no grafico (“figura 6.2”). Suponha essa
tendéncia linear observada no monitoramento se prolongue pelos préximos meses.

Nas condi¢des dadas, qual o tempo minimo, apds o sexto més, para que o reservatorio

atinja o nivel zero de sua capacidade?
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Figura 6.2: figura da questao 146/ENEM2016

Questao 150 - O setor de recursos humanos de uma empresa pretende fazer contrata-
cdes para adequar-se ao artigo 93 da Lei n° 8.213/91, que dispde:

Art. 93. A empresa com 100 (cem) ou mais empregados estd obrigada a preencher de
2% (dois por cento) a 5% (cinco por cento) dos seus cargos com beneficidrios reabilitados

ou pessoa com deficiéncia, habilitadas, na seguinte propor¢ao:

[. até 200 empregados .........ccecveervveenieenneeennne. 2%;
II. de 201 a 500 empregados.........cccevveeeueeennne. 3%;
III. de 501 a 1 000 empregados.........ccccceueneenee 4%
IV. de 1 001 em diante...........cccceveevinienennennenn 5%.

Disponivel em: www.planalto.gov.br. Acesso em: 3 fev. 2015.

Constatou-se que a empresa possui 1 200 funciondrios, dos quais sdo reabilitados ou com
deficiéncia, habilitados.

Para adequar-se a referida lei, a empresa contratard apenas empregados que atendem
ao perfil indicado no art. 93. artigo 93.

O ndmero minimo de empregados reabilitados ou com deficiéncia, habilitados, que

deverd ser contratado pela empresa € ...

Questao 151 - Uma pessoa comercializa picolés. No segundo dia de certo evento ela
comprou 4 caixas de picolés, pagando R$ 16,00 a caixa com 20 picolés para revendé-los
no evento. No dia anterior, ela havia comprado a mesma quantidade de picolés, pagando a
mesma quantia, e obtendo um lucro de R$ 40,00 (obtido exclusivamente pela diferenca entre
o valor de venda e o de compra dos picolés) com a venda de todos os picolés que possuia.

Pesquisando o perfil do publico que estard presente no evento, a pessoa avalia que sera

possivel obter um lucro 20% maior do que o obtido com a venda no primeiro dia do evento.

74



Para atingir seu objetivo, e supondo que todos os picolés disponiveis foram vendidos
no segundo dia, o valor de venda de cada picolé, no segundo dia, deve ser ...

Questao 155 - Para garantir a seguranca de um grande evento puiblico que terd inicio
as 4 h da tarde, um organizador precisa monitorar a quantidade de pessoas presentes em cada
instante. Para cada 2 000 pessoas se faz necessdria a presenca de um policial. Além disso,
estima-se uma densidade de quatro pessoas por metro quadrado de drea de terreno ocupado.
As 10 h da manhi, o organizador verifica que a 4rea de terreno ja ocupada equivale a um
quadrado com lados medindo 500 m. Porém, nas horas seguintes, espera-se que o publico
aumente a uma taxa de 120 000 pessoas por hora até o inicio do evento, quando ndo serd
mais permitida a entrada de publico.

Quantos policiais serdo necessdrios no inicio do evento para garantir a segurancga?

Questao 159 - Cinco marcas de pao integral apresentam as seguintes concentragdes de
fibras (massa de fibra por massa de pao):

* Marca A: 2 g de fibra a cada 50 g de pao;

* Marca B: 5 g de fibra a cada 40 g de pao;

*

Marca C: 5 g de fibra a cada 100 g de pao;

*

Marca D: 6 g de fibra a cada 90 g de pao;

*

Marca E: 7 g de fibra a cada 70 g de pao;
Recomenda-se a ingestdo do pao que possui a maior concentragdo de fibras.
Disponivel em: www.blog.saude.gov.br. Acesso em: 25 fev. 2013.

A marca a ser escolhida € ...

Questiao 167 - A fim de acompanhar o crescimento de criancas, foram criadas pela
Organizagdo Mundial da Saide (OMS) tabelas de altura, também adotadas pelo Ministério
da Saude do Brasil. Além de informar os dados referentes ao indice de crescimento, a tabela
traz graficos com curvas, apresentando padroes de crescimento estipulados pela OMS.

O gréfico (“figura 6.3”) apresenta o crescimento de meninas, cuja andlise se da pelo
ponto de intersec¢do entre 0 comprimento, em centimetro, e a idade, em més completo e ano,

da crianca.

Disponivel em: www.aprocura.com.br. Acesso em: 22 out. 2015 (adaptado).
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Uma menina aos 3 anos de idade tinha altura de 85 centimetros e aos 4 anos € 4 meses sua
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Figura 6.3: figura da questao 167/ENEM2016

altura chegou a um valor que corresponde a um ponto exatamente sobre a curva p50.

Qual foi o aumento percentual da altura dessa menina,descrito com uma casa decimal,

no periodo considerado?

Questao 169 - O censo demografico € um levantamento estatistico que permite a co-

leta de vérias informacdes. A tabela (“figura 6.1”) apresenta os dados obtidos pelo censo

demografico brasileiro nos anos 1940 e 2000, referentes a populagdo total, na capital e no

interior, nas cinco grandes regioes.

Populagio residente, na capital e interior segundo as Grandes Regibes 1940/2000

Populagao residente

i':ig::s Total Capital Interior

1940 2000 1940 2000 1940 2000
Norte 1632 917 12 900 704 368 528 3895400 1264 389 9 005 304
Nordeste 14 434 080 47741711 1270729 10 162 346 13 163 351 37 579 365
Sudeste 18 278 837 7241241 3 346 991 18 822 986 14 931 846 53 589 425
Sul 5735 305 25107 616 459 659 3290 220 5275 646 21 817 396
Centro-Oeste 1088 182 11636728 152 189 4291120 935 993 7 345608

Fonte: IBGE, Censo Demografico 1940/2000.

Figura 6.4: figura da questao 169/ENEM?2016

O valor mais préoximo do percentual que descreve o aumento da populagdo nas capitais

da Regido Nordeste € ...

Questao 173 - A distribuicdo de saldrios pagos em uma empresa pode ser analisada

destacando-se a parcela do total da massa salarial que € paga aos 10% que recebem os maio-

res saldrios. Isso pode ser representado na forma de um grafico formado por dois segmentos
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de reta, unidos em um ponto P, cuja abscissa tem valor igual a 90, como ilustrado na figura
(“figura 6.5”).

No eixo horizontal do grafico tem-se o percentual de funcionarios, ordenados de forma
crescente pelos valores de seus saldrios, € no eixo vertical tem-se o percentual do total da

massa salarial de todos os funciondrios. O indice Gini, que mede o grau de concentracdo de

100

504

Massa sahrial
acumulda & )

0 50 90 100

Quantidade de
fimcbnarios & )

Figura 6.5: figura da questdo 173/ENEM2016

renda de um determinado grupo, pode ser calculado pela razao ﬁ, em que A e B sdo as
medidas das dreas indicadas no gréfico. i

A empresa tem como meta tornar seu indice Gini igual ao do pais, que € 0,3. Para tanto,
precisa ajustar os saldrios de modo a alterar o percentual que representa a parcela recebida
pelos 10% dos funciondrios de maior saldrio em relacdo ao total da massa salarial.

Disponivel em: www.ipea.gov.br. Acesso em: 4 maio 2016 (adaptado).

Para atingir a meta desejada, o percentual deve ser ...

Questao 174 - Densidade absoluta (d) € a razdo entre a massa de um corpo e o volume
por ele ocupado. Um professor propds a sua turma que os alunos analisassem a densidade
de trés corpos: dy, dp, dc. Os alunos verificaram que o corpo A possuia 1,5 vez a massa do
corpo B e esse, por sua vez, tinha 43'1 da massa do corpo C. Observaram, ainda, que o volume
do corpo A era o mesmo do corpo B e 20% maior do que o volume do corpo C.

Ap6s a andlise, os alunos ordenaram corretamente as densidades desses corpos da se-

guinte maneira ...

Questao 175 - No tanque de um certo carro de passeio cabem até 50 L. de combustivel,
e o rendimento médio deste carro na estrada € de 15 km/L de combustivel. Ao sair para uma
viagem de 600 km o motorista observou que o marcador de combustivel estava exatamente

sobre uma das marcas da escala diviséria do medidor, conforme figura “6.6” a seguir.
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Figura 6.6: figura da questao 175/ENEM2016

Como o motorista conhece o percurso, sabe que existem, até a chegada a seu destino,
cinco postos de abastecimento de combustivel, localizados a 150 km, 187 km, 450 km, 500
km e 570 km do ponto de partida. Qual a maxima distancia, em quildmetro, que podera
percorrer até ser necessario reabastecer o veiculo, de modo a ndo ficar sem combustivel na
estrada?

Questao 177 - Em uma cidade serd construida uma galeria subterranea que receberd
uma rede de canos para o transporte de 4gua de uma fonte (F) até o reservatério de um novo
bairro (B). Ap6s avaliacdes, foram apresentados dois projetos para o trajeto de construgcdo
da galeria: um segmento de reta que atravessaria outros bairros ou uma semicircunferéncia
que contornaria esses bairros, conforme ilustrado no sistema de coordenadas X OY da figura
“6.7”, em que a unidade de medida nos eixos é o quilometro.

¥ dam )
A

F={1,1)

=1

BE=,-1)
Figura 6.7: figura da questao 177/ENEM2016

Estudos de viabilidade técnica mostraram que, pelas caracteristicas do solo, a constru-
cdo de 1 m de galeria via segmento de reta demora 1,0 h, enquanto que 1 m de construcdo de
galeria via semicircunferéncia demora 0,6 h. Ha urgéncia em disponibilizar 4gua para esse
bairro.

Use 3 como aproximacio para 7 e 1,4 como aproximagio para v/2 . O menor tempo

possivel, em hora, para conclusio da constru¢@o da galeria, para atender as necessidades de
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dgua do bairro, € de ...

Questao 178 - Em regides agricolas, ¢ comum a presenca de silos para armazenamento
e secagem da producdo de graos, no formato de um cilindro reto, sobreposto por um cone,
e dimensdes indicadas na figura “6.8”. O silo fica cheio e o transporte dos graos € feito em
caminhdes de carga cuja capacidade é de 20 m>. Uma regido possui um silo cheio e ape-

nas um caminhao para transportar os graos para a usina de beneficiamento. Utilize 3 como

Figura 6.8: figura da questdao 178/ENEM2016

aproximacdo para 7. O numero minimo de viagens que o caminhdo precisara fazer para

transportar todo o volume de graos armazenados no silo € ...

Questao 179 - Em uma empresa de méveis, um cliente encomenda um guarda-roupa
nas dimensodes 220 cm de altura, 120 cm de largura e 50 cm de profundidade. Alguns dias
depois, o projetista, com o desenho elaborado na escala 1 : 8, entra em contato com o
cliente para fazer sua apresentacdo. No momento da impressdo, o profissional percebe que
o desenho ndo caberia na folha de papel que costumava usar. Para resolver o problema,
configurou a impressora para que a figura fosse reduzida em 20%.

A altura, a largura e a profundidade do desenho impresso para a apresentacio serao,

respectivamente,

Questao 180 - A London Eye € uma enorme roda-gigante na capital inglesa. Por ser
um dos monumentos construidos para celebrar a entrada do terceiro milénio, ela também ¢é
conhecida como Roda do Milénio. Um turista brasileiro, em visita a Inglaterra, perguntou a
um londrino o diametro (destacado na imagem) da Roda do Milénio e ele respondeu que ele
tem 443 pés.

Nao habituado com a unidade pé, e querendo satisfazer sua curiosidade, esse turista
consultou um manual de unidades de medidas e constatou que 1 pé equivale a 12 polegadas,
e que 1 polegada equivale a 2,54 cm. Apds alguns cédlculos de conversdo, o turista ficou
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Disponivel em: www.mapadelondres org. Acesso em: 14 maic 2015 (adapiadco).

Figura 6.9: figura da questao 180/ENEM?2016

surpreendido com o resultado obtido em metros.
Qual a medida que mais se aproxima do didmetro da Roda do Milénio, em metro?

6.2 ENEM 2015

Questao 136 - Um pesquisador, ao explorar uma floresta, fotografou uma caneta de
16,8 cm de comprimento ao lado de uma pegada. O comprimento da caneta (c), a largura (L)

e o comprimento da pegada, na fotografia, estdo indicados no esquema (‘“figura 6.10”).

caneta

Figura 6.10: figura da questdo 136/ENEM?2015

A largura e o comprimento da pegada, em centimetros, sdo, respectivamente, iguais a ...

Questao 137 - Uma industria produz malhas de prote¢do solar para serem aplicadas

em vidros, de modo a diminuir a passagem de luz, a partir de fitas plasticas entrelacadas
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perpendicularmente. Nas diregdes vertical e horizontal, sdo aplicadas fitas de 1 milimetro de
largura, tal que a distancia entre elas € de (d — 1) milimetros, conforme a figura “6.11”. O
material utilizado ndo permite a passagem da luz, ou seja, somente o raio de luz que atingir
as lacunas deixadas pelo entrelacamento consegue transpor essa protecao.

A taxa de cobertura do vidro é o percentual da drea da regido coberta pelas fitas da
malha, que sdo colocadas paralelamente as bordas do vidro.

1mm 1mm 1imm imm 1 mm
foued boerd f=ed Jsed bosd
1mm. K
'a
- ¥
1mm
i #
1mm?T :
. g
1mm: N
R e Nt el {
] d g a

Figura 6.11: figura da questdao 137/ENEM2015

Essa industria recebeu a encomenda de uma malha de protecao solar para ser aplicada
em um vidro retangular de 5 m de largura por 9 m de comprimento. A medida de d, em

milimetros, para que a taxa de cobertura da malha seja de 75% ¢ ...

Questao 139 - A insulina € utilizada no tratamento de pacientes com diabetes para o
controle glicémico. Para facilitar sua aplicacdo, foi desenvolvida uma caneta na qual pode

ser inserido um refil contendo 3mL de insulina, como mostra a imagem (“figura 6.18”).

" o

Figura 6.12: figura da questao 139/ENEM2015

Para controle das aplicacdes, definiu-se a unidade de insulina como 0,01mL. Antes de
cada aplicagdo, € necessdrio descartar 2 unidades de insulina, de forma a retirar possiveis
bolhas de ar.

A um paciente foram prescritas duas aplicacdes didrias: 10 unidades de insulina pela

manha e 10 a noite. Qual o ndimero mdximo de aplicagdes por refil que o paciente poderd
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utilizar com a dosagem prescrita?

Questao 152 - Uma fabrica de sorvetes utiliza embalagens plasticas no formato de
paralelepipedo retangular reto. Internamente, a embalagem tem 10 cm de altura e base de 20
cm por 10 cm. No processo de confeccao do sorvete, uma mistura € colocada na embalagem
no estado liquido e, quando levada ao congelador, tem seu volume aumentado em 25%,
ficando com consisténcia cremosa.

Inicialmente € colocada na embalagem uma mistura sabor chocolate com volume de
1.000cm? e, apds essa mistura ficar cremosa, serd adicionada uma mistura sabor morango,
de modo que, ao final do processo de congelamento, a embalagem fique completamente
preenchida com sorvete, sem transbordar.

O volume maximo, em cm?, da mistura sabor morango que deverd ser colocado na
embalagem € ...

Questao 154 - Para uma alimentacdo sauddvel, recomenda-se ingerir, em relacdao ao
total de calorias didrias, 60% de carboidratos, 10% de proteinas e 30% de gorduras. Uma
nutricionista, para melhorar a visualizacdo dessas porcentagens, quer dispor esses dados em
um poligono. Ela pode fazer isso em um tridngulo equildtero, um losango, um pentagono
regular, um hexdgono regular ou um octégono regular, desde que o poligono seja dividido
em regides cujas dreas sejam proporcionais as porcentagens mencionadas. Ela desenhou as
seguintes figuras (figura“6.13”):

Entre esses poligonos, o tnico que satisfaz as condi¢cdes necessdrias para representar a
ingestdo correta de diferentes tipos de alimentos € o ...

Questao 156 - Alguns medicamentos para felinos sdo administrados com base na
superficie corporal do animal. Foi receitado a um felino pesando 3,0 kg um medicamento na
dosagem didria de 250 mg por metro quadrado na superficie corporal.

O quadro (“’figura 6.14”) apresenta a relacdo entre a massa do felino, em quilogramas,
e a area de sua superficie corporal, em metros quadrados

A dose didria, em miligramas, que esse felino deverd receber € de ...

Questao 157 - Para economizar em suas contas mensais de dgua, uma familia de 10
pessoas deseja construir um reservatorio para armazenar a dgua captada das chuvas, que
tenha capacidade suficiente para abastecer a familia por 20 dias. Cada pessoa da familia
consome, diariamente, 0,08m3 de dgua.

Para que os objetivos da familia sejam atingidos, a capacidade minima, em litros, do

reservatorio a ser construido deve ser ...

82



Carboidratos
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Figura 6.13: figura da questao 154/ENEM2015

Questao 161 - Uma carga de 100 contéineres, idénticos ao modelo apresentado na
Figura 1, deverd ser descarregada no porto de uma cidade. Para isso, uma drea retangular de
10 m por 32 m foi cedida para o empilhamento desses contéineres (Figura 2).

De acordo com as normas desse porto, os contéineres deverao ser empilhados de forma
a ndo sobrarem espacos nem ultrapassarem a area delimitada.

Ap6s o empilhamento total da carga e atendendo a norma do porto, a altura minima a
ser atingida por essa pilha de contéineres € ...

Questdo 163 - Um casal realiza um financiamento imobilidrio de R$ 180 000,00, a
ser pago em 360 prestagdes mensais, com taxa de juros efetiva de 1% ao més. A primeira
prestacdo € paga um més ap0s a liberag@o dos recursos e o valor da prestagao mensal é de R$
500,00 mais juros de 1% sobre o saldo devedor (valor devido antes do pagamento). Observe
que, a cada pagamento, o saldo devedor se reduz em R$ 500,00 e considere que nao ha

prestacdo em atraso.
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Relagado entre a massa de um felino
e a area de sua superficie corporal

Massa (kg) Area (m?)
1,0 0,100
2,0 0,159
3,0 0,208
4,0 0,252
5,0 1 0,292

NORSWORTHY, G, D, © paciente felino, Sio Paulo: Roca, 2009

Figura 6.14: figura da questao 156/ENEM2015

2m armazenar
cont@ineres

Figura 1 Figura 2

Figura 6.15: figuras da questdo 161/ENEM2015

Efetuando o pagamento dessa forma, o valor, em reais, a ser pago ao banco na décima

prestacdo € de ...

Questao 166 - Segundo dados apurados no Censo 2010, para uma populagao de 101,8
milhdes de brasileiros com 10 anos ou mais de idade e que teve algum tipo de rendimento
em 2010, a renda média mensal apurada foi de R$ 1 202,00. A soma dos rendimentos
mensais dos 10% mais pobres correspondeu a apenas 1,1% do total de rendimentos dessa
populacao considerada, enquanto que a soma dos rendimentos mensais dos 10% mais ricos
correspondeu a 44,5% desse total.

Qual foi a diferenca, em reais, entre a renda média mensal de um brasileiro que estava

na faixa dos 10% mais ricos e de um brasileiro que estava na faixa dos 10% mais pobres?
Questao 173 - O polimero de PET (Politereftalato de Etileno) é um dos plasticos

mais reciclados em todo o mundo devido a sua extensa gama de aplicacdes, entre elas, fibras

téxteis, tapetes, embalagens, filmes e cordas. Os graficos (“figura 6.16”) mostram o destino
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do PET reciclado no Brasil, sendo que, no ano de 2010, o total de PET reciclado foi de 282
kton (quilotoneladas).

PET RECICLADO - 2010

Usos Finais Usos Finais Téxteis
Qutros PGS ;
Tubos 7.6% g?_xat?/:],s Cerdas / Cordas / Tecidos e Malhas

Monofilamentos 30%

27%

Fitas de Arquear
6,8%

Laminados
e chapas
7.9%

Emb. Alimentos
e nao alimentos

17.2%
ResinaAsI In§:turadas Néo tecidos
e Alquidicas 43%
18,9%

Disponivel em: www.abipet.org.br. Acesso em: 12 jul. 2012 (adaptado).
Figura 6.16: figuras da questdao 173/ENEM2015

De acordo com os gréficos, a quantidade de embalagens PET recicladas destinadas a

producido de tecidos e malhas, em kton, é mais aproximada de ...

Questao 176 - Alguns exames médicos requerem uma ingestao de 4gua maior do que a
habitual. Por recomendac@o médica, antes do horario do exame, uma paciente deveria ingerir
1 copo de 4gua de 150 mililitros a cada meia hora, durante as dez horas que antecedem um
exame. A paciente foi a um supermercado comprar dgua e verificou que havia garrafas dos
seguintes tipos:

Garrafa I: 0,15 litro

Garrafa II: 0,30 litro

Garrafa III: 0,75 litro

Garrafa I'V: 1,50 litro

Garrafa V: 3,00 litros

A paciente decidiu comprar duas garrafas do mesmo tipo, procurando atender a reco-
mendacdo médica e, ainda, de modo a consumir todo o liquido das duas garrafas antes do
exame.

Qual o tipo de garrafa escolhida pela paciente?

Questao 178 - O indice pluviométrico € utilizado para mensurar a precipitacdo da
agua da chuva, em milimetros, em determinado periodo de tempo. Seu calculo € feito de

acordo com o nivel de dgua da chuva acumulada em 1 m2, ou seja, se o indice for de 10
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mm, significa que a altura do nivel de 4gua acumulada em um tanque aberto, em formato de
um cubo com 1 m? de drea de base, é de 10 mm. Em uma regido, apos um forte temporal,
verificou-se que a quantidade de chuva acumulada em uma lata de formato cilindrico, com
raio 300 mm e altura 1200 mm, era de um terco da sua capacidade.

Utilize 3,0 como aproximagao para 7.

O indice pluviométrico da regido, durante o periodo do temporal, em milimetros, é
de...

6.3 ENEM 2014

Questao 136 - Um carpinteiro fabrica portas retangulares macicas, feitas de um

mesmo material. Por ter recebido de seus clientes pedidos de portas mais altas, aumen-

1 .
tou sua altura em 3 preservando suas espessuras. A fim de manter o custo com o material
de cada porta, precisou reduzir a largura. A razio entre a largura da nova porta e a largura da

porta anterior € ...

Questao 137 - De acordo com a ONU, da dgua utilizada diariamente,

* 25% sdo para tomar banho, lavar as maos e escovar os dentes.

*

33% sao utilizados em descarga de banheiro.

*

27% sao para cozinhar e beber.

*

15% sao para demais atividades.

No Brasil, o consumo de dgua por pessoa chega, em média, a 200 litros por dia. O
quadro (“figura 6.17’) mostra sugestdes de consumo moderado de dgua por pessoa, por dia,
em algumas atividades. Se cada brasileiro adotar o consumo de dgua indicado no quadro,

2 Consumo total de agua na
Atvidace atividade (em litros)
Tomar banho 24 0
Dar descarga 18,0
Lavar as maos 3.2
Escovar os dentes 2.4
Beber e cozinhar 220

Figura 6.17: figura da questao 137/ENEM2014

mantendo o mesmo consumo nas demais atividades, entdo economizara diariamente, em mé-

dia, em litros de 4gua ...
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Questao 139 - Na alimentacdo de gado de corte, o processo de cortar a forragem,
colocéd-la no solo, compacta-la e protegé-la com uma vedagdo denomina-se silagem. Os
silos mais comuns sao os horizontais, cuja forma € a de um prisma reto trapezoidal, conforme

mostrado na figura “6.18”.

Legenda: \1
b - largura do fundo

8- largura do topo

C- comprimento do silo
h - altura do silo

Figura 6.18: figura da questao 139/ENEM2014

Considere um silo de 2 m de altura, 6 m de largura de topo e 20 m de comprimento.
Para cada metro de altura do silo, a largura do topo tem 0,5 m a mais do que a largura do
fundo. Apés a silagem, 1 tonelada de forragem ocupa 2 m?> desse tipo de silo.

EMBRAPA. Gado de corte. Disponivel em: www.cnpgc.embrapa.br.

Acesso em: 1 ago. 2012 (adaptado).

Ap6s a silagem, a quantidade mdxima de forragem que cabe no silo, em toneladas, é,

Questao 140 - A Figura 1 representa uma gravura retangular com 8 m de comprimento

e 6 m de altura.

& metros

8 metros

Figura 1
Figura 6.19: figura 1 da questao 140/ENEM2014

Deseja-se reproduzi-la numa folha de papel retangular com 42 cm de comprimento e
30 cm de altura, deixando livres 3 cm em cada margem, conforme a Figura 2.
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Folha de papel
— hd

3

M

:|:3cn1

30 am

42 cm

- Regido disponivel para reproduzir a gravura
I:l Regido proibida para reproduzir a gravura

Figura 2
Figura 6.20: figura 2 da questao 140/ENEM2014

A reproducdo da gravura deve ocupar o maximo possivel da regido disponivel, mantendo-
se as propor¢des da Figura 1.

PRADO, A. C. Superinteressante, ed. 301, fev. 2012 (adaptado).

A escala da gravura reproduzida na folha de papel € ...

Questdo 141 - Uma empresa que organiza eventos de formatura confecciona canudos
de diplomas a partir de folhas de papel quadradas. Para que todos os canudos fiquem idénti-
cos, cada folha € enrolada em torno de um cilindro de madeira de didmetro d em centimetros,
sem folga, dando-se 5 voltas completas em torno do cilindro. Ao final, amarra-se um cordao
no meio do diploma, bem ajustado, para que nao ocorra o desenrolamento, como ilustrado
na figura “6.21”.

Figura 6.21: figura da questao 141/ENEM2014

Em seguida, retira-se o cilindro de madeira do meio do papel enrolado, finalizando a

confec¢do do diploma. Considere que a espessura da folha de papel original seja desprezivel.
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Qual é a medida, em centimetros, do lado da folha de papel usado na confeccdo do
diploma?

Questdo 142 - Uma ponte precisa ser dimensionada de forma que possa ter trés pontos
de sustentacdo. Sabe-se que a carga mdxima suportada pela ponte serd de 12 t. O ponto de
sustentacdo central receberd 60% da carga da ponte, e o restante da carga serd distribuido
igualmente entre os outros dois pontos de sustentacao.

No caso de carga maxima, as cargas recebidas pelos trés pontos de sustentacdo serdo,

respectivamente ...

Questao 144 - A maior piscina do mundo, registrada no livro Guiness, estd localizada
no Chile, em San Alfonso del Mar, cobrindo um terreno de 8 hectares de area.
Sabe-se que 1 hectare corresponde a 1 hectometro quadrado.

Qual € o valor, em metros quadrados, da drea coberta pelo terreno da piscina?

Questao 145 - Durante uma epidemia de uma gripe viral, o secretdrio de saide de um
municipio comprou 16 galdes de dlcool em gel, com 4 litros de capacidade cada um, para
distribuir igualmente em recipientes para 10 escolas publicas do municipio. O fornecedor
dispde a venda diversos tipos de recipientes, com suas respectivas capacidades listadas:

e Recipiente I: 0,125 litro

Recipiente II: 0,250 litro

Recipiente III: 0,320 litro

Recipiente IV: 0,500 litro

Recipiente V: 0,800 litro

O secretdrio de saide comprard recipientes de um mesmo tipo, de modo a instalar 20
deles em cada escola, abastecidos com dlcool em gel na sua capacidade médxima, de forma a
utilizar todo o gel dos galdes de uma s6 vez.

Que tipo de recipiente o secretario de saide deve comprar?

Questao 146 - Os vidros para veiculos produzidos por certo fabricante t€ém transpa-
réncias entre 70% e 90%, dependendo do lote fabricado. Isso significa que, quando um feixe
luminoso incide no vidro, uma parte entre 70% e 90% da luz consegue atravessd-lo. Os
veiculos equipados com vidros desse fabricante terdo instaladas, nos vidros das portas, peli-
culas protetoras cuja transparéncia, dependendo do lote fabricado, estara entre 50% e 70%.
Considere que uma porcentagem P da intensidade da luz, proveniente de uma fonte externa,
atravessa o vidro e a pelicula.
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De acordo com as informacdes, o intervalo das porcentagens que representam a variacdo

total possivel de P € ...

Questdao 153 - Um show especial de Natal teve 45 000 ingressos vendidos. Esse
evento ocorrerd em um estddio de futebol que disponibilizard 5 portdes de entrada, com 4
catracas eletronicas por portdo. Em cada uma dessas catracas, passard uma Unica pessoa a
cada 2 segundos. O publico foi igualmente dividido pela quantidade de portdes e catracas,
indicados no ingresso para o show, para a efetiva entrada no estddio. Suponha que todos
aqueles que compraram ingressos irdo ao show e que todos passardo pelos portdes e catracas
eletrOnicas indicados.

Qual é o tempo minimo para que todos passem pelas catracas?

Questao 155 - Uma lata de tinta, com a forma de um paralelepipedo retangular reto,

tem as dimensdes, em centimetros, mostradas na figura “6.22”.

[—

40

24

24

Figura 6.22: figura da questao 155/ENEM2014

Sera produzida uma nova lata, com os mesmos formato e volume, de tal modo que as
dimensdes de sua base sejam 25% maiores que as da lata atual.

Para obter a altura da nova lata, a altura da lata atual deve ser reduzida em ...

Questao 156 - Uma organizagdo nido governamental divulgou um levantamento de
dados realizado em algumas cidades brasileiras sobre saneamento basico. Os resultados
indicam que somente 36% do esgoto gerado nessas cidades € tratado, o que mostra que 8
bilhdes de litros de esgoto sem nenhum tratamento sdo lancados todos os dias nas dguas.

Uma campanha para melhorar o saneamento basico nessas cidades tem como meta a
reducdo da quantidade de esgoto langcado nas dguas diariamente, sem tratamento, para 4 bi-
lhoes de litros nos proximos meses.

Se o volume de esgoto gerado permanecer 0 mesmo € a meta dessa campanha se concretizar,

o percentual de esgoto tratado passard a ser ...

Questao 157 - Uma empresa de alimentos oferece trés valores diferentes de remune-
racdo a seus funciondrios, de acordo com o grau de instrucao necessdrio para cada cargo. No

ano de 2013, a empresa teve uma receita de 10 milhdes de reais por més € um gasto men-
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sal com a folha salarial de R$ 400 000,00, distribuidos de acordo com o Gréfico 1 (“figura
6.23”). No ano seguinte, a empresa ampliard o nimero de funcionérios, mantendo o mesmo
valor salarial para cada categoria. Os demais custos da empresa permanecerdo constantes de

2013 para 2014. O numero de funciondrios em 2013 e 2014, por grau de instruc¢do estd no
gréifico 2 (“figura 6.24”).

Distribuicao da folha salarial

12,5%

@ Ensino fundamental

O Ensino médio

O Ensino superior
Grafico 1

Figura 6.23: figura 1 da questao 157/ENEM2014
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Grafico 2

Figura 6.24: figura 2 da questao 157/ENEM2014

Qual deve ser o aumento na receita da empresa para que o lucro mensal em 2014 seja
o mesmo de 2013?

Questao 162 - O Brasil € um pais com uma vantagem econdmica clara no terreno
dos recursos naturais, dispondo de uma das maiores dreas com vocacdo agricola do mundo.
Especialistas calculam que, dos 853 milhdes de hectares do pais, as cidades, as reservas
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indigenas e as dreas de preservagdo, incluindo florestas e mananciais, cubram por volta de
470 milhdes de hectares. Aproximadamente 280 milhdes se destinam a agropecudria, 200
milhdes para pastagens e 80 milhdes para a agricultura, somadas as lavouras anuais e as

perenes, como o café e a fruticultura.
FORTES, G. Recuperagdo de pastagens ¢ alternativa para ampliar cultivos.

Folha de S. Paulo, 30 out. 2011.

De acordo com os dados apresentados, o percentual correspondente a drea utilizada

para agricultura em relacdo a area do territério brasileiro € mais préoximo de ...

Questao 165 - Em uma cidade, o valor total da conta de energia elétrica é obtido pelo
produto entre o consumo (em kWh) e o valor da tarifa do kWh (com tributos), adicionado a

Cosip (contribuicao para custeio da iluminagdo publica), conforme a expressao:
Valor do kWh (com tributos) x consumo (em kWh) Cosip.

O valor da Cosip € fixo em cada faixa de consumo. O quadro (“figura 6.25’) mostra o

valor cobrado para algumas faixas.

Faixa de consumo mensal (kWh) | Valor da Cosip (R$)
Ateé 80 0,00
Superior a 80 até 100 2,00
Superior a 100 até 140 3,00
Superior a 140 até 200 4,50

Figura 6.25: figura da questao 165/ENEM2014

Suponha que, em uma residéncia, todo més o consumo seja de 150 kWh, e o valor
do kWh (com tributos) seja de R$ 0,50. O morador dessa residéncia pretende diminuir seu
consumo mensal de energia elétrica com o objetivo de reduzir o custo total da conta em pelo
menos 10%.

Qual deve ser o consumo maximo, em kWh, dessa residéncia para produzir a reducdo

pretendida pelo morador?

Questao 169 - O condominio de um edificio permite que cada proprietario de apar-
tamento construa um armario em sua vaga de garagem. O projeto da garagem, na escala 1 :
100, foi disponibilizado aos interessados ja com as especificacdes das dimensdes do armaério,
que deveria ter o formato de um paralelepipedo retingulo reto, com dimensdes, no projeto,
iguaisa3cm, 1 cme 2 cm.

O volume real do armario, em centimetros cubicos, sera ...

92



Questao 171 - Para analisar o desempenho de um método diagnéstico, realizam-
se estudos em populagdes contendo pacientes sadios e doentes. Quatro situacdes distintas

podem acontecer nesse contexto de teste:

1) Paciente TEM a doenca e o resultado do teste € POSITIVO.
2) Paciente TEM a doenca e o resultado do teste ¢ NEGATIVO.
3) Paciente NAO TEM a doenga e o resultado do teste é POSITIVO.

4) Paciente NAO TEM a doenca e o resultado do teste ¢ NEGATIVO.

Um indice de desempenho para avaliagdo de um teste diagndstico € a sensibilidade,
definida como a probabilidade de o resultado do teste ser POSITIVO se o paciente estiver
com a doenca.

O quadro (“figura 6.26”) refere-se a um teste diagndstico para a doencga A, aplicado

em uma amostra composta por duzentos individuos.

Resultado do Doencga A
teste Presente Ausente
Positivo 95 15
Negativo 5 85

BENSENOR, |. M_; LOTUFO, P. A. Epidemiologia: abordagem pratica.
S&o Paulo: Sarvier, 2011 (adaptado).

Figura 6.26: figura da questdao 171/ENEM2014

Conforme o quadro do teste proposto, a sensibilidade dele € de ...

Questao 172 - Uma pessoa possui um espaco retangular de lados 11,5 m e 14 m no
quintal de sua casa e pretende fazer um pomar doméstico de magds. Ao pesquisar sobre
o plantio dessa fruta, descobriu que as mudas de maca devem ser plantadas em covas com
uma Unica muda e com espagamento minimo de 3 metros entre elas e entre elas e as laterais
do terreno. Ela sabe que conseguira plantar um nimero maior de mudas em seu pomar se
dispuser as covas em filas alinhadas paralelamente ao lado de maior extensao.

O numero maximo de mudas que essa pessoa poderd plantar no espago disponivel € ...

Questao 174 - Um fazendeiro tem um depdsito para armazenar leite formado por duas
partes cubicas que se comunicam, como indicado na figura “6.27”. A aresta da parte cubica
de baixo tem medida igual ao dobro da medida da aresta da parte ctbica de cima. A torneira
utilizada para encher o depdsito tem vazao constante e levou 8 minutos para encher metade
da parte de baixo.
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Figura 6.27: figura da questdao 174/ENEM2014

Quantos minutos essa torneira levard para encher completamente o restante do depo-

sito?

Questao 175 - Diariamente, uma residéncia consome 20 160 Wh. Essa residéncia pos-
sui 100 células solares retangulares (dispositivos capazes de converter a luz solar em energia
elétrica) de dimensdes 6 cm x 8 cm. Cada uma das tais células produz, ao longo do dia,
24 Wh por centimetro de diagonal. O proprietdrio dessa residéncia quer produzir, por dia,
exatamente a mesma quantidade de energia que sua casa consome.

Qual deve ser a ac@o desse proprietdrio para que ele atinja o seu objetivo?

Questdo 176 - Uma pessoa compra semanalmente, numa mesma loja, sempre a mesma
quantidade de um produto que custa R$ 10,00 a unidade. Como j4 sabe quanto deve gastar,
leva sempre R$ 6,00 a mais do que a quantia necessaria para comprar tal quantidade, para
o caso de eventuais despesas extras. Entretanto, um dia, ao chegar a loja, foi informada de
que o preco daquele produto havia aumentado 20%. Devido a esse reajuste, concluiu que o
dinheiro levado era a quantia exata para comprar duas unidades a menos em relagdo a quan-
tidade habitualmente comprada.

A quantia que essa pessoa levava semanalmente para fazer a compra era ...

Questdo 179 - A taxa de fecundidade é um indicador que expressa a condi¢do re-
produtiva média das mulheres de uma regido, e € importante para uma andlise da dinamica
demogréfica dessa regido. A tabela (“figura 6.28”) apresenta os dados obtidos pelos Censos
de 2000 e 2010, feitos pelo IBGE, com relacdo a taxa de fecundidade no Brasil.

Ano Taxa de fecundidade no Brasil
2000 2,38
2010 1,90

Disponivel em: www.saladeimprensa.ibge.gov.br. Acesso em: 31 jul. 2013,

Figura 6.28: figura da questao 179/ENEM2014
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Suponha que a variacdo percentual relativa na taxa de fecundidade no periodo de 2000
a 2010 se repita no periodo de 2010 a 2020.

Nesse caso, em 2020 a taxa de fecundidade no Brasil estard mais proxima de ...

6.4 ENEM 2013

Questao 136 - Para o reflorestamento de uma area, deve-se cercar totalmente, com
tela, os lados de um terreno, exceto o lado margeado pelo rio, conforme a figura “6.29”. Cada

rolo de tela que serd comprado para confeccdo da cerca contém 48 metros de comprimento.

190 m

81m 81m

f—'_-_—-—‘_—f‘-‘____f-'—--—-——--___—-
Rio

Figura 6.29: figura da questao 136/ENEM2013

A quantidade minima de rolos que deve ser comprada para cercar esse terreno € ...

Questao 141 - O dono de um sitio pretende colocar uma haste de sustentacdo para
melhor firmar dois postes de comprimentos iguais a 6 m e 4 m. A figura “6.30” representa a
situacdo real na qual os postes sdo descritos pelos segmentos AC e BD e a haste € representada
pelo segmento E'F, todos perpendiculares ao solo, que € indicado pelo segmento de reta AB.

Os segmentos AD e BC representam cabos de aco que serdo instalados.

D
c

E 6
4
- - _\_\_\_\_‘_\_\-\_‘_\_'
A F B

Figura 6.30: figura da questao 141/ENEM2013

Qual deve ser o valor do comprimento da haste EF?
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Questao 146 - A cidade de Guarulhos (SP) tem o 8° PIB municipal do Brasil, além do
maior aeroporto da América do Sul. Em proporcao, possui a economia que mais cresce em
industrias, conforme mostra o grafico (“figura 6.317).

Crescimento - Industria

X
N
)
@)
(o)
Brasil Sao Paulo Séo Paulo
(Estado) (capita OUarulhos

Fonte: IBGE. 2002-2008 (adaptado).

Figura 6.31: figura da questao 146/ENEM2013

Analisando os dados percentuais do gréfico, qual a diferenca entre 0 maior € 0 menor
centro em crescimento no polo das indudstrias?

Questao 151 - Foi realizado um levantamento nos 200 hotéis de uma cidade, no qual
foram anotados os valores, em reais, das didrias para um quarto padrdo de casal e a quanti-
dade de hotéis para cada valor da didria. Os valores das didrias foram: A = R$ 200,00; B =
R$ 300,00; C =R$ 400,00 e D =R$ 600,00. No grafico (“figura 6.32”), as dreas representam
as quantidades de hotéis pesquisados, em porcentagem, para cada valor da didria.

25%

40%

10%

25%

Figura 6.32: figura da questao 151/ENEM2013

O valor mediano da didria, em reais, para o quarto padrdo de casal nessa cidade, é€...

Questao 152 - Para aumentar as vendas no inicio do ano, uma loja de departamentos
remarcou os precos de seus produtos 20% abaixo do prego original. Quando chegam ao
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caixa, os clientes que possuem o cartdo fidelidade da loja tém direito a um desconto adicional
de 10% sobre o valor total de suas compras.

Um cliente deseja comprar um produto que custava R$ 50,00 antes da remarcagio de
precos. Ele ndo possui o cartdo fidelidade da loja.

Caso esse cliente possuisse o cartdo fidelidade da loja, a economia adicional que obte-
ria ao efetuar a compra, em reais, seria de ...

Questao 153 - Um comerciante visita um centro de vendas para fazer cota¢do de precos
dos produtos que deseja comprar. Verifica que se aproveita 100% da quantidade adquirida de
produtos do tipo A, mas apenas 90% de produtos do tipo B. Esse comerciante deseja comprar
uma quantidade de produtos, obtendo o menor custo/beneficio em cada um deles. O quadro

(“figura 6.33”) mostra o prego por quilograma, em reais, de cada produto comercializado.

Produto Tipo A Tipo B
Arroz 2,00 1,70
Feijao 4,50 4,10

Soja 3,80 3,50
Milho 6,00 5,30

Figura 6.33: figura da questdo 153/ENEM2013

Os tipos de arroz, feijdo, soja e milho que devem ser escolhidos pelo comerciante sao,

respectivamente...

Questao 156 - A Secretaria de Satide de um municipio avalia um programa que dis-
ponibiliza, para cada aluno de uma escola municipal, uma bicicleta, que deve ser usada no
trajeto de ida e volta, entre sua casa e a escola. Na fase de implantacdo do programa, o aluno
que morava mais distante da escola realizou sempre o mesmo trajeto, representado na figura

“6.34”, na escala 1 : 25 000, por um periodo de cinco dias.
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Figura 6.34: figura da questao 156/ENEM2013

Quantos quildometros esse aluno percorreu na fase de implantacao do programa?

Questao 164 - Uma torneira nao foi fechada corretamente e ficou pingando, da meia-
noite as seis horas da manha, com a frequéncia de uma gota a cada trés segundos. Sabe-se
que cada gota d’4dgua tem volume de 0,2 mL.

Qual foi o valor mais aproximado do total de dgua desperdi¢ada nesse periodo, em
litros?

Questao 165 - Uma industria tem um reservatdrio de 4gua com capacidade para 900
m?>. Quando ha necessidade de limpeza do reservatério, toda a 4gua precisa ser escoada. O
escoamento da dgua é feito por seis ralos, e dura 6 horas quando o reservatério esta cheio.
Esta industria construird um novo reservatério, com capacidade de 500 m3, cujo escoamento
da 4dgua devera ser realizado em 4 horas, quando o reservatorio estiver cheio. Os ralos utili-
zados no novo reservatorio deverdo ser idénticos aos do j4 existente.

A quantidade de ralos do novo reservatorio deverd ser igual a ...

Questao 168 - O contribuinte que vende mais de R$ 20 mil de a¢des em Bolsa de
Valores em um més devera pagar Imposto de Renda. O pagamento para a Receita Federal
consistird em 15% do lucro obtido com a venda das a¢des.

Disponivel em: www1.folha.uol.com.br. Acesso em: 26 abr. 2010 (adaptado).

Um contribuinte que vende por R$ 34 mil um lote de acdes que custou R$ 26 mil terd

de pagar de Imposto de Renda a Receita Federal o valor de ...

Questao 169 - Para se construir um contrapiso, € comum, na constitui¢do do concreto,

se utilizar cimento, areia e brita, na seguinte propor¢do: 1 parte de cimento, 4 partes de areia e
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2 partes de brita. Para construir o contrapiso de uma garagem, uma construtora encomendou
um caminhio betoneira com 14 m> de concreto.

Qual € o volume de cimento, em m3

, ha carga de concreto trazido pela betoneira?
Questao 173 - A ceramica constitui-se em um artefato bastante presente na histdria
da humanidade. Uma de suas vérias propriedades é a retracdo (contragdo), que consiste
na evaporacdo da dgua existente em um conjunto ou bloco cerdmico quando submetido a
uma determinada temperatura elevada. Essa elevacdo de temperatura, que ocorre durante o

processo de cozimento, causa uma reducao de até 20% nas dimensdes lineares de uma pega.
Disponivel em: www.arq.ufsc.br. Acesso em: 3 mar. 2012.

Suponha que uma peca, quando moldada em argila, possuia uma base retangular cujos
lados mediam 30 cm e 15 cm. Apds o cozimento, esses lados foram reduzidos em 20%.
Em relagdo a drea original, a drea da base dessa peca, apds o cozimento, ficou reduzida

cem ...

Questao 176 - Nos Estados Unidos a unidade de medida de volume mais utilizada em
latas de refrigerante € a onca fluida (fl 0z), que equivale a aproximadamente 2,95 centilitros
(cL).

Sabe-se que o centilitro € a centésima parte do litro e que a lata de refrigerante usual-
mente comercializada no Brasil tem capacidade de 355 mL.

Assim, a medida do volume da lata de refrigerante de 355 mL, em onca fluida (fl 0z),

¢ mais proxima de ...

Questao 179 - O ciclo de atividade magnética do Sol tem um periodo de 11 anos. O
inicio do primeiro ciclo registrado se deu no comeco de 1755 e se estendeu até o final de

1765. Desde entdo, todos os ciclos de atividade magnética do Sol tém sido registrados.
Disponivel em: http://g1.globo.com. Acesso em: 27 fev. 2013.

No ano de 2101, o Sol estard no ciclo de atividade magnética de ndmero ...

Questiao 180 - A figura “6.35” apresenta dois mapas, em que o estado do Rio de
Janeiro € visto em diferentes escalas.

H4 interesse em estimar o nimero de vezes que foi ampliada a drea correspondente a
esse estado no mapa do Brasil.

Esse namero € ...
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Figura 6.35: figura da questao 180/ENEM2013

6.5 ENEM 2012

Questao 136 - Um maquinista de trem ganha R$ 100,00 por viagem e s pode viajar
a cada 4 dias. Ele ganha somente se fizer a viagem e sabe que estard de férias de 1° a 10 de
junho, quando ndo poderé viajar. Sua primeira viagem ocorreu no dia primeiro de janeiro.
Considere que o ano tem 365 dias.

Se o maquinista quiser ganhar o maximo possivel, quantas viagens precisard fazer?

Questao 139 - Para decorar a fachada de um edificio, um arquiteto projetou a colo-
cacgdo de vitrais compostos de quadrados de lado medindo 1 m, conforme a figura “6.36” a

seguir.

D

Figura 6.36: figura da questdo 139/ENEM2012

Nesta figura, os pontos A, B, C e D sdo pontos médios dos lados do quadrado e os

segmentos AP e QC medem 1 da medida do lado do quadrado. Para confeccionar um vitral,
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sdo usados dois tipos de materiais: um para a parte sombreada da figura, que custa R$ 30,00
o m?, e outro para a parte mais clara (regides ABPDA e BCDQB), que custa R$ 50,00 o m?>.

De acordo com esses dados, qual € o custo dos materiais usados na fabricagdo de um vitral?

Questao 143 - Uma mae recorreu a bula para verificar a dosagem de um remédio que
precisava dar a seu filho. Na bula, recomendava-se a seguinte dosagem: 5 gotas para cada 2
kg de massa corporal a cada 8 horas. Se a mae ministrou corretamente 30 gotas do remédio

a seu filho a cada 8 horas, entdo a massa corporal dele € de ...

Questao 153 - Arthur deseja comprar um terreno de Cléber, que lhe oferece as seguin-
tes possibilidades de pagamento:

e Opcao 1: Pagar a vista, por R$ 55 000,00;

e Opcdo 2: Pagar a prazo, dando uma entrada de R$ 30 000,00, e mais uma prestagao de
R$ 26 000,00 para dali a 6 meses.

e Opcdo 3: Pagar a prazo, dando uma entrada de R$ 20 000,00, mais uma prestagdo de
R$ 20 000,00, para dali a 6 meses e outra de R$ 18 000,00 para dali a 12 meses da data
da compra.

e Opcao 4: Pagar a prazo dando uma entrada de R$ 15 000,00 e o restante em 1 ano da
data da compra, pagando R$ 39 000,00.

e Opcao 5: pagar a prazo, dali a um ano, o valor de R$ 60 000,00.

Arthur tem o dinheiro para pagar a vista, mas avalia se nao seria melhor aplicar o
dinheiro do valor a vista (ou até um valor menor) em um investimento, com rentabilidade
de 10% ao semestre, resgatando os valores a medida que as prestacdes da opcao escolhida
fossem vencendo.

ApOs avaliar a situacdo do ponto de vista financeiro e das condi¢des apresentadas,

Arthur concluiu que era mais vantajoso financeiramente escolher a op¢éo ...
Questao 158 - Um bidlogo mediu a altura de cinco arvores distintas e representou-as

em uma mesma malha quadriculada, utilizando escalas diferentes, conforme indica¢des na

figura “6.37” a seguir.
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Figura 6.37: figura da questao 158/ENEM2012

Qual € a drvore que apresenta a maior altura real?

Questao 163 - Nos shopping centers costumam existir parques com véarios brinquedos
e jogos. Os usudrios colocam créditos em um cartdo, que sao descontados por cada periodo
de tempo de uso dos jogos. Dependendo da pontuagdo da crianca no jogo, ela recebe um
certo nimero de tiquetes para trocar por produtos nas lojas dos parques.
Suponha que o periodo de uso de um brinquedo em certo shopping custa R$ 3,00 e que uma
bicicleta custa 9 200 tiquetes.

Para uma crianga que recebe 20 tiquetes por periodo de tempo que joga, o valor, em

reais, gasto com créditos para obter a quantidade de tiquetes para trocar pela bicicleta € ...

Questao 164 - O esporte de alta competicao da atualidade produziu uma questao ainda
sem resposta: Qual € o limite do corpo humano? O maratonista original, o grego da lenda,
morreu de fadiga por ter corrido 42 quildmetros. O americano Dean Karnazes, cruzando
sozinho as planicies da Califérnia, conseguiu correr dez vezes mais em 75 horas.

Um professor de Educacao Fisica, ao discutir com a turma o texto sobre a capacidade
do maratonista americano, desenhou na lousa uma pista reta de 60 centimetros, que repre-

sentaria o percurso referido.
Disponivel em: http://veja.abril.com.br. Acesso em: 25 jun. 2011 (adaptado).

Se o percurso de Dean Karnazes fosse também em uma pista reta, qual seria a escala

entre a pista feita pelo professor e a percorrida pelo atleta?

Questao 165 - O losango representado na Figura 1 (“figura 6.38”) foi formado pela
unido dos centros das quatro circunferéncias tangentes, de raios de mesma medida.

Dobrando-se o raio de duas das circunferéncias centradas em vértices opostos do lo-
sango e ainda mantendo-se a configuracdo das tangéncias, obtém-se uma situagdo conforme
ilustrada pela Figura 2 (“figura 6.39”).

O perimetro do losango da Figura 2, quando comparado ao perimetro do losango da

Figura 1, teve um aumento “percentual” de...
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Figura 1

Figura 6.38: figura 1 da questdo 165/ENEM2012

Figura 2

Figura 6.39: figura 2 da questdao 165/ENEM2012

Questao 166 - José, Carlos e Paulo devem transportar em suas bicicletas uma certa
quantidade de laranjas. Decidiram dividir o trajeto a ser percorrido em duas partes, sendo
que ao final da primeira parte eles redistribuiriam a quantidade de laranjas que cada um
carregava dependendo do cansago de cada um. Na primeira parte do trajeto José, Carlos e
Paulo dividiram as laranjas na propor¢do 6 : 5 : 4, respectivamente. Na segunda parte do
trajeto José, Carlos e Paulo dividiram as laranjas na propor¢do 4 : 4 : 2, respectivamente.

Sabendo-se que um deles levou 50 laranjas a mais no segundo trajeto, qual a quantidade
de laranjas que José, Carlos e Paulo, nessa ordem, transportaram na segunda parte do trajeto?

Questao 172 - A ceramica possui a propriedade da contrag¢do, que consiste na evapo-
racdo da dgua existente em um conjunto ou bloco cerdmico submetido a uma determinada
temperatura elevada: em seu lugar aparecendo “espagos vazios” que tendem a se aproxi-
mar. No lugar antes ocupado pela dgua vao ficando lacunas e, consequentemente, o conjunto
tende a retrair-se. Considere que no processo de cozimento a ceramica de argila sofra uma

contra¢cdo, em dimensdes lineares, de 20%.

Disponivel em: www.arq.ufsc.br. Acesso em: 30 mar. 2012 (adaptado).
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Levando em consideracdo o processo de cozimento e a contracdo sofrida, o volume V

de uma travessa de argila, de forma cubica de aresta a, diminui para um valor que é...

Questdo 176 - Em 20 de fevereiro de 2011 ocorreu a grande erupcio do vulcdo Bu-
lusan nas Filipinas. A sua localizagdo geografica no globo terrestre € dada pelo GPS (sigla
em inglés para Sistema de Posicionamento Global) com longitude de 124° 3’ 0” a leste do
Meridiano de Greenwich.

Dado: 1° equivale a 60’ e 1’ equivale a 60”.

PAVARIN, G. Galileu, fev. 2012 (adaptado).

A representacao angular da localizacdo do vulcdo com relacao a sua longitude na forma

decimal €...

Questao 178 - H4, em virtude da demanda crescente de economia de dgua, equipa-
mentos e utensilios como, por exemplo, as bacias sanitdrias ecoldgicas, que utilizam 6 litros
de 4dgua por descarga em vez dos 15 litros utilizados por bacias sanitdrias niao ecoldgicas,
conforme dados da Associacao Brasileira de Normas Técnicas (ABNT).

Qual serd a economia didria de dgua obtida por meio da substituicdo de uma bacia
sanitdria ndo ecoldgica, que gasta cerca de 60 litros por dia com a descarga, por uma bacia

sanitdria ecoldgica?

Questiao 180 - Um laboratdrio realiza exames em que € possivel observar a taxa de

glicose de uma pessoa. Os resultados sdo analisados de acordo com o quadro (“tabela 6.17)

a seguir:
Hipoglicemia taxa de glicose menor ou igual a 70 mg/dL
Normal taxa de glicose maior que 70 mg/dL e menor ou igual a 100 mg/dL
Pré-diabetes taxa de glicose maior que 100 mg/dL e menor ou igual a 125 mg/dL

Diabetes Melito | taxa de glicose maior que 125 mg/dL. e menor ou igual a 250 mg/dL

Hiperglicemia taxa de glicose maior que 250 mg/dL

Tabela 6.1: tabela da questdao 180/ENEM2012

Um paciente fez um exame de glicose nesse laboratorio e comprovou que estava com
hiperglicemia. Sua taxa de glicose era de 300 mg/dL. Seu médico prescreveu um tratamento
em duas etapas. Na primeira etapa ele conseguiu reduzir sua taxa em 30% e na segunda etapa
em 10%.

Ao calcular sua taxa de glicose apds as duas redugdes, o paciente verificou que estava

na categoria de...
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6.6 Comentarios sobre o capitulo

Vimos no capitulo anterior que funcao linear, proporcionalidade e regra de trés re-
presentam uma mesma ideia matemadtica, assim vamos construir um tabela para apresentar o
numero de questdes que envolvem essa ideia e ainda o percentual que esse nimero representa
do total de questdes da prova de matematica do ENEM.

Os nimeros que passaremos a apresentar se referem a questdes em que o conceito de
um desses contetddos foi usado. Porém, frisamos que ndo queremos dizer com isso que ape-
nas esse conceito € suficiente para resolvermos tais questdes e sim que em algum momento
essa ideia devera ser empregada. Esclarecemos ainda que entre essas questdes que selecio-
namos estdo aquelas em que é necessario o uso de porcentagens ou de escalas, ja que esses
contedidos se tratam de casos especiais de proporcionalidade, como ensinamos no sétimo
ano do Ensino Fundamental. Encontramos questdes de probabilidade que usavam porcenta-
gens em seus enunciados, mas essas ndo foram selecionadas, pois as porcentagens nao eram

calculadas nas resolugdes desses problemas, apenas eram apresentadas no enunciado.

ano | quantidade de questdes | porcentagem
2016 18 40,0
2015 13 28,9
2014 22 48,9
2013 14 31,1
2012 13 28,9

Tabela 6.2: percentual de questdes que envolvem proporcionalidade nas provas do ENEM

Analisando os dados apresentados na tabela 6.2 podemos perceber que o percentual de
questdes que envolvem a ideia de proporcionalidade e regra de trés € bastante significativo,
chegando a 48,9% no ano de 2014, o que deixa claro a importincia desses conteidos para
aqueles que elaboram as provas do ENEM. Dessa forma € imperiosa a necessidade de darmos
uma maior atenc¢ao ao abordarmos esses contetidos na sala de aula. Dai a necessidade de se
aproveitar o momento em que formos trabalhar com os alunos o contetdo de funcao linear
para estabelecermos a relagdo com proporcionalidade e regra de trés, dois conteddos tdo
explorados nesses exames.

Nao tivemos como objetivo nesse capitulo de fazer um estudo para verificar a qualidade
das questdes. Mas nos chamou aten¢do o fato de em varias delas estarem sendo usados
dados de pesquisas realizadas por alguma institui¢@o ou instituto. Como exemplo, podemos
citar a questdao 150 do ENEM de 2016 e entendemos que isso € positivo, pois mostra que a
matematica representa ideias factiveis do nosso dia a dia, sendo uma ferramenta que auxilia
e ajuda na compreensao de varios fendmenos estudados por outras ciéncias.

Também nos chamou aten¢do o fato de que a maioria das questdes serem contextuali-

zadas e do tipo abertas, levando o aluno a tentar identificar qual contetido estd sendo tratado
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nas questoes e quais técnicas ele deve empregar para resolvé-las.
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Capitulo 7
Conclusoes

A primeira conclusio a que chegamos ao fim dessa dissertacao € que devemos dar mais
atencdo aqueles conteuidos aos quais podemos estabelecer uma relagdo com a proporciona-
lidade, haja vista a importancia desse contetido. Nesta dissertacdo vimos, especialmente no
Capitulo 5, que existe uma estreita relacao entre funcao linear, proporcionalidade e regra de
trés e que esse fato pode e deve ser explorado no momento em que estivermos apresentando
a fun¢do afim numa turma do primeiro ano do Enino Médio. Certamente esse ndo € o uinico
conteido que podemos associar a proporcionalidade, por exemplo, semelhanga de tridngulos
e porcentagem sao exemplos de contetidos que também podemos usar para refor¢ar o ensino
da proporcionalidade.

O porqué da nossa preocupacdo em estabelecermos a relagdo entre fungdo linear, pro-
porcionalidade e regra de trés é muito simples. A ideia de proporcionalidade é muito usada
durante o Ensino Bésico, como também em situacdes do nosso cotidiano. Podemos verificar
o uso da proporcionalidade em situacdes de compra e venda, ou ainda em algumas prescri-
coes médicas. Essa importancia pode ser verificada também ao examinarmos o Capitulo 6,
onde analisamos algumas provas do ENEM para constatarmos que esse ¢ o conteido mais
explorado nesses exames.

Ora, saber resolver problemas que envolvam grandezas proporcionais € relativamente
facil. Para isso o aluno pode usar funcao linear, proporcionalidade ou regra de trés. Mas tao
importante quanto saber quando empregar estas ideias € saber quando ndo usa-las. A ideia
de proporcionalidade € tdo natural que muitos alunos se confundem e empregam essas ideias
em situagdes-problemas em que as grandezas envolvidas nao sdo proporcionais. Um aluno
descuidado pode usar a ideia de proporcionalidade no emblematico problema da corrida de
taxi (exemplo 4.11, pdg. 51) ou ainda no problema da freada do automdvel (exemplo 4.13,
pag. 52). Sendo assim, entendemos que se faz necessario apresentarmos exemplos que
envolvam grandezas nao proporcionais, para assim ajudar o aluno entender melhor quando
empregar essa ideia e quando nao emprega-la.

Concluimos ainda que os livros didéticos analisados no Capitulo 3 diferem na abor-

dagem das Fungdes Afins. Uns apresentam as demonstracdes, outros ndo. Uns procuram
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estabelecer a relacdo entre fungdo linear e proporcionalidade, outros ndo. O que nos faz con-
cluir que um professor ao planejar suas aulas deve pesquisar os conteidos em vdrias fontes,
para assim fazer uma abordagem mais completa do conteudo que estiver trabalhando.

Outra conclusdo é que devemos estar atentos a lista de exercicios do livro didatico que
usamos nas nossas aulas. Essa preocupacao se justifica pelo fato de termos encontrado nos
trés livros didéticos analisados questdes que em nossa opinido nao ficaram bem formuladas
(veja sec¢do 3.6). Um professor mais atento poderd desaconselhar seus alunos a tentarem
resolvé-las, ou em alguns casos, pode fazer algumas consideragdes para tentar minimizar as
falhas apresentadas nessas questdes. Os conteidos que abordamos nas nossas aulas devem
estar imbricados com situagdes-problemas que encontramos no nosso dia a dia, atendendo as
necessidades da vida contemporanea. Sendo assim, entendemos que o professor deve evitar a
apresentacio de situacdes imagindrias, ou pior, irreais. E na lista de exercicios que podemos
encontrar esse afastamento da realidade, pois em algumas questdes sao usados argumentos
inveridicos a fim de modelar uma situac@o problema.

Fizemos essa dissertagcdo acreditando, por fim, que toda nossa pesquisa possa ser usada
por alunos e professores no que se refere ao ensino de fungio afim e a relagdo entre funcao

linear, proporcionalidade e regra de trés.
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