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Resumo

O objetivo deste trabalho é a 
riação de uma nova distribuição de probabilidade, 
ha-

mada distribuição Zeta-Weibull, a partir da família de distribuições Zeta-G dada por Pai-

xão em [15℄. Para tal, temas relevantes sobre análise de sobrevivên
ia e distribuições de

probabilidades serão abordados, explorando também suas propriedades matemáti
as. Se-

rão introduzidos ainda os prin
ipais 
on
eitos sobre a teoria da probabilidade, 
om ênfase

aos resultados que serão utilizados ao longo do texto. Daremos destaque ini
ial para a fun-

ção Zeta de Riemann e seu importante papel em várias áreas da pesquisa moderna, além de

uma abordagem sobre a distribuição Weibull de Waloddi Weibull(1887-1979), matemáti
o

sue
o re
onhe
ido pelo seu trabalho na área de fadiga de materiais. Demonstraremos o

resultado prin
ipal proposto aqui, a distribuição Zeta-Weibull, 
omposição da 
lasse gera-

dora de distribuições proposta por [15℄ e a distribuição de Weibull. Algumas propriedades

matemáti
as dessa nova distribuição serão determinadas, entre elas, momentos, entropia

de Rényi e 
on�abilidade. Mostraremos que a densidade Zeta-Weibull é uma 
ombinação

linear de densidades Weibull. Apresentaremos uma apli
ação da distribuição Zeta-Weibull

a um 
onjunto de dados reais para mostrar que ela é 
ompetitiva em relação a outras

distribuições da literatura. Por �m, apresentaremos algumas sugestões de atividades para

o ensino de Estatísti
a e Probabilidade no Ensino Médio.

Palavras-
have: Análise de sobrevivên
ia, distribuições de probabilidade, distribuição

Weibull, função Zeta, Distribuição Zeta-Weibull.
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Abstra
t

The obje
tive of this work is the 
reation of a new probability distribution, 
alled the

Zeta-Weibull distribution, from the distribution family Zeta-G given by Paixão in [15℄. To

this end, relevant topi
s on survival analysis and probability distributions will be addressed,

exploring their mathemati
al properties as well. The main 
on
epts on probability theory

will be introdu
ed, with an emphasis on Results that will be used throughout the text. We

will give initial prominen
e to Riemann's Zeta fun
tion and its important role in several

areas of modern resear
h, as well as an approa
h to the Weibull distribution of Waloddi

Weibull (1887-1979), Swedish mathemati
ian re
ognized for his work in the �eld of material

fatigue. We will demonstrate the main result proposed here, the Zeta-Weibull distribution,

the distribution-generating 
lass 
omposition proposed by [15℄ and the Weibull distribution.

Some mathemati
al properties of this new distribution will be determined, among them,

moments, Rényi entropy and reliability. We will show that the Zeta-Weibull density is

a linear 
ombination of Weibull densities. We will present an appli
ation of the Zeta-

Weibull distribution to a set of real data to show that it is 
ompetitive in relation to other

distributions in the literature. Finally, we will present some suggestions of a
tivities for

the tea
hing of Statisti
s and Probability in High S
hool.

Keywords: Survival analysis, probability distributions, Weibull distribution, Zeta

fun
tion, Zeta-Weibull distribution.
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Introdução

Sempre que nos interessamos por determinado tema pro
uramos 
oletar o máximo

de informação possível sobre ele, analisando em seguida essas informações para tirarmos

nossas 
on
lusões a respeito. Coletar dados, analisá-los e, posteriormente, tirar 
on
lusões


on�áveis sobre eles, é uma das atribuições da estatísti
a, um ramo da matemáti
a apli
ada.

"Estatísti
a é uma palavra usada em uma variedade de sentidos, e muitas vezes invo
ada

para emprestar 
redibilidade a outras opiniões que, de outra forma, seriam duvidosas. Essa


iên
ia tem raízes históri
as profundas, mas �ores
eu realmente no 
omeço do sé
ulo XX"

[3℄.

As dúvidas sobre eventos futuros também é área de interesse da matemáti
a, 
omo

prever fen�menos 
limáti
os ou o per
entual de nas
imentos de pessoas em determinada


idade em um período espe
í�
o. Nesses 
asos, não há 
omo responder 
om 
erteza ab-

soluta o que vai a
onte
er, pela simples razão de que o evento ainda não o
orreu. Em

situações desse tipo o que é possível fazer é identi�
ar os resultados prováveis e observar

se há 
erta regularidade desses eventos em períodos passados, tentando obter um modelo

o mais �dedigno possível para prever o que o
orrerá no futuro. A regularidade observada

nesses eventos nos permite 
al
ular o grau de 
erteza das previsões feitas, ou seja, a 
on-

�abilidade de que o evento irá o
orrer. A essa 
on�ança damos o nome de probabilidade.

Ainda segundo [3℄, na primeira parte do sé
ulo XVIII a estatísti
a e a probabilidade se

desenvolveram juntas 
omo duas áreas intimamente rela
ionadas 
om a matemáti
a da

in
erteza.

Os resultados possíveis em um experimento 
om mesmas 
han
es de o
orrer podem

ser analisados através de uma distribuição de probabilidade, que podemos entender 
omo

uma função que asso
ia a 
ada fen�meno aleatório possível sua 
han
e de o
orrên
ia.

Se 
ada fen�meno aleatório tem a mesma 
han
e de o
orrer, então a probabilidade de


ada um deles deve ser a mesma, e neste 
aso, teremos um modelo equiprovável. Há

vários modelos de distribuições de probabilidade na literatura, equiprováveis ou não, que

são 
omumente utilizados por pro�ssionais de áreas 
omo saúde, edu
ação, psi
ologia,

engenharias, indústria, entre outras.

Uma das áreas da estatísti
a que mais tem 
res
ido nos últimos anos é a análise de

sobrevivên
ia. Também 
onhe
ida 
omo 
on�abilidade, ela estuda basi
amente o 
onjunto

1



de medidas entre os tempos de o
orrên
ia de um determinado evento, desde um tempo

ini
ial até seu tempo �nal, também 
onhe
ido 
omo tempo de falha. Desse modo, essa

variável é não negativa e pode representar o tempo de falha do evento em questão. Temos,


omo exemplo, o estudo entre o tempo do diagnósti
o de uma doença e a morte do pa
i-

ente ou o tempo entre a 
ompra de um aparelho 
elular até seu primeiro defeito ou ainda o

tempo entre o ingresso de um aluno em um 
urso superior e sua diplomação, desligamento

ou evasão. Em 
ada um desses 
asos, faz-se ne
essário espe
i�
ar sempre os eventos que

de�nem os intervalos de tempo. Uma outra 
ara
terísti
a importante da análise de sobre-

vivên
ia é a presença de 
ensura nos dados, ou seja, de objetos de estudo que não foram


on
luídos pelo evento de interesse ou falha. Por exemplo, numa produção de 
elulares,

separamos um lote 
om 500 aparelhos, e 
olo
ando-os em 
ondições normais e iguais de

uso, observamos o tempo de falha de um determinado 
omponente, ou seja, o tempo até

que ele pare de fun
ionar. Per
ebe-se que o tempo de sobrevivên
ia destes 
omponentes

está sujeito a variações aleatórias. Não é ne
essário esperar que todos os 
elulares tenham

apresentado defeito no referido 
omponente, e neste 
aso, um tipo de 
ensura a
onte
e,

sendo formada exatamente por esses aparelhos não observados. Desse modo, vale ressaltar

que a 
ensura o
orre, pois nem sempre é possível esperar até que o evento em questão

a
onteça 
om todos os indivíduos da pesquisa.

A análise de sobrevivên
ia é bastante utilizada atualmente em diversas áreas 
omo nas


iên
ias da saúde, na indústria, edu
ação, engenharias e muitas outras. Do ponto de vista

estatísti
o, qualquer das apli
ações possíveis para a análise de sobrevivên
ia podem ser

tratados 
om as mesmas ferramentas.

Segundo [4℄, "a análise estatísti
a de sobrevivên
ia é um método estatísti
o usado para

análise de dados de sobrevivên
ia derivados de estudos de laboratórios, ou seja, ela estuda,

por exemplo, o tempo em que um indivíduo sobrevive a um determinado tratamento".

Esses métodos também podem ser utilizados na indústria, onde re
ebe o nome de Teoria

da Con�abilidade. O que importa na análise de sobrevivên
ia é indi
ar o tempo entre

falhas. Aqui, 
hamaremos de tempo de sobrevivên
ia ao período até a o
orrên
ia de um

determinado evento, que pode ser a morte de um pa
iente após o iní
io de um deter-

mindo tratamento. Falha será a o
orrên
ia do evento, 
omo por exemplo, a quebra do

equipamento eletr�ni
o.

Nesse 
ontexto, a obtenção de uma nova distribuição de probabilidade se faz, entre

outros motivos, pela ne
essidade de se ter uma maneira de espe
i�
ar 
omo é a distribuição

do tempo de vida em uma população de medidas. Dessa forma, segue um panorama de


omo será a organização deste trabalho.

O Capítulo 1 tráz os 
on
eitos prin
ipais sobre probabilidade, 
omo fen�menos deter-

minísti
os e aleatórios, variáveis dis
retas e 
ontínuas, espaço amostral, eventos e o modelo

equiprovável para um experimento aleatório, onde mostramos que 
ada variável possui a

2



mesma 
han
e de o
orrer. Ainda no Capítulo 1 introduziremos os 
on
eitos de distribuição

de probabilidade, função densidade de probabilidade, função de distribuição a
umulada,

função de sobrevivên
ia, função taxa de falha, esperança, mediana, moda, variân
ia, desvio

padrão, momentos e função geratriz de momentos. No Capítulo 2 apresentamos a de�nição

da função Zeta de Riemann, da distribuição dis
reta Zeta e da distribuição 
ontínua de

Weibull, além de apresentar a 
lasse de distribuições Zeta-G proposta em [15℄.

No Capítulo 3, temos a nova distribuição Zeta-Weibull. Determinaremos a função den-

sidade de probabilidade, a função de distribuição a
umuldada, a função de sobrevivên
ia e a

função taxa de falha. Mostraremos que a função densidade de probabilidade da distribuição

Zeta-Weibull pode ser es
rita 
omo uma 
ombinação linear de densidades Weibull. Tam-

bém en
ontraremos a função quantíli
a, além de expressões para os momentos, a função

geratriz de momentos, a entropia de Rényi e para a 
on�abilidade. Utilizaremos o método

da máxima verossimilhança para estimar os parâmetros da distribuição Zeta-Weibull.

No Capítulo 4 traremos um pou
o da história e do ensino de Estatísti
a e Probabilidade

no Ensino Fundamental e Médio. Abordaremos algumas atividades 
omentadas 
om o

intuito de ajudar os professores a dispertar o interesse dos alunos, instigando-os na bus
a

do 
onhe
imento.

3



Capítulo 1

Noções de Probabilidade

1.1 Con
eitos Bási
os

Nesta seção vamos apresentar alguns 
on
eitos bási
os sobre probabilidade que nos se-

rão úteis nos próximos 
apítulos. Ini
ialmente, vale frisar que na natureza existem dois

tipos de fen�menos: determinísti
os e aleatórios. Chamaremos de experimento a qualquer

ensaio ou experiên
ia que tem por objetivo entender o 
omportamento de um fen�meno.

Os fen�menos determinísti
os são aqueles que apresentam sempre os mesmos resultados

independente da quantidade de vezes que o experimento é repetido, ou seja, se o expe-

rimento não se altera o resultado também não se altera. Um exemplo de um fen�meno

determinísti
o é a passagem do estado sólido para o estado líquido de uma pedra de gelo

deixada a uma temperatura ne
essária para que isso o
orra. Não importa quantas vezes o

fen�meno seja repetido, o resultado sempre será o mesmo.

Chamaremos de aleatórios os experimentos que quando repetidos sob as mesmas 
on-

dições produzirem resultados diferentes, por exemplo, es
olher uma lâmpada entre várias,

de um mesmo lote de fabri
ação, e observar se ela queima ou não antes de 1000 horas de

uso. Arremessar um dado não vi
iado e identi�
ar o número que 
ai para 
ima, lançar um

moeda não vi
iada e veri�
ar se sai 
ara ou 
oroa, retirar uma 
arta do baralho e anotar

a �gura, ou ainda registrar a produção, em quantidade de frutos, de 
ada pé de laranja

em uma lavoura, 
om as mesmas 
ondições de temperatura, pressão, umidade e solo, são

outros exemplos de experimentos aleatórios.

Os resultados dos experimentos aleatórios men
ionados a
ima, embora pareçam a
iden-

tais, tedem a um resultado 
om pou
a variação à medida em que o experimento é repetido

um número grande de vezes. Essa a�rmação pode ser fa
ilmente traduzido pela 
hamada

Lei dos Grandes Números, onde diz que a média aritméti
a de todos os valores observados

em um experimento 
onverge, em 
erto sentido, para um valor esperado dessas observações

quando a quantidade de observações tende ao in�nito. O valor esperado men
ionado aqui

diz respeito à Esperança matemáti
a que será de�nida mais adiante. Uma leitura mais

4



aprofundada sobre a Lei dos Grandes Números pode ser en
ontrada em [7℄. O que se pode

desta
ar aqui é que essa regularidade da qual nos referimos é muito importante na 
ons-

trução de modelos matemáti
os e�
ientes que traduzam o mais �dedignamente possível, o


omportamento do fen�meno, possibilitando assim, que previsões sejam feitas.

Chamamos de variável um elemento representante do 
onjunto de todos os resultados

possíveis de um fen�meno, podendo indi
ar uma qualidade ou uma quantidade atribuída

aos elementos deste 
onjunto. Se um dos pés de laranja do exemplo anterior tem 32 frutas,

a quantidade de frutos é a variável atribuída a esse pé de laranja. Se a variável representa

um atributo do objeto de estudo 
hamaremos ela de variável qualitativa, e se ela indi
a

uma 
ara
terísti
a que pode ser indi
ada através de uma medida, então a 
hamaremos de

variável quantitativa. As variáveis qualitativas podem ser divididas em nominal e ordinal,

que podem ser 
ara
terizadas por não existir ordenação entre as 
ategorias de dados e

por existir ordenação, respe
tivamente. Já as variáveis quantitativas são divididas em


otínuas, quando os dados são 
ara
terizados por assumirem quaisquer valores em um es
ala


ontínua, ou seja, na reta real, e dis
retas, que podem assumir apenas um número �nito

ou in�nito 
ontável de valores, ou seja, assumir apenas valores inteiros. Neste trabalho,

iremos nos ater às variáveis quantitativas 
ontínuas ou simplesmente 
ontínuas. Vejamos

então outras de�nições ne
essárias.

De�nição 1.1. Chamaremos de espaço amostral Ω ao 
onjunto de todos os resultados

possíveis em uma experiên
ia aleatória.

Vejamos alguns exemplos:

a) No lançamento de uma moeda honesta, Ω = {cara, coroa};

b) No lançamento de um dado, Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6};


) Na 
ontagem de laranjas, Ω = {n ∈ Z/n ≥ 0};

d) Na retirada de uma 
arta do baralho, Ω = {as 52 
artas do baralho}.

De�nição 1.2. Um sub
onjunto qualquer do espaço amostral será 
hamado de evento.

Se um evento possui apenas um elemento será 
hamado de evento simples ou evento

unitário. Caso possua mais de um elemento será 
hamado evento 
omposto. Usaremos as

letras maiús
ulas do alfabeto para representar um evento. Note que no lançamento de uma

moeda, os eventos são quatro: {
ara }, {
oroa}, {
ara,
oroa}= Ω e {∅}. É perfeitamente

a
eitável imaginar que no lançamento de uma moeda saia 
ara, por exemplo. Mas é difí
il

imaginar que em um úni
o lançamento saia 
ara e 
oroa ao mesmo tempo. Chamaremos

de evento 
erto ao evento que 
ontêm todos os resultados possíveis do experimento. No

lançamento de um dado, o evento A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} é um evento 
erto. Se um evento é
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impossível de a
onte
er em um experimento aleatório, 
omo por exemplo, sair 
ara e 
oroa

ao mesmo tempo em um úni
o lançamento da moeda, o 
hamaremos de evento impossível.

De�nição 1.3. Uma variável aleatória é uma função X : Ω → R que asso
ia a 
ada evento

do espaço amostral Ω um número real.

Vamos rela
ionar a 
ada variável aleatória um número que 
hamaremos de probabilidade

e que indi
ará a 
on�abilidade na o
orrên
ia da referida variável.

De�nição 1.4. Uma probabilidade é uma função que asso
ia a 
ada variável aleatória X

um número P (X) de modo que 0 ≤ P (X) ≤ 1 e P (Ω) = 1.

Observação 1.5. Se A e B são eventos mutuamente ex
ludentes, ou seja, que não o
orrem

simultaneamente, então P (A ∪B) = P (A) + P (B).

Exemplo 1.6. Lança-se um dado, 
om seis fa
es numeradas de um a seis, e ao observar

a fa
e voltada para 
ima, temos que o espaço amostral é dado por Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e

que há 64 eventos dos quais podemos desta
ar: ∅, A1 = {1}, A2 = {2}, A3 = {3}, A4 =

{4}, A5 = {5}, A6 = {6} e Ω. É fato que todos os outros eventos, 
om duas ou mais fa
es

o
orrendo em um úni
o lançamento, são impossíveis de a
onte
er, assim 
omo o próprio

∅. Nessas 
ondições, uma probabilidade que pode ser de�nida é:

P (∅) = 0, P (A1) = 0, 1, P (A2) = 0, 1, P (A3) = 0, 2, P (A4) = 0, 3, P (A5) = 0, 1,

P (A6) = 0, 2 e P (Ω) = 1

Observe que o modelo atende a De�nição 1.4 e a Observação 1.5.

O que pro
uramos em um modelo probabilísti
o é que ele traduza nossa 
on�ança

na o
orrên
ia de um evento, o que nos pare
e lógi
o quando em um experimento todos os

eventos possíveis tenham a mesma 
han
e de o
orrer. No exemplo 1.6, seria mais adequado

se o dado tivesse sido lançado um grande número de vezes e obtido 10% dos resultados

para P (A1), P (A2), P (A5), 20% para P (A3), P (A6) e 30% para P (A4).

Se, em um experimento aleatório, os n elementos no espaço amostral tem a mesma


han
e de o
orrer, dizemos que o modelo é equiprovável. No exemplo 1.6, para que o

modelo seja equiprovável, a probabilidade de 
ada fa
e a
onte
er deve ser exatamente

igual a

1

6
. Isso o
orrendo, nosso modelo satisfaz a De�nição 1.4 e a Observação 1.5.

Em um modelo equiprovável 
om n elementos no espaço amostral, a probabilidade de


ada um deles é dada por

1
n
. De fato, atende a De�nição 1.4 e a Observação 1.5, uma vez

que, se Ω = {A1, A2, ..., An} e P (A1) = P (A2) = ... = P (An) = E, da Observação 1.5

temos que
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1 = P (Ω) = P ({A1, A2, ..., An})

= P (A1 ∪A2 ∪ ... ∪An)

= P (A1) + P (A2) + ...+ P (An)

= E + E + ...+ E = nE

e portanto,

E =
1

n
.

Caso um evento X qualquer, seja formado por k elementos, onde k ≤ n, então

P (X) =
k

n
.

Assim, a probabilidade de um evento é a razão entre o número de 
asos favoráveis ao

evento e o número de 
asos possíves. Foi esse o modelo adotado por vários matemáti
os


omo o italiano Jer�nimo Cardano (1501-1576), e os fran
êses Blaise Pas
al (1623-1662) e

Pierre Simon Lapla
e (1749-1827), segundo [11℄.

O que a
onte
e na práti
a é que nem sempre é possível determinar, pela de�nição a
ima,

a probabilidade da o
orrên
ia de um evento. Qual a probabilidade de uma mulher de 30

anos fumante desenvolver 
ân
er de pulmão, sabendo que ela reside em Camaçari/BA?

Para responder a esta pergunta o que pode ser feito é observar 
om que frequên
ia esse fato

o
orre. A partir de um grande número de observações podemos obter uma boa estimativa

da probabilidade de o
orrên
ia desse tipo de evento. Assim, a frequên
ia relativa de um

evento X, denotada aqui por Fr(X), é de�nida 
omo a razão entre o número de vezes que

o evento X o
orre pela quantidade de observações feitas do experimento.

A seguir, temos a de�nição frequen
ista de probabilidade.

De�nição 1.7. Seja A um experimento qualquer e X um evento do espaço amostral as-

so
iado ao experimento A. Se o experimento é repetido n vezes, então a probabilidade do

evento X é de�nida 
omo

P (X) = lim
n→∞

Fr(X)

1.2 Distribuições de Probabilidade

Uma distribuição de probabilidade é um modelo matemáti
o que rela
iona um 
erto

valor da variável em estudo 
om a sua probabilidade de o
orrên
ia. Há, logi
amente, dois

tipos de distribuição de probabilidade: As distribuições dis
retas, quando a variável que

está sendo medida é dis
reta, e as distribuições 
ontínuas, quando a variável que está
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sendo medida é expressa em uma es
ala 
ontínua. Algumas das distribuições dis
retas

mais 
onhe
idas são a de Bernoulli, a Binomial, a Geométri
a e a Poisson. As prin
ipais

distribuições 
ontínuas são a Uniforme, a Exponen
ial, a Normal, a Gama e a Weibull.

Dada uma variável aleatória dis
reta X, que pode assumir qualquer valor no 
onjunto

{X1,X2, . . . ,Xk}, 
om k ∈ N, e suas respe
tivas probabilidades P1, P2, . . . , Pk, satisfazendo

a De�nição 1.4 e a Observação 1.5, em que P1+P2+ . . .+Pk = 1, então, dizemos que está

de�nida uma distribuição de probabilidade dis
reta para a variávelX. O 
on
eito de função

de probabilidade ou função massa de probabilidade para uma variável aleatória dis
reta

é análogo ao 
on
eito de função densidade de probabilidade para variáveis 
ontínuas. No


aso da função massa de probabilidade, ela asso
ia a 
ada possível o
orrên
ia de uma

variável aleatória dis
reta uma probabilidade 
ompreendida entre 0 e 1 in
lusive.

De�nição 1.8. Se Ω é o espaço amostral de uma variável aleatória dis
reta, então f :

Ω → R é sua função massa de probabilidade, em que

• 0 ≤ f(x) ≤ 1

• f(x) = P (X = x)

De maneira análoga podemos de�nir uma distribuição de probabilidades para o 
aso

em que a variável aleatória X é 
ontínua, ou seja, quando os valores assumidos pela va-

riável estão dentro de um intervalo real. Vamos abordar melhor essa situação no próximo

exemplo.

Considere o 
omprimento de um tubo 
ir
ular utilizado na fabri
ação de des
argas de

um determinado modelo de veí
ulo, de maneira que uma análise anterior feita no equipa-

mento que 
orta o tubo identi�
ou que os tamanhos deles variam entre 60 e 65 
entímetros.

Suponha que es
olhemos, ao a
aso, um dos tubos fabri
ados em um determinado dia, e

que, 
om o auxílio de um �ta métri
a, possamos medir o seu 
omprimento. Vamos denotar

por X a variável aleatória que representa o 
omprimento da peça. É fato que, apesar da

variável X poder assumir qualquer valor entre 60 e 65 
entímetros, o equipamento que

es
olhemos para medi-lo pode não ser tão e�
az, fazendo fa
ilmente 
om que um tubo 
om

62, 2576 cm seja medido por 62, 26 cm. Suponha então que dispomos de um instrumento


apaz de medir os 
omprimentos dos tubos sem aproximações. Dessa maneira, é bastante


oerente pensar que o 
omprimento dos tubos podem assumir qualquer valor real entre 60

e 65 
entímetros. Nessa perpe
tiva, podemos pensar em 
omo de�nir uma distribuição de

probabilidades para essa variável 
ontínua, sendo que, atribuir uma probabilidade a 
ada

ponto do intervalo se faz impossível, uma vez que estamos tratando de in�nitos números

reais dentro do intervalo.

Observe que, na situação des
rita a
ima, se atribuirmos a 
ada ponto do intervalo uma

probabilidade maior que zero, a soma dessas probabilidades será igual a in�nito, o que
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ontradiz a De�nição 1.4. De uma maneira geral, em 
asos 
omo esse, atribui-se valores

para a variável aleatória dentro de um intervalo ao invés de 
onsiderar um úni
o valor

na atribuição de probabilidades. Dessa forma, supondo que 
ada 
omprimento dentro do

intervalo [60; 65] tem igual probabilidade de o
orrer, se dividirmos o espaço amostral em


in
o intervalos de 
omprimento 1, por exemplo, é bastante razoável que 
ada um desses

intervalos tenha uma probabilidade de o
orrer de

1

5
, o que satisfaz 
laramente a De�nição

1.4. Se dividirmos o intervalo [60; 65] em n intervalos de amplitudes iguais, igualmente es-

paçados, e 
om probabilidades iguais a

1

n
, também 
ontinuaremos satisfazendo a De�nição

1.4. Aumentando 
ada vez mais o número de intervalos, fazendo-os tender a in�nito, uma

distribuição de probabilidades 
ontínua será de�nida pela área abaixo de uma função que


hamaremos de densidade de probabilidade.

De�nição 1.9. Dizemos que f(x) é uma função densidade de probabilidade (fdp) para

uma variável aleatória 
ontinua X, se satisfaz duas 
ondições:

i) f(x) ≥ 0, para todo x ∈ (−∞,+∞);

ii) A área de�nida por f(x) é igual a 1, ou seja,

∫ +∞

−∞

f(x) dx = 1.

Dada uma função f(x) que satisfaça as 
ondições da de�nição a
ima, então, para o


aso em que a ≤ b, temos

P (a ≤ x ≤ b) =

∫ b

a

f(x) dx.

Conforme Farias em [2℄, uma observação importante que resulta da interpretação ge-

ométri
a de probabilidade 
omo área sob a 
urva de densidade de probabilidade é que,

sendo X uma variável aleatória 
ontínua, então a probabilidade do evento {X = a} é igual

a zero. Isso por que o evento {X = a} 
orresponde a um segmento de reta, o qual tem

área nula.

De�nição 1.10. A fun
ão de distribuição a
umulada (fda) para uma variável aleatória


ontínua X é de�nida por

F (x) = P (X ≤ x), x ∈ R.

Proposição 1.11. Se X é uma variável aleatória, sua função de distribuição a
umulada

F (x) satisfaz as seguintes propriedades:

i) 0 ≤ F (x) ≤ 1;

ii) lim
x→+∞

F (x) = 1;

iii) lim
x→−∞

F (x) = 0;

iv) x < y ⇒ F (x) ≤ F (y);
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v) a < b⇒ F (b)− F (a) = P (a ≤ x ≤ b).

Existe uma estreita relação entre a função densidade de probabilidade e a função de

distribuição a
umulada. Geometri
amente, para qualquer real x, a área sob a 
urva da

fdp entre −∞ e x, é exatamente igual ao valor da função fda no ponto x. Utilizando a

linguagem do 
ál
ulo, podemos dizer que essa relação é resultante do Teorema Fundamental

do Cál
ulo (TFC), onde, por de�nição

F (x) = P (X ≤ x) =

∫ x

−∞

f(u) du.

Portanto, pelo TFC

f(x) =
d

dx
F (x). (1.1)

Dessa forma, é importante ressaltar que, para espe
i�
ar a função de distribuição a
u-

mulada de uma variável aleatória 
ontínua é su�
iente 
onhe
er sua função de densidade,

e vi
e-versa.

De�nição 1.12. A função quantíli
a de uma variável aleatória 
ontínua X é de�nida por

Q(x) = F−1(x), (1.2)

onde F é sua função de distribuição a
umulada.

De�nição 1.13. Dada uma variável aleatória 
ontínua X, de�nimos a esperança de X,

ou média de X, ou ainda o valor esperado de X, por

E(X) =

∫ +∞

−∞

xf(x) dx.

De uma maneira su
inta, podemos dizer que o valor esperado de uma variável aleatória


ontínua nada mais é do que a média que se espera obter de um experimento que é repetido

várias vezes. A esperança de uma variável aleatória X, também denomindada de a média

de X, é um valor úni
o, representativo dos valores de X, e é 
onhe
ida em estatísti
a 
omo

uma medida de tendên
ia 
entral, ou seja, uma medida que tende a estar no meio dos

valores observados.Vejamos um exemplo.

Exemplo 1.14. Seja a função densidade de probabilidade de uma variável aleatória 
on-

tínua X dada por

f(x) =







1

2
x, para 0 < x < 2;

0, 
aso 
ontrário.

10



Então,

E[X] =

∫ 2

0
x ·

1

2
x dx =

∫ 2

0

1

2
x2 dx =

1

6
x3
∣

∣

∣

∣

2

0

=
8

6
−

0

6
=

4

3
.

Proposição 1.15. Seja X uma variável aleatória e k uma 
onstante, tem-se

(i) E[k] = k;

(ii) E[X ± k] = E[X] ± k;

(iii) E[k ·X] = k · E[X];

(iv) Se X1,X2, . . . ,Xn são n variáveis aleatórias tais que E[Xi] existe para i = 1, 2, . . . , n,

então

E [X1 +X2 + . . .+Xn] = E[X1] + E[X2] + . . .+ E[Xn].

Demonstração. Utilizando propriedades de integral e a De�nição 1.9, temos que

(i)

E[k] =

∫ +∞

−∞

kf(x) dx = k

∫ +∞

−∞

f(x) dx = k.

(ii)

E[X ± k] =

∫ +∞

−∞

(x± k)f(x) dx

=

∫ +∞

−∞

xf(x) dx±

∫ +∞

−∞

kf(x) dx

= E[X] ± k

∫ +∞

−∞

f(x) dx

= E[X] ± k.

(iii)

E[k ·X] =

∫ +∞

−∞

k xf(x) dx = k ·

∫ +∞

−∞

xf(x) dx = k · E[X].

(iv)

E [X1 +X2 + . . .+Xn] =

∫ +∞

−∞

(x1 + x2 + . . .+ xn) f(x) dx

=

∫ +∞

−∞

[x1f(x) + x2f(x) + . . .+ xnf(x)] dx

=

∫ +∞

−∞

x1f(x) dx+

∫ +∞

−∞

x2f(x) dx+ . . . +

∫ +∞

−∞

xnf(x) dx

= E[X1] + E[X2] + . . .+ E[Xn].
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Embora a média ou esperança de uma variável aleatória X seja a mais usada, outras

duas medidas importantes em estatísti
a, 
onhe
idas também 
omo medidas de tendên
ia


entral, são a Mediana e a Moda.

A Mediana(Md) é o valor que "divide"o 
onjunto de dados em dois grupos satisfazendo

a seguinte propriedade

P (x ≥ Md) ≥ 0, 5 e P (x ≤ Md) ≥ 0, 5.

Para o 
aso de uma distribuição 
ontínua, a Mediana 
orresponde a uma ordenada que

separa a 
urva de densidade em duas partes, 
ada uma delas 
om área igual a

1

2
.

AModa(Mo) é o valor máximo registrado, ou seja, o valor que tem maior probabilidade

de o
orrên
ia. Em linguagem matemáti
a temos que f(Mo) = máx f(x). Pode a
onte
er

de dois, três ou mais valores terem probabilidades máximas de o
orrer em determinado

evento. Nesses 
asos, dizemos que a distribuição é bimodal, trimodal ou multimodal,

respe
tivamente.

As medidas de tendên
ia 
entral ou de posição (ou ainda de lo
alização) nos omitem as

informações sobre a homogeneidade do 
onjunto de dados. Essas medidas tem por objetivo

trazer um valor que represente todo o grupo sem, no entanto, levar em 
onsideração o

quanto esses dados estão ou não próximos um do outro ou da própria média. As medidas

que nos dão uma noção de o quanto o nosso grupo de dados se distan
ia da média, ou seja,

o quanto o 
onjunto de dados é homogêneo, são 
hamadas medidas de dispersão. São elas:

Variân
ia (σ2) e Desvio Padrão (σ).

Para entendermos melhor 
omo essas medidas são importantes, vamos supor que a

variável aleatória 
ontínua X representa o tempo de duração de pilhas de relógios que

estão sendo entregues por um fabri
ante e que E(X) = 2000 horas. Pode ser que a maioria

dessas pilhas tenha um tempo de vida 
ompreendido entre 1950 e 2050 horas. Mas pode

ser também que essas pilhas tenham sido fabri
adas em lotes diferentes e que a qualidade

em um desses lotes tenha sido superior a do outro, de maneira que metade destas pilhas

tenha duração de 1200 horas e a outra metade duração de 2800 horas. Nesse sentido é que

há a ne
essidade de uma medida que traduza essa disparidade entre os dados da variável.

De�nição 1.16. Se X é uma variável aleatória 
ontínua, f(x) é sua função densidade de

probabilidade e fazendo µ = E(X), então a variân
ia de X é de�nida por

σ2 =

∫ +∞

−∞

(x− µ)2f(x) dx.

De�nição 1.17. O desvio padrão de uma variável aleatória 
ontínua X é dado por

σ =

√

∫ +∞

−∞

(x− µ)2f(x) dx.
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Uma propriedade importante será mostrada a seguir. Ela diz que a variân
ia pode

ser 
al
ulada 
omo a diferença entre a esperança do quadrado de X pelo quadrado da

esperança de X.

Proposição 1.18. A variân
ia de uma variável aleatória 
ontínua X é dada por

σ2 = E(X2)− [E(X)]2.

Demonstração.

σ2 =

∫ +∞

−∞

(x− µ)2f(x) dx =

∫ +∞

−∞

(x2 − 2µx+ µ2)f(x) dx.

Apli
ando propriedades da integral, temos

∫ +∞

−∞

(x2 − 2µx+ µ2)f(x) dx =

∫ +∞

−∞

x2f(x) dx− 2µ

∫ +∞

−∞

xf(x) dx+ µ2
∫ +∞

−∞

f(x) dx.

Logo, usando a De�nição 1.13, temos

σ2 =

∫ +∞

−∞

x2f(x) dx− 2µ

∫ +∞

−∞

xf(x) dx+ µ2
∫ +∞

−∞

f(x) dx

= E(X2)− 2µ · µ+ µ2 · 1

= E(X2)− 2µ2 + µ2

= E(X2)− µ2

= E(X2)− [E(X)]2.

Portanto

σ2 = E(X2)− [E(X)]2. (1.3)

1.3 Função de Sobrevivên
ia

O tempo entre uma observação ini
ial e a o
orrên
ia de um evento (ou falha) é 
hamado

de sobrevivên
ia. Chamaremos de função de sobrevivên
ia S(x) a probabilidade de que o

indivíduo ou 
omponente possua tempo de vida maior do que x, ou seja, a probabilidade de

que, após passado um tempo x, ele tenha sobrevivido ao evento de interesse. Importante

ressaltar que a sobrevivên
ia tem um amplo 
ampo de apli
ações, não só na área da saúde

ou indústria, 
omo também na edu
ação, 
omér
io entre outras. Podemos utilizá-la por

exemplo para estudar o tempo entre a soltura de um preso e sua rein
idên
ia no mundo

do 
rime. Como vimos na De�nição 1.10, a função de distribuição a
umulada é dada por
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F (x) = P (X ≤ x), ou seja, ela é a probabilidade de que o evento a
onteça até o tempo x,

o que nos leva a 
on
luir que

S(x) = P (X > x) = 1− P (X ≤ x) = 1− F (x). (1.4)

Importante lembrar que o tempo de sobrevivên
ia é uma variável aleatória positiva e,

em geral, 
ontínua

1.4 Função Taxa de Falha

A função taxa de falha h(x) é de�nida 
omo a probabilidade de que um evento de

interesse a
onteça em um intervalo 
urto de tempo, dado que ele não o
orreu até o iní
io

do intervalo.

De�nição 1.19. A taxa de falha no intervalo [x, x+∆x] é de�nida 
omo a probabilidade

de que a falha o
orra neste intervalo, dado que não o
orreu antes de x, dividido pelo


omprimento do intervalo.

Teorema 1.20. A função taxa de falha h(x) de uma variável aleatória 
ontinua X é dada

por

h(x) =
f(x)

S(x)
. (1.5)

Demonstração. A probabilidade de que uma falha o
orra em um intervalo de tempo [x, x+

∆x] pode ser expressa em termos da função sobrevivên
ia 
omo

P [x ≤ X ≤ x+∆x] = P [X ≤ x+∆x]− P [X ≤ x]

= [1− P (X > x+∆x)]− [1− P (X > x)]

= P (X > x)− P (X > x+∆x)

= S(x)− S(x+∆x).

Utilizando a de�nição de probabilidade 
ondi
ional, en
ontrada em [11℄, página 158, e a

De�nição 1.19, temos

P [x ≤ X ≤ x+∆x | X > x]

x+∆x− x
=

P [x ≤ X ≤ x+∆x]

(x+∆x− x)P [X > x]
=
S(x)− S(x+∆x)

(∆x)S(x)
.

Assim, a taxa instantânea de falha em um tempo x será dada por

h(x) = lim
∆x→0+

P [x ≤ X ≤ x+∆x | X > x]

∆x
= lim

∆x→0+

S(x)− S(x+∆x)

(∆x)S(x)

quando ∆x tender a zero. Usando a Equação (1.4), temos que
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h(x) = lim
∆x→0+

1− F (x)− (1− F (x+∆x))

∆xS(x)
=

1

S(x)
lim

∆x→0+

F (x+∆x)− F (x)

∆x
.

Pela de�nição de derivada, o limite na equação a
ima é a derivada da função de distribuição

a
umulada no ponto x. Portanto, usando (1.1), obtemos

h(x) =
f(x)

S(x)
.

1.5 Momentos

De suma importân
ia em estatísti
a, os momentos 
ara
terizam as distribuições de

probabilidade. Como veremos, 
ada momento forne
e uma informação diferente sobre os

dados em estudo. Estes momentos diferem pela ordem, podendo ser de 1

a

, 2

a

, 3

a

, et
. A

seguir, de�nimos momentos de ordem n.

De�nição 1.21. Para toda variável aleatória 
ontínua X e qualquer inteiro positivo n,

a esperança E(Xn) é denominado n-ésimo momento de X, ou momento de ordem n.

Portanto, usando a De�nição 1.13, temos que

µ
′

n = E(Xn) =

∫ +∞

−∞

xnf(x) dx, (1.6)

onde f(x) é uma função densidade de probabilidade.

O momento de 1

a

ordem será dado por

µ
′

1 = E(X) =

∫ +∞

−∞

xf(x)dx,

ou seja, o primeiro momento mede o valor médio dos dados.

1.6 Função Geratriz de Momentos

A função que de�niremos a seguir re
ebe o nome de função geratriz de momentos, pois

utilizando-a, podemos en
ontrar, 
aso exista, qualquer momento da variável aleatória X.

De�nição 1.22. Seja X uma variável aleatória 
ontínua. A função geratriz de momentos

Mx(t), 
om t ∈ R é de�nida 
omo

MX(t) = E
[

etX
]
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onde, pela De�nição 1.13, obtemos

MX(t) =

∫ +∞

−∞

etXf(x) dx (1.7)

Para 
al
ularmos o n-ésimo momento de uma variável aleatória X, é ne
essário que a

função esteja de�nida em uma vizinhança do ponto zero, pois os momentos serão obtidos

através de su
essivas diferen
iações no ponto zero, ou seja, a partir da função geratriz de

momentos de uma variável aleatória X, podemos en
ontrar o n-ésimo momento 
al
ulando,


aso exista, a n-ésima derivada da função no ponto t = 0.

De fato, seja Mn
X(t) a n-ésima derivada de MX(t),

Mn
X(t) =

[

dn

dtn
E
(

etX
)

]

.

Utilizando propriedades de Cál
ulo e a De�nição 1.13, a expressão a
ima reduz-se a

Mn
X(t) =

[

dn

dtn

∫ +∞

−∞

etXf(x)dx

]

=

∫ +∞

−∞

dn

dtn
etXf(x)dx

=

∫ +∞

−∞

XnetXf(x)dx

= E
[

Xn · etX
]

.

Fazendo t = 0 na equação a
ima, obtemos

Mn
X(0) = E

[

Xn · e0·X
]

= E [Xn] ,

e portanto

M1
X(0) = E [X];

M2
X(0) = E

[

X2
]

;

M3
X(0) = E

[

X3
]

;

...

Mn
X(0) = E [Xn],


aso existam as derivadas.

Uma outra maneira de deduzir os n-ésimos momentos de uma variável aleatória X, é

apli
ar a De�nição 1.22.

Usando a expansão em série da função exponen
ial etX , temos

e

tX = 1 + tX +
(tX)2

2!
+

(tX)3

3!
+ . . .

(tX)n

n!
+ . . . =

∞
∑

n=0

tnXn

n!
.
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Apli
ando a esperança em ambos os lados da igualdade a
ima, e usando a De�nição

1.22, 
hegamos a

MX(t) = E
[

etX
]

= E

[

∞
∑

n=0

tnXn

n!

]

= E

[

1 + tX +
(tX)2

2!
+

(tX)3

3!
+ . . .

(tX)n

n!
+ . . .

]

= 1 + E [tX] + E

[

(tX)2

2!

]

+E

[

(tX)3

3!

]

+ . . . + E

[

(tX)n

n!

]

+ . . .

= 1 + tE [X] + t2
E[X2]

2!
+ t3

E[X3]

3!
+ . . .+ tn

E[Xn]

n!
+ . . .

Como MX(t) é uma função de variável t, podemos tomar a derivada de MX(t) em

relação a t, supondo que o lado direito possa ser es
rito 
omo a soma in�nita das respe
tivas

derivadas.

M1
X(t) = 0 + E [X] + 2t

E[X2]

2!
+ 3t2

E[X3]

3 · 2!
+ . . . + ntn−1 E[Xn]

n · (n− 1)!
+ . . .

= E [X] + tE[X2] + t2
E[X3]

2!
+ . . .+ tn−1 E[Xn]

(n− 1)!
+ . . .

Fazendo t = 0, temos

M1
X(0) = E [X] + 0E[X2] + 02

E[X3]

2!
+ . . . + 0n−1 E[Xn]

(n− 1)!
+ . . . ,

portanto

M1
X(0) = E [X] .

Derivando mais uma vez a função geratriz de momentos, temos

M2
X(t) = 0 + E[X2] + 2t

E[X3]

2!
+ . . .+ (n− 1)tn−2 E[Xn]

(n− 1)!
+ . . . ,

portanto

M2
X(t) = E[X2] + tE[X3] + . . . + tn−2E[Xn] + . . . .

Fazendo t = 0,

M2
X(0) = E[X2] + 0E[X3] + . . .+ 0n−2E[Xn] + . . . ,

portanto

M2
X(0) = E[X2].
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Seguindo 
om as derivações e ra
io
ínio análogo, obtemos

M3
X(0) = E[X3], M4

X(0) = E[X4], . . . Mn
X(0) = E[Xn].

1.7 Entropia de Rényi

A entropia é a medida de variação ou in
erteza de uma variável aleatória X. A ideia

asso
iada a entropia é a de que, quanto mais in
erto é o resultado de um experimento

aleatório, maior será a informação obtida ao observar a sua o
orrên
ia. Uma medida de

entropia muito 
onhe
ida é a entropia de Rényi(1921-1970). Alfréd Rényi foi um mate-

máti
o húngaro que trabalhou nas áreas de 
ombinatória, teoria dos grafos, teoria dos

números e teoria das probabilidades.

A entropia de Rényi de uma variável aleatória X 
om função densidade de probabilidade

dada por f(x), é de�nida 
omo

IR(γ) =
1

1− γ
log

(
∫ ∞

0
fγ(x) dx

)

, (1.8)


om γ > 0 e γ 6= 1.
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Capítulo 2

Distribuição Weibull e a Classe

Zeta-G

Como dito anteriormente, o presente trabalho propõe uma nova distribuição 
ontínua,


omposição da distribuição dis
reta Zeta 
om a distribuição 
ontínua Weibull. Distribui-

ções generalizadas têm sido amplamente estudadas ao longo dos últimos anos, bus
ando

métodos para modelagem do tempo de duração de 
omponentes ou tempo de vida de indi-

víduos. Esse fato é justi�
ado, muitas vezes, em função das distribuições existentes não se

ajustarem de modo satisfatório ao 
onjunto de dados reais em estudo. Não se en
ontra na

literatura 
omposições de distribuições Zeta, porém, 
om a nova 
lasse Zeta-G proposta

por Paixão(2014), abre-se a possibilidade de estudos de novas distribuições geradas a partir

da Zeta, que origina-se da função Zeta de Riemann.

Georg Friedri
h Bernhard Riemann, nas
eu em 1826, numa aldeia de Hanover, Ale-

manha. Filho de um pastor luterano, estudou na Universidade de Berlim e depois na

de Gottingen, obtendo seu doutorado nesta última instituição 
om uma brilhante tese no


ampo da teoria das funções 
omplexas. Nessa tese, en
ontram-se as 
hamadas equações

diferen
iais de Cau
hy-Riemann que garantem a analiti
idade de uma função de variável


omplexa, e o produtivo 
on
eito de superfí
ie de Riemann, que introduz 
onsiderações

topológi
as na análise. Riemann tornou 
laro o 
on
eito de integrabilidade pela de�nição

do que 
hamamos agora integral de Riemann[5℄, página 614. Riemann fale
eu em 1866, no

norte da Itália, vítima da tuber
ulose.

De�nição 2.1. A Função Zeta de Riemann é de�nida pela soma

ζ(s) =
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+

1

4s
+

1

5s
+ . . . ,

ou seja,

ζ(s) =

∞
∑

n=1

1

ns
, (2.1)
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onde s > 1 é um número 
omplexo da forma s = a + bi, 
om a, b ∈ R e i é a unidade

imaginária dos números 
omplexos tal que i2 = −1.

Por volta de 1859, Riemann 
onje
turou que todos os zeros da função Zeta tem sua

parte real a =
1

2
. Em 1914, Sir Godfrey Harold Hardy (1877-1947), um inglês espe
ialista

em teoria dos números, 
onseguiu provar que ζ(s) tem uma in�nidade de zeros para a =
1

2
[5℄, página 614. A Figura 2.1 mostra o grá�
o da função Zeta de Riemann.

-2 -1 1 2 3

-4

-2

2

4

Figura 2.1: Grá�
o da função Zeta de Riemann

Conforme [13℄ "a função Zeta de Riemann desempenha papel importante em várias

áreas da pesquisa moderna. Na Físi
a Teóri
a apare
e em problemas de regularização de

determinantes in�nitos que surgem em Teoria de Campos; e, também em alguns trabalhos

teóri
os sobre o importante fen�meno da super
ondutividade. Muito importante para o

estudo dos números primos, a função Zeta o
upa amplo espaço em qualquer texto sobre

a Teoria dos Números. Sua relação 
om outras funções espe
iais também lhe reserva uma

posição importante na Teoria das Funções".

Uma distribuição Zeta de uma variável aleatória dis
reta será representada a seguir por

sua função massa de probabilidade, ou simplesmente função de probabilidade.

De�nição 2.2. Dizemos que uma variável aleatória dis
reta X tem uma distribuição Zeta


om parâmetro α, se sua função massa de probabilidade é dada por

P (k) =
k−α

ζ(s)
k=1,2,. . . ,

onde ζ(s) é dada na Equação (2.1), e α > 1.

A distribuição Zeta deve seu nome à função Zeta de Riemann, porém, foi George

Kingsley Zipf (1902-1950), quem a popularizou. Conforme [18℄, embora a distribuição

Zeta tenha sido primeiramente usada por Vilfredo Pareto (1848-1923), 
ientísta políti
o,

so
iólogo e e
onomista italiano, para des
rever a distribuição dos rendimentos das famílias
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de um determinado país, foi Zipf quem apli
ou a distribuição Zeta em uma ampla variedade

de problemas em diferentes áreas.

A função de probabilidade Zeta ou Zipf é um exemplo de uma distribuição de 
auda

pesada 
uja importân
ia 
res
eu bastante desde meados dos anos 1990. Distribuições de


auda pesada são 
ara
terizadas por ter uma probabilidade de o
orrên
ia muito baixa no

�m da 
auda, ou seja, uma distribuição onde os dados são 
lassi�
ados de forma de
res-


ente. As apli
ações desta função de probabilidade in
luem: número de 
onsumidores

afetados por um bla
kout, tamanhos de arquivos soli
itados em transferên
ia via Web e

atraso de pa
otes na internet.

2.1 Distribuição de Weibull

Ernst Hjalmar Waloddi Weibull (1887-1979) �
ou famoso pelo seu brilhante trabalho

na área de fadiga de materiais, sendo seu modelo estatísti
o um dos mais populares no

mundo. Seu modelo também é bastante utilizado em áreas de saúde para obtenção de

respostas sobre dados de vida e em previsões do tempo por ter representações grá�
as

bastante simples.

De�nição 2.3. A função de distribuição a
umulada da distribuição Weibull é dada por

G(x) = 1− e−βxα

, (2.2)

onde α > 0 é o parâmetro de forma e β > 0 é o parâmetro de es
ala.

Um parâmetro de forma indi
a a forma da 
urva e, 
onsequentemente, a 
ara
terísti
a

das falhas. O parâmetro de es
ala de�ne 
omo seus dados estão propagados. Um valor

maior da es
ala amplia a sua distribuição, enquanto um valor de es
ala menor reduz a sua

distribuição de dados.

De�nição 2.4. A função densidade de probabilidade da distribuição Weibull é dada por

g(x) = αβxα−1 e−βxα

. (2.3)

De fato, derivando (2.2) temos

g(x) =
d

dx
G(x) =

d

dx
(1− e−βxα

) = 0− e−βxα

(−αβxα−1) = αβxα−1 e−βxα

.

De a
ordo 
om o levantamento feito por Santos(2012) em [16℄, muitas 
lasses de dis-

tribuições baseadas na distribuição Weibull foram propostas nos últimos anos, tais 
omo

as distribuições Weibull exponen
ializada, Weibull estendida, Weibull modi�
ada, Weibull

estendida �exível, beta Weibull, Weibull modi�
ada generalizada, entre outras. A distri-

buição Weibull é muito utilizada para a modelagem de dados de 
on�abilidade, podendo
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modelar dados assimétri
os ou simétri
os. Dizemos que uma distribuição é assimétri
a

quando ela não se apresenta simétri
a em relação ao seu máximo, ou seja, quando uma

das 
audas é mais longa que a outra. Se a 
auda for mais longa à direita, dizemos que a

distribuição é assimétri
a à direita ou positiva. Caso 
ontrário, dizemos que a distribuição

é assimétri
a à esqueda ou negativa.

Uma outra 
ara
terísti
a da distribuição Weibull diz respeito a sua função de falha. A


urva da função de falha da distribuição Weibull não apresenta a forma de banheira, o que

a torna de�
iente para 
ara
terizar alguns 
onjuntos de dados. Na esperança de obtermos

a forma de banheira é que a 
ompomos 
om outras distribuições. As 
urvas da função de

falha da distribuição Weibull podem ser 
res
ente, de
res
ente ou 
onstante.

2.2 Classe de Distribuições Zeta-G

Paixão[15℄ propõe a nova família de distribuições Zeta-G 
om um parâmetro adi
ional

de forma. Assim, podemos dizer que a família de distribuições Zeta-G pode gerar novas

distribuições que, segundo Paixão, têm o papel de governar a assimetria e gerar densidades


om 
audas mais pesadas ou mais leves, além de serem úteis em forne
er uma distribuição

mais �exível para modelar a função taxa de falha.

Nesta seção, de�niremos as prin
ipais funções da distribuição Zeta-G proposta por Pai-

xão, entre elas, a função densidade de probablilidade, a função de distribuição a
umulada,

a função quantíli
a e a função geratriz de momentos.

De�nição 2.5. A função densidade de probabilidade da família Zeta-G é dada por

f(x) =
Lis−1[1−G(x)]g(x)

ζ(s)[1−G(x)]
, (2.4)

em que g(x) =
d

dx
G(x) e Li(x) é a função polilogarítmi
a de�nida pela série de potên
ias

Lis(z) =

+∞
∑

k=1

zk

ks
, (2.5)


om |z| < 1 e ζ(s) é a função Zeta de Riemann. Se uma variável aleatória X tem uma

densidade (2.4), es
revemos X ∼ Zeta−G(τ, s), onde τ é o vetor de parâmetros asso
iado

à distribuição base G(x).

De�nição 2.6. A função de distribuição a
umulada da família Zeta-G é dada por

F (x) =
ζ(s)− Lis[1−G(x)]

ζ(s)
(2.6)

De�nição 2.7. A função quantíli
a da 
lase Zeta-G dada por q = Q(w, s) = F−1(w, s),
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onde F é a função de distribuição a
umulada, é de�nida 
omo

q = Q(w, s) = G−1

{ k
∑

n=1

(−1)nfn−1,n

ncn1
(w −w0)

n

}

, (2.7)

em que cj =

∞
∑

k=1

(−1)j
(

k
j

)

ζ(s)ks
(j ≥ 0) e os 
oe�
ientes fj,n são dados re
ursivamente por

fj,n = j−1
j
∑

m=1

[

m(n+ 1)− j
]

dmfj−m,n,


om d0 = 1 e dj = −c−1
1

j
∑

i=1

dj−ici+1 (j ≥ 1).

Paixão também deriva uma expressão de forma fe
hada para a entropia de Rényi,

quando X é uma variável aleatória para a 
lasse Zeta-G. Neste 
aso, a entropia de Rényi

reduz-se a

IR(γ) =
γ

γ − 1
log[ζ(s)] +

1

1− γ
log

{ ∞
∑

j,i,k=0

k+i
∑

v=0

(−1)k+igi ei,k
(

k+i
v

)

Γ(γ + j)

Γ(γ)j!

×

∫ ∞

0
g(x)γG(x)j+v dx

}

, (2.8)


om gi =
∞
∑

t=i

(−1)t−i(γ)t
t!

(

t

i

)

, onde (γ)t = γ(γ− 1) . . . (γ− t+1) é o fatorial des
endente,

e ei,k = (k a−1
0

k
∑

m=1

[m(i + 1) − k]amei,k−m
) 
om k ≥ 1, ei,0 = ai0 e ak = (k + 1)1−s

. O

farorial des
endente de γ a t é de�nido 
omo (γ)t =
γ!

(γ − t)!
=

γ
∏

i=γ−t+1

i.

23



Capítulo 3

A distribuição Zeta-Weibull

Neste Capítulo, apresentaremos a distribuição Zeta-Weibull, dis
utindo algumas de

suas propriedades e determinando a função densidade de probabilidade, a função de dis-

tribuição a
umulada, expansões para a fdp e fda, função quantíli
a, momentos, função

geratriz de momentos, entropia de Rényi, 
on�abilidade e estimação. Apresentaremos

também uma apli
ação da distribuição Zeta-Weibull ao 
onjunto de dados reais obtido em

[17℄.

Seja X uma variável aleatória 
ontínua 
om uma densidade Zeta-Weibull. Então, es-


revemos X ∼ ZW (s, α, β), em que s denota o parâmetro da distribuição Zeta e α, β são

os parâmetros da distribuição Weibull.

Teorema 3.1. Se X ∼ ZW (s, α, β), então a função densidade de probabilidade da distri-

buição Zeta-Weibull é dada por

f(x) =
αβxα−1Lis−1[ e

−βxα
]

ζ(s)
, (3.1)


om α > 0, β > 0, s > 1 e x ∈ [0,+∞).

Demonstração. De fato, substituindo as Equações (2.2) e (2.3) em (2.4), temos

f(x) =
Lis−1[1− (1− e−βxα

)]αβxα−1 e−βxα

ζ(s)[1− (1− e−βxα)]
. (3.2)

Simpli�
ando,

f(x) =
Lis−1[ e

−βxα
]αβxα−1 e−βxα

ζ(s) e−βxα

=
αβxα−1Lis−1[ e

−βxα
]

ζ(s)
.
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Usando o software Mathemati
a (versão 9.0.1.0), veri�
amos que a função densidade

da distribuição Zeta-Weibull dada a
ima, satisfaz a De�nição1.9.

Teorema 3.2. Se X ∼ ZW (s, α, β), então a função de distribuição a
umulada da distri-

buição Zeta-Weibull é dada por

F (x) =
ζ(s)− Lis[ e

−βxα
]

ζ(s)
. (3.3)

Demonstração. De fato, substituindo (2.2) e (2.3) na Equação (2.6), temos

F (x) =
ζ(s)− Lis[1− (1− e−βxα

)]

ζ(s)

=
ζ(s)− Lis[ e

−βxα
]

ζ(s)
.

Os grá�
os da função densidade de probabilidade da distribuição Zeta-Weibull que

serão apresentados aqui foram 
onstruídos no softwareMathemati
a(versão 9.0.1.0). Um

grá�
o de distribuição de probabilidade pode ser utilizado para visualizar e 
omparar as

formas das 
urvas de distribuição, podendo, entre outas 
oisas, determinar 
omo a mudança

de um valor de parâmetro pode afetar a 
urva. O grá�
o na Figura 3.1 representa a função

densidade para alguns valores do parâmetro de forma α, de modo que foram �xados os

valores β = 0, 8 e s = 3.
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Figura 3.1: fdp Zeta-Weibull variando o parâmetro α
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O parâmetro α é adimensional e 
omo o próprio nome sugere, tal parâmetro interfere no

formato da função densidade de probabilidade. Quando α < 1 a fdp apresenta frequên
ias

elevadas na parte ini
ial da vida, sendo estritamente de
res
ente. Quando α = 1, a 
urva

da fdp ainda é estritamente de
res
ente, entretanto, as frequên
ias na parte ini
ial da vida

são menos elevadas. Para valores de α maiores do que um, notamos que grande parte da

densidade 
on
entra-se ao redor de um determinado tempo de vida.
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Figura 3.2: fdp Zeta-Weibull variando o parâmetro β
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Figura 3.3: fdp Zeta-Weibull variando o parâmetro s
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Na Figura 3.2 foram �xados os valores α = 1, 8 e s = 4, enquanto que o parâmetro

de es
ala β varia. O parâmetro de es
ala β determina a dispersão (ou es
ala) da 
urva.

Para o valor de α es
olhido, a distribuição apresenta uma 
on
entração ao redor de um

determinado tempo de vida, e, neste 
aso, o parâmetro β estende ou estreita a 
urva de

densidade. Para valores de β mais próximos de zero, a 
urva de densidade se esti
a para a

direita, "diminuindo"sua 
urtose, que pode ser de�nida 
omo o grau de "a
hatamento"de

uma distribuição de frequên
ias, medido em relação a uma distribuição normal, ou seja,

o grau de 
on
entração dos valores dessa distribuição em torno do seu 
entro. Já para

valores de β 
ada vez maiores, a 
urva de densidade se estreita, "aumentando"sua 
urtose,

ou seja, aumentando a probabilidade ao redor de um tempo de vida..

Na Figura 3.3 foram �xados os valores α = 4 e β = 0, 5, enquanto que o parâmetro

de forma s varia. Por s ser também um parâmetro de forma, mais uma vez temos 
urvas


om alta frequên
ia na parte ini
ial da vida, 
asos em que s está se aproximando de 1

pela direita, e 
urvas 
om grande densidade ao redor de um determinado tempo de vida,

quando s 
res
e.

3.1 Função de Sobrevivên
ia e Função Taxa de Falha

No próximo Teorema determinamos a expressão para a função de sobrevivên
ia da

distribuição Zeta-Weibull.

Teorema 3.3. Se X ∼ ZW (s, α, β), então a função de sobrevivên
ia da distribuição Zeta-

Weibull é dada por

S(x) =
Lis[e

−βxα ]

ζ(s)
. (3.4)

Demonstração. De fato, substituindo (3.3) em (1.4), temos

S(x) = 1−
ζ(s)− Lis[e

−βxα ]

ζ(s)

=
ζ(s)− ζ(s) + Lis[e

−βxα ]

ζ(s)

=
Lis[e

−βxα ]

ζ(s)
.

O grá�
o de uma função de sobrevivên
ia exibe as probabilidades de sobrevivên
ia

para 
ada valor do tempo. Dessa forma, 
ada ponto no grá�
o representa a proporção de

sobreviventes em um tempo t e, 
omo esse valor de
res
e a 
ada instante, temos que a

função de sobrevivên
ia é uma função não 
res
ente no tempo, 
omo pode ser observado

nas Figuras 3.4, 3.5 e 3.6. O grá�
o na Figura 3.4 têm dois parâmetros �xos, s = 2 e
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β = 0, 5, enquanto que o parâmetro de forma α varia. Na Figura 3.5 os parâmetros �xos

são s = 3 e α = 1, 3, enquanto que o parâmetro de es
ala β varia. O grá�
o da Figura

3.6 assume alguns valores para o parâmetro de forma s e têm parâmetros �xos α = 2 e

β = 0, 1.
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Figura 3.4: Sobrevivên
ia Zeta-Weibull variando o parâmetro α
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Figura 3.6: Sobrevivên
ia Zeta-Weibull variando o parâmetro s

Teorema 3.4. Se X ∼ ZW (s, α, β), então a função taxa de falha da distribuição Zeta-

Weibull é dada por

h(x) =
αβxα−1Lis−1[e

−βxα ]

Lis[e−βxα ]
. (3.5)

Demonstração. De fato, substituindo as Equações (3.1) e (3.4) em (1.5), temos

h(x) =
f(x)

S(x)

=

αβxα−1Lis−1[e
−βxα ]

ζ(s)

Lis[e
−βxα ]

ζ(s)

=
αβxα−1Lis−1[e

−βxα ]

Lis[e−βxα ]
.

Por tratar da quantidade de ris
o asso
iada a um evento em um determinado tempo,

a função taxa de falha é uma das medidas mais importantes em análise de sobrevivên
ia.

Analisando os grá�
os da função taxa de falha vemos duas situações:

(i) função 
res
ente - quando a in
idên
ia de falha não de
res
e 
om o tempo.

(ii) função de
res
ente - quando a in
idên
ia de falha não 
res
e 
om o tempo.

Muitas situações apresentam função de ris
o dada pela 
ombinação dessas 
ategorias.

Um modelo importante de grá�
o de ris
o que existe são as 
urvas em forma de banheira.
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Nessas 
urvas, a taxa de falha é frequentemente alta ini
ialmente, baixa no 
entro e nova-

mente alta no �nal da vida. Observando uma 
urva em forma de banheira que des
reve

a vida útil de algum equipamento, podemos dividir sua vida opera
ional em três estágios:

(1) "Estágio de falha ini
ial" (o
orrên
ia de falhas pre
o
es),

(2) "Estágio de vida normal" (onde a in
idên
ia de falhas é relativamente estável no

tempo), e

(3) "Estágio de desgaste" (quando o produto passa a apresentar desgaste a
entuado e

falhas passam a o
orrer 
om maior frequên
ia).

O "estágio de falha ini
ial" aponta para o fato de que um equipamento tem usualmente,

no iní
io de sua vida útil, uma taxa elevada de falhas, devido a problemas de fabri
ação,


omponentes defeituosos, falha de montagem ou instalação inadequada. Com o passar do

tempo essas falhas são 
orrigidas e os equipamentos entram em um patamar de estabilidade,

ou seja, no "estágio de vida normal". Depois de 
erto tempo, as falhas 
omeçam a aumentar

devido ao desgaste dos 
omponentes. Este é o "estágio de desgaste".

A função taxa de falha da distribuição Weibull não apresenta 
urva em forma de ba-

nheira, podendo ser apenas 
res
ente ou de
res
ente. Apresentaremos a seguir grá�
os da

função taxa de falha da distribuição Zeta-Weibull, �xando dois dos parâmetros e variando

o ter
eiro. Na Figura 3.7 �xamos os parâmetros s = 4 e β = 0, 5 variando α. Note que

o grá�
o passa a ser 
res
ente quando α = 1, 3. Essa mudança é importante para que a

distribuição possa ser apli
ada a diferentes tipos de 
onjuntos de dados, de a
ordo 
om

suas pe
uliaridades.
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Figura 3.7: Taxa de Falha Zeta-Weibull variando o parâmetro α
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Figura 3.8: Taxa de Falha Zeta-Weibull variando o parâmetro β

Na Figura 3.8 �xamos os parâmetros s = 3 e α = 1, 4. Analisando o grá�
o per
ebe-se

que grande parte da densidade de falhas 
on
entra-se ao redor de um determinado tempo

de vida, o que pode ser 
ara
terizado pelo desgaste natural da algum 
omponente do objeto

de estudo. Geralmente esse tipo de falha está rela
ionada ao tempo de operação de algum

equipamento.

Na Figura 3.9 �xamos os parâmetros α = 1, 5 e β = 0, 7, 
om s variando.
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Figura 3.9: Taxa de Falha Zeta-Weibull variando o parâmetro s
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3.2 Expansão da Função Densidade de Probabilidade

No teorema a seguir mostraremos que a função densidade de probabilidade da distribui-

ção Zeta-Weibull pode ser es
rita 
omo 
ombinação linear de densidades Weibull. Es
rever

a função densidade da Zeta-Weibull dessa forma é um resultado importante porque, assim,

ela herdará as propriedades matemáti
as da distribuição Weibull.

Teorema 3.5. A função densidade de probabilidade da distribuição Zeta-Weibull é dada

por f(x) =

∞
∑

k=1

ψk g(x, α, kβ), onde g(x, α, kβ) denota a Distribuição Weibull 
om parâme-

tros α e kβ e ψk =
1

ζ(s) ks
.

Demonstração. De fato, a fdp da distribuição Zeta-Weibull dada pela Equação (3.1) é

f(x) =
αβxα−1Lis−1[ e

−βxα
]

ζ(s)
.

Substituindo a Equação (2.5) na expressão a
ima, obtemos

f(x) =

αβxα−1
∞
∑

k=1

( e−βxα
)k

ks−1

ζ(s)
.

Donde,

f(x) = αβxα−1
∞
∑

k=1

( e−βxα
)k

ζ(s) ks−1

=

∞
∑

k=1

αβxα−1 e−k βxα

ζ(s) ks−1 .

Multipli
ando e dividindo por k a fração a
ima, obtemos

f(x) =
∞
∑

k=1

α kβxα−1 e−k βxα

ζ(s) ks−1 k
.

Portanto,

f(x) =
∞
∑

k=1

1

ζ(s) ks
αkβxα−1 e−kβxα

.

Comparando a última expressão 
om a função (2.3), tro
ando o parâmetro β por kβ e

fazendo ψk =
1

ζ(s) ks
, a fdp da Zeta-Weibull pode ser es
rita 
omo

f(x) =
∞
∑

k=1

ψk g(x, α, kβ), (3.6)
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ou seja, 
omo uma 
ombinação linear de densidades Weibull, 
om parâmetros α e kβ.

Integrando (3.6), es
revemos a fda da distribuição Zeta-Weibull 
omo

F (x) =

∞
∑

k=1

ψkG(x, α, kβ). (3.7)

É possível também en
ontrar a fda da distribuição Zeta-Weibull substituindo as Equa-

ções (2.1) e (2.5) na Equação (3.3), ou seja

F (x) =

[

∞
∑

k=1

1

ks

]

−

[

∞
∑

k=1

[

e−βxα]k

ks

]

ζ(s)

=

∞
∑

k=1

1− [ e−βxα
]k

ks

ζ(s)

=
∞
∑

k=1

[

1− ( e−βxα
)k

ζ(s) ks

]

,

portanto

F (x) =

∞
∑

k=1

ψk

[

1− e−kβxα
]

. (3.8)

3.3 Outra representação para a fdp e fda

Nesta seção en
ontraremos expansões para a fdp e fda da distribuição Zeta-Weibull

utilizando o 
on
eito de distribuições exponen
ializadas. Esta é uma representação muito

útil, pois ao es
rever uma densidade em termos de uma exponen
ializada pode-se utilizar

suas propriedades.

Se G(x) é uma distribuição qualquer, dizemos que uma variável aleatória X tem uma

distribuição exponen
ializada, 
hamada de Exp-G, 
om parâmetro t > 0, se sua fdp e fda

são dadas por

ht(x) = t g(x)G(x)t−1
(3.9)

e

Ht(x) = G(x)t, (3.10)

respe
tivamente. Note que, se t = 1, tem-se a própia distribuição base. Muitos resulta-

dos obtidos da Exp-G são utilizados em diversas 
lasses generalizadas, uma vez que as

expansões da fdp e fda dessas 
lasses são 
ombinações da própia Exp-G.

Apli
ando a de�nição da função polilogarítmi
a dada na Equação (2.5) na Equação

(3.2) abaixo
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f(x) =
Lis−1[1− (1− e−βxα

)]αβxα−1 e−βxα

ζ(s)[1− (1− e−βxα)]
,

temos que

f(x) =

∞
∑

r=1

[1− (1− e−βxα
)]r

rs−1
αβxα−1 e−βxα

ζ(s)[1− (1− e−βxα)]
,

ou seja,

f(x) =

∞
∑

r=1

[1− (1− e−βxα
)]r−1 g(x)

rs−1 ζ(s)
, (3.11)

onde g(x) é a fdp da distribuição Weibull dada em (2.3). Apli
ando o bin�mio de Newton

na expressão a
ima, temos

[1− (1− e−βxα

)]r−1 =

r−1
∑

k=0

(−1)k(1− e−βxα

)k
(

r − 1

k

)

.

Daí, rees
revendo (3.11)

f(x) =

∞
∑

r=1

r−1
∑

k=0

(−1)k(1− e−βxα
)k g(x)

rs−1 ζ(s)

(

r − 1

k

)

.

Na Equação a
mima, fazendo k = t− 1, temos que 0 ≤ k ≤ r − 1 ⇒ 0 ≤ t− 1 ≤ r − 1 ⇒

1 ≤ t ≤ r, ou seja,

f(x) =

∞
∑

r=1

r
∑

t=1

(−1)t−1(1− e−βxα
)t−1 g(x)

rs−1 ζ(s)

(

r − 1

t− 1

)

De 1 ≤ r ≤ ∞ e 1 ≤ t ≤ r, temos

1 ≤ t ≤ r ≤ ∞,

logo

1 ≤ t ≤ ∞ e t ≤ r ≤ ∞.

Portanto, f(x) pode ser rees
rita 
omo

f(x) =

∞
∑

r=t

∞
∑

t=1

(−1)t−1(1− e−βxα
)t−1 g(x)

rs−1 ζ(s)

(

r − 1

t− 1

)

.

Substituindo a Equação (2.2) na expressão a
ima, temos

f(x) =

∞
∑

t=1

∞
∑

r=t

(−1)t−1G(x)t−1 g(x)

rs−1 ζ(s)

(

r − 1

t− 1

)

,
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donde,

f(x) =
∞
∑

t=1

∞
∑

r=t

(−1)t−1

t rs−1 ζ(s)

(

r − 1

t− 1

)

t g(x)G(x)t−1.

Logo,

f(x) =

∞
∑

t=1

ωt ht(x), (3.12)

onde ht(x) é a função densidade de probabilidade da distribuição exponen
ializada de�nida

em (3.9) e

ωt =

∞
∑

r=t

(−1)t−1

t rs−1 ζ(s)

(

r − 1

t− 1

)

é uma 
onstante.

Portanto, a densidade Zeta-Weibull pode ser es
rita 
omo uma 
ombinação linear de

densidades exponen
ializadas. Assim, podemos deduzir várias propriedades da distribuição

Zeta-Weibull a partir das respe
tivas propriedades das distribuições exponen
ializadas que

estão presentes, em grande número, na literatura.

Integrando (3.12), obtemos a seguinte expressão para a fda da distribuição Zeta-Weibull

em função da distribuição exponen
ializada

F (x) =

∞
∑

t=1

ωtHt(x), (3.13)

em que Ht(x) é a fda da distribuição exponen
ializada de�nida em (3.10).

3.4 Função Quantíli
a

Conforme Magalhães e Lima [10℄, página 27, os quantis são valores que limitam uma


erta por
entagem de observações da variável. A notação para quantil será qf , 
om f

indi
ando a por
entagem de�nida pelo quantil. Por exemplo, q12 é o quantil que limita

12% dos valores inferiores do 
onjunto de observações ordenadas. Podemos dizer que f é

uma proporção qualquer, 
om 0 < f < 1, de maneira que 100% das observações sejam

menores do que qf .

Alguns quantis tem nomes parti
ulares. Vejamos alguns deles.

• q25 é 
hamado de 1o quartil ou 25o per
entil

• q50 é a mediana ou 2o quartil ou ainda 50o per
entil

• q75 é 
hamado de 3o quartil ou 75o per
entil

• q80 é 
hamado de 8o de
il
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Como vimos, Paixão [15℄ de�niu a função quantíli
a da 
lasse Zeta-G 
omo em (2.7).

Assim, para obtermos a função quantíli
a da distribuição Zeta-Weibull devemos substituir

a função quantíli
a da distribuição Weibull em (2.7). Para isso, vamos en
ontrar a inversa

da função de distribuição a
umulada da distribuição Weibull dada em (2.2).

Fazendo G(x) = u, temos

u = 1− e−βxα ,

donde

e−βxα = 1− u.

Apli
ando a função logarítmi
a na base e a ambos os lados, obtemos

log e−βxα = log(1− u).

Usando propriedades do logarítmo e isolando x, temos

−βxα = log(1− u) ⇒ xα =
−1

β
log(1− u) ⇒ x =

[

−1

β
log(1− u)

]
1
α

.

Portanto, a função quantíli
a da distribuição Weibull é dada por

G−1(u) =

[

−1

β
log(1− u)

]
1
α

. (3.14)

Assim, apli
ando a última expressão à Equação (2.7), obtemos a função quantíli
a da

distribuição Zeta-Weibull.

De�nição 3.6. A função quantíli
a da distribuição Zeta-Weibull é dada por

Q(w, s) = F−1(w, s) =

{

−1

β
log

(

1−

[ k
∑

n=1

(−1)nfn−1,n

ncn1
(w − w0)

n

]

)}

1
α

, (3.15)

onde cj =

∞
∑

k=1

(−1)j
(

k
j

)

ζ(s)ks
e os 
oe�
ientes fj,n são dados re
ursivamente por

fj,n = j−1
j
∑

m=1

[

m(n+ 1)− j
]

dmfj−m,n,


om d0 = 1 e dj = −c−1
1

j
∑

i=1

dj−ici+1 (j ≥ 1).
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3.5 Momentos

Para 
al
ularmos o r-ésimo momento da distribuição Zeta-Weibull, vamos substituir na

expressão (1.6) a fdp da distribuição Zeta-Weibull que en
ontramos em (3.6), 
onsiderando

que o suporte da distribuição Zeta-Weibull é x ∈ [0,+∞). Então

µ
′

r =

∫ +∞

0
xrf(x) dx

=

∫ +∞

0
xr

∞
∑

k=1

ψk g(x, α, kβ) dx

=
∞
∑

k=1

∫ +∞

0
xr ψk αkβx

α−1 e−kβxα dx

=
∞
∑

k=1

ψk αkβ

∫ +∞

0
xrxα−1 e−kβxα

dx

=
∞
∑

k=1

ψk αkβ

∫ +∞

0
xr+α−1 e−kβxα

dx.

Usando o software Mathemati
a, 
al
ulamos a integral na expressão a
ima 
omo

∫ +∞

0
xr+α−1 e−kβxα

dx =
(kβ)−

r+α
α Γ( r+α

α
)

α

onde Γ é a função Gama de Euler de�nida 
omo Γ(α) =

∫ ∞

0
xα−1

e

−x dx.

Portanto,

µ
′

r =
∞
∑

k=1

ψk αkβ
(kβ)−

r+α
α Γ( r+α

α
)

α
,

Simpli�
ando, obtemos

µ
′

r = β−
r
α Γ

(

r + α

α

) ∞
∑

k=1

ψk k
− r

α .

Como ψk =
1

ζ(s) ks
, então

µ
′

r = β−
r
α Γ

(

r + α

α

) ∞
∑

k=1

1

ζ(s) ks
k−

r
α ,

ou seja,

µ
′

r = ζ(s)−1 β−
r
α Γ

(

r + α

α

) ∞
∑

k=1

k−
r
α

ks
.
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Portanto,

µ
′

r = ζ(s)−1 β−
r
α Γ

(

r + α

α

) ∞
∑

k=1

1

k
r+αs

α

.

Usando a Equação (2.1), es
revemos o somatório a
ima 
omo

∞
∑

k=1

1

k
r+αs

α

= ζ

(

r + αs

α

)

.

Portanto, a expressão geral para os momentos da distribuição Zeta-Weibull é dada por

µ
′

r = ζ(s)−1 β−
r
α ζ

(

r + α s

α

)

Γ

(

r + α

α

)

. (3.16)

É possível usar a última expressão para determinar os quatro primeiros momentos da

distribuição Zeta-Weibull, ou seja

µ
′

1 = ζ(s)−1 β−
1
α ζ

(

1 + α s

α

)

Γ

(

1 + α

α

)

.

µ
′

2 = ζ(s)−1 β−
2
α ζ

(

2 + α s

α

)

Γ

(

2 + α

α

)

.

µ
′

3 = ζ(s)−1 β−
3
α ζ

(

3 + α s

α

)

Γ

(

3 + α

α

)

.

µ
′

4 = ζ(s)−1 β−
4
α ζ

(

4 + α s

α

)

Γ

(

4 + α

α

)

.

3.6 Função Geratriz de Momentos

Substituindo a fdp da distribuição Zeta-Weibull dada em (3.6) na Equação (1.7), en-


ontramos a função geratriz de momentos da distribuição Zeta-Weibull, ou seja

Mx(t) =

∫ +∞

0
etx

∞
∑

k=1

ψk αkβx
α−1 · e−kβxα

dx.

Expandindo em série de potên
ias a função exponen
ial a
ima, obtemos

Mx(t) =

∞
∑

k=1

ψk αkβ

∫ +∞

0
etxxα−1

∞
∑

n=0

(−1)nknβnxnα

n!
dx.
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Utilizando propriedades de integração, temos

Mx(t) =
∞
∑

k=1

∞
∑

n=0

(−1)n ψk α(kβ)
n+1

n!

∫ +∞

0
etxxα(n+1)−1 dx.

Como ψk =
1

ζ(s) ks
, então

Mx(t) =

∞
∑

k=1

∞
∑

n=0

(−1)n α kn−s+1βn+1

ζ(s)n!

∫ +∞

0
etxxα(n+1)−1 dx.

A última integral pode ser resolvida usando o software Mathemati
a, reduzindo-se a

∫ +∞

0
etxxα(n+1)−1 dx = (−1)−α(n+1)t−α(n+1)Γ(α+ nα)

onde Γ é a função Gama de Euler de�nida 
omo Γ(α) =

∫ ∞

0
xα−1

e

−x dx.

Portanto, podemos es
rever a função geratriz de momentos (fgm) da distribuição Zeta-

Weibull 
omo

Mx(t) =
∞
∑

k=1

∞
∑

n=0

(−1)n−α(n+1) α kn−s+1βn+1t−α(n+1)Γ(α+ nα)

ζ(s)n!
. (3.17)

3.7 Entropia de Rényi

A entropia de Rényi da distribuição Zeta-Weibull pode ser determinada substituindo

as Equações (2.2) e (2.3) na Equação (2.8). Então

IR(γ) =
γ

γ − 1
log[ζ(s)] +

1

1− γ
log

{ ∞
∑

j,i,k=0

k+i
∑

v=0

(−1)k+igi ei,k
(

k+i
v

)

Γ(γ + j)

Γ(γ)j!

×

∫ ∞

0
(αβxα−1 e−βxα

)γ(1− e−βxα

)−(−j−v)dx

}

, (3.18)

onde as 
onstantes gi e ei,k são dadas na Seção 2.2. Utilizando a série de potên
ia

(1− z)−a =
∞
∑

w=0

Γ(a+ w)

Γ(a)w!
zw, (3.19)

para qualquer a real e |z| < 1, a integral em (3.18) reduz-se a
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∫ ∞

0
g(x)γG(x)j+v dx =

∫ ∞

0
(αβxα−1 e−βxα

)γ(1− e−βxα

)−(−j−v) dx

=

∫ ∞

0
αγβγxγ(α−1) e−γβxα

∞
∑

w=0

Γ(−j − v + w)

Γ(−j − v)w!
e−wβxα

dx

=

∞
∑

w=0

αγβγ Γ(−j − v + w)

Γ(−j − v)w!

∫ ∞

0
xγ(α−1) e−γβxα

e−wβxα

dx

=

∞
∑

w=0

αγβγ Γ(−j − v + w)

Γ(−j − v)w!

∫ ∞

0
xγ(α−1) e−βxα(γ+w) dx (3.20)

Resolvendo a integral na última equação, obtemos

∫ ∞

0
g(x)γG(x)j+v dx =

∞
∑

w=0

αγβγ Γ(−j − v + w)

Γ(−j − v)w!
×

[β(w + γ)]
γ(1−α)−1

α Γ
(

γ(α−1)+1
α

)

α

=

∞
∑

w=0

αγ−1β
γ−1
α (w + γ)

γ(1−α)−1
α Γ(−j − v + w)

w! Γ(−j − v)
Γ

(

γ(α− 1) + 1

α

)

.

Substituindo o resultado a
ima em (3.18), obtemos a expressão para a entropia de Rényi

da distribuição Zeta-Weibull 
omo

IR(γ) =
γ

γ − 1
log[ζ(s)] +

1

1− γ
log

{ ∞
∑

j,i,k=0

k+i
∑

v=0

(−1)k+igi ei,k
(

k+i
v

)

Γ(γ + j)

Γ(γ)j!

×
∞
∑

w=0

αγ−1β
γ−1
α (w + γ)

γ(1−α)−1
α Γ(−j − v + w)

w! Γ(−j − v)
Γ

(

γ(α− 1) + 1

α

)}

.

3.8 Con�abilidade

Con�abilidade é a probabilidade de que um sistema, equipamento ou 
omponente de-

sempenhe a função para a qual foi designado por um período de tempo espe
i�
ado e sob

um 
onjunto de 
ondições pré estabele
idas. Em um sentido mais amplo, podemos dizer

que a 
on�abilidade está asso
iada à operação bem su
edida de um produto ou sistema,

não o
orrendo portanto quebras ou falhas.

Se X1 e X2 são variáveis aleatórias independentes, a 
on�abilidade R é de�nida 
omo

R = P (X2 < X1). Sabe-se que a expressão para a 
on�abilidade R pode ser representada

por

R =

∫ ∞

0
f1(x)F2(x) dx (3.21)
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onde f(x) e F (x) são a fdp e a fda, respe
tivamente.

Sejam Xm e Xn variáveis aleatórias independentes 
om Xn ∼ ZW (s, α, β1) e Xm ∼

ZW (s, α, β2). Substituindo (3.12) e (3.13) em (3.21), obtemos

R =

∫ ∞

0

∞
∑

m,n=1

ωm hm(x)ωnHn(x) dx,

logo

R =
∞
∑

m,n=1

ωm ωn

∫ ∞

0
hm(x)Hn(x) dx, (3.22)

onde

ωm =

∞
∑

r=m

(−1)m−1

mrs−1 ζ(s)

(

r

m− 1

)

e

ωn =

∞
∑

r=n

(−1)n−1

n rs−1 ζ(s)

(

r

n− 1

)

.

Substituindo (3.9) e (3.10) na Equação (3.22), obtemos

R =
∞
∑

m,n=1

ωm ωn

∫ ∞

0
mgm(x)Gm(x)m−1Gn(x)

n dx,

e portanto

R =

∞
∑

m,n=1

mωm ωn

∫ ∞

0
(αβ1 x

α−1 e−β1x
α

)(1− e−β1x
α

)m−1(1− e−β2x
α

)n dx.

Apli
ando o bin�mio de Newton nos dois últimos termos, temos que

(1− e−β1x
α

)m−1 =

m−1
∑

k=0

(−1)k (e−β1x
α

)k
(

m− 1

k

)

e

(1− e−β2x
α

)n =

n
∑

l=0

(−1)l (e−β2x
α

)l
(

n

l

)

,


om 0 < k < m− 1 e 0 < l < n. Daí

R =

∞
∑

m,n=1

m−1
∑

k=0

n
∑

l=0

mωm ωn

∫ ∞

0
αβ1 x

α−1 e−β1x
α

(−1)k (e−β1x
α

)k
(

m− 1

k

)

×

× (−1)l (e−β2x
α

)l
(

n

l

)

dx.

Portanto,
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R =

∞
∑

m,n=1

m−1
∑

k=0

n
∑

l=0

(−1)k+lmαβ1ωm ωn

(

m− 1

k

)(

n

l

)

×

∫ ∞

0
xα−1 e−xα[β1(1+k)+β2l] dx.

Resolvendo a integral na equação a
ima, obtemos

R =
∞
∑

m,n=1

m−1
∑

k=0

n
∑

l=0

(−1)k+lmαβ1ωm ωn

(

m− 1

k

)(

n

l

)

×
1

αβ1 + kαβ1 + lαβ2
,

portanto, a expressão para a 
on�abilidade da distribuição Zeta-Weibull é dada por

R =

∞
∑

m,n=1

m−1
∑

k=0

n
∑

l=0

(−1)k+lmβ1ωm ωn

β1 + kβ1 + lβ2

(

m− 1

k

)(

n

l

)

, (3.23)

onde ωm e ωn foram de�nidos anteriormente.

3.9 Estimação

Chamamos de inferên
ia estatísti
a a té
ni
a que nos permite fazer a�rmações e tirar


on
lusões, 
om base em dados par
iais ou reduzidos de uma população, ou seja, a partir

de uma amostra aleatória. Em outras palavras, podemos dizer que a inferên
ia estatísti
a

é o pro
esso de de
isão que nos permite estimar 
ara
terísti
as popula
ionais a partir da

observação de uma parte reduzida dessa população. Estimativa é um valor atribuído a

um parâmetro de uma população baseado na observação de uma amostra. Estimador é

a estatísti
a da amostra utilizada para estimar um parâmetro da população. Por exem-

plo, suponha que em uma fábri
a de rodas para moto
i
letas tenha sido identi�
ado um

problema no espaçamento entre os raios das rodas. Analisar todas as rodas fabri
adas é

e
onomi
amente inviável, por isso pode-se 
oletar uma amostra aleatória, digamos 
om n

rodas, e medir os espaçamentos entre os raios. Suponha que a média entre esses espaça-

mentos seja de 7, 3cm. Assim, 7, 3cm é uma estimativa para o estimador média aritméti
a.

A estimação de parâmetros da distribuição Zeta-Weibull será feita utilizando-se o mé-

todo da máxima verossimilhança. Esse método 
onsiste no pro
esso de obtenção de in-

formação sobre um vetor de parâmetros θ, ou seja, 
onsiste em obter estimadores para os

parâmetros de interesse.

De�nição 3.7. Sejam X1 ,X2, . . . ,Xn uma amostra aleatória de tamanho n da variável

aleatória X. A função de verossimilhana L é de�nida por

L(θ;X1 ,X2, . . . ,Xn) = f(x1; θ)× f(x2; θ)× . . .× f(xn; θ) =

n
∏

i=1

f(xi; θ),
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em que θ denota o parâmetro des
onhe
ido.

Para 
ara
terizar melhor a amostra observada temos que en
ontrar o valor de θ que

maximize a função L(θ), ou seja, o valor de θ que maximiza a probabilidade da amostra

observada o
orrer. A função de verossimilhança mostra que a 
ontribuição de 
ada obser-

vação não 
ensurada é a sua função de densidade, enquanto que a 
ontribuição de 
ada

observação 
ensurada não é a sua função de densidade. As observações 
ensuradas deixam


laro que o tempo de falha é maior que o tempo de 
ensura observado e portanto, sua


ontribuição para a função de verossimilhança é a sua função de 
on�abilidade.

O logaritmo natural da função de verossimilhança de θ é denotado por

l(θ) = log L(θ).

Assim, o valor de θ que maximiza a função de verossimilhança L(θ), também maximiza

l(θ), a menos de uma 
onstante.

Utilizando a fdp da distribuição Zeta-Weibull dada pela Equação (3.1), en
ontramos a

função de log-verossimilhança para a distribuição Zeta-Weibull, 
om parâmetros (s, α, β),

que pode ser expressa 
omo

l(s, α, β) = log

[

n
∏

i=1

f(s, α, β)

]

= log

[

n
∏

i=1

αβ xα−1
i Lis−1[ e

−β xα
i ]

ζ(s)

]

Apli
ando propriedades dos logaritmos

l(s, α, β) = log

[

αβ xα−1
1 Lis−1[ e

−β xα
1 ]

ζ(s)
× . . . ×

αβ xα−1
n Lis−1[ e

−β xα
n ]

ζ(s)

]

=

n
∑

i=1

log(αβ xα−1
i ) +

n
∑

i=1

log
[

Lis−1[ e
−β xα

i ]
]

− n log ζ(s). (3.24)

Os 
omponentes do vetor es
ore U =

(

∂ l

∂ s
,
∂ l

∂α
,
∂ l

∂β

)

são obtidos por diferen
iação. De-

rivando par
ialmente a expressão (3.24) em relação a s, α e β, respe
tivamente, e igualando

o resultado a zero, obtemos

∂ l(s, α, β)

∂ s
=

n
∑

i=1

∂
∂ s
Lis−1[ e

−β xα
i ]

Lis−1[ e
−β xα

i ]
+

n
∞
∑

k=1

k−s log k

ζ(s)
= 0, (3.25)

∂ l(s, α, β)

∂α
= −β

n
∑

i=1

xαi log(xi)Lis−2[ e
−β xα

i ]

Lis−1[ e
−β xα

i ]
+

n
∑

i=1

(1 + α log(xi))

α
= 0 (3.26)
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e

∂ l(s, α, β)

∂β
=

n

β
−

n
∑

i=1

xαi Lis−2[ e
−β xα

i ]

Lis−1[ e
−β xα

i ]
= 0. (3.27)

Utilizamos o software Mathemati
a para obter as derivadas a
ima. Os estimadores

de máxima verossimilhança ŝ, α̂ e β̂ para os parâmetros s, α e β, respe
tivamente, são

obtidos pela solução interativa das expressõs (3.25), (3.26) e (3.27). As estimativas ini
iais

para s, α e β são obtidas ajustando a desidade Zeta-Weibull aos dados.

3.10 Apli
ação

Nesta seção, analisaremos um 
onjunto de dados reais usando a distribuição Zeta-

Weibull, 
omparando-a 
om as distribuições Zeta-Rayleigh(ZR), Zeta Gumbel(ZG), Zeta-

Fré
het(ZF), Weibull Estendida(WE) e Beta Weibull Poisson(BWP). Para a estimação

dos parâmetros, adotamos o máximo da função de verossimilhança e todos os 
ál
ulos

foram realizados usando o pa
ote bbmle, de autoria de Benjamin Bolker, do software

R(versão 3.3.3). Os 
ritérios de informação utilizados foram os de Akaike(AIC), Akaike

Corrigido(AIC
), Bayesiano de S
hwarz(BIC) e o 
ritério de Hannan-Quinn(HQIC), 
ri-

térios estes que dependem do número de observações e do número de parâmetros, sendo

frequentemente utilizados para sele
ionar modelos em diversas áreas. Esses 
ritérios, ape-

sar de 
on
eitualmente diferentes, utilizam o máximo da função de verossimilhança 
omo

medida de ajustamento, de�nindo, porém, valores diferentes. Em todos os 
asos o melhor

modelo será aquele que apresentar menor valor de AIC, AIC
, BIC e HQIC.

O 
ritério de Akaike pode ser 
al
ulado 
omo

AIC = −2l(θ) + 2p,

em que p denota o número de parâmetros.

O 
ritério de Akaike 
orrigido pode ser 
al
ulado 
omo

AICc = AIC +
2(p+ 1)(p + 2)

n− p− 2
,

p denotando o número de parâmetros e n o número de observações da amostra.

O 
ritério de S
hwarz pode ser 
al
ulado 
omo

BIC = −2l(θ) + p log(n),

p denotando o número de parâmetros e n o número de observações da amostra.

O 
ritério de Hannan-Quinn pode ser 
al
ulado 
omo
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HQIC = −2l(θ) + 2p log(log(n)),

onde p é o número de parâmetros e n é o número de observações da amostra.

O 
onjunto de dados utilizados mostra o tempo entre falhas das bombas de reatores

se
undários do reator RSG-GAS, obtidos a partir de [17℄. Os dados estão na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Tempo entre falhas das bombas de rea
tores se
undários(milhares de horas)

2.160 0.746 0.402 0.954 0.491 6.560 4.992 0.347

0.150 0.358 0.101 1.359 3.465 1.060 0.614 1.921

4.082 0.199 0.605 0.273 0.070 0.062 5.320

As funções densidades das distribuições Zeta-Rayleigh, Zeta-Gumbel, Zeta-Fré
het,

Weibull Estendida e Beta Weibull Poisson são dadas, respe
tivamente, por

fZR(x) =
Lis−1

[

e
−x2

2σ2
]

· x

ζ(s) · σ2
,

fZG(x) =
Lis−1

[

e−e−
x−λ
α
]

· e
x−λ
α

− e
x−λ
α + e−

x−λ
α

ζ(s) · α
,

fZF (x) =
λσλ x−λ−1 Lis−1

[

1− e−(
σ
x )

λ
]

ζ(s)
[

e(
σ
x )

λ

− 1
]

,

fWE(x) =
λβ

α
·
(x

α

)β−1
· e−λ( x

α)
β

,

e

fBWP (x) =
αβ λ e−λ (eλ − 1)2−a−b

B(a, b) (1 − e−λ)
e−β xα

xα−1 eλ e−β xα

A Tabela 3.2 forne
e as estimativas dos parâmetros e os valores que maximizam a

função Log-Verossimilhança das distribuição ZW, ZR, ZG, ZF, WE e BWP. Os valores de

AIC, BIC, HQIC e AIC
 das respe
tivas distribuições estão na Tabela 3.3.

Tabela 3.2: Estimativas dos parâmetros e Máximo da Log-Verossimilhança

Distribuição Estimativas Log

ZW(s,α,β) 2.3482 0.9315 0.5546 -36.6136

ZR(s,σ) 14.8759 0.9490 -40.5191

ZG(s,α,λ) 13.5467 2.2630 2.6282 -86.2777

ZF(s,σ,λ) 9.8556 0.3572 0.7829 -37.2495

WE(α,λ,β) 7.9501 10.0866 0.8077 -32.5139

BWP(α,β,λ,a,b) 27.7821 15.6510 0.1554 0.1311 8.7452 -31.8115
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Tabela 3.3: Critérios de estimação

Distribuição AIC BIC HQIC AIC


ZW(s,α,β) 70.7060 80.7899 74.7813 70.8209

ZR(s,σ) 85.0383 91.7609 87.7551 85.1149

ZG(s,α,λ) 110.9246 121.0085 114.9998 111.0394

ZF(s,σ,λ) 71.8850 81.9688 75.9602 71.9998

WE(α,λ,β) 71.0278 81.1117 75.1030 71.1426

BWP(α,β,λ,a,b) 73.6231 90.4296 80.4152 73.8145

Como podemos ver na Tabela 3.3, a distribuição Zeta-Weibull tem os menores valores

de AIC, BIC, HQIC e AIC
 entre os seis modelos ajustados e, portanto, se ajusta melhor

aos dados. O histograma dos dados 
om as densidades das distribuições ZW, ZR, ZG, ZF,

WE e BWP é apresentado na Figura 3.10. Nele, podemos notar que a 
urva da densidade

Zeta-Weibull modela os dados 
om um ajuste melhor que as demais distribuições.

Tempo entre falhas das bombas de reactores secundários

D
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Figura 3.10: Histograma dos dados e as fdps das distribuições ZW, ZR, ZG, ZF, WE e

BWP
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Capítulo 4

O Ensino da Estatísti
a

O presente 
apítulo tem 
omo objetivo instrumentalizar o professor do ensino bási
o

para o aprimoramento do exer
í
io da do
ên
ia nos 
onteúdos de Probabilidade e Esta-

tísti
a, tomando 
omo referên
ia suas experiên
ias, di�
uldades, expe
tativas e, funda-

mentalmente, sua bus
a 
onstante em tornar o ato de ensinar mais natural e agradável,

dotando-o de sentido e 
ontextualização. Além disso, o do
ente poderá interagir 
om ou-

tros professores sobre as possibilidades de apli
ação práti
a dessas té
ni
as sempre visando

a otimização das oportunidades e melhorando a relação ensino/aprendizagem.

Apesar do desnivelamento aparente entre este 
apítulo e os anteriores, resaltamos que,

este texto 
omo um todo, serve de embasamento teóri
o para os do
entes em matemáti
a

que trabalham em qualquer nível de ensino. Dis
utiremos sobre a importân
ia do desen-

volvimento dos 
onteúdos de estatísti
a no Ensino Fundamental e Médio, assim 
omo a

preparação dos professores de matemáti
a para o trabalho 
om estes 
onteúdos. Dessa

forma, 
ontribuiremos de forma didáti
a para a difusão dos temas abordados entre os pro-

�ssionais da área e, portanto, al
ançaremos diretamente os dis
entes desde os primeiros

anos de ensino.

É notório que a palavra Estatísti
a permeia a vida dos 
idadãos que a
ompanham

diariamente os noti
iários, sejam telejornais, internet, revistas ou outros. A ne
essidade

de interpretar 
orretamente as informações disponibilizadas por estes meios se faz a 
ada

dia mais ne
essária, o que leva à ne
essidade de se ensinar estatísti
a a um número de

pessoas 
ada vez maior. Segundo os Parâmetros Curri
ulares Na
ionais do Ensino Médio

PCNEM [1℄, a análise de dados tem sido essen
ial em problemas so
iais e e
on�mi
os, 
omo

nas estatísti
as rela
ionadas à saúde, populações, transportes, orçamentos e questões de

mer
ado.

É importante frisar que boas té
ni
as apli
adas ao ensino da matemáti
a no Ensino

Fundamental e Médio, podem ser deteminantes para a 
ompreensão na leitura de infor-

mações que 
ir
ulam, na mídia em geral, na forma de grá�
os, tabelas e informações de


aráter estatísti
o. Nesta perspe
tiva, uma boa formação do professor do Ensino funda-
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mental e Médio torna-se impres
indível. Alguma de�
iên
ia existente na formação desses

professores pode a
arretar em uma inadequada atenção aos tópi
os de estatísti
a nos 
ur-

rí
ulos es
olares, deixando-os em segundo plano. Como desta
a Lopes [9℄, "ao ensino da

Matemáti
a �
a o 
ompromisso de não só ensinar o domínio dos números, mas também a

organização de dados e leitura de grá�
os."

Dentre muitos pontos importantes que devem ser avaliados no ensino da estatísti
a

no Ensino Médio, devemos levar em 
onsideração as sugestões 
urri
ulares o�
iais, que

têm in�uên
ia forte no planejamento e na 
onstrução do 
urrí
ulo, seja na es
ola públi
a

ou privada. O livro didáti
o nas es
olas públi
as, distribuidos gratuitamente através do

Programa Na
ional do Livro Didáti
o (PNLD), determina, de maneira práti
a, 
omo os


onteúdos devem ser dis
utidos 
om os estudantes, ou seja, eles têm in�uên
ia na práti
a

dos professores em sala de aula e, portanto, é importante 
onhe
er 
omo eles abordam o

ensino de Estatísti
a.

Segundo os PCNEM, estatísti
a e probabilidade lidam 
om dados e informações em


onjuntos �nitos e utilizam pro
edimentos que permitem 
ontrolar 
om 
erta segurança a

in
erteza e mobilidade desses dados, por isso, a 
ontagem ou análise 
ombinatória é parte

instrumental desse tema. Os 
onteúdos e respe
tivas habilidades propostos para o ensino

da estatísti
a no Ensino Médio são:

1. Estatísti
a: des
rição de dados, representações grá�
as, análise de dados, médias,

moda e mediana, variân
ia e desvio padrão.

• Identi�
ar formas adequadas para des
rever e representar dados numéri
os e infor-

mações de natureza so
ial, e
on�mi
a, políti
a, 
ientí�
o-te
nológi
a ou abstrata.

• Ler e interpretar dados e informações de 
aráter estatísti
o apresentados em diferentes

linguagens e representações, na mídia ou em outros textos e meios de 
omuni
ação.

• Obter médias e avaliar desvios de 
onjuntos de dados ou informações de diferentes

naturezas.

• Compreender e emitir juízos sobre informações estatísti
as de natureza so
ial, e
on�-

mi
a, políti
a ou 
ientí�
a apresentados em textos, notí
ias, propagandas, 
ensos,

pesquisas e outros.

2. Contagem: prin
ípio multipli
ativo; problemas de 
ontagem.

• De
idir sobre a forma mais adequada de organizar números e informações 
om o

objetivo de simpli�
ar 
ál
ulos em situações reais envolvendo grande quantidade de

dados ou de eventos.

• Identi�
ar regularidades para estabele
er regras e propriedades em pro
essos nos

quais se fazem ne
essários os pro
essos de 
ontagem.
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• Identi�
ar dados e relações envolvidas numa situação-problema que envolva o ra
io-


ínio 
ombinatório, utilizando os pro
essos da 
ontagem.

3. Probabilidade: possibilidades; 
ál
ulo de probabilidades.

• Re
onhe
er o 
aráter aleatório de fen�menos e eventos naturais, 
ientí�
o-te
nológi
os

ou so
iais, 
ompreendendo o signi�
ado e a importân
ia da probabilidade 
omo meio

de prever resultados.

• Quanti�
ar e fazer previsões em situações apli
adas a diferentes áreas de 
onhe
i-

mento e da vida 
otidiana que envolvam o pensamento probabilísti
o.

• Identi�
ar em diferentes áreas 
ientí�
as e outras atividades práti
as modelos e pro-

blemas que fazem uso de estatísti
as e probabilidades.

A es
olha de uma forma e sequên
ia de distribuição dos temas nas três séries do ensino

médio traz em si um projeto de formação dos alunos. Nesta perspe
tiva, os PCNEM

propõem a seguinte distribuição:

1

a

série Estatísti
a: des
rição de dados; grá�
os.

2

a

série Estatísti
a: análise de dados. Contagem.

3

a

série Probabilidade.

Dadas as bases para o ensino e a aprendizagem da Estatísti
a no ensino médio, segue

este 
apítulo que tem por objetivo desenvolver um 
onjunto de ações, em forma de ativi-

dades, para que o professor possa trabalhar em sala de aula, tentando assim, melhorar o

estímulo ao aprendizado dos alunos.

4.1 Atividade 1 - Pesquisa hobby

Objetivo: 
oleta de dados, 
onstrução de tabelas e grá�
os, 
omparando resultados.

Desenvolvimento: os alunos devem 
oletar os dados e posteriormente 
onstruir ta-

belas e grá�
os para a dis
ussão dos resultados.

Cada aluno deverá fazer uma sondagem na rua onde mora, entrevistando 25 pessoas

para saber qual é o hobby preferido de 
ada uma delas. Suponha que os resultados da

pesquisa de um determinado aluno estejam organizados na tabela abaixo:
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Tabela 4.1: Atividade 1

Hobby Número de entrevistados

Prati
ar esporte 8

Músi
a 6

Patinação 3

Dança 7

Aeromodelismo 1

Total 25

A partir dessa tabela, os alunos deverão 
onstruir grá�
os, 
al
ular a moda e saber


al
ular a por
entagem de entrevistados que prefere prati
ar esporte, músi
a, patinação,

dança ou aeromodelismo. A 
omplementação da tabela 
om as frequên
ias das respe
tivas

por
entagens deve ser feita. Nesse momento o professor deve instigar os alunos a des
obrir

qual deve ser a por
entagem de 
ada parti
ipante da pesquisa, fazendo-os entender que as

25 pessoas parti
ipantes 
orrespondem à 100% dos entrevistados e que, portanto, 
ada um

deles 
orresponde a

100

25
= 4%. Dessa forma, espera-se que os alunos 
heguem a seguinte

tabela:

Tabela 4.2: Atividade 1

Hobby Número de entrevistados Por
entagem

Prati
ar esporte 8 32%

Músi
a 6 24%

Patinação 3 12%

Dança 7 28%

Aeromodelismo 1 4%

Total 25 100%

O 
on
eito de moda deve estar 
laro para os alunos, e eles não devem sentir di�
uldade

em enxergar em uma tabela qual a variável em que a por
entagem é maior. Assim, espera-se

que eles saibam que "prati
ar esporte" é a atividade mais realizada entre os entrevistados.

A moda também �
a evidente ao olharmos para um grá�
o do tipo barras. Nesse momento

o professor deve orientar os alunos na 
onstrução desse tipo de grá�
o, utilizando para tal,

ou a quantidade de pessoas em 
ada 
ategoria ou a por
entagem 
orrespondente.
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Figura 4.1: Atividade: hobby - por
entagem 
orrespondente de 
ada atividade

4.2 Atividade 2 - Lançamento de moeda

Objetivo: organizar dados e informações, identi�
ar regularidades e 
riar regras a

partir destas observações.

Desenvolvimento: os alunos devem registrar os resultados obtidos no lançamento de

uma moeda e posteriormente 
hegar a 
on
lusões sobre a regularidade obtida quando, 
ada

vez mais, aumenta-se a quantidade de lançamantos da moeda.

A atividade pode ser desenvolvida em grupo, 
om o intuito de que os alunos dis
utam

os questionamentos e re
onheçam juntos o 
aráter aleatório de fen�menos e eventos. Eles

devem observar na práti
a que a probabilidade de o
orrên
ia da fa
e 
ara e da fa
e 
oroa

no lançamento de uma moeda é de

1

2
para 
ada, ou seja, 50% de 
han
es de o
orrer 
ara

e 50% de 
han
es de o
orrer 
oroa.

Com uma moeda em mãos, os alunos devem responder aos seguintes questionamentos:

(a) Sem lançar a moeda, qual o resultado que vo
ês esperam para 50 lançamentos dessa

moeda?

(b) Lan
em a moeda 50 vezes, registrem os resultados em uma tabela e em seguida 
al-


ulem a soma dos resultados de 
ada fa
e. Registrem esses valores per
entualmente.

(
) Os resultados obtidos no item (b) foram os que vo
ês registraram no item (a)?

(d) Repitam a experiên
ia jogando a mesma moeda, num mesmo lo
al e 
om a mesma

intensidade de força. Registrem os resultados e 
omparem 
om os resultados do item
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(b). Os resultados foram os mesmos?

(e) Se uma moeda for lançada 500 vezes e em todos os lançamentos sairem 
oroa, o que

vo
ês podem imaginar a respeito dessa moeda?

Com o item (a), espera-se que os alunos tentem alguns resultados. Nesse momento é

importante deixar 
laro que esses resultados não passam de meras espe
ulações, uma vez

que trata-se de um evento que ainda não o
orreu. Com o experimento feito no item (b),

os alunos devem per
eber que o resultado pode não ser exatamente 50% para 
ada fa
e.

Indague-os sobre esse fato. Faço-os per
eber que uma probabilidade nada mais é do que

uma previsão para um evento futuro. Neste hora o professor pode desa�á-los a repetir

o experimento 
om 100, 200, 300 lançamentos. Espera-se 
om isso que os resultados se

aproximem 
ada vez mais do esperado, ou seja, que o per
entual de registros de 
ada fa
e

se aproxime 
ada vez mais de 50% à medida que a quantidade de lançamentos aumente.

Os itens (
) e (d) devem reforçar a idéia da aleatoriedade de um evento. O item (e) deve

induzí-los a entender que a aleatoriedade de um evento deve-se à honestidade dos materiais

envolvidos no pro
esso.

4.3 Atividade 3 - Lançamento de dado

Objetivo: observar a regularidade no lançamento de um dado a partir dos dados de

uma tabela de frequên
ias.

Desenvolvimento: a partir das informações de uma tabela sobre o lançamento de um

dado, os alunos devem en
ontrar os per
entuais relativos a 
ada uma das fa
es do dado e

em seguida tentar identi�
ar se o dado é ou não honesto.

Considere a seguinte tabela onde foram anotados os resultados obtidos após 1000 lan-

çamentos de um dado:

Tabela 4.3: Atividade 3

Fa
e Número de vezes

1 158

2 170

3 163

4 172

5 166

6 171

Total 1000

De posse da tabela, o professor deve pedir para que seus alunos:

(a) Expressem os resultados de 
ada uma das fa
es em por
entagem.
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(b) De
idam, em 
onjunto, se o referido dado é ou não honesto.

A partir do 
onhe
imento já adquirido pelos alunos, o professor deve indagá-los sobre

qual deve ser a probabilidade de o
orrên
ia de 
ada uma das fa
es do dado, fazendo-os


hegar a 
on
lusão de que 
ada fa
e deve sair aproximadamente 166 vezes. Diante disso,

espera-se que os alunos observem que os valores en
ontrados no item (a) sejam pare
idos ou

próximos do resultado esperado de 16, 6%, e dessa forma 
on
luam que o dado é honesto.

4.4 Atividade 4 - Medidas de 
entralidade e de dispersão

Objetivo: Entender o 
on
eito e a apli
ação das medidas 
entrais e de dispersão.

Desenvolvimento: Os alunos 
al
ulam 
ada uma das medidas 
entrais e de dispersão

e em seguida interpretam seus resultados.

A atividade é a seguinte: Em um treinamento de salto em altura, três atletas realizaram

quatro saltos 
ada um, de a
ordo 
om os resultados da tabela abaixo. Trabalhando em

duplas, os alunos devem 
al
ular a média, a moda, a mediana, a variân
ia e o desvio padrão

de 
ada um dos atletas.

Tabela 4.4: Atividade 4

Atleta 1

o

salto 2

o

salto 3

o

salto 4

o

salto

Atleta A 158
m 170
m 165
m 157
m

Atleta B 173
m 167
m 150
m 160
m

Atleta C 168
m 162
m 165
m 155
m

A média aritméti
a é uma das medidas de 
entralidade. Ela resulta da divisão entre a

soma dos números de uma lista e a quantidade de números somados. A dis
ussão sobre a

moda deve ser 
olo
ada pelo professor para que os alunos per
ebam que não existe um valor

que se repete para os saltos de 
ada atleta. É importante que �que 
laro que nem sempre

ela existirá, e que nesses 
asos a amostra é amodal. No exemplo em questão nenhum dos

atletas têm moda. Para o 
ál
ulo da mediana, os alunos devem entender a ne
essidade

de ordenar os dados, uma vez que a mediana deve ser vista 
omo o valor que separa a

metade maior e a metade menor de uma amostra, uma população ou uma distribuição de

probabilidade. Quanto a variân
ia e o desvio padrão, ini
ialmente, é interessante que o

professor não trabalhe 
om fórmulas, elas podem pare
er muito 
ompli
adas em um pri-

meiro instante. Os alunos devem entender que a variân
ia e o desvio padrão são medidas

de dispersão que mostram o quão distante 
ada valor desse 
onjunto está do valor 
entral

(média). É importante nesse momento introduzir o 
on
eito de desvio médio.

Atleta A:

Média aritméti
a =
158 + 170 + 165 + 157

4
=

650

4
= 162, 5cm
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Para o 
ál
ulo da mediana, 
olo
ando os dados em ordem 
res
ente temos

Tabela 4.5: Saltos do Atleta A

Atleta A 157
m 158
m 165
m 170
m

Mediana =
158 + 165

2
=

323

2
= 161, 5cm

Para o 
ál
ulo da variân
ia, o professor deve pedir aos alunos para 
al
ular o quanto


ada um dos saltos do Atleta A está desviando-se da média, fazendo-os entender que a

variân
ia é uma medida que expressa a homogeniedade dos valores observados, ou seja,

que quanto maior for a variação desses valores em torno da média, maior será a variân
ia

e, 
onsequentemente, menos homogêneo será o 
onjunto de dados observados. Dessa forma,

espera-se que os alunos en
ontrem os seguintes desvios:

• 157 − 162, 5 = −5, 5cm

• 158 − 162, 5 = −4, 5cm

• 165 − 162, 5 = 2, 5cm

• 170 − 162, 5 = 7, 5cm

O professor deve pedir aos alunos que somem os resultados e
ontrados nos desvios

a
ima. Ou seja, −5, 5− 4, 5 + 2, 5 + 7, 5 = 0. Eles devem questionar se o resultado sempre

será igual a zero. Mostre que essa é uma importante propriedade da média aritméti
a.

Nesse momento, o professor deverá de�nir então a variân
ia 
omo a média dos desvios

médios elevados ao quadrado. Para o Atleta A, temos

Variân
ia =
(−5, 5)2 + (−4, 5)2 + (2, 5)2 + (7, 5)2

4
= 28, 25

Porém, 
omo não é possível expressar a variân
ia na mesma unidade de medida dos

valores da variável, uma vez que os desvios são elevados ao quadrado, de�ne-se a medida

de dispersão 
hamada Desvio Padrão 
omo a raiz quadrada da variân
ia. Portanto, para

o Atleta A temos

Desvio Padrão =
√

28, 25 ≃ 5, 31

Mais uma vez, é relevante ressaltar que, quanto menor for o Desvio Padrão, mais

homogêneo é o 
onjunto de dados. Dando 
ontinuidade ao pro
esso, o professor deverá

pedir aos alunos que façam o mesmo pro
esso para o Atleta B e o Atleta C. As respostas
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esperadas são:

Atleta B:

Média Aritméti
a =
173 + 167 + 150 + 160

4
=

650

4
= 162, 5cm

Para o 
ál
ulo da mediana, 
olo
ando os dados em ordem 
res
ente temos

Tabela 4.6: Saltos do Atleta B

Atleta B 150
m 160
m 167
m 173
m

Mediana =
160 + 167

2
=

327

2
= 163, 5cm

Os desvios médios serão:

• 150 − 162, 5 = −12, 5cm

• 160 − 162, 5 = −2, 5cm

• 167 − 162, 5 = 4, 5cm

• 173 − 162, 5 = 10, 5cm

Logo,

Variân
ia =
(−12, 5)2 + (−2, 5)2 + (4, 5)2 + (10, 5)2

4
= 73, 25

Portanto, o desvio padrão será

Desvio Padrão =
√

73, 25 ≃ 8, 56

Atleta C:

Média Aritméti
a =
168 + 162 + 165 + 155

4
=

650

4
= 162, 5cm

Para o 
ál
ulo da mediana, 
olo
ando os dados em ordem 
res
ente temos

Tabela 4.7: Saltos do Atleta C

Atleta B 155
m 162
m 165
m 168
m

Mediana =
162 + 165

2
=

327

2
= 163, 5cm

Os desvios médios serão:
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• 155 − 162, 5 = −7, 5cm

• 162 − 162, 5 = −0, 5cm

• 165 − 162, 5 = 2, 5cm

• 168 − 162, 5 = 5, 5cm

Logo,

Variân
ia =
(−7, 5)2 + (−0, 5)2 + (2, 5)2 + (5, 5)2

4
= 23, 25

Portanto, o desvio padrão será

Desvio Padrão =
√

23, 25 ≃ 4, 82

Ao �nal de todo esse pro
esso, o professor poderá pedir para que os alunos façam uma

tabela 
ontendo todos os resultados en
ontrados. A Tabela 4.8 mostra esses resultados.

Tabela 4.8: Resultados

Atleta Média Moda Mediana Variân
ia Desvio Padrão

Atleta A 162,5
m Amodal 161,5
m 28,25 5,31

Atleta B 162,5
m Amodal 163,5
m 73,25 8,56

Atleta C 162,5
m Amodal 163,5
m 23,25 4,82

De posse da tabela uma análise dos resultados se faz ne
essária. Os três atletas possuem

mesma média, o que poderia levar os alunos a um ra
io
ínio err�neo de que os três atletas

têm, no geral, mesmo desempenho. O professor deve 
hamar a atenção, mais uma vez,

sobre a importân
ia da variân
ia e do desvio padrão. Os alunos devem entender que uma

menor variação dos dados signi�
a maior homogeneidade e, assim, 
on
luirem que o atleta

mais regular é o Atleta C.

Por �m, vale mais uma vez ressaltar a importân
ia da Estatísti
a, não só pelas re
o-

mendações 
urri
ulares do MEC, mas também para a so
iedade 
omo um todo, que lida

quase que diariamente 
om as informações disponibiizadas pelos meios de 
omuni
ação

em forma de grá�
os e tabelas. É inegável a 
res
ente importân
ia de se trabalhar os


on
eitos de Estatísti
a no ensino bási
o, e os Parâmetros Curri
ulares Na
ionais são os

grandes propulsores na motivação do professor para que em suas aulas de matemáti
a se-

jam trabalhados 
onteúdos de Estatísti
a 
om o objetivo de desenvolver nos alunos sua


apa
idade de lidar 
om as situações e as informações que estão disponíveis no nosso dia

a dia. Assim, é ne
essário que os professores se 
ons
ientizem que o ensino da Estatísti
a

é de suma importân
ia para o desenvolvimento de 
idadãos 
ríti
os.
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4.5 Atividade 5 - Introduzindo os 
on
eitos de Função de

Probabilidade e Função de Distribuição A
umulada

Como vimos, as orientações dos Parâmetros Curri
ulares Na
ionais para o ensino de

estatísti
a no Ensino Médio são bastante limitadas, embora alguns 
on
eitos tais 
omo,

esperânça, sobrevivên
ia, taxa de falha, momentos, função densidade de probabilidade,

função de distribuição a
umulada, entre outras, possam ser introduzidos nesse nível de

ensino sem muitos problemas. Vejamos um exemplo de 
omo introduzir os 
on
eitos de

Função de Probabilidade e Função de Distribuição A
umulada.

Considere o lançamento de duas moedas, em sequên
ia, de forma independente. A

pergunta é: qual a probabilidade de sair 
ara em pelo menos uma moeda? O professor

deve 
omeçar des
revendo o Espaço Amostral

Ω = {CC,CK,KC,KK},

onde C:"
ara"e K:"
oroa". É óbvio que, em três das quatro possibilidades que temos no

Espaço Amostral temos pelo menos uma 
ara, o que nos daria uma probabiliade de 75%.

Mas esse não é o objetivo desse exemplo.

Vamos 
hamar de X :"número de 
aras que saem nos dois lançamentos". X é

uma varável aleatória que pode assumir os seguintes valores:















0, 
aso saia "KK";

1, 
aso saiam "CK"ou "KC";

2, 
aso saia "CC".

Já 
onhe
endo a de�nição de probabilidade, o professor deverá mostrar que

• P (X = 0) =
1

4
= 0, 25

• P (X = 1) =
2

4
= 0, 5

• P (X = 2) =
1

4
= 0, 25

e assim mostrar aos alunos que a probabilidade de sair pelo menos uma vez 
ara é

P (X ≥ 1) = P (X = 1) + P (X = 2) = 0, 5 + 0, 25 = 0, 75 = 75%.

Esse ra
io
ínio é 
omum. Instigar os alunos na bus
a de outras formas de resolução

deve sempre ser feito. Uma outra maneira para responder a pergunta a
ima seria

P (X ≥ 1) = 1− P (X = 0),
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ou seja

P (X ≥ 1) = 1− P (X = 0) = 1− 0, 25 = 0, 75 = 75%.

Nessa hora os alunos devem estar preparados para entender o que são a função de pro-

babilidade e a função de distribuição a
umulada, entender que essas funções 
ara
terizam

uma variável aleatória. Nesse exemplo temos que nossa variável aleatória é dis
reta, 
on-


eito já trabalhado no Ensino Médio. De�na função de probabilidade f(x) 
omo a função

que asso
ia a 
ada valor de X sua probabilidade de o
orrer, ou seja

f(x) : xi 7→ P (X = xi),

onde i = 0, 1, 2.

Do estudo das probabilidades no Ensino Médio, já sabemos que a soma das probabili-

dades de um evento sempre dará 1. Daí, duas propriedades podem ser introduzidas

(i) 0 ≤ P (X = xi) ≤ 1

(ii)

n
∑

i=0

P (X = xi) = 1

No nosso exemplo n = 3 e, portanto, da propriedade (ii), temos

3
∑

i=0

P (X = xi) = P (X = x0) + P (X = x1) + P (X = x2) = 0, 25 + 0, 5 + 0, 25 = 1.

A de�nição da função de distribuição a
umulada F (x) é imediata

F (x) = P (X ≤ x) =
∑

xi≤ x

P (X = xi)

FDP e FDA para variáveis aleatórias 
ontínuas:

O seguinte roteiro servirá de base para a introdução das de�nições da função densidade

de probabilidade e da função de distribuição a
umulada no Ensino Médio. Nesse exemplo,

nossa variável aleatória X será o tempo gasto por um estudante para respoder uma prova

do ENEM. Suponha que o primeiro estudante a entregar a prova saia depois de 2 horas e 30

minutos e que o último estudante saia 
om 4 horas de prova. Assim, nós já estabele
emos

o tempo mínimo e o tempo máximo que os estudantes gastaram na prova. Nesse 
aso, os

valores que podem ser assumidos por nossa variável aleatória X estão entre o valor máximo

e mínimo, ou seja, a variável é 
ontínua. É importante que os alunos tenham 
ons
iên
ia que

quando estivermos trabalhando 
om uma variável aleatória 
ontínua torna-se impossível


al
ularmos probabilidades de valores �xos, 
onsiderando então, intervalos.
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O que queremos deixar 
laro aos alunos é que seria prati
amente impossível 
al
ular

a probabilidade de um estudante terminar a prova do ENEM depois de 3 horas e vinte

minutos, ou seja, 
al
ular P (X = 3 : 20). Agora, torna-se ne
essário o 
ál
ulo de probabili-

dades de intervalos, 
omo por exemplo, 
al
ular a probabilidade de um estudante terminar

a prova entre 3 horas e 10 minutos e 3 horas e 15 minutos, ou seja

P (3 : 10 < X < 3 : 15).

Nesses 
asos a função de probabilidade que 
ara
teriza nossa variável aleatória 
ontínua

X 
hama-se função densidade de probabilidade. O grá�
o dessa função é uma 
urva.

O grá�
o 4.2 é da função densidade de probabilidade da distribuição Weibull dada por

(2.3). Fizemos α = 2 e β = 1, donde temos que

f(x) = 2x e−x2

1 2 3 4 5

0.2

0.4

0.6

0.8

Função Densidade da Distribuição Weibull

Figura 4.2: fdp Weibull α = 2 e β = 1

Podemos desta
ar no grá�
o que:

• f(x) ≥ 0 para todo valor real de x.

• A área total abaixo da 
urva do grá�
o é igual a 1, ou seja, a probabilidade máxima

possível é 1.

• Para quaisquer valores de a e b, P (a < X < b) é igual a àrea abaixo do grá�
o de

f(x) delimitada por esse intervalo.
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A de�nição para a função de distribuição a
umulada 
ontinua a mesma para as variáveis

aleatórias 
ontínuas, ou seja, a FDA F (x) determina P (X ≤ x). Para esses 
ál
ulos

pre
isamos usar integração, o que não vem ao 
aso no Ensino Médio.
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Capítulo 5

Considerações �nais

Neste trabalho, �zemos um tratamento matemáti
o para a nova distribuição Zeta-

Weibull que in
lui a função densidade de probabilidade, a função de distribuição a
umu-

lada, a funçao de sobrevivên
ia, a função taxa de falha, a função quantíli
a, a função

geratriz de momentos, a entropia de Rényi e a 
on�abilidade. Além disso, es
revemos a

função densidade de probabilidade da distribuição Zeta-Weibull 
omo 
ombinação linear de

densidades Weibull, o que se faz muito importante uma vez que propriedades matemáti
as

já 
onhe
idas da distribuição Weibull podem ser apli
adas aos 
ál
ulos da nova distribui-

ção. Também es
revemos a fdp e a fda da distribuição Zeta-Weibull 
omo 
ombinação de

densidades exponen
ializadas. A estimação dos parâmetros foi feita atravéz do método

da máxima verossimilhança, utilizando para isso o pa
ote bbmle, de autoria de Benjamin

Bolker, do software R(versão 3.3.3).

Variando alguns parâmetros das funções densidade, sobrevivên
ia e taxa de falha, en-


ontramos seus grá�
os. As 
urvas da função taxa de falha apresentaram as formas 
res-


ente, de
res
ente e, 
onsiderando a Figura 3.9, uma 
urva que de
res
e e, a partir de

determinado ponto, 
res
e. Analisamos o 
onjunto de dados reais en
ontrado em [17℄


om a distribuição Zeta-Weibull, 
omparando-a 
om as distribuições Zeta-Rayleigh, Zeta

Gumbel, Zeta-Fré
het, Weibull Estendida e Beta Weibull Poisson. A Zeta-Weibull se ajus-

tou melhor aos dados o que faz dessa nova distribuição uma ferramenta 
ompetitiva para

análise de dados de sobrevivên
ia, 
omparando-a 
om outras distribuições existentes na

literatura.

No 
apítulo 4 apresentamos sugestões de atividades para o ensino de Estatísti
a no

Ensino Médio, dentro do que propõe os PCNEN [1℄, onde pro
uramos abordar os 
onteúdos

sugeridos quase que em sua totalidade para que, dessa forma, a leitura servisse de norte

para pro�ssionais que atendem nesse nível de ensino.

O Anexo 
ontém um modelo de s
ript para a 
onstrução dos grá�
os utilizando o soft-

ware Mathemáti
a (versão 9.0.1.0). Para o software R(versão 3.3.3), um modelo de s
ript

para a otimização dos parâmetros e um modelo para en
ontrar os 
ritérios de informação.
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Anexos

S
ript para a 
onstrução do grá�
o 3.3

shadowbox[legend] :=

Graphi
s[{{Bla
k, Re
tangle[0.05,−0.05, 1.05, 0.95]},White, EdgeForm[Gray],Re
tangle[ ],

Inset[legend,0.5, 0.5,Center]}, ImageSize− > 78]

Framed[Plot[Evaluate�Table[4 ∗ 0.5 ∗ x(4−1) ∗ PolyLog[s− 1,Exp[−0.5 ∗ x4]]

/Zeta[s], s, 1.1, 1.2, 1.4, 1.8], {x, 0, 5}, Frame → True, Filling → None, FrameLabel →

{x,Densidade}, PlotStyle→{{Red, DotDashed}, {Green, Dashed}, {Orange, Thi
kness},

{Blue, Dotted}}, Ba
kground → Lighter[Blend[{Yellow, Orange}], 0.97],

PlotLabel → "Densidade da Distribuição Zeta-Weibull", PlotRange → {{0, 2}, {0, 2}},

PlotLegends →

Pla
ed[LineLegend[{Dire
tive[Red, DotDashed], Dire
tive[Green, Dashing[Medium]],

Dire
tive[Orange, Thi
kness], Dire
tive[Blue, Dotted]},

{”s = 1.1”, ”s = 1.2”, ”s = 1.4”, ”s = 1.8”}, LegendFun
tion → shadowbox,

LegendLayout → "Column"], {{0.9, 1}, {0.7, 1.1}}]]]

S
ript para a otimização dos parâmetros da distribuição Zeta-

Weibull apli
ada aos dados de [17℄

require(VGAM)

zetaw< −fun
tion(x,s,alfa,beta){

fx < −(zeta(s) ∧ (−1)) ∗ alfa ∗ beta ∗ x ∧ (alfa− 1) ∗ exp(−beta ∗ x ∧ (alfa))

∗lerch(exp(−beta ∗ x ∧ (alfa)), s − 1, 1)

return(fx)

}

lfr < − fun
tion(parametro) {

x < −sort(
(2.160, 0.746, 0.402, 0.954, 0.491, 6.560, 4.992, 0.347,

0.150, 0.358, 0.101, 1.359, 3.465, 1.060, 0.614, 1.921,

4.082, 0.199, 0.605, 0.273, 0.070, 0.062, 5.320))

s < − parametro[1℄
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alfa < − parametro[2℄

beta < − parametro[3℄

sum(log(zetaw(x,s,alfa,beta)))

}


hute< −
(5.0045,1.0213,0.0069)

lfr(
hute)

optim(
hute, lfr,method="BFGS",
ontrol=list(fns
ale=-1))

S
ript para en
ontrar os 
ritérios de informação para a distri-

buição Zeta-Weibull apli
ada aos dados de [17℄

require(VGAM)

require(bbmle)

x < −sort(
(2.160, 0.746, 0.402, 0.954, 0.491, 6.560, 4.992, 0.347,

0.150, 0.358, 0.101, 1.359, 3.465, 1.060, 0.614, 1.921,

4.082, 0.199, 0.605, 0.273, 0.070, 0.062, 5.320))

zetaw< −fun
tion(x,s,alfa,beta){

fx < −(zeta(s) ∧ (−1)) ∗ alfa ∗ beta ∗ x ∧ (alfa− 1) ∗ exp(−beta ∗ x ∧ (alfa))

∗lerch(exp(−beta ∗ x ∧ (alfa)), s − 1, 1)

return(fx) }

lfr < − fun
tion(s,alfa,beta) { -sum(log(zetaw(x,s,alfa,beta))) }

max.zetaw < − mle2(lfr, start=list(s= 10.6115,alfa= 0.9490,beta= 0.0270),

method="BFGS",skip.hessian=FALSE,use.ginv=TRUE,gr=NULL)

logLik(max.zetaw)

AIC:

AIC(max.zetaw)

BIC:

AIC(max.zetaw,k=log(213))

HQIC:

AIC(max.zetaw,k= 2∗log(log(213)))

AIC CORRIGIDO:

AIC(max.zetaw,k=426/209)
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