UNIVERSIDADE ESTADUAL DE FEIRA DE SANTANA

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS EXATAS

PROFMAT - MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL

DISSERTACAO DE MESTRADO

A DISTRIBUICAO ZETA-WEIBULL APLICADA A
ANALISE DE SOBREVIVENCIA

Mateus Nascimento Ferreira

Orientador: Prof. Dra. Ana Carla Percontini da Paixao

Feira de Santana
Setembro de 2017



UNIVERSIDADE ESTADUAL DE FEIRA DE SANTANA

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS EXATAS

PROFMAT - MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL

A DISTRIBUICAO ZETA-WEIBULL APLICADA A
ANALISE DE SOBREVIVENCIA

Mateus Nascimento Ferreira

Dissertacao apresentada ao Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional -
PROFMAT do Departamento de Ciéncias Exatas,
UEFS, como requisito parcial para a obtencao do titulo
de Mestre.

Orientador: Prof. Dra. Ana Carla Percontini da

Paixao

Feira de Santana
18 de Setembro de 2017



Ficha Catalografica — Biblioteca Central Julieta Carteado

Ferrerra, Mateus Nascimento
Fd442d A distribuigio Zeta-Weibull aplicada i andlise de sobrevivéncia./
Mateus Nascimenlo Ferreira. / Feira de Santana, 2017,
T8,

Orentadora: Ana Carla Percontini da Paixio
Dissertacio (Mestrado em Matenitica) — Umiversidade Estadual de
Feara de Santana. Departamento de Ciéneias Exatas, 2017,

L Anidlise de sobrevivéneia. 2 Distribuigiio de probabilidade.
3.Distribuigiio de Weibull, 4. Distribuigiio de Zeta-Weibull, 5. Funcio Zeta
LPaixio, Ana Carla Percontini da. (Orient) ILUniversidade Estadual de

Feira de Santana. 111, Titulo.

CDU = 5192




{

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE FEIRA DE SANTANA ﬁ
DEPARTAMENTO DE CIENCIAS EXATAS

Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional PROFMAT

ATA DA SESSAO PUBLICA DE DEFESA DE DISSERTACAO DO DISCENTE MATEUS
NASCIMENTO FERREIRA DO PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM
MATEMATICA EM REDE NACIONAL DA UNIVERSIDARE EsTADUAL DE FEIRA DE
SANTANA

Aos dezoito dias dias do més de setembro de dois mil e dezessete as 9:00 horas na sala
MT 55, UEFS, ocorreu a Sessao publica de defesa de dissertagio apresentada sob o
titulo “A Distribuicido Zeta-Weibull Aplicada 4 Andlise de Sobrevivéncia”, do
discente Mateus Nascimento Ferreira, do Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional - PROFMAT da Universidade Estadual de Feira de Santana, para obtengao
do titulo de MESTRE. A Banca Examinadora foi composta pelos professores: Ana Carla
Percontini da Paixdo (Orientador, UEFS), Jailson Araujo Rodrigues (IFBA) e Aloisio
Machado Da Siva Filho (UEFS). A sessiio de defesa constou da apresentagio do trabalho
pelo discente e das arguicoes dos examinadores.

Em seguida, a Banca Examinadora se reuniu em sessio secreta para julgamento final do
trabalho e atribuiu o conceito: __ A PaVaoe .

Sem mais a tratar, foi lavrada a presente ata, que segue assinada pelos membros da
Banea Examinadora e pelo Coordenador Académico Institucional do PROFMAT. Feira
de Santana, 18 de setembro de 2017, '

Aae Corls Pur.n“kuc Ae Pm\';rr K
Profa. Dra. Ana Carla Percontini da Paixao (UEFS)

Orientador

Prof, Dr. Jailson Araujo Rodriffies (IFBA)

Prof, Dr. Aloisio Machado Da Siva Filho (UEFS)

Visto do Coordenaclor:

Frof. D, Haroldy Benatt

Coardenador do PROEMAT/UERS

W@ﬁ%g



Agradecimentos

Gostaria de agradecer primeiramente ao meu Senhor, pois sem ele nada seriamos e nada

conseguiriamos.

Aos meus familiares, irmao, tios, primos e em especial aos meus pais, José e Zanira, pelo

apoio incondicional, pelo carinho, pela paciéncia, pelos conselhos, pela vida.

A minha tia/madrinha Rita, pela acolhida e pelos bons papos.

A minha companheira, amiga, confidente e amor, Telma, pela paciéncia e incentivo.
Aos docentes do PROFMAT /UEFS pelos ensinamentos. Muito Obrigado!

A minha orientadora, professora Dra. Ana Carla Percontini da Paixao, pela confianca e

seriedade com que conduziu esse processo.

Aos meus queridos colegas do PROFMAT, com os quais passei momentos maravilhosos

nos ultimos dois anos e que levarei para o resto da vida.

A CAPES pelo apoio financeiro.



Resumo

O objetivo deste trabalho é a criagdo de uma nova distribui¢ao de probabilidade, cha-
mada distribuigao Zeta-Weibull, a partir da familia de distribuigoes Zeta-G dada por Pai-
xao em [15]. Para tal, temas relevantes sobre analise de sobrevivéncia e distribuigoes de
probabilidades serdo abordados, explorando também suas propriedades matematicas. Se-
rao introduzidos ainda os principais conceitos sobre a teoria da probabilidade, com énfase
aos resultados que serao utilizados ao longo do texto. Daremos destaque inicial para a fun-
cao Zeta de Riemann e seu importante papel em varias areas da pesquisa moderna, além de
uma abordagem sobre a distribuigao Weibull de Waloddi Weibull(1887-1979), matematico
sueco reconhecido pelo seu trabalho na area de fadiga de materiais. Demonstraremos o
resultado principal proposto aqui, a distribui¢ao Zeta-Weibull, composi¢ao da classe gera-
dora de distribuigoes proposta por [15] e a distribui¢do de Weibull. Algumas propriedades
mateméticas dessa nova distribuicao serao determinadas, entre elas, momentos, entropia
de Rényi e confiabilidade. Mostraremos que a densidade Zeta-Weibull é uma combinagao
linear de densidades Weibull. Apresentaremos uma, aplicacao da distribuicao Zeta-Weibull
a um conjunto de dados reais para mostrar que ela é competitiva em relacdo a outras
distribuicoes da literatura. Por fim, apresentaremos algumas sugestoes de atividades para
o ensino de Estatistica e Probabilidade no Ensino Médio.

Palavras-chave: Analise de sobrevivéncia, distribuicoes de probabilidade, distribuicao
Weibull, funcao Zeta, Distribuicao Zeta-Weibull.
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Abstract

The objective of this work is the creation of a new probability distribution, called the
Zeta-Weibull distribution, from the distribution family Zeta-G given by Paixao in [15]. To
this end, relevant topics on survival analysis and probability distributions will be addressed,
exploring their mathematical properties as well. The main concepts on probability theory
will be introduced, with an emphasis on Results that will be used throughout the text. We
will give initial prominence to Riemann’s Zeta function and its important role in several
areas of modern research, as well as an approach to the Weibull distribution of Waloddi
Weibull (1887-1979), Swedish mathematician recognized for his work in the field of material
fatigue. We will demonstrate the main result proposed here, the Zeta-Weibull distribution,
the distribution-generating class composition proposed by [15] and the Weibull distribution.
Some mathematical properties of this new distribution will be determined, among them,
moments, Rényi entropy and reliability. We will show that the Zeta-Weibull density is
a linear combination of Weibull densities. We will present an application of the Zeta-
Weibull distribution to a set of real data to show that it is competitive in relation to other
distributions in the literature. Finally, we will present some suggestions of activities for
the teaching of Statistics and Probability in High School.

Keywords: Survival analysis, probability distributions, Weibull distribution, Zeta
function, Zeta-Weibull distribution.
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Introducao

Sempre que nos interessamos por determinado tema procuramos coletar o méximo
de informacao possivel sobre ele, analisando em seguida essas informagoes para tirarmos
nossas conclusoes a respeito. Coletar dados, analisé-los e, posteriormente, tirar conclusoes
confidveis sobre eles, ¢ uma das atribuic¢oes da estatistica, um ramo da matemaética aplicada.
"Estatistica é uma palavra usada em uma variedade de sentidos, e muitas vezes invocada
para emprestar credibilidade a outras opinioes que, de outra forma, seriam duvidosas. Essa
ciéncia tem raizes histéricas profundas, mas floresceu realmente no comego do século XX"
[3].

As duvidas sobre eventos futuros também é area de interesse da matemadtica, como
prever fenomenos climéticos ou o percentual de nascimentos de pessoas em determinada
cidade em um periodo especifico. Nesses casos, nao ha como responder com certeza ab-
soluta o que vai acontecer, pela simples razao de que o evento ainda nao ocorreu. Em
situacoes desse tipo o que é possivel fazer é identificar os resultados provaveis e observar
se hé certa regularidade desses eventos em periodos passados, tentando obter um modelo
o mais fidedigno possivel para prever o que ocorrera no futuro. A regularidade observada
nesses eventos nos permite calcular o grau de certeza das previsoes feitas, ou seja, a con-
fiabilidade de que o evento ird ocorrer. A essa confianca damos o nome de probabilidade.
Ainda segundo [3|, na primeira parte do século XVIII a estatistica e a probabilidade se
desenvolveram juntas como duas areas intimamente relacionadas com a matematica da
incerteza.

Os resultados possiveis em um experimento com mesmas chances de ocorrer podem
ser analisados através de uma distribuicao de probabilidade, que podemos entender como
uma funcdo que associa a cada fenémeno aleatorio possivel sua chance de ocorréncia.
Se cada fendmeno aleatoério tem a mesma chance de ocorrer, entdo a probabilidade de
cada um deles deve ser a mesma, e neste caso, teremos um modelo equiprovavel. H&
varios modelos de distribuicoes de probabilidade na literatura, equiprovaveis ou nao, que
sao comumente utilizados por profissionais de areas como saide, educacao, psicologia,
engenharias, industria, entre outras.

Uma das areas da estatistica que mais tem crescido nos tltimos anos é a andlise de

sobrevivéncia. Também conhecida como confiabilidade, ela estuda basicamente o conjunto



de medidas entre os tempos de ocorréncia de um determinado evento, desde um tempo
inicial até seu tempo final, também conhecido como tempo de falha. Desse modo, essa
variavel é nao negativa e pode representar o tempo de falha do evento em questao. Temos,
como exemplo, o estudo entre o tempo do diagnéstico de uma doenca e a morte do paci-
ente ou o tempo entre a compra de um aparelho celular até seu primeiro defeito ou ainda o
tempo entre o ingresso de um aluno em um curso superior e sua diplomagcao, desligamento
ou evasao. Em cada um desses casos, faz-se necessario especificar sempre os eventos que
definem os intervalos de tempo. Uma outra caracteristica importante da anélise de sobre-
vivéncia é a presenca de censura nos dados, ou seja, de objetos de estudo que nao foram
concluidos pelo evento de interesse ou falha. Por exemplo, numa producao de celulares,
separamos um lote com 500 aparelhos, e colocando-os em condi¢oes normais e iguais de
uso, observamos o tempo de falha de um determinado componente, ou seja, o tempo até
que ele pare de funcionar. Percebe-se que o tempo de sobrevivéncia destes componentes
estd sujeito a variacoes aleatorias. Nao é necessério esperar que todos os celulares tenham
apresentado defeito no referido componente, e neste caso, um tipo de censura acontece,
sendo formada exatamente por esses aparelhos nao observados. Desse modo, vale ressaltar
que a censura ocorre, pois nem sempre é possivel esperar até que o evento em questao
aconteca com todos os individuos da pesquisa.

A anadlise de sobrevivéncia é bastante utilizada atualmente em diversas areas como nas
ciéncias da saide, na industria, educagao, engenharias e muitas outras. Do ponto de vista
estatistico, qualquer das aplicacoes possiveis para a andlise de sobrevivéncia podem ser
tratados com as mesmas ferramentas.

Segundo [4], "a anélise estatistica de sobrevivéncia é um método estatistico usado para
andlise de dados de sobrevivéncia derivados de estudos de laboratoérios, ou seja, ela estuda,
por exemplo, o tempo em que um individuo sobrevive a um determinado tratamento".
Esses métodos também podem ser utilizados na industria, onde recebe o nome de Teoria
da Confiabilidade. O que importa na andlise de sobrevivéncia é indicar o tempo entre
falhas. Aqui, chamaremos de tempo de sobrevivéncia ao periodo até a ocorréncia de um
determinado evento, que pode ser a morte de um paciente apds o inicio de um deter-
mindo tratamento. Falha serd a ocorréncia do evento, como por exemplo, a quebra do
equipamento eletrénico.

Nesse contexto, a obtencao de uma nova distribuicao de probabilidade se faz, entre
outros motivos, pela necessidade de se ter uma maneira de especificar como é a distribuicao
do tempo de vida em uma populacao de medidas. Dessa forma, segue um panorama de
como serd a organizacao deste trabalho.

O Capitulo 1 traz os conceitos principais sobre probabilidade, como fené6menos deter-
ministicos e aleatorios, varidveis discretas e continuas, espago amostral, eventos e o modelo

equiprovavel para um experimento aleatério, onde mostramos que cada variavel possui a



mesma. chance de ocorrer. Ainda no Capitulo 1 introduziremos os conceitos de distribuicao
de probabilidade, funcao densidade de probabilidade, funcao de distribuicao acumulada,
funcao de sobrevivéncia, fun¢ao taxa de falha, esperanca, mediana, moda, variancia, desvio
padrao, momentos e funcao geratriz de momentos. No Capitulo 2 apresentamos a defini¢ao
da fungdo Zeta de Riemann, da distribui¢ao discreta Zeta e da distribuicdo continua de
Weibull, além de apresentar a classe de distribui¢oes Zeta-G proposta em [15].

No Capitulo 3, temos a nova distribuicao Zeta-Weibull. Determinaremos a funcao den-
sidade de probabilidade, a fun¢ao de distribuicdo acumuldada, a funcao de sobrevivéncia e a
funcao taxa de falha. Mostraremos que a fun¢ao densidade de probabilidade da distribuicao
Zeta-Weibull pode ser escrita como uma combinacao linear de densidades Weibull. Tam-
bém encontraremos a funcao quantilica, além de expressdes para os momentos, a funcao
geratriz de momentos, a entropia de Rényi e para a confiabilidade. Utilizaremos o método
da méaxima verossimilhanga para estimar os parametros da distribui¢ao Zeta-Weibull.

No Capitulo 4 traremos um pouco da historia e do ensino de Estatistica e Probabilidade
no Ensino Fundamental e Médio. Abordaremos algumas atividades comentadas com o
intuito de ajudar os professores a dispertar o interesse dos alunos, instigando-os na busca

do conhecimento.



Capitulo 1

Nocoes de Probabilidade

1.1 Conceitos Basicos

Nesta segao vamos apresentar alguns conceitos bésicos sobre probabilidade que nos se-
rao uteis nos proximos capitulos. Inicialmente, vale frisar que na natureza existem dois
tipos de fenomenos: deterministicos e aleatorios. Chamaremos de experimento a qualquer
ensaio ou experiéncia que tem por objetivo entender o comportamento de um fenémeno.
Os fenomenos deterministicos sao aqueles que apresentam sempre os mesmos resultados
independente da quantidade de vezes que o experimento é repetido, ou seja, se o expe-
rimento nao se altera o resultado também nao se altera. Um exemplo de um fenémeno
deterministico é a passagem do estado solido para o estado liquido de uma pedra de gelo
deixada a uma temperatura necessaria para que isso ocorra. Nao importa quantas vezes o
fendmeno seja repetido, o resultado sempre serd o mesmo.

Chamaremos de aleatorios os experimentos que quando repetidos sob as mesmas con-
di¢oes produzirem resultados diferentes, por exemplo, escolher uma lampada entre varias,
de um mesmo lote de fabricagdo, e observar se ela queima ou nao antes de 1000 horas de
uso. Arremessar um dado nao viciado e identificar o nimero que cai para cima, lancar um
moeda nao viciada e verificar se sai cara ou coroa, retirar uma carta do baralho e anotar
a figura, ou ainda registrar a produc¢ao, em quantidade de frutos, de cada pé de laranja
em uma lavoura, com as mesmas condicoes de temperatura, pressao, umidade e solo, sao
outros exemplos de experimentos aleatorios.

Os resultados dos experimentos aleatorios mencionados acima, embora paregam aciden-
tais, tedem a um resultado com pouca variacao a medida em que o experimento é repetido
um namero grande de vezes. Essa afirmacao pode ser facilmente traduzido pela chamada
Lei dos Grandes Numeros, onde diz que a média aritmética de todos os valores observados
em um experimento converge, em certo sentido, para um valor esperado dessas observacoes
quando a quantidade de observagoes tende ao infinito. O valor esperado mencionado aqui

diz respeito & Esperanca matematica que serd definida mais adiante. Uma leitura mais



aprofundada sobre a Lei dos Grandes Numeros pode ser encontrada em [7]. O que se pode
destacar aqui é que essa regularidade da qual nos referimos é muito importante na cons-
trucao de modelos matemaéticos eficientes que traduzam o mais fidedignamente possivel, o
comportamento do fenémeno, possibilitando assim, que previsoes sejam feitas.
Chamamos de varidvel um elemento representante do conjunto de todos os resultados
possiveis de um fenémeno, podendo indicar uma, qualidade ou uma quantidade atribuida
aos elementos deste conjunto. Se um dos pés de laranja do exemplo anterior tem 32 frutas,
a quantidade de frutos é a variavel atribuida a esse pé de laranja. Se a varidvel representa
um atributo do objeto de estudo chamaremos ela de varidvel qualitativa, e se ela indica
uma caracteristica que pode ser indicada através de uma medida, entdao a chamaremos de
varidvel quantitativa. As varidveis qualitativas podem ser divididas em nominal e ordinal,
que podem ser caracterizadas por nao existir ordenacao entre as categorias de dados e
por existir ordenacao, respectivamente. J& as varidveis quantitativas sdo divididas em
cotinuas, quando os dados sdo caracterizados por assumirem quaisquer valores em um escala
continua, ou seja, na reta real, e discretas, que podem assumir apenas um niamero finito
ou infinito contéavel de valores, ou seja, assumir apenas valores inteiros. Neste trabalho,
iremos nos ater as varidveis quantitativas continuas ou simplesmente continuas. Vejamos

entao outras definicoes necessarias.

Definigao 1.1. Chamaremos de espag¢o amostral 0 ao conjunto de todos os resultados

possiveis em uma experiéncia aleatoria.

Vejamos alguns exemplos:

a) No langamento de uma moeda honesta, 2 = {cara, coroa};
b) No langamento de um dado, Q = {1,2,3,4,5,6};
¢) Na contagem de laranjas, Q = {n € Z/n > 0};

d) Na retirada de uma carta do baralho, 2 = {as 52 cartas do baralho}.

Definicao 1.2. Um subconjunto qualquer do espagco amostral serd chamado de evento.

Se um evento possui apenas um elemento serd chamado de evento simples ou evento
unitario. Caso possua mais de um elemento serd chamado evento composto. Usaremos as
letras maitsculas do alfabeto para representar um evento. Note que no lancamento de uma
moeda, os eventos sdo quatro: {cara }, {coroa}, {cara,coroa}= Q e {@}. E perfeitamente
aceitavel imaginar que no langamento de uma moeda saia cara, por exemplo. Mas é dificil
imaginar que em um tnico lancamento saia cara e coroa ao mesmo tempo. Chamaremos
de evento certo ao evento que contém todos os resultados possiveis do experimento. No

lan¢amento de um dado, o evento A = {1,2,3,4,5,6} é um evento certo. Se um evento é



impossivel de acontecer em um experimento aleatério, como por exemplo, sair cara e coroa

a0 mesmo tempo em um unico lancamento da moeda, o chamaremos de evento impossivel.

Definicao 1.3. Uma varidvel aleatdria é uma fun¢ao X : 0 — R que associa a cada evento

do espago amostral @ um nimero real.

Vamos relacionar a cada variavel aleatoria um ntimero que chamaremos de probabilidade

e que indicard a confiabilidade na ocorréncia da referida variavel.

Definigao 1.4. Uma probabilidade ¢ uma fungio que associa a cada varidvel aleatoria X

um nimero P(X) de modo que 0 < P(X) <1 e P(Q) =1.

Observacao 1.5. Se A e B sdo eventos mutuamente excludentes, ou seja, que nao ocorrem

simultaneamente, entao P(AU B) = P(A) + P(B).

Exemplo 1.6. Lanca-se um dado, com seis faces numeradas de um a seis, e ao observar
a face voltada para cima, temos que o espago amostral é dado por Q = {1,2,3,4,5,6} e
que hd 64 eventos dos quais podemos destacar: &, A; = {1}, Ay = {2}, A3 = {3}, A4 =
{4}, A5 = {5}, Ag = {6} ¢ Q. E fato que todos os outros eventos, com duas ou mais faces
ocorrendo em um unico lancamento, sao impossiveis de acontecer, assim como o pProprio

. Nessas condigoes, uma probabilidade que pode ser definida é:

P(Q) - 07 P(Al) - 071; P(AQ) - 071; P(A3) - 072; P(A4) - 0737 P(A5) - 0717

Observe que o modelo atende a Defini¢do 1.4 e¢ a Observagdo 1.5.

O que procuramos em um modelo probabilistico é que ele traduza nossa confianca
na ocorréncia de um evento, o que nos parece logico quando em um experimento todos os
eventos possiveis tenham a mesma chance de ocorrer. No exemplo 1.6, seria mais adequado
se o dado tivesse sido lancado um grande nimero de vezes e obtido 10% dos resultados
para P(Ay), P(A2), P(As), 20% para P(As), P(Ag) e 30% para P(Ay).

Se, em um experimento aleatério, os n elementos no espaco amostral tem a mesma
chance de ocorrer, dizemos que o modelo é equiprovdvel. No exemplo 1.6, para que o
modelo seja equiprovavel, a probabilidade de cada face acontecer deve ser exatamente
igual a —. Isso ocorrendo, nosso modelo satisfaz a Definicao 1.4 e a Observagao 1.5.

Em um modelo equiprovavel com n elementos no espago amostral, a probabilidade de
cada um deles ¢ dada por % De fato, atende a Definicao 1.4 e a Observacao 1.5, uma vez
que, se Q = {A1,As,..., A} e P(A1) = P(A2) = ... = P(4,,)) = E, da Observacao 1.5

temos que



1 = P(Q)=P{A1, A, ..., As})
= P(AJUAU..UA,)
= P(A) + P(4) + ...+ P(4,)
= E4+E+..+FE=nkF

e portanto,

E=-.
n

Caso um evento X qualquer, seja formado por k elementos, onde k < n, entao

Assim, a probabilidade de um evento é a razao entre o nimero de casos favoraveis ao
evento e o nimero de casos possives. Foi esse o modelo adotado por varios matematicos
como o italiano Jerénimo Cardano (1501-1576), e os francéses Blaise Pascal (1623-1662) e
Pierre Simon Laplace (1749-1827), segundo [11].

O que acontece na pratica é que nem sempre é possivel determinar, pela defini¢ao acima,
a probabilidade da ocorréncia de um evento. Qual a probabilidade de uma mulher de 30
anos fumante desenvolver cancer de pulmao, sabendo que ela reside em Camagcari/BA?
Para responder a esta pergunta o que pode ser feito é observar com que frequéncia esse fato
ocorre. A partir de um grande ntiimero de observagdes podemos obter uma boa estimativa
da probabilidade de ocorréncia desse tipo de evento. Assim, a frequéncia relativa de um
evento X, denotada aqui por F,(X), é definida como a razao entre o niamero de vezes que
o evento X ocorre pela quantidade de observacoes feitas do experimento.

A seguir, temos a defini¢ao frequencista de probabilidade.

Definicao 1.7. Seja A um experimento qualquer e X um evento do espag¢o amostral as-
sociado ao experimento A. Se o experimento € repetido n wvezes, entao a probabilidade do

evento X ¢é definida como

P(X) = lim F.(X)

n— o0

1.2 Distribuicoes de Probabilidade

Uma distribuicao de probabilidade é um modelo matemético que relaciona um certo
valor da varidvel em estudo com a sua probabilidade de ocorréncia. Hé, logicamente, dois
tipos de distribuicao de probabilidade: As distribuicoes discretas, quando a variavel que

estd sendo medida é discreta, e as distribui¢oes continuas, quando a variavel que esté



sendo medida é expressa em uma escala continua. Algumas das distribui¢oes discretas
mais conhecidas sdo a de Bernoulli, a Binomial, a Geométrica e a Poisson. As principais
distribuicoes continuas sao a Uniforme, a Exponencial, a Normal, a Gama e a. Weibull.
Dada uma varidvel aleatéria discreta X, que pode assumir qualquer valor no conjunto
{X1,Xo,..., Xy}, com k € N, e suas respectivas probabilidades P, Py, ..., P, satisfazendo
a Defini¢ao 1.4 e a Observacao 1.5, em que Py + P, + ...+ P, = 1, entdo, dizemos que esté
definida uma distribuicao de probabilidade discreta para a varidvel X. O conceito de funcao
de probabilidade ou funcao massa de probabilidade para uma variavel aleatéria discreta
é analogo ao conceito de fun¢ao densidade de probabilidade para varidveis continuas. No
caso da funcdo massa de probabilidade, ela associa a cada possivel ocorréncia de uma

variavel aleatoria discreta uma probabilidade compreendida entre 0 e 1 inclusive.

Definigao 1.8. Se ) ¢ o espago amostral de uma varidvel aleatoria discreta, entdo f :

Q — R € sua fungdo massa de probabilidade, em que

e 0< f(x) <1

De maneira andloga podemos definir uma distribui¢do de probabilidades para o caso
em que a variavel aleatéria X é continua, ou seja, quando os valores assumidos pela va-
ridvel estao dentro de um intervalo real. Vamos abordar melhor essa situacao no proximo
exemplo.

Considere o comprimento de um tubo circular utilizado na fabricacao de descargas de
um determinado modelo de veiculo, de maneira que uma andlise anterior feita no equipa-
mento que corta o tubo identificou que os tamanhos deles variam entre 60 e 65 centimetros.
Suponha que escolhemos, ao acaso, um dos tubos fabricados em um determinado dia, e
que, com o auxilio de um fita métrica, possamos medir o seu comprimento. Vamos denotar
por X a variavel aleatoria que representa o comprimento da peca. E fato que, apesar da
variavel X poder assumir qualquer valor entre 60 e 65 centimetros, o equipamento que
escolhemos para medi-lo pode nao ser tao eficaz, fazendo facilmente com que um tubo com
62,2576 c¢m seja medido por 62,26 ¢m. Suponha entao que dispomos de um instrumento
capaz de medir os comprimentos dos tubos sem aproximagoes. Dessa maneira, é bastante
coerente pensar que o comprimento dos tubos podem assumir qualquer valor real entre 60
e 65 centimetros. Nessa perpectiva, podemos pensar em como definir uma, distribuicao de
probabilidades para essa variavel continua, sendo que, atribuir uma probabilidade a cada
ponto do intervalo se faz impossivel, uma vez que estamos tratando de infinitos nameros
reais dentro do intervalo.

Observe que, na situagao descrita acima, se atribuirmos a cada ponto do intervalo uma

probabilidade maior que zero, a soma dessas probabilidades serad igual a infinito, o que



contradiz a Definicao 1.4. De uma maneira geral, em casos como esse, atribui-se valores
para a variavel aleatoéria dentro de um intervalo ao invés de considerar um tnico valor
na atribuicao de probabilidades. Dessa forma, supondo que cada comprimento dentro do
intervalo [60;65] tem igual probabilidade de ocorrer, se dividirmos o espaco amostral em
cinco intervalos de comprimento 1, por exemplo, é bastante razoavel que cada um desses
intervalos tenha uma probabilidade de ocorrer de = o que satisfaz claramente a Definicao
1.4. Se dividirmos o intervalo [60;65] em n intervalos de amplitudes iguais, igualmente es-
pacados, e com probabilidades iguais a —, também continuaremos satisfazendo a Defini¢ao
1.4. Aumentando cada vez mais o nﬁmg“o de intervalos, fazendo-os tender a infinito, uma
distribuicao de probabilidades continua serd definida pela area abaixo de uma funcao que

chamaremos de densidade de probabilidade.

Definicao 1.9. Dizemos que f(z) é uma fungao densidade de probabilidade (fdp) para

uma varidvel aleatdria continua X, se satisfaz duas condigoes:

i) f(x) >0, para todo x € (—o0, +00);

+oo
ii) A drea definida por f(x) € igual a 1, ou seja, flz)dx =1.

Dada uma fungao f(x) que satisfaca as condigoes da defini¢do acima, entao, para o

caso em que a < b, temos

b
Pla<x <)) :/ f(x)dx.

Conforme Farias em [2], uma observacao importante que resulta da interpretagao ge-
ométrica de probabilidade como area sob a curva de densidade de probabilidade é que,
sendo X uma variavel aleatoria continua, entdao a probabilidade do evento {X = a} é igual
a zero. Isso por que o evento {X = a} corresponde a um segmento de reta, o qual tem

area nula.

Definicao 1.10. A funcio de distribuicio acumulada (fda) para wma varidvel aleatoria
continua X € definida por

Fz)=P(X <z), zeR

Proposigao 1.11. Se X ¢ uma varidvel aleatdria, sua funcao de distribuicao acumulada

F(x) satisfaz as sequintes propriedades:
i) 0<F(z)<1;
i) J:Er-il—loo F(z) =1;

iii) ll)r_n F(z)=0;

iv) z <y= F(z) < F(y);



v) a <b= F(b) — F(a) = P(a <z <b).

Existe uma estreita relacao entre a funcao densidade de probabilidade e a funcado de
distribuicao acumulada. Geometricamente, para qualquer real z, a area sob a curva da
fdp entre —oco e x, é exatamente igual ao valor da func¢ao fda no ponto z. Utilizando a
linguagem do célculo, podemos dizer que essa relacao é resultante do Teorema Fundamental
do Célculo (TFC), onde, por defini¢ao

Fz)=P(X <z) = /I f(u) du.

Portanto, pelo TFC
d
= —F(2). 1.1
f@) = T F() (11)

Dessa forma, é importante ressaltar que, para especificar a funcao de distribuicao acu-
mulada de uma, varidvel aleatéria continua é suficiente conhecer sua funcao de densidade,

e vice-versa.

Definicao 1.12. A fung¢ao quantilica de uma varidvel aleatdria continua X € definida por

Q(z) = F~}(x), (1.2)
onde F ¢ sua funcgao de distribuicao acumulada.

Definicao 1.13. Dada uma varidvel aleatoria continua X, definimos a esperanca de X,

ou média de X, ou ainda o valor esperado de X, por

+o00o
E(X) :/ xf(x)dz.

—00

De uma maneira sucinta, podemos dizer que o valor esperado de uma variavel aleatoria
continua nada mais é do que a média que se espera obter de um experimento que é repetido
véarias vezes. A esperanca de uma varidvel aleatéria X, também denomindada de a média
de X, é um valor tinico, representativo dos valores de X, e é conhecida em estatistica como
uma medida de tendéncia central, ou seja, uma medida que tende a estar no meio dos

valores observados.Vejamos um exemplo.

Exemplo 1.14. Seja a fung¢ao densidade de probabilidade de uma varidvel aleatoria con-

tinua X dada por

1
5.%', para 0 < x < 2;

0, caso contrdrio.
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Entao,
2

8 _0_14
, 6 6

2 2
E[X]:/ x-lxdx:/ ledx:le
o 2 0 2 6

Proposigao 1.15. Seja X uma varidvel aleatoria e k uma constante, tem-se
(i) E[k] =k;

(ii) P[X £ k] = E[X] £k;

(iii) Elk-X]=k- E[X];

(iv) Se Xy, Xo,...,X,, sao n varidveis aleatorias tais que E[X;] existe parai=1,2,...,n,
entao
E[X1+Xo+ ...+ Xp] = E[X1] + E[Xp] + ... + E[X,].

Demonstragao. Utilizando propriedades de integral e a Definicao 1.9, temos que

Bk = /+°O kf(z) do = /+°° (@) do = k.

—00 —00

EX +k] = / (x+k)f(z)dz

- /+Ooxf(x) dz i/m kf(x)dx

—00 —00
+o0

= E[X]:I:k:/ f(x)dx

—00

= E[X]+k.

—+00

E[k-X]:/+Ookxf(x)dx:k-/ zf(z)dx = k- E[X].

— 00

+oo
E[X)+ Xo+...+ X,] :/ (r1+ 22+ ...+ xy) f(x)de

—00
+o0

_ / 21 f(2) + 22 f (2) + . .. + 20 f(2)] da

— 00

= /+Oox1f(x)dx+/+Oox2f(x)dm+...+/+Oomnf(x)dac

—00 — 00 —00

— E[X)]+ E[Xo] + ...+ E[X,].
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Embora a média ou esperanca de uma varidvel aleatoria X seja a mais usada, outras
duas medidas importantes em estatistica, conhecidas também como medidas de tendéncia
central, sao a Mediana e a Moda.

A Mediana(Md) é o valor que "divide"o conjunto de dados em dois grupos satisfazendo

a seguinte propriedade
P(z>Md) > 0,5 e P(x <Md) > 0,5.

Para o caso de uma distribuicao continua, a Mediana corresponde a uma ordenada que
separa a curva de densidade em duas partes, cada uma delas com area igual a %

A Moda(Mo) é o valor maximo registrado, ou seja, o valor que tem maior probabilidade
de ocorréncia. Em linguagem matematica temos que f(Mo) = mdz f(x). Pode acontecer
de dois, trés ou mais valores terem probabilidades méximas de ocorrer em determinado
evento. Nesses casos, dizemos que a distribuicdo é bimodal, trimodal ou multimodal,
respectivamente.

As medidas de tendéncia central ou de posi¢ao (ou ainda de localiza¢ao) nos omitem as
informacoes sobre a homogeneidade do conjunto de dados. Essas medidas tem por objetivo
trazer um valor que represente todo o grupo sem, no entanto, levar em consideragao o
quanto esses dados estao ou nao proximos um do outro ou da prépria média. As medidas
que nos dao uma nogao de o quanto o nosso grupo de dados se distancia da média, ou seja,
o quanto o conjunto de dados é homogéneo, sao chamadas medidas de dispersao. Sao elas:
Variancia (¢%) e Desvio Padrao (o).

Para entendermos melhor como essas medidas sao importantes, vamos supor que a
varidvel aleatoria continua X representa o tempo de duragao de pilhas de relégios que
estao sendo entregues por um fabricante e que F(X) = 2000 horas. Pode ser que a maioria
dessas pilhas tenha um tempo de vida compreendido entre 1950 e 2050 horas. Mas pode
ser também que essas pilhas tenham sido fabricadas em lotes diferentes e que a qualidade
em um desses lotes tenha sido superior a do outro, de maneira que metade destas pilhas
tenha duracao de 1200 horas e a outra metade duracao de 2800 horas. Nesse sentido é que

hé a necessidade de uma medida que traduza essa disparidade entre os dados da variavel.

Definic¢ao 1.16. Se X ¢ uma varidvel aleatdria continua, f(x) € sua fungdo densidade de

probabilidade e fazendo p = E(X), entao a varidncia de X ¢ definida por

= [T wiswan

—00

Definicao 1.17. O desvio padrao de uma varidvel aleatéria continua X € dado por

+o0
o= \/ JRCEIers
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Uma propriedade importante serd mostrada a seguir. Ela diz que a variancia pode
ser calculada como a diferenca entre a esperanca do quadrado de X pelo quadrado da

esperanca de X.

Proposicao 1.18. A wvaridncia de uma varidvel aleatoria continua X € dada por

o? = B(X?) - [E(X)]?.

Demonstracao.

Aplicando propriedades da integral, temos

+oo +o0o +o0o +0o0
/ (m2—2,ux+,u2)f(x)dx:/ fo(x)dx—Zu/ xf(a:)dx—{—,uQ/ f(x)dx.
Logo, usando a Definicao 1.13, temos
o2 = /+oog;2f(x) dx — 2,u/+ooxf(x) dx + M2/+Oof(x) dz
= BX®)) —2u-p+p?-1
= B(X?)—2u° +
= B(X?) -4’
— B(X?) - [B(X)?
Portanto
o? = B(X?) — [B(X))% (1.3)

1.3 Funcao de Sobrevivéncia

O tempo entre uma observagao inicial e a ocorréncia de um evento (ou falha) é chamado
de sobrevivéncia. Chamaremos de fungao de sobrevivéncia S(x) a probabilidade de que o
individuo ou componente possua tempo de vida maior do que z, ou seja, a probabilidade de
que, ap6s passado um tempo z, ele tenha sobrevivido ao evento de interesse. Importante
ressaltar que a sobrevivéncia tem um amplo campo de aplicacoes, nao s6 na area da saude
ou industria, como também na educacao, comércio entre outras. Podemos utiliza-la por
exemplo para estudar o tempo entre a soltura de um preso e sua reincidéncia no mundo

do crime. Como vimos na Defini¢ao 1.10, a funcao de distribuicao acumulada é dada por
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F(z) = P(X < ), ou seja, ela é a probabilidade de que o evento acontega até o tempo x,

o que nos leva a concluir que

Sx)=P(X>z)=1-P(X <z)=1-F(z). (1.4)

Importante lembrar que o tempo de sobrevivéncia é uma variavel aleatéria positiva e,

em geral, continua

1.4 Funcao Taxa de Falha

A fungdo taxa de falha h(x) é definida como a probabilidade de que um evento de
interesse aconteca em um intervalo curto de tempo, dado que ele nao ocorreu até o inicio

do intervalo.

Definicao 1.19. A taza de falha no intervalo [x,x + Ax] é definida como a probabilidade
de que a falha ocorra meste intervalo, dado que nao ocorreu antes de x, dividido pelo

comprimento do intervalo.

Teorema 1.20. A fun¢io taza de falha h(x) de uma varidvel aleatoria continua X ¢ dada

por
mngga

(1.5)

Demonstragao. A probabilidade de que uma falha ocorra em um intervalo de tempo [z, x +

Azx] pode ser expressa em termos da funcao sobrevivéncia como

Pr<X<z+Az] = P[X<z+Az]-P[X <1
= 1-PX>z+Az)]—-[1-P(X > )
= P(X>z)—P(X >z+ Ax)
= S(z) — S(z+ Az).

Utilizando a definigdo de probabilidade condicional, encontrada em [11], pagina 158, e a

Definigao 1.19, temos

Pr<X<z+Azx|X >z  Plr<X <+ Az] S(z) — S(x + Ax)

T+ Ar—z  (r+ Az —2)P[X >a] (Az) S(z)

Assim, a taxa instantinea de falha em um tempo x serd dada por

< < _
h(z) = lim P[x_X_w+Ax\X>x]: lim S(x) — S(x + Ax)

Az—0+ Ax Az—0+ (Az) S(z)

quando Az tender a zero. Usando a Equagao (1.4), temos que
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 Az—0+ Ax S(x) -~ S(z) Az—ot Ax '

Pela definicao de derivada, o limite na equacgao acima é a derivada da funcao de distribuicao

acumulada no ponto z. Portanto, usando (1.1), obtemos

h(z) = gig

1.5 Momentos

De suma importancia em estatistica, os momentos caracterizam as distribuicoes de
probabilidade. Como veremos, cada momento fornece uma informacao diferente sobre os
dados em estudo. Estes momentos diferem pela ordem, podendo ser de 1%, 2%, 3% etc. A

seguir, definimos momentos de ordem n.

Definicao 1.21. Para toda varidvel aleatoria continua X e qualquer inteiro positivo n,
a esperanca E(X™) é denominado n-ésimo momento de X, ou momento de ordem n.

Portanto, usando a Defini¢ao 1.13, temos que

+oo

o= B = [ o f ) da, (1.6)

onde f(x) € uma fungio densidade de probabilidade.

O momento de 1? ordem sera dado por

=B = [ af(@s

ou seja, o primeiro momento mede o valor médio dos dados.

1.6 Funcao Geratriz de Momentos

A fungao que definiremos a seguir recebe o nome de fungao geratriz de momentos, pois

utilizando-a, podemos encontrar, caso exista, qualquer momento da variavel aleatéria X.

Definigao 1.22. Seja X uma varidvel aleatdria continua. A func¢do geratriz de momentos

My (t), com t € R ¢ definida como



onde, pela Defini¢ao 1.13, obtemos

Mx(t) = /+OO X f(x) da (1.7)

—00

Para calcularmos o n-ésimo momento de uma variavel aleatéria X, é necessario que a
funcao esteja definida em uma vizinhanca do ponto zero, pois os momentos serao obtidos
através de sucessivas diferenciacoes no ponto zero, ou seja, a partir da funcao geratriz de
momentos de uma variavel aleatoria X, podemos encontrar o n-ésimo momento calculando,
caso exista, a n-ésima derivada da func¢ao no ponto t = 0.

De fato, seja MY (t) a n-ésima derivada de Mx(t),

My (t) = [%E (etx)} :

Utilizando propriedades de Céalculo e a Definicao 1.13, a expressao acima reduz-se a
dn —+00
O
dtm J_ o

_ /+oo 4 X f(2)da

—€
. dtn

+o0
= / XX f(z)dx

o0

= B[X" ).
Fazendo t = 0 na equacao acima, obtemos
ME(0) = E[X" "] = B[X"],

e portanto

My (0) = E[X];
M3(0) = E [X?];
M5 (0) = B [X7];

M (0) = E[X"],
caso existam as derivadas.
Uma outra maneira de deduzir os n-ésimos momentos de uma variavel aleatoria X, é
aplicar a Definicao 1.22.

Usando a expansdo em série da funcio exponencial eX, temos

X tX)?  (tX)3 (txX)" - X
X =14+tX+ TR TR " +..._ZO e
n—
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Aplicando a esperanca em ambos os lados da igualdade acima, e usando a Defini¢ao

1.22, chegamos a

S
!
0 n:

= E[1+tX+

Mx(t)=E[e™*] = E

2! * 3! o n!

_ 1+E[tX]+E[ﬁ} +E[(tX)T +,,_+E[w} N

21 3! n!
E[X? E[X3 E[X™
2 [ ]+t3 [ ]+...+tng+...

2! 3! n!

(X2 XX ]

= 14+tE[X]+

Como Mx(t) é uma funcdo de variavel ¢, podemos tomar a derivada de Mx(t) em

relacao a t, supondo que o lado direito possa ser escrito como a soma infinita das respectivas

derivadas.
E[X?] E[X3] 1 E[X"]
My (t) = 0+ E[X]+2t 3¢t R L
x(®) FEX U S et T
E[X3] 1 E[X"]
= EX|+tE X +2———+.. . +t"!
[(X]+tE[X*] + o1 +...+ (n—l)!+
Fazendo t = 0, temos
E[X3 E[X™
M (0) = E[X] + 0E[X?] +02[—] +...+0”—1¥ +...,
2! (n—1)!
portanto
M (0) = B [X].
Derivando mais uma vez a fungao geratriz de momentos, temos
E[X3] _, B[X"]
M%(t) = E[X? +2t——— + ... — I
portanto
M%(t) = E[X?] +tE[X3] + ... + " ?B[X"] +....
Fazendo t = 0,
M%(0) = BE[X?] +0E[X?] +... + 0" ?E[X"] + ...,
portanto

MZ(0) = E[X?].

17



Seguindo com as derivacoes e raciocinio analogo, obtemos

M3(0) = E[X3], M%(0)=E[X"], ... M%(0)=E[X"].

1.7 Entropia de Rényi

A entropia é a medida de variacdo ou incerteza de uma variavel aleatoria X. A ideia
associada a entropia é a de que, quanto mais incerto é o resultado de um experimento
aleatdrio, maior serd a informacgao obtida ao observar a sua ocorréncia. Uma medida de
entropia muito conhecida é a entropia de Rényi(1921-1970). Alfréd Rényi foi um mate-
méatico hungaro que trabalhou nas dreas de combinatoéria, teoria dos grafos, teoria dos
numeros e teoria das probabilidades.

A entropia de Rényi de uma, varidvel aleatoria X com funcao densidade de probabilidade

1 ! g </0°° £(z) dx) , (1.8)

dada por f(z), é definida como

Ir(y) =

comy>0e~y#L1.
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Capitulo 2

Distribuicao Weibull e a Classe
Zeta-G

Como dito anteriormente, o presente trabalho propoe uma nova distribuigao continua,
composicao da distribuicao discreta Zeta com a distribuicao continua Weibull. Distribui-
¢oes generalizadas tém sido amplamente estudadas ao longo dos tltimos anos, buscando
métodos para modelagem do tempo de duracao de componentes ou tempo de vida de indi-
viduos. Esse fato é justificado, muitas vezes, em funcao das distribuicoes existentes nao se
ajustarem de modo satisfatorio ao conjunto de dados reais em estudo. Nao se encontra na
literatura composicoes de distribuicoes Zeta, porém, com a nova classe Zeta-G proposta
por Paixao(2014), abre-se a possibilidade de estudos de novas distribuigoes geradas a partir
da Zeta, que origina-se da funcao Zeta de Riemann.

Georg Friedrich Bernhard Riemann, nasceu em 1826, numa aldeia de Hanover, Ale-
manha. Filho de um pastor luterano, estudou na Universidade de Berlim e depois na
de Gottingen, obtendo seu doutorado nesta dltima instituicdo com uma brilhante tese no
campo da teoria das func¢oes complexas. Nessa tese, encontram-se as chamadas equacoes
diferenciais de Cauchy-Riemann que garantem a analiticidade de uma fun¢ao de varidvel
complexa, e o produtivo conceito de superficie de Riemann, que introduz consideracoes
topologicas na anélise. Riemann tornou claro o conceito de integrabilidade pela defini¢ao
do que chamamos agora integral de Riemann/[5], pagina 614. Riemann faleceu em 1866, no

norte da Italia, vitima da tuberculose.

Definicao 2.1. A Func¢ao Zeta de Riemann € definida pela soma

ou seja,

(=3 — (2.1)



onde s > 1 € um numero complezo da forma s = a + bi, com a,b € R e i é a unidade

imagindria dos nimeros complezos tal que i*> = —1.

Por volta de 1859, Riemann conjecturou que todos os zeros da fungao Zeta tem sua

1
parte real a = 5" Em 1914, Sir Godfrey Harold Hardy (1877-1947), um inglés especialista

. . . 1
em teoria dos nimeros, conseguiu provar que ((s) tem uma infinidade de zeros para a = 3

[5], pagina 614. A Figura 2.1 mostra o grafico da funcao Zeta de Riemann.

Figura 2.1: Grafico da fungao Zeta de Riemann

Conforme [13] "a fun¢do Zeta de Riemann desempenha papel importante em varias
areas da pesquisa moderna. Na Fisica Teodrica aparece em problemas de regularizacao de
determinantes infinitos que surgem em Teoria de Campos; e, também em alguns trabalhos
teoricos sobre o importante fendémeno da supercondutividade. Muito importante para o
estudo dos numeros primos, a funcao Zeta ocupa amplo espaco em qualquer texto sobre
a Teoria dos Numeros. Sua relacdo com outras funcoes especiais também lhe reserva uma
posicao importante na Teoria das Funcgoes".

Uma distribuicao Zeta de uma variavel aleatoria discreta seré representada a seguir por

sua funcao massa de probabilidade, ou simplesmente funcao de probabilidade.

Definicao 2.2. Dizemos que uma varidvel aleatoria discreta X tem uma distribuicao Zeta

com pardmetro o, se sua funcao massa de probabilidade é dada por

P(k) = %

onde ((s) ¢ dada na Equagao (2.1), e v > 1.

k=1,2,...,

A distribuigdo Zeta deve seu nome a funcdo Zeta de Riemann, porém, foi George
Kingsley Zipf (1902-1950), quem a popularizou. Conforme [18], embora a distribuicdo
Zeta tenha sido primeiramente usada por Vilfredo Pareto (1848-1923), cientista politico,

sociologo e economista italiano, para descrever a distribuicdo dos rendimentos das familias
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de um determinado pais, foi Zipf quem aplicou a distribuicdo Zeta em uma ampla variedade
de problemas em diferentes areas.

A funcao de probabilidade Zeta ou Zipf ¢ um exemplo de uma distribuicao de cauda
pesada cuja importancia cresceu bastante desde meados dos anos 1990. Distribuicoes de
cauda pesada sao caracterizadas por ter uma probabilidade de ocorréncia muito baixa no
fim da cauda, ou seja, uma distribui¢do onde os dados sao classificados de forma decres-
cente. As aplicacoes desta funcdo de probabilidade incluem: nimero de consumidores
afetados por um blackout, tamanhos de arquivos solicitados em transferéncia via Web e

atraso de pacotes na internet.

2.1 Distribuicao de Weibull

Ernst Hjalmar Waloddi Weibull (1887-1979) ficou famoso pelo seu brilhante trabalho
na area de fadiga de materiais, sendo seu modelo estatistico um dos mais populares no
mundo. Seu modelo também é bastante utilizado em areas de satide para obtencao de
respostas sobre dados de vida e em previsoes do tempo por ter representagoes gréficas

bastante simples.

Definicao 2.3. A funcao de distribuicao acumulada da distribuicao Weibull ¢ dada por
Glz)=1— e P, (2.2)

onde o > 0 € o pardmetro de forma e 5> 0 € o pardmetro de escala.

Um parametro de forma indica a forma da curva e, consequentemente, a caracteristica
das falhas. O parametro de escala define como seus dados estao propagados. Um valor
maior da escala amplia a sua distribuicdo, enquanto um valor de escala menor reduz a sua

distribuicao de dados.

Definigao 2.4. A func¢ao densidade de probabilidade da distribui¢cao Weibull é dada por

g(z) = afate P27, (2.3)
De fato, derivando (2.2) temos
d d —pBz —px a—1 a—1 _—Bz™
9(@) = —G@) = ——(1— ™) =0— e (—apz®!) = afz®" e 7.

De acordo com o levantamento feito por Santos(2012) em [16], muitas classes de dis-
tribui¢oes baseadas na distribuicdo Weibull foram propostas nos tltimos anos, tais como
as distribuicoes Weibull exponencializada, Weibull estendida, Weibull modificada, Weibull
estendida flexivel, beta Weibull, Weibull modificada generalizada, entre outras. A distri-

buicao Weibull é muito utilizada para a modelagem de dados de confiabilidade, podendo
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modelar dados assimétricos ou simétricos. Dizemos que uma distribuicao é assimétrica
quando ela nao se apresenta simétrica em relacao ao seu maximo, ou seja, quando uma
das caudas é mais longa que a outra. Se a cauda for mais longa & direita, dizemos que a
distribuicao é assimétrica a direita ou positiva. Caso contrério, dizemos que a distribuicao
é assimétrica a esqueda ou negativa.

Uma outra caracteristica da distribui¢ao Weibull diz respeito a sua funcao de falha. A
curva da funcao de falha da distribuicao Weibull ndo apresenta a forma de banheira, o que
a torna deficiente para caracterizar alguns conjuntos de dados. Na esperanca de obtermos
a forma de banheira é que a compomos com outras distribui¢ées. As curvas da funcao de

falha da distribuicdo Weibull podem ser crescente, decrescente ou constante.

2.2 Classe de Distribuicoes Zeta-G

Paixao[15]| propoe a nova familia de distribuigoes Zeta-G com um parametro adicional
de forma. Assim, podemos dizer que a familia de distribui¢oes Zeta-G pode gerar novas
distribuicoes que, segundo Paixao, tém o papel de governar a assimetria e gerar densidades
com caudas mais pesadas ou mais leves, além de serem tteis em fornecer uma distribuicao
mais flexivel para modelar a fun¢ao taxa de falha.

Nesta secao, definiremos as principais fungoes da distribuicao Zeta-G proposta por Pai-
xao, entre elas, a funcao densidade de probablilidade, a fun¢ao de distribuicao acumulada,

a fungdo quantilica e a fungao geratriz de momentos.

Definigcao 2.5. A funcao densidade de probabilidade da familia Zeta-G € dada por

_ Lisa[l - G@)lg()

o) = =i —ow)]

(2.4)

em que g(x) = %G(aﬂ) e Li(x) é a fungdo polilogaritmica definida pela série de poténcias

+o0o  k

Lis(z) =Y Z— (2.5)
k=1

com |z| <1 e ((s) € a funcao Zeta de Riemann. Se uma varidvel aleatoria X tem uma
densidade (2.4), escrevemos X ~ Zeta—G(7,s), onde T € o vetor de pardmetros associado

a distribui¢ao base G(x).

Definicao 2.6. A funcao de distribuicao acumulada da familia Zeta-G € dada por

Flz) = ' (2.6)

Definicdo 2.7. A fun¢io quantilica da clase Zeta-G dada por ¢ = Q(w,s) = F~1(w, s),
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onde F' € a funcao de distribui¢cao acumulada, € definida como

7= Qw, {Z EV oty — g}, 27)

= (-1 (%
em que ¢j = Z TIL) (j > 0) e os coeficientes f;, sao dados recursivamente por
k=1

fj,n = jil [m(n + 1) - ]] dmfjfm,m

iMQ.

comdy=1ed; ——cllzd] iciv1 (j > 1).

Paixao também deriva uma expressao de forma fechada para a entropia de Rényi,

quando X é uma variavel aleatoria para a classe Zeta-G. Neste caso, a entropia de Rényi

reduz-se a
00 k+z k—i—i k+i .
v - gieiw("T)0(y +74)
) = o loglC(o)] + 1= log LA
v-1 ];k:o% L'(y)5!

« /O @) Gy dm}, (2.8)

o -1 t—1i
com g; = g =D 0 <t> ,onde (v)e =v(y—1)...(y—t+1) é o fatorial descendente,
i

t!
t=t
k .
e e = ( 012 —k]amek ) com k > 1, ei,ozaéeak:(k‘+1)1*s. 0
m=1
! -
farorial descendente de 7 a t é definido como () = ;= H i.
(v =1) i=y—t+1
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Capitulo 3

A distribuicao Zeta-Weibull

Neste Capitulo, apresentaremos a distribui¢ao Zeta-Weibull, discutindo algumas de
suas propriedades e determinando a funcao densidade de probabilidade, a fun¢ao de dis-
tribuicdo acumulada, expansoes para a fdp e fda, funcao quantilica, momentos, funcao
geratriz de momentos, entropia de Rényi, confiabilidade e estimacao. Apresentaremos
também uma aplicagao da distribuicao Zeta-Weibull ao conjunto de dados reais obtido em
[17].

Seja X uma varidvel aleatéria continua com uma densidade Zeta-Weibull. Entao, es-
crevemos X ~ ZW (s, a, ), em que s denota o parametro da distribuicao Zeta e «, 3 sdo

os parametros da distribuicao Weibull.

Teorema 3.1. Se X ~ ZW (s, v, 3), entdo a funcao densidade de probabilidade da distri-
buicao Zeta-Weibull ¢ dada por

B Lig_1[e P
¢(s) ’

fla) =2 (3.1)

coma>0,8>0,s>1exe|0,+00).
Demonstragao. De fato, substituindo as Equagoes (2.2) e (2.3) em (2.4), temos

_ Lig4[1—(1— e )] aBa e F2"
= (=] 52)

Simplificando,

Lis_1[e P Bzt e F2°
((s)e—Pe
afBx® ' Li,_q[e 7]

¢(s)
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Usando o software Mathematica (versiao 9.0.1.0), verificamos que a fun¢ao densidade

da distribuicao Zeta-Weibull dada acima, satisfaz a Defini¢aol.9.

Teorema 3.2. Se X ~ ZW (s,a, 3), entdo a fungio de distribui¢ao acumulada da distri-

buicao Zeta-Weibull € dada por

C(s) — Lis[e 7]

F(z) = (s) (3.3)
Demonstragao. De fato, substituindo (2.2) e (2.3) na Equacao (2.6), temos
_ G(s) —Lis[1— (1 e )]
e = )
_ s) = Lig[e?]
- ((s) '
O

Os graficos da fungdo densidade de probabilidade da distribuicao Zeta-Weibull que
serdo apresentados aqui foram construidos no software Mathematica(versao 9.0.1.0). Um
grafico de distribui¢ao de probabilidade pode ser utilizado para visualizar e comparar as
formas das curvas de distribuicdo, podendo, entre outas coisas, determinar como a mudanca
de um valor de parametro pode afetar a curva. O grafico na Figura 3.1 representa a funcao
densidade para alguns valores do parametro de forma «, de modo que foram fixados os

valores 8 =0,8 e s = 3.

Densidade da Distribuicdo Zetd/eibull
3-0““\““\““\““\““

25

20

;

Densidade

10 1

Figura 3.1: fdp Zeta-Weibull variando o parametro «
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O parametro « é adimensional e como o proprio nome sugere, tal parametro interfere no
formato da funcao densidade de probabilidade. Quando oo < 1 a fdp apresenta frequéncias
elevadas na parte inicial da vida, sendo estritamente decrescente. Quando o = 1, a curva
da fdp ainda é estritamente decrescente, entretanto, as frequéncias na parte inicial da vida
sao menos elevadas. Para valores de a maiores do que um, notamos que grande parte da
densidade concentra-se ao redor de um determinado tempo de vida.

Densidade da Distribuicdo Zetd/eibull
2.0 \ T I \ \

105/ -

Densidade

05F 7 N i

0.0 L L PR B ol S My e S WY RT I Bl

0.0 05 10 15 2.0 2.5 3.0

Figura 3.2: fdp Zeta-Weibull variando o parametro 3

Densidade da Distribuicdo Zetd/eibull
30 T I \

2.5

2.0r

150

Densidade

-

0.5; / ~\\\: -

Figura 3.3: fdp Zeta-Weibull variando o parametro s

26



Na Figura 3.2 foram fixados os valores a = 1,8 e s = 4, enquanto que o parametro
de escala [ varia. O parametro de escala [ determina a dispersao (ou escala) da curva.
Para o valor de « escolhido, a distribuicao apresenta uma concentragcao ao redor de um
determinado tempo de vida, e, neste caso, o parametro 3 estende ou estreita a curva de
densidade. Para valores de 8 mais préximos de zero, a curva de densidade se estica para a
direita, "diminuindo"sua curtose, que pode ser definida como o grau de "achatamento'"de
uma distribuicdo de frequéncias, medido em relacao a uma distribuicdo normal, ou seja,
o grau de concentracao dos valores dessa distribui¢cao em torno do seu centro. Ja para
valores de 8 cada vez maiores, a curva de densidade se estreita, "aumentando'sua curtose,
ou seja, aumentando a probabilidade ao redor de um tempo de vida..

Na Figura 3.3 foram fixados os valores @« = 4 e § = 0,5, enquanto que o parametro
de forma s varia. Por s ser também um parametro de forma, mais uma vez temos curvas
com alta frequéncia na parte inicial da vida, casos em que s estd se aproximando de 1
pela direita, e curvas com grande densidade ao redor de um determinado tempo de vida,

quando s cresce.

3.1 Fungao de Sobrevivéncia e Fungao Taxa de Falha

No proximo Teorema determinamos a expressao para a funcao de sobrevivéncia da

distribuicao Zeta-Weibull.

Teorema 3.3. Se X ~ ZW (s,a, ), entao a funcao de sobrevivéncia da distribuicio Zeta-

Weibull ¢ dada por
Lig[e ]
S(z) = —F—-—
@) ==

Demonstragao. De fato, substituindo (3.3) em (1.4), temos

(3.4)

((s) = Lis[e™™"]
C(s)

((s) = ¢(s) + Lisle™™"]

((s)

S(x) = 1-

O

O gréfico de uma funcao de sobrevivéncia exibe as probabilidades de sobrevivéncia
para cada valor do tempo. Dessa forma, cada ponto no gréifico representa a proporcao de
sobreviventes em um tempo t e, como esse valor decresce a cada instante, temos que a
funcao de sobrevivéncia é uma funcao nao crescente no tempo, como pode ser observado

nas Figuras 3.4, 3.5 e 3.6. O gréifico na Figura 3.4 tém dois parametros fixos, s = 2 e
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5 = 0,5, enquanto que o parametro de forma « varia. Na Figura 3.5 os parametros fixos
sao s = 3 e a = 1,3, enquanto que o parametro de escala g varia. O grafico da Figura
3.6 assume alguns valores para o parametro de forma s e tém parametros fixos a = 2 e
5=0,1.

Sobrevivéncia da Distribuicdo Zetd/eibull
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Figura 3.4: Sobrevivéncia Zeta-Weibull variando o pardmetro «

Sobrevivéncia da Distribuicdo Zetd/eibull
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Figura 3.5: Sobrevivéncia Zeta-Weibull variando o parametro
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Sobrevivénci:

0.8

0.6

0.2

0.0

Sobrevivéncia da Distribuicdo Zetd/eibull

1.0p—=

=TT

04F

Figura 3.6: Sobrevivéncia Zeta-Weibull variando o parametro s

Teorema 3.4. Se X ~ ZW (s,a, ), entdo a fun¢ao taza de falha da distribuicao Zeta-

Weibull ¢ dada por

h(z) =

fat Lisafe 7] (3.5)

Ligle— "]

Demonstragao. De fato, substituindo as Equagoes (3.1) e (3.4) em (1.5), temos

O

Por tratar da quantidade de risco associada a um evento em um determinado tempo,

a funcao taxa de falha é uma das medidas mais importantes em anélise de sobrevivéncia.

Analisando os graficos da funcao taxa de falha vemos duas situagoes:

(i) fungao crescente - quando a incidéncia de falha nao decresce com o tempo.

(ii) funcdo decrescente - quando a incidéncia de falha nao cresce com o tempo.

Muitas situagoes apresentam funcao de risco dada pela combinacao dessas categorias.

Um modelo importante de grafico de risco que existe sao as curvas em forma de banheira.
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Nessas curvas, a taxa de falha ¢é frequentemente alta inicialmente, baixa no centro e nova-
mente alta no final da vida. Observando uma curva em forma de banheira que descreve

a vida 1til de algum equipamento, podemos dividir sua vida operacional em trés estagios:
(1) "Estéagio de falha inicial" (ocorréncia de falhas precoces),

(2) "Estagio de vida normal" (onde a incidéncia de falhas é relativamente estével no

tempo), e

(3) "Estagio de desgaste" (quando o produto passa a apresentar desgaste acentuado e

falhas passam a ocorrer com maior frequéncia).

O "estagio de falha inicial" aponta para o fato de que um equipamento tem usualmente,
no inicio de sua vida 1til, uma taxa elevada de falhas, devido a problemas de fabricacao,
componentes defeituosos, falha de montagem ou instalagao inadequada. Com o passar do
tempo essas falhas sao corrigidas e os equipamentos entram em um patamar de estabilidade,
ou seja, no "estagio de vida normal". Depois de certo tempo, as falhas comecam a aumentar
devido ao desgaste dos componentes. Este é o "estagio de desgaste".

A funcao taxa de falha da distribuicdo Weibull ndo apresenta curva em forma de ba-
nheira, podendo ser apenas crescente ou decrescente. Apresentaremos a seguir graficos da
funcao taxa de falha da distribuigao Zeta-Weibull, fixando dois dos parametros e variando
o terceiro. Na Figura 3.7 fixamos os parametros s = 4 e § = 0,5 variando «. Note que
o grafico passa a ser crescente quando a = 1,3. Essa mudancga é importante para que a
distribuicao possa ser aplicada a diferentes tipos de conjuntos de dados, de acordo com
suas peculiaridades.

Taxa de falha da Distribuic&o Zetd/eibull
20

Falha

Figura 3.7: Taxa de Falha Zeta-Weibull variando o parametro «
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Taxa de falha da Distribuic&o Zetd&/eibull
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Figura 3.8: Taxa de Falha Zeta-Weibull variando o parametro

Na Figura 3.8 fixamos os parametros s = 3 e a = 1,4. Analisando o grafico percebe-se
que grande parte da densidade de falhas concentra-se ao redor de um determinado tempo
de vida, o que pode ser caracterizado pelo desgaste natural da algum componente do objeto
de estudo. Geralmente esse tipo de falha esté relacionada ao tempo de operagao de algum
equipamento.

Na Figura 3.9 fixamos os parametros @« = 1,5 e § = 0,7, com s variando.

Taxa de falha da Distribuic&o Zetd/eibull
5 T T T T T

Falha
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0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 3.9: Taxa de Falha Zeta-Weibull variando o parametro s
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3.2 Expansao da Fungao Densidade de Probabilidade

No teorema a seguir mostraremos que a fun¢ao densidade de probabilidade da distribui-
cao Zeta-Weibull pode ser escrita como combinacao linear de densidades Weibull. Escrever
a funcao densidade da Zeta-Weibull dessa forma é um resultado importante porque, assim,

ela herdard as propriedades mateméticas da distribuigao Weibull.

Teorema 3.5. A func¢ao densidade de probabilidade da distribuicao Zeta- Weibull é dada
por f(x Zwkg z, o, kp), onde g(x,a, kf3) denota a Distribuicao Weibull com pardme-
k=1

1
tros v e kB e i =

C(s) ks
Demonstragao. De fato, a fdp da distribuicao Zeta-Weibull dada pela Equacao (3.1) é

o) = afBx® ' Lig_1[e P

Substituindo a Equacao (2.5) na expressao acima, obtemos

Donde,

_596

f@) = O‘IZT

B aﬂxaflefkﬁx
N ; O

Multiplicando e dividindo por k a fracao acima, obtemos

B = akBx L e kB
f(x)—k; O

Portanto,

[e.e]
1 o
x) = akfzet e7kB,
) Z C(S) ks ’8
k=1
Comparando a tultima expressao com a fung¢ao (2.3), trocando o parametro § por kS5 e

1
Cs) k=’

fazendo ¢ = a fdp da Zeta-Weibull pode ser escrita como

= trglx, . kB), (3.6)
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ou seja, como uma combinagao linear de densidades Weibull, com parametros a e k5. U

Integrando (3.6), escrevemos a fda da distribuicao Zeta-Weibull como

F(z) =Y Gz, 0, kB). (3.7)

k=1
E possivel também encontrar a fda da distribuicao Zeta-Weibull substituindo as Equa-

¢oes (2.1) e (2.5) na Equacao (3.3), ou seja

k=1 k=1
F(x) = 9
> 1—[6_B$a]k
¢(s)
B 2 [1— (e Bk
- =)

portanto

F(z) = im [1 - e*kﬁx“] . (3.8)
k=1

3.3 Outra representacao para a fdp e fda

Nesta secao encontraremos expansoes para a fdp e fda da distribuicao Zeta-Weibull
utilizando o conceito de distribui¢coes exponencializadas. Esta é uma representacao muito
util, pois ao escrever uma densidade em termos de uma exponencializada pode-se utilizar
suas propriedades.

Se G(z) é uma distribui¢ao qualquer, dizemos que uma variavel aleatoria X tem uma
distribuicao exponencializada, chamada de Exp-G, com parametro ¢t > 0, se sua fdp e fda
sao dadas por

hi(w) = tg(x) Gla)! (3.9)

Hy(z) = G(z), (3.10)

respectivamente. Note que, se t = 1, tem-se a proépia distribuicao base. Muitos resulta-
dos obtidos da Exp-G sao utilizados em diversas classes generalizadas, uma vez que as
expansoes da fdp e fda dessas classes sdo combinacoes da propia Exp-G.

Aplicando a defini¢gdo da fungao polilogaritmica dada na Equagao (2.5) na Equagao
(3.2) abaixo
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Lis_q[1 — (1 — e B aBzot e B2

G e I
temos que
i [1 - (1;_61—ﬁxa)]r aﬂxoﬁl e*ﬁmo‘
_r=1
< O
ou seja,

> _ _ efﬁma r—1 T

onde g(z) é a fdp da distribuicio Weibull dada em (2.3). Aplicando o binémio de Newton

na expressao ac1ma, temos

r—1
R R D IRl

k=0

Dai, reescrevendo (3.11)

_ZZ K1 — e PN g(a) (r—1

a rs1((s) ko)

Na Equacao acmima, fazendo k=%t — 1, temos que 0 < k<r—-1=0<t—-1<r-1=
1 <t <r, ou seja,

oSN (DT e () (r -1
=2 ) -y

=1

Del<r<occel<t<r, temos

logo
1<t<oo e t<r<oo.

Portanto, f(z) pode ser reescrita como

e DN e ) () (-1
D e ()

r=t t=1

Substituindo a Equacao (2.2) na expressao acima, temos

yy & trlsci(g) oto) (Z:D’

t=1 r=t
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donde,

Logo,

F@) = wihy(x), (3.12)

t=1

onde hy(x) é a funcao densidade de probabilidade da distribuigao exponencializada definida

em (3.9) e
o0 t—1
=Yoo 1)
r=t
¢ uma constante.

Portanto, a densidade Zeta-Weibull pode ser escrita como uma combinacao linear de
densidades exponencializadas. Assim, podemos deduzir varias propriedades da distribuicao
Zeta-Weibull a partir das respectivas propriedades das distribuicoes exponencializadas que
estao presentes, em grande nimero, na literatura.

Integrando (3.12), obtemos a seguinte expressao para a fda da distribuigao Zeta-Weibull

em funcao da distribuicao exponencializada
F(z) =Y w Hy(x), (3.13)
t=1

em que Hy(z) é a fda da distribui¢do exponencializada definida em (3.10).

3.4 Fungao Quantilica

Conforme Magalhaes e Lima [10], pagina 27, os quantis sdo valores que limitam uma
certa porcentagem de observacoes da varidvel. A notacao para quantil serd gy, com f
indicando a porcentagem definida pelo quantil. Por exemplo, g2 é o quantil que limita
12% dos valores inferiores do conjunto de observacoes ordenadas. Podemos dizer que f é
uma propor¢ao qualquer, com 0 < f < 1, de maneira que 100% das observacoes sejam
menores do que ;.

Alguns quantis tem nomes particulares. Vejamos alguns deles.

e o5 ¢ chamado de 1° quartil ou 25° percentil

gs0 ¢ a mediana ou 2° quartil ou ainda 50° percentil

g75 € chamado de 3° quartil ou 75° percentil

gso € chamado de 8° decil
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Como vimos, Paixao [15] definiu a funcdo quantilica da classe Zeta-G como em (2.7).
Assim, para obtermos a func¢ao quantilica da distribui¢ao Zeta-Weibull devemos substituir
a funcao quantilica da distribuicdo Weibull em (2.7). Para isso, vamos encontrar a inversa
da funcao de distribuigdo acumulada da distribui¢ao Weibull dada em (2.2).

Fazendo G(z) = u, temos

@

u=1-e"

)

donde
e =1

Aplicando a fun¢do logaritmica na base e a ambos os lados, obtemos
log e ™" =log(1 — u).

Usando propriedades do logaritmo e isolando x, temos

1
1 -1 S
—px* =log(l —u) = a2 = 7 log(l —u) = x = [F log(1 — u)]
Portanto, a funcao quantilica da distribuicdo Weibull é dada por
1 —1 «
G (u) = 5 log(1 —u)| . (3.14)

Assim, aplicando a ultima expressdao a Equacao (2.7), obtemos a fun¢ao quantilica da

distribuicao Zeta-Weibull.

Definicao 3.6. A funcao quantilica da distribuicao Zeta- Weibull € dada por

! :
Qw,s) = F Y (w,s) = {710g<1—[2 n;fl“" —wo)"D}, (3.15)

= (19 ()

onde ¢j = g — 5 € 0s coeficientes fjn sao dados recursivamente por
C(s)k
k=1
J

= ]_1 Z [m(n + 1) —j] dmfj—m,n7

m=1

J
com do =1le dj = —CIl Zdj*icl'+1 (] > 1)
i=1
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3.5 Momentos

Para calcularmos o r-ésimo momento da distribuicao Zeta-Weibull, vamos substituir na
expressao (1.6) a fdp da distribuigao Zeta-Weibull que encontramos em (3.6), considerando

que o suporte da distribui¢ao Zeta-Weibull é x € [0, +00). Entéao

/ +OO
i = [ i@
0
+oo i
- [ oY wgaks)de
0 k=1
= Z / 2"y akBr® e K dx
k=170
00 +oo
= Z U kS / 2"z e TR g
k=1 0
= Z Vi akﬁ/ grtesl e=kBe g
k=1 0

Usando o software Mathematica, calculamos a integral na expressao acima como

e
/+oo a1 e—kﬁa}a do — (kjﬁ) * F(rza)
0 (%
oo
onde I' & a funcdo Gama de Euler definida como I'(a) = 2 e d.
0

Portanto,

;& k)T (e
Hr:Z¢kak5( P) - v
k=1

Simplificando, obtemos

’ _r r+ « > _r
Mr:/B aF( o ) E ¢kk .
k=1

1
Como ¢, = ———, entao

C(s) ke’

/ _r T+C¥ > 1 _r
=0 “F< a )Z«s)ks’“ "

k=1

ou seja,

Qs

p=((s) T pET (”“) b

« ks
k=1
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Portanto,

rta) — 1
/ o _1 _r
IU’T_C(S) /8 ar< a )Zerraas
k=1
Usando a Equagao (2.1), escrevemos o somatorio acima como
(o.0]
1 r+as
> - ().
k=1 k “

Portanto, a expressao geral para os momentos da distribuicao Zeta-Weibull é dada por

pr=C(s) " BT ¢ <T+aa5) r <T+O‘> . (3.16)

(0%

E possivel usar a tltima expressao para determinar os quatro primeiros momentos da

distribuicao Zeta-Weibull, ou seja

,U,4 — (sl pE <<4+as>r<4+a>.

(07

3.6 Funcao Geratriz de Momentos

Substituindo a fdp da distribui¢do Zeta-Weibull dada em (3.6) na Equacao (1.7), en-

contramos a funcao geratriz de momentos da distribuicao Zeta-Weibull, ou seja

o0

_ oe tx a—1 —kBx™
= e Z Y akBx e dx.
0 k=1

Expandindo em série de poténcias a funcao exponencial acima, obtemos

o 400 t:z: Lom . nknﬁn nao
t)=> i akﬁ/ Z dx.
k=1 0
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Utilizando propriedades de integragao, temos

ZZ T;Z)ka kﬁ)n+1 / etzxa(nJrl) Ldr.

k=1n=0 0

ZZ ]Cn S+1/8n+1/ tzxa(nqtl)fl dr.

k=1n=0 0

A ultima integral pode ser resolvida usando o software Mathematica, reduzindo-se a

“+o00o
| ettt g — (1) eI o na)
0
o0
onde I' & a funcdo Gama de Euler definida como I'(a) = / e d.
0
Portanto, podemos escrever a fungao geratriz de momentos (fgm) da distribuicao Zeta-

Weibull como

1)n—o(ntl) o gr—stlgntli—am+P (g 4 pa)

C(s)n!

=> > (= (3.17)

k=1n=0
3.7 Entropia de Rényi

A entropia de Rényi da distribuicao Zeta-Weibull pode ser determinada substituindo
as Equacoes (2.2) e (2.3) na Equacao (2.8). Entao

[eS) k—i—z k+l k+i .
/ v, S { gieir (" )L(v +7)
r(7) — log[¢(s)] + 0g J7§;0;0 NN
X /m(aﬁwal e Py — eﬁxa)(j”)dw}, (3.18)
0

onde as constantes g; e e;j sao dadas na Secao 2.2. Utilizando a série de poténcia

Yy =T(a+w)
(1-2) :ZOWZ (3.19)

w=

para qualquer a real e |z| < 1, a integral em (3.18) reduz-se a

39



0 0

o0 .
— /oo Y Bz gmrdat § L —vtw) ugee g,
0

— [(—j —v)w!
3 a"BIT(=j = vt w) / 7 pa1) Bt et g
— [(—j —v)w! 0
X BT (=i — & a
~ [(—j —v)w! 0

Resolvendo a integral na ultima equacao, obtemos

y(d—a)—1 'y(a—l)-i-l
o0 o QBT (—j —vtw) Bty F<T)
[, starctas = 3 SR ;
B A U ) et o R MR P R R
- wzo wIT(—j — v) F( a >

Substituindo o resultado acima em (3.18), obtemos a expressao para a entropia de Rényi

da distribuicao Zeta-Weibull como

oo ki ki

_1\k+i e .
Ip(y) = ,Yzllog[g(s)pr 1i710g -%:OZO( 1)Ftig, r’(:()f! )T (y +4)
7yt k=0v=

" i av—lﬁ%l(w—}—w)w(lio?)fl I(—j—v+w) r <7(o¢ —1)+ 1) }

w!T'(—j —v) «

w=0
3.8 Confiabilidade

Confiabilidade é a probabilidade de que um sistema, equipamento ou componente de-
sempenhe a fungao para a qual foi designado por um periodo de tempo especificado e sob
um conjunto de condi¢oes pré estabelecidas. Em um sentido mais amplo, podemos dizer
que a confiabilidade estd associada a operacao bem sucedida de um produto ou sistema,
nao ocorrendo portanto quebras ou falhas.

Se X7 e X5 sdo varidveis aleatorias independentes, a confiabilidade R é definida como
R = P(X, < Xj). Sabe-se que a expressao para a confiabilidade R pode ser representada

por

R= /000 fi(z) Fy(x) dx (3.21)

40



onde f(x) e F(z) sao a fdp e a fda, respectivamente.
Sejam X, e X,, variaveis aleatorias independentes com X,, ~ ZW(s,a, 1) e X, ~
ZW (s,a, B2). Substituindo (3.12) e (3.13) em (3.21), obtemos

m,n=1
logo
R= Z Wi, W, /00 hin (x) Hy, () dz, (3.22)
m,n=1 0
onde )
o (=™ r
o ; mr=1((s) <m - 1>
¢ 1
B > (=1)"~ r
o Z nr1((s) (n - 1)

Substituindo (3.9) e (3.10) na Equacao (3.22), obtemos

R= Z wmwn/o M G (%) G ()™ G ()™ d,

m,n=1
e portanto
> o0
E= Z m Wm WN/ (ap 2! e_ﬁlxa)(l — e—ﬁlxa)m—l(l _ 6_52];&)” .
m,n:1 0

Aplicando o bindomio de Newton nos dois tltimos termos, temos que

(L—emeym=t = mg_l(—l)k Caal (m N 1)

k

[e=]

(1= ey = Yt ey (),

comO<k<m-—1e0<I<n. Dai

m—1 n

o0 00
« « - 1
R = g E mwmwn/ afy z2t e P (—1)k (efﬁlz )k (mk ) X
mn=1 k=0 =0 0

X (=1) (e P2y (’Z) dz.

Portanto,
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_ k41 m—1\/n N 2o By (1) 4 Bal
R= Z (_1) maﬁlwmwn< L ><l> X/O x e [B1( )+621] dzr.

Resolvendo a integral na equacao acima, obtemos

oo m—1 n

- _1ykH m—1\[n 1
R= Z 0( 1) maﬁlwmwn< k ><l>xa61+kaﬁ1+la52’

m,n=1 k=0 [=

portanto, a expressao para a confiabilidade da distribuicao Zeta-Weibull é dada por

" (=) Brw wn (m =1 [n
S S ()0 (329

0 =0

-1

3

)

1

e
Il

onde w,, e w,, foram definidos anteriormente.

3.9 Estimacao

Chamamos de inferéncia estatistica a técnica que nos permite fazer afirmacoes e tirar
conclusoes, com base em dados parciais ou reduzidos de uma populacao, ou seja, a partir
de uma amostra aleatoria. Em outras palavras, podemos dizer que a inferéncia estatistica
é o processo de decisao que nos permite estimar caracteristicas populacionais a partir da
observacao de uma parte reduzida dessa populacao. Estimativa é um valor atribuido a
um parametro de uma populacao baseado na observacao de uma amostra. Estimador é
a estatistica da amostra utilizada para estimar um parametro da populacao. Por exem-
plo, suponha que em uma fabrica de rodas para motocicletas tenha sido identificado um
problema no espacamento entre os raios das rodas. Analisar todas as rodas fabricadas é
economicamente inviavel, por isso pode-se coletar uma amostra aleatéria, digamos com n
rodas, e medir os espagamentos entre os raios. Suponha que a média entre esses espaga-
mentos seja de 7,3cm. Assim, 7,3cm é uma estimativa para o estimador média aritmética.

A estimacao de parametros da distribuicao Zeta-Weibull sera feita utilizando-se o mé-
todo da maxima verossimilhanca. KEsse método consiste no processo de obtencao de in-
formacao sobre um vetor de parametros @, ou seja, consiste em obter estimadores para os

parametros de interesse.
Definicao 3.7. Sejam X1, Xo,..., X, uma amostra aleatoria de tamanho n da varidvel
aleatoria X. A fung¢do de verossimilhana L é definida por

n

L(0; X1, X, ..., Xp) = f(21;0) X f(22:0) x ... % f(an;0) = [ [ f(z::0),
=1
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em que 0 denota o pardmetro desconhecido.

Para caracterizar melhor a amostra observada temos que encontrar o valor de € que
maximize a fungao L(#), ou seja, o valor de # que maximiza a probabilidade da amostra
observada ocorrer. A funcao de verossimilhanca mostra que a contribuicdo de cada obser-
vacao nao censurada ¢ a sua funcao de densidade, enquanto que a contribuicao de cada
observacao censurada nao € a sua funcao de densidade. As observacoes censuradas deixam
claro que o tempo de falha é maior que o tempo de censura observado e portanto, sua
contribui¢ao para a fun¢ao de verossimilhanca é a sua funcao de confiabilidade.

O logaritmo natural da funcdo de verossimilhanca de 6 é denotado por
1(0) =log L(6).

Assim, o valor de 6 que maximiza a func¢ao de verossimilhanga L(#), também maximiza
1(0), a menos de uma constante.

Utilizando a fdp da distribui¢ao Zeta-Weibull dada pela Equagao (3.1), encontramos a
fungao de log-verossimilhanca para a distribuigdo Zeta-Weibull, com parametros (s, a, ),

que pode ser expressa como

n n o xq—l i 6_52:?
I(s,,3) = log [Hf(s,a,ﬁ)] = log [H Bz IC’(ss)l[ ]]
i=1

i=1

Aplicando propriedades dos logaritmos

I(s,a, 8) = log

X

() o 30
= Z log(a Bad™ 1) + Z log [Lis,l[efﬁx?]} —n log((s). (3.24)
i=1 i=1

[aﬁx‘f‘_lLiS_l[eﬁx?] aﬁw?{lLiS_l[eﬁzg]]

o1 o1 o1
0s’ da’ Of

rivando parcialmente a expressao (3.24) em relagao a s, a e 3, respectivamente, e igualando

Os componentes do vetor escore U = ( > sao obtidos por diferenciacao. De-

o resultado a zero, obtemos

-t nz k™% log k

(s a, B) —Lzs 1] z; 1
=0 3.25
D5 ; Liale %] ) ’ (8.25)
al(S,O‘,B) o . alog xz Lls 2[ ﬁxf‘] - (1 + o log(xz)) _
oo B ﬁz Lis_1[e 7] +ZZ_; o =0 (3.26)
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& x{ Lig_o| e BT

LZS 1 ]

dl(s,a, B) n
op B

=0. (3.27)
=1

Utilizamos o software Mathematica para obter as derivadas acima. Os estimadores
de maxima verossimilhanca §, & e B para os parametros s, « e (3, respectivamente, sao
obtidos pela solucao interativa das expressos (3.25), (3.26) e (3.27). As estimativas iniciais

para s, « e 3 sao obtidas ajustando a desidade Zeta-Weibull aos dados.

3.10 Aplicacao

Nesta secdo, analisaremos um conjunto de dados reais usando a distribuicao Zeta-
Weibull, comparando-a com as distribui¢oes Zeta-Rayleigh(ZR), Zeta Gumbel(ZG), Zeta-
Fréchet(ZF), Weibull Estendida(WE) e Beta Weibull Poisson(BWP). Para a estimagao
dos parametros, adotamos o méaximo da funcdo de verossimilhanca e todos os célculos
foram realizados usando o pacote bbmle, de autoria de Benjamin Bolker, do software
R(versao 3.3.3). Os critérios de informacao utilizados foram os de Akaike(AIC), Akaike
Corrigido(AICc), Bayesiano de Schwarz(BIC) e o critério de Hannan-Quinn(HQIC), cri-
térios estes que dependem do nimero de observacoes e do numero de parametros, sendo
frequentemente utilizados para selecionar modelos em diversas areas. Esses critérios, ape-
sar de conceitualmente diferentes, utilizam o méximo da funcao de verossimilhanca como
medida de ajustamento, definindo, porém, valores diferentes. Em todos os casos o melhor
modelo serd aquele que apresentar menor valor de AIC, AICc, BIC e HQIC.

O critério de Akaike pode ser calculado como

AIC = —=2I(0) + 2p,

em que p denota o nimero de paradmetros.

O critério de Akaike corrigido pode ser calculado como

20+ 1)(p+2)
n—-p—2

AICc = AIC +

p denotando o nimero de parametros e n o nimero de observacoes da amostra.

O critério de Schwarz pode ser calculado como

BIC = —21(0) + p log(n),

p denotando o niimero de paradmetros e n o numero de observacoes da amostra.

O critério de Hannan-Quinn pode ser calculado como
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HQIC = —21(0) + 2p log(log(n)),

onde p é o numero de parametros e n é o nimero de observacoes da amostra.
O conjunto de dados utilizados mostra o tempo entre falhas das bombas de reatores

secundarios do reator RSG-GAS, obtidos a partir de [17]. Os dados estao na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Tempo entre falhas das bombas de reactores secundéarios(milhares de horas)

2.160 0.746 0.402 0.954 0.491 6.560 4.992 0.347
0.150 0.358 0.101 1.359 3.465 1.060 0.614 1.921
4.082 0.199 0.605 0.273 0.070 0.062 5.320

As fungoes densidades das distribui¢oes Zeta-Rayleigh, Zeta-Gumbel, Zeta-Fréchet,

Weibull Estendida e Beta Weibull Poisson sao dadas, respectivamente, por

22

B Lis_l[e;o_Q] T

fzr(z) = O
O
fza(x) = = |
fzr(x) = Aot A Lig 1 — e’(%)k}

o

((s) [l 1]

fwe(z) = % , (f)ﬁ—l . e"\(i)ﬁ7

«

. CY,B)\B_A (€>‘ - 1)2—@—1) —Bz* a—1 )\efﬂza
Jowpl@) = —peya—emn ¢ ¥ C

A Tabela 3.2 fornece as estimativas dos parametros e os valores que maximizam a
funcao Log-Verossimilhanca das distribuicao ZW, ZR, ZG, ZF, WE e BWP. Os valores de
AIC, BIC, HQIC e AICc das respectivas distribuigoes estao na Tabela 3.3.

Tabela 3.2: Estimativas dos parametros e Maximo da Log-Verossimilhanca

Distribuicao Estimativas Log
ZW (s,a,0) 2.3482 0.9315 0.5546 -36.6136
ZR(s,0) 14.8759 0.9490 -40.5191
ZG(s,a,\) 13.5467 2.2630 2.6282 -86.2777
ZF(s,0,\) 9.8556 0.3572 0.7829 -37.2495
WE(a,\,5) 7.9501 10.0866 0.8077 -32.5139
BWP(«,8,\,a,b) | 27.7821 15.6510 0.1554 0.1311 8.7452 | -31.8115
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Tabela 3.3: Critérios de estimacao

Distribuigao AIC BIC HQIC AlCce
ZW (s,a,p) 70.7060 | 80.7899 | 74.7813 | 70.8209
ZR(s,0) 85.0383 | 91.7609 | 87.7551 | 85.1149
ZG(s,a,\) 110.9246 | 121.0085 | 114.9998 | 111.0394
ZF(s,0,\) 71.8850 | 81.9688 | 75.9602 | 71.9998
WE(a,\,5) 71.0278 | 81.1117 | 75.1030 | 71.1426
BWP(«a,8,\,a,b) | 73.6231 | 90.4296 | 80.4152 | 73.8145

Como podemos ver na Tabela 3.3, a distribuicao Zeta-Weibull tem os menores valores

de AIC, BIC, HQIC e AICc entre os seis modelos ajustados e, portanto, se ajusta melhor
aos dados. O histograma dos dados com as densidades das distribuicoes ZW, ZR, ZG, ZF,

WE e BWP ¢ apresentado na Figura 3.10. Nele, podemos notar que a curva da densidade

Zeta-Weibull modela os dados com um ajuste melhor que as demais distribuigoes.

Densidade

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

,°
g T

ZR
zZG
ZF
WE

—_———

¢ = -

Tempo entre falhas das bombas de reactores secundarios

Figura 3.10: Histograma dos dados e as fdps das distribuigoes ZW, ZR, ZG, ZF, WE e

BWP
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Capitulo 4

O Ensino da Estatistica

O presente capitulo tem como objetivo instrumentalizar o professor do ensino basico
para o aprimoramento do exercicio da docéncia nos contetidos de Probabilidade e Esta-
tistica, tomando como referéncia suas experiéncias, dificuldades, expectativas e, funda-
mentalmente, sua busca constante em tornar o ato de ensinar mais natural e agradavel,
dotando-o de sentido e contextualizagao. Além disso, o docente poderé interagir com ou-
tros professores sobre as possibilidades de aplicagao pratica dessas técnicas sempre visando
a otimizagao das oportunidades e melhorando a relacao ensino/aprendizagem.

Apesar do desnivelamento aparente entre este capitulo e os anteriores, resaltamos que,
este texto como um todo, serve de embasamento tedérico para os docentes em matemética
que trabalham em qualquer nivel de ensino. Discutiremos sobre a importancia do desen-
volvimento dos contetdos de estatistica no Ensino Fundamental e Médio, assim como a
preparacao dos professores de matematica para o trabalho com estes conteudos. Dessa
forma, contribuiremos de forma didatica para a difusdo dos temas abordados entre os pro-
fissionais da area e, portanto, alcancaremos diretamente os discentes desde os primeiros
anos de ensino.

E notorio que a palavra Estatistica permeia a vida dos cidadiaos que acompanham
diariamente os noticiarios, sejam telejornais, internet, revistas ou outros. A necessidade
de interpretar corretamente as informacoes disponibilizadas por estes meios se faz a cada
dia mais necessaria, o que leva a necessidade de se ensinar estatistica a um nimero de
pessoas cada vez maior. Segundo os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio
PCNEM [1], a andlise de dados tem sido essencial em problemas sociais e econdémicos, como
nas estatisticas relacionadas a satde, populacoes, transportes, orcamentos e questoes de
mercado.

E importante frisar que boas técnicas aplicadas ao ensino da mateméatica no Ensino
Fundamental e Médio, podem ser deteminantes para a compreensao na leitura de infor-
magoes que circulam, na midia em geral, na forma de graficos, tabelas e informagoes de

carater estatistico. Nesta perspectiva, uma boa formacdo do professor do Ensino funda-
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mental e Médio torna-se imprescindivel. Alguma deficiéncia existente na formacao desses
professores pode acarretar em uma inadequada atencao aos topicos de estatistica nos cur-
riculos escolares, deixando-os em segundo plano. Como destaca Lopes [9], "ao ensino da
Matematica fica o compromisso de nao s6 ensinar o dominio dos numeros, mas também a
organizacao de dados e leitura de gréaficos."

Dentre muitos pontos importantes que devem ser avaliados no ensino da estatistica
no Ensino Médio, devemos levar em consideragdo as sugestoes curriculares oficiais, que
tém influéncia forte no planejamento e na construcao do curriculo, seja na escola piublica
ou privada. O livro didatico nas escolas publicas, distribuidos gratuitamente através do
Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), determina, de maneira prética, como os
conteudos devem ser discutidos com os estudantes, ou seja, eles tém influéncia na pratica
dos professores em sala de aula e, portanto, é importante conhecer como eles abordam o
ensino de Estatistica.

Segundo os PCNEM, estatistica e probabilidade lidam com dados e informagoes em
conjuntos finitos e utilizam procedimentos que permitem controlar com certa seguranca a
incerteza e mobilidade desses dados, por isso, a contagem ou andalise combinatéria é parte
instrumental desse tema. Os contetdos e respectivas habilidades propostos para o ensino
da estatistica no Ensino Médio sao:

1. Estatistica: descricao de dados, representacoes graficas, analise de dados, médias,

moda e mediana, varidncia e desvio padrao.

e Identificar formas adequadas para descrever e representar dados numéricos e infor-

macoes de natureza social, econdémica, politica, cientifico-tecnoldgica ou abstrata.

e Ler einterpretar dados e informagoes de carater estatistico apresentados em diferentes

linguagens e representagoes, na midia ou em outros textos e meios de comunicagao.

e Obter médias e avaliar desvios de conjuntos de dados ou informacoes de diferentes

naturezas.

e Compreender e emitir juizos sobre informagoes estatisticas de natureza social, econo-
mica, politica ou cientifica apresentados em textos, noticias, propagandas, censos,

pesquisas e outros.
2. Contagem: principio multiplicativo; problemas de contagem.

e Decidir sobre a forma mais adequada de organizar nimeros e informagoes com o
objetivo de simplificar calculos em situagoes reais envolvendo grande quantidade de

dados ou de eventos.

e Identificar regularidades para estabelecer regras e propriedades em processos nos

quais se fazem necessarios os processos de contagem.
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e Identificar dados e relacoes envolvidas numa situacao-problema que envolva o racio-

cinio combinatorio, utilizando os processos da contagem.
3. Probabilidade: possibilidades; cilculo de probabilidades.

e Reconhecer o carater aleatorio de fendomenos e eventos naturais, cientifico-tecnolégicos
ou sociais, compreendendo o significado e a importancia da probabilidade como meio

de prever resultados.

e Quantificar e fazer previsoes em situacodes aplicadas a diferentes areas de conheci-

mento e da vida cotidiana que envolvam o pensamento probabilistico.

e Identificar em diferentes areas cientificas e outras atividades praticas modelos e pro-

blemas que fazem uso de estatisticas e probabilidades.

A escolha de uma forma e sequéncia de distribuicao dos temas nas trés séries do ensino
médio traz em si um projeto de formacao dos alunos. Nesta perspectiva, os PCNEM

propoem a seguinte distribuicao:
1% série Estatistica: descri¢cao de dados; graficos.

2% série Estatistica: andlise de dados. Contagem.

32 série Probabilidade.

Dadas as bases para o ensino e a aprendizagem da Estatistica no ensino médio, segue
este capitulo que tem por objetivo desenvolver um conjunto de a¢des, em forma de ativi-
dades, para que o professor possa trabalhar em sala de aula, tentando assim, melhorar o

estimulo ao aprendizado dos alunos.

4.1 Atividade 1 - Pesquisa hobby

Objetivo: coleta de dados, construcao de tabelas e graficos, comparando resultados.

Desenvolvimento: os alunos devem coletar os dados e posteriormente construir ta-
belas e graficos para a discussdao dos resultados.

Cada aluno devera fazer uma sondagem na rua onde mora, entrevistando 25 pessoas
para saber qual é o hobby preferido de cada uma delas. Suponha que os resultados da

pesquisa de um determinado aluno estejam organizados na tabela abaixo:
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Tabela 4.1: Atividade 1

Hobby Nuamero de entrevistados
Praticar esporte 8
Musica 6
Patinacao 3
Danca 7
Aeromodelismo 1
Total 25

A partir dessa tabela, os alunos deverdo construir gréaficos, calcular a moda e saber
calcular a porcentagem de entrevistados que prefere praticar esporte, musica, patinacao,
danca ou aeromodelismo. A complementagao da tabela com as frequéncias das respectivas
porcentagens deve ser feita. Nesse momento o professor deve instigar os alunos a descobrir
qual deve ser a porcentagem de cada participante da pesquisa, fazendo-os entender que as
25 pessoas participantes correspondem & 100% dos entrevistados e que, portanto, cada um
deles corresponde a o5 = 4%. Dessa forma, espera-se que os alunos cheguem a seguinte
tabela:

Tabela 4.2: Atividade 1

Hobby Numero de entrevistados | Porcentagem
Praticar esporte 8 32%
Misica 6 24%
Patinacao 3 12%
Danca 7 28%
Aeromodelismo 1 4%
Total 25 100%

O conceito de moda. deve estar claro para os alunos, e eles ndo devem sentir dificuldade
em enxergar em uma tabela qual a variavel em que a porcentagem é maior. Assim, espera-se
que eles saibam que "praticar esporte" ¢é a atividade mais realizada entre os entrevistados.
A moda também fica evidente ao olharmos para um grafico do tipo barras. Nesse momento
o professor deve orientar os alunos na construcao desse tipo de grafico, utilizando para tal,

ou a quantidade de pessoas em cada categoria ou a porcentagem correspondente.
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Figura 4.1: Atividade: hobby - porcentagem correspondente de cada atividade

4.2 Atividade 2 - Lancamento de moeda

Objetivo: organizar dados e informagoes, identificar regularidades e criar regras a
partir destas observacoes.

Desenvolvimento: os alunos devem registrar os resultados obtidos no langamento de
uma moeda e posteriormente chegar a conclusoes sobre a regularidade obtida quando, cada
vez mais, aumenta-se a quantidade de lancamantos da moeda.

A atividade pode ser desenvolvida em grupo, com o intuito de que os alunos discutam
0s questionamentos e reconhecam juntos o carater aleatério de fendmenos e eventos. Eles
devem observar na pratica que a probabilidade de ocorréncia da face cara e da face coroa
no lancamento de uma moeda é de 3 para cada, ou seja, 50% de chances de ocorrer cara
e 50% de chances de ocorrer coroa.

Com uma moeda em maos, os alunos devem responder aos seguintes questionamentos:

(a) Sem lancgar a moeda, qual o resultado que vocés esperam para 50 langamentos dessa

moeda?

(b) Lancem a moeda 50 vezes, registrem os resultados em uma tabela e em seguida cal-

culem a soma dos resultados de cada face. Registrem esses valores percentualmente.
(c) Os resultados obtidos no item (b) foram os que vocés registraram no item (a)?

(d) Repitam a experiéncia jogando a mesma moeda, num mesmo local e com a mesma

intensidade de forca. Registrem os resultados e comparem com os resultados do item
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(b). Os resultados foram os mesmos?

(e) Se uma moeda for langada 500 vezes e em todos os lan¢amentos sairem coroa, o que

vocés podem imaginar a respeito dessa moeda?

Com o item (a), espera-se que os alunos tentem alguns resultados. Nesse momento é
importante deixar claro que esses resultados nao passam de meras especulacoes, uma vez
que trata-se de um evento que ainda nao ocorreu. Com o experimento feito no item (b),
os alunos devem perceber que o resultado pode nao ser exatamente 50% para cada face.
Indague-os sobre esse fato. Fago-os perceber que uma probabilidade nada mais é do que
uma previsao para um evento futuro. Neste hora o professor pode desafid-los a repetir
o experimento com 100, 200, 300 lancamentos. Espera-se com isso que os resultados se
aproximem cada vez mais do esperado, ou seja, que o percentual de registros de cada face
se aproxime cada vez mais de 50% a medida que a quantidade de langamentos aumente.
Os itens (c) e (d) devem reforcar a idéia da aleatoriedade de um evento. O item (e) deve
induzi-los a entender que a aleatoriedade de um evento deve-se a honestidade dos materiais

envolvidos no processo.

4.3 Atividade 3 - Lancamento de dado

Objetivo: observar a regularidade no lancamento de um dado a partir dos dados de
uma tabela de frequéncias.

Desenvolvimento: a partir das informacdes de uma tabela sobre o lancamento de um
dado, os alunos devem encontrar os percentuais relativos a cada uma das faces do dado e
em seguida tentar identificar se o dado é ou nao honesto.

Considere a seguinte tabela onde foram anotados os resultados obtidos ap6s 1000 lan-

camentos de um dado:

Tabela 4.3: Atividade 3

Face | Niumero de vezes
1 158
2 170
3 163
4 172
5 166
6 171
Total 1000

De posse da tabela, o professor deve pedir para que seus alunos:

(a) Expressem os resultados de cada uma das faces em porcentagem.
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(b) Decidam, em conjunto, se o referido dado é ou nao honesto.

A partir do conhecimento ja adquirido pelos alunos, o professor deve indaga-los sobre
qual deve ser a probabilidade de ocorréncia de cada uma das faces do dado, fazendo-os
chegar a conclusao de que cada face deve sair aproximadamente 166 vezes. Diante disso,
espera-se que os alunos observem que os valores encontrados no item (a) sejam parecidos ou

proximos do resultado esperado de 16,6%, e dessa forma concluam que o dado é honesto.

4.4 Atividade 4 - Medidas de centralidade e de dispersao

Objetivo: Entender o conceito e a aplicacao das medidas centrais e de dispersao.

Desenvolvimento: Os alunos calculam cada uma das medidas centrais e de dispersao
e em seguida interpretam seus resultados.

A atividade é a seguinte: Em um treinamento de salto em altura, trés atletas realizaram
quatro saltos cada um, de acordo com os resultados da tabela abaixo. Trabalhando em
duplas, os alunos devem calcular a média, a moda, a mediana, a varidncia e o desvio padrao

de cada um dos atletas.

Tabela 4.4: Atividade 4

Atleta | 1° salto | 2° salto | 3° salto | 4° salto
Atleta A | 158cm 170cm 165cm 157cm
Atleta B | 173cm 167cm 150cm 160cm
Atleta C | 168cm 162cm 165cm 155cm

A meédia aritmética ¢ uma das medidas de centralidade. Ela resulta da divisao entre a
soma dos numeros de uma lista e a quantidade de numeros somados. A discussao sobre a
moda deve ser colocada pelo professor para que os alunos percebam que nao existe um valor
que se repete para os saltos de cada atleta. E importante que fique claro que nem sempre
ela existird, e que nesses casos a amostra ¢ amodal. No exemplo em questao nenhum dos
atletas tém moda. Para o cédlculo da mediana, os alunos devem entender a necessidade
de ordenar os dados, uma vez que a mediana deve ser vista como o valor que separa a
metade maior e a metade menor de uma amostra, uma populacao ou uma distribuicao de
probabilidade. Quanto a varidncia e o desvio padrao, inicialmente, é interessante que o
professor nao trabalhe com férmulas, elas podem parecer muito complicadas em um pri-
meiro instante. Os alunos devem entender que a varidncia e o desvio padrao sao medidas
de dispersao que mostram o quao distante cada valor desse conjunto esta do valor central
(média). E importante nesse momento introduzir o conceito de desvio médio.

Atleta A:
158 + 170 + 165 + 157 650

Média aritmética = 1 - - 162, 5em
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Para o calculo da mediana, colocando os dados em ordem crescente temos

Tabela 4.5: Saltos do Atleta A

Atleta A [ 157cm | 158cm | 165cm | 170cm

1 1 2
Mediana = M = % = 161, 5¢cm

Para o célculo da varidncia, o professor deve pedir aos alunos para calcular o quanto
cada um dos saltos do Atleta A estd desviando-se da meédia, fazendo-os entender que a
variancia ¢ uma medida que expressa a homogeniedade dos valores observados, ou seja,
que quanto maior for a variacao desses valores em torno da média, maior serd a variancia
e, consequentemente, menos homogéneo sera o conjunto de dados observados. Dessa forma,

espera-se que os alunos encontrem os seguintes desvios:
e 157 —162,5 = —5,5cm
e 158 —162,5 = —4,5cm
e 165 —162,5 = 2,5cm
e 170 —162,5 = 7,5cm

O professor deve pedir aos alunos que somem os resultados econtrados nos desvios
acima. Ou seja, —5,5—4,5+2,5+ 7,5 = 0. Eles devem questionar se o resultado sempre
serd igual a zero. Mostre que essa é uma importante propriedade da média aritmética.
Nesse momento, o professor deverd definir entao a variancia como a média dos desvios

médios elevados ao quadrado. Para o Atleta A, temos

(—=5,5)2 4+ (—4,5)? + (2,5)% + (7,5)?
4

Variancia = = 28,25

Porém, como nao é possivel expressar a varidncia na mesma unidade de medida dos
valores da varidvel, uma vez que os desvios sdo elevados ao quadrado, define-se a medida
de dispersao chamada Desvio Padriao como a raiz quadrada da variancia. Portanto, para

o Atleta A temos

Desvio Padrao = /28,25 ~ 5,31

Mais uma vez, é relevante ressaltar que, quanto menor for o Desvio Padrao, mais
homogéneo é o conjunto de dados. Dando continuidade ao processo, o professor devera

pedir aos alunos que facam o mesmo processo para o Atleta B e o Atleta C. As respostas
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esperadas sao:
Atleta B:
173 + 167 + 150 + 160 650

Média Aritmética = 1 = = 162, 5¢m

Para o céalculo da mediana, colocando os dados em ordem crescente temos

Tabela 4.6: Saltos do Atleta B

Atleta B ‘ 150cm ‘ 160cm ‘ 167cm ‘ 173cm

1 1 2
M = 3—27 = 163, 5cm

Mediana =
Os desvios médios serao:
e 150 — 162,5 = —12,5cm
e 160 — 162,5 = —2,5cm
e 167 —162,5 =4,5cm

e 173 —162,5 = 10,5cm

Logo,
—12,5)? + (—2,5)? + (4,5)? + (10,5)?
Variancia = (=12,5)" +( ’5)4+( ,5)" + (10,5) =173,25
Portanto, o desvio padrao sera
Desvio Padrao = /73,25 ~ 8,56
Atleta C:
168 4+ 162 4+ 165 4+ 155 650
Meédia Aritmética = il i i = — =162,5cm

4 4

Para o céalculo da mediana, colocando os dados em ordem crescente temos

Tabela 4.7: Saltos do Atleta C

Atleta B | 155cm | 162cm | 165¢cm | 168cm

241 2
Mediana = w = 3—27 = 163, 5cm

Os desvios médios serao:
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e 155 —162,5 = —7,5cm

e 162 —162,5 = —0,5cm

e 165 —162,5 =2,5cm

e 168 —162,5 = 5,5cm
Logo,

(=7,5)2 4+ (—0,5)> + (2,5)% + (5,5)?
4

Variancia =

= 23,25

Portanto, o desvio padrao sera

Desvio Padrao = /23,25 ~ 4,82

Ao final de todo esse processo, o professor poderé pedir para que os alunos facam uma

tabela contendo todos os resultados encontrados. A Tabela 4.8 mostra esses resultados.

Tabela 4.8: Resultados

Atleta Meédia Moda | Mediana | Variancia | Desvio Padrao
Atleta A | 162,5cm | Amodal | 161,5cm 28,25 5,31
Atleta B | 162,5cm | Amodal | 163,5cm 73,25 8,56
Atleta C | 162,5cm | Amodal | 163,5cm 23,25 4,82

De posse da tabela uma analise dos resultados se faz necessaria. Os trés atletas possuem
mesma média, o que poderia levar os alunos a um raciocinio erréneo de que os trés atletas
tém, no geral, mesmo desempenho. O professor deve chamar a atencao, mais uma vez,
sobre a importancia da variancia e do desvio padrao. Os alunos devem entender que uma
menor variagao dos dados significa maior homogeneidade e, assim, concluirem que o atleta
mais regular é o Atleta C.

Por fim, vale mais uma vez ressaltar a importancia da Estatistica, nao s6 pelas reco-
mendacoes curriculares do MEC, mas também para a sociedade como um todo, que lida
quase que diariamente com as informacdes disponibiizadas pelos meios de comunicacao
em forma de graficos e tabelas. E inegavel a crescente importancia de se trabalhar os
conceitos de Estatistica no ensino bésico, e os Pardmetros Curriculares Nacionais sdao os
grandes propulsores na motivacao do professor para que em suas aulas de matematica se-
jam trabalhados contetidos de Estatistica com o objetivo de desenvolver nos alunos sua
capacidade de lidar com as situacoes e as informacoes que estao disponiveis no nosso dia
a dia. Assim, é necessario que os professores se conscientizem que o ensino da Estatistica

é de suma importancia para o desenvolvimento de cidadaos criticos.
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4.5 Atividade 5 - Introduzindo os conceitos de Funcao de

Probabilidade e Funcao de Distribuicao Acumulada

Como vimos, as orientagoes dos Parametros Curriculares Nacionais para o ensino de
estatistica no Ensino Médio sao bastante limitadas, embora alguns conceitos tais como,
esperanca, sobrevivéncia, taxa de falha, momentos, funcao densidade de probabilidade,
funcdo de distribuicao acumulada, entre outras, possam ser introduzidos nesse nivel de
ensino sem muitos problemas. Vejamos um exemplo de como introduzir os conceitos de
Funcao de Probabilidade e Funcao de Distribuicao Acumulada.

Considere o lancamento de duas moedas, em sequéncia, de forma independente. A
pergunta é: qual a probabilidade de sair cara em pelo menos uma moeda? O professor

deve comecar descrevendo o Espaco Amostral

Q={CC,CK,KC,KK},

onde C:"cara"e K:"coroa". E 6bvio que, em trés das quatro possibilidades que temos no
Espaco Amostral temos pelo menos uma cara, o que nos daria uma probabiliade de 75%.
Mas esse nao é o objetivo desse exemplo.

Vamos chamar de X :"numero de caras que saem nos dois lancamentos". X é

uma varavel aleatéria que pode assumir os seguintes valores:

0, caso saia "KK";
1, caso saiam "CK"ou "KC";

2, caso saia "CC".

Ja conhecendo a defini¢ao de probabilidade, o professor deverd mostrar que

1

¢ P(X=0)=7=025
2
1

¢ P(X=2)=7=02

e assim mostrar aos alunos que a probabilidade de sair pelo menos uma vez cara é

PX>1)=P(X=1)+P(X =2)=0,5+0,25=0,75 = 75%.

Esse raciocinio é comum. Instigar os alunos na busca de outras formas de resolucao

deve sempre ser feito. Uma outra maneira para responder a pergunta acima seria

P(X>1)=1-P(X =0),
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ou seja

P(X>1)=1-P(X=0)=1-0,25=0,75 = 75%.

Nessa hora os alunos devem estar preparados para entender o que sao a func¢ao de pro-
babilidade e a funcao de distribuicao acumulada, entender que essas funcoes caracterizam
uma variavel aleatoéria. Nesse exemplo temos que nossa variavel aleatéria é discreta, con-
ceito ja trabalhado no Ensino Médio. Defina fungao de probabilidade f(z) como a fungao

que associa a cada valor de X sua probabilidade de ocorrer, ou seja
flx):zi— P(X =ux;),

onde 1 = 0,1, 2.
Do estudo das probabilidades no Ensino Médio, ja sabemos que a soma das probabili-

dades de um evento sempre dard 1. Dai, duas propriedades podem ser introduzidas

(i) 0< P(X =) <1
(i) > P(X =) =1
=0

No nosso exemplo n = 3 e, portanto, da propriedade (ii), temos

Y P(X =z)=P(X =) + P(X =21) + P(X = 25) =0,25+0,5+0,25 = 1.
A defini¢ao da fungao de distribui¢ao acumulada F'(z) é imediata

Fz)=P(X < xz)= Y P(X =)
r;<x

FDP e FDA para variaveis aleatérias continuas:

O seguinte roteiro servira de base para a introducao das defini¢oes da funcao densidade
de probabilidade e da funcao de distribuicdo acumulada no Ensino Médio. Nesse exemplo,
nossa variavel aleatoria X serd o tempo gasto por um estudante para respoder uma prova
do ENEM. Suponha que o primeiro estudante a entregar a prova saia depois de 2 horas e 30
minutos e que o ultimo estudante saia com 4 horas de prova. Assim, nés ja estabelecemos
o tempo minimo e o tempo méaximo que os estudantes gastaram na prova. Nesse caso, os
valores que podem ser assumidos por nossa variavel aleatoria X estao entre o valor maximo
e minimo, ou seja, a varidvel é continua. E importante que os alunos tenham consciéncia que
quando estivermos trabalhando com uma varidvel aleatéria continua torna-se impossivel

calcularmos probabilidades de valores fixos, considerando entao, intervalos.
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O que queremos deixar claro aos alunos é que seria praticamente impossivel calcular
a probabilidade de um estudante terminar a prova do ENEM depois de 3 horas e vinte
minutos, ou seja, calcular P(X = 3: 20). Agora, torna-se necessario o calculo de probabili-
dades de intervalos, como por exemplo, calcular a probabilidade de um estudante terminar

a prova entre 3 horas e 10 minutos e 3 horas e 15 minutos, ou seja

P(3:10 < X < 3:15).

Nesses casos a funcao de probabilidade que caracteriza nossa variavel aleatoria continua
X chamarse funcao densidade de probabilidade. O gréafico dessa funcao é uma curva.
O grafico 4.2 é da funcao densidade de probabilidade da distribuigao Weibull dada por

(2.3). Fizemos o =2 e f = 1, donde temos que

flx) =2z e’

Funcdo Densidade da Distribuicdo Weil

Figura 4.2: fdp Weibull a =2e =1

Podemos destacar no grafico que:

e f(xz) > 0 para todo valor real de z.

e A 4rea total abaixo da curva do gréafico é igual a 1, ou seja, a probabilidade méaxima

possivel é 1.

e Para quaisquer valores de a e b, P(a < X < b) é igual a area abaixo do grafico de

f(x) delimitada por esse intervalo.
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A definicao para a func¢ao de distribuicao acumulada continua a mesma para as variaveis
aleatorias continuas, ou seja, a FDA F(z) determina P(X < z). Para esses calculos

precisamos usar integracao, o que nao vem ao caso no Ensino Médio.
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Capitulo 5
Consideracoes finais

Neste trabalho, fizemos um tratamento matemético para a nova distribuicdo Zeta-
Weibull que inclui a funcao densidade de probabilidade, a funcao de distribuicdo acumu-
lada, a funcao de sobrevivéncia, a funcdo taxa de falha, a funcao quantilica, a funcao
geratriz de momentos, a entropia de Rényi e a confiabilidade. Além disso, escrevemos a
funcao densidade de probabilidade da distribui¢ao Zeta-Weibull como combinacao linear de
densidades Weibull, o que se faz muito importante uma vez que propriedades matemaéticas
j& conhecidas da distribuicao Weibull podem ser aplicadas aos célculos da nova distribui-
¢ao. Também escrevemos a fdp e a fda da distribuigdo Zeta-Weibull como combinacao de
densidades exponencializadas. A estimacao dos parametros foi feita atravéz do método
da maxima verossimilhanca, utilizando para isso o pacote bbmle, de autoria de Benjamin
Bolker, do software R(versao 3.3.3).

Variando alguns parametros das funcoes densidade, sobrevivéncia e taxa de falha, en-
contramos seus graficos. As curvas da funcao taxa de falha apresentaram as formas cres-
cente, decrescente e, considerando a Figura 3.9, uma curva que decresce e, a partir de
determinado ponto, cresce. Analisamos o conjunto de dados reais encontrado em [17]
com a distribui¢ao Zeta-Weibull, comparando-a com as distribui¢oes Zeta-Rayleigh, Zeta
Gumbel, Zeta-Fréchet, Weibull Estendida e Beta Weibull Poisson. A Zeta-Weibull se ajus-
tou melhor aos dados o que faz dessa nova distribuicao uma ferramenta competitiva para
analise de dados de sobrevivéncia, comparando-a com outras distribuicoes existentes na
literatura.

No capitulo 4 apresentamos sugestoes de atividades para o ensino de Estatistica no
Ensino Médio, dentro do que propoe os PCNEN [1], onde procuramos abordar os conteudos
sugeridos quase que em sua totalidade para que, dessa forma, a leitura servisse de norte
para profissionais que atendem nesse nivel de ensino.

O Anexo contém um modelo de script para a construcao dos graficos utilizando o soft-
ware Mathematica (versao 9.0.1.0). Para o software R(versao 3.3.3), um modelo de script

para a otimizacao dos parametros e um modelo para encontrar os critérios de informacao.
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Anexos

Script para a construcao do grafico 3.3

shadowbox[legend] :=

Graphics[{{Black, Rectangle[0.05, —0.05, 1.05,0.95]}, White, EdgeForm[Gray|, Rectangle| |,
Inset[legend,0.5, 0.5, Center] }, ImageSize— > 78]

Framed[Plot [Evaluate@Table[4 * 0.5 % (4~ % PolyLog[s — 1, Exp[—0.5 2]
/Zeta[s],s,1.1,1.2,1.4,1.8],{z,0,5}, Frame — True, Filling — None, FrameLabel —

{z, Densidade}, PlotStyle — {{Red, DotDashed}, {Green, Dashed}, {Orange, Thickness},
{Blue, Dotted}}, Background — Lighter[Blend[{ Yellow, Orange}], 0.97],

PlotLabel — "Densidade da Distribuigao Zeta-Weibull", PlotRange — {{0, 2}, {0,2}},
PlotLegends —

Placed[LineLegend [{ Directive[Red, DotDashed], Directive|Green, Dashing[Medium]],
Directive[Orange, Thickness|, Directive[Blue, Dotted]},

{"s=1.1","s =1.2"7s =1.47,"s = 1.8"}, LegendFunction — shadowbox,
LegendLayout — "Column"], {{0.9,1},{0.7,1.1}}]]]

Script para a otimizacao dos parametros da distribuicao Zeta-
Weibull aplicada aos dados de [17]

require(VGAM)

zetaw< —function(x,s,alfa,beta){

fr < —(zeta(s) N (—1)) xalfaxbeta*xx A (alfa — 1) x exp(—beta x z A (al fa))
«lerch(exp(—beta x x A (alfa)),s — 1,1)

return(fx)

}

Ifr < — function(parametro) {

x < —sort(c(2.160, 0.746, 0.402, 0.954, 0.491, 6.560, 4.992, 0.347,

0.150, 0.358, 0.101, 1.359, 3.465, 1.060, 0.614, 1.921,

4.082, 0.199, 0.605, 0.273, 0.070, 0.062, 5.320))

s < — parametrol[l]
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alfa < — parametro|2]

beta < — parametro|3|

sum (log(zetaw(x,s,alfa,beta)))

}

chute< —c(5.0045,1.0213,0.0069)

Ifr(chute)

optim(chute, lfr,;method="BFGS" control=list(fnscale=-1))

Script para encontrar os critérios de informacao para a distri-

buicao Zeta-Weibull aplicada aos dados de [17]

require(VGAM)

require(bbmle)

x < —sort(c(2.160, 0.746, 0.402, 0.954, 0.491, 6.560, 4.992, 0.347,
0.150, 0.358, 0.101, 1.359, 3.465, 1.060, 0.614, 1.921,

4.082, 0.199, 0.605, 0.273, 0.070, 0.062, 5.320))

zetaw< —function(x,s,alfa,beta){

fr < —(zeta(s) N (=1)) xalfaxbeta*xx A (alfa — 1) x exp(—beta x x A (al fa))
«lerch(exp(—beta x x A (alfa)),s — 1,1)

return(fx) }

Ifr < — function(s,alfa,beta) { -sum(log(zetaw(x,s,alfa,beta))) }
max.zetaw < — mle2(Ifr, start=list(s= 10.6115,alfa= 0.9490,beta= 0.0270),
method="BFGS" skip.hessian=FALSE,use.ginv=TRUE,gr=NULL)
logLik(max.zetaw)

AIC:

AIC(max.zetaw)

BIC:

AIC(max.zetaw,k=log(213))

HQIC:

AIC(max.zetaw k= 2xlog(log(213)))

AIC CORRIGIDO:

AIC(max.zetaw,k=426,/209)
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