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RESUMO

Neste trabalho faremos um breve estudo em um nivel intermediario sobre a teoria
das progressdes aritméticas e geométricas, procurando distingui-las e entender suas
particularidades de uma forma sucinta. Um estudo sobre progressdes aritméticas de
ordem superior serd feito devido a sua conexdo com a teoria de polindmios. Apresen-
taremos também duas expressdes alternativas para o cdlculo do produto dos primeiros
termos de uma progressdo aritmética, onde uma delas utiliza os nameros de Stirling

de primeira espécie, cujo estudo permeia os conhecimentos da andlise combinatdria.

Palavras-chave: Progressdo Aritmética. Progressdao Geométrica. Progressao Aritmética
de Ordem Superior.



ABSTRACT

In this work we will do a brief study at an intermediate level on the theory of arith-
metic and geometric progressions, trying to distinguish them and to understand their
particularities in a succinct way. A study of higher order arithmetic progressions will
be made because of its connection to the theory of polynomials. We will also present
two alternative expressions for the calculation of the product of the first terms of an
arithmetic progression, where one uses the first species Stirling numbers, whose study
permeates the knowledge of combinatorial analysis.

Keywords: Arithmetic Progression. Geometric Progression. Arithmetic Progression
of Higher Order.
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1 INTRODUCAO

O atual trabalho cobre um estudo introdutério sobre a teoria das progressdes
aritméticas e geométricas. Nele contém todo o aparato necessario para o desenvol-
vimento e compreensdo da teoria de uma maneira prética e simples, onde vérios re-
sultados foram demonstrados ou mencionados e exemplos discutidos para que o leitor
possa ter uma boa nogao destes temas.

No capitulo 2, introduziremos as notagdes que serdo utilizadas no decorrer dos
préoximos capitulos, além de apresentar alguns teoremas que serdo de grande im-
portancia para a demonstragdo de vérios resultados propostos durante toda a leitura
deste trabalho.

No capitulo 3, faremos um estudo sobre progressdes aritméticas. Neste capitulo
iremos abordar as principais caracteristicas desta sequéncia no que diz respeito a
definic¢Oes, posicionamento de termos e operagdes tais como soma e produto de termos.
Mais adiante, faremos uma breve exposigdo sobre as progressdes aritméticas de ordem
superior destacando suas relagdes com as progressdes aritméticas e polindmios.

No capitulo 4, estudaremos as progressdes geométricas, cujo texto foi elaborado
de maneira semelhante ao capitulo anterior na perspectiva dos tépicos, embora hajam
diferengas significativas. Estas sequéncias sdo caracterizadas pelo fato de que a taxa de
crescimento de cada termo para o préximo é sempre constante e este fato sugere um

incentivo a mais para conhecermos melhor as mesmas.



2 PRELIMINARES

O presente capitulo terd como finalidade a familiarizagdo com as notagdes que
serdo utilizadas nos capitulos posteriores e a apresentagdo do método de indugéo.
Mencionaremos o conceito de limite de uma sequéncia real e algumas de suas propri-
edades. Inicialmente, lembremos que uma sequéncia real ou sequéncia de ntiimeros
reais é uma funcdo definida no conjunto dos ntiimeros inteiros positivos a : N — R
onde é de praxe representar a imagem de n pela func¢do por a,, o qual é chamado de
termo de ordem 1 ou n-ésimo termo da sequéncia. No que segue, as fun¢des do tipo
f:1{1,2,3,...,n} — R serdo consideradas, para efeito da teoria das progressdes aqui

abordadas, como sequéncias de niimeros reais.

2.1 Somatorio

Seja (a,) uma sequéncia real dada. A partir dela, vamos utilizar a letra maitdscula )’

(sigma) do alfabeto grego para formar a seguinte notagdo

n

Zai

i=1
onde i é chamado indice do somatério e os ntimeros 1 e n sdo, respectivamente, o indice
inicial (ou limite inferior) e indice final (ou limite superior). Esta nota¢do é chamada de
notagdo somatodrio a qual representa, abreviadamente, a soma dos n termos ay, ay, . . ., a,.

Observe que podemos definir esta notagdo pela seguinte recorréncia:

1
1. a; =daq,
i=1
n+1 n
2. Z a; = Z a; | + a1, para todo inteiro positivo n.
i=1 i=1

Segundo esta nota¢do, podemos escrever:

a; = a1+ dp;

a1 + ap + as;

=2
Il

a| +ay +asz + dy,

[1- 10 202

=

=
Il

M t+a+---+a,—q+a,.
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100

1
lo 2.1. Calcul 1 .
Exemplo Calculemos o va orde;i(i+1)
f1_1+1+1+m+1+1
ii+1) 1.2 2.3 3-4 99-100 ' 100- 101

i=1

(-39 -
2 2 3 3 4 99 100 100 101

Exemplo 2.2. Determinemos o valor de Z(—l)i.
i=1

Inicialmente vejamos que

n+1 n
; ; -1, senépar
_11_ _1l:_1n+l: 4
;( ) ;( y=60 { 1, sen éimpar.

7

n+1 n n+1

Se n é um namero par, entdo Z(—l)i - Z(—l)i = -1. Como Z(—l)i € {0,-1} e
: i=1 i=1 - i=1 ;

Z:(—l)Z € {0, -1} segue que necessariamente devemos ter Z(—l)i =-le Z(—l)i =0,
i=1 i=1 i=1

n
ou seja, sendo n um ntiimero par o valor do somatério E (=1)' vale 0. Agora se n é um
i=1

n+1 n
ndmero fmpar entdo Z(—l)i —~ Z(—l)i = 1. Como 7+ 1 é par entéo pelo que acabamos
i=1 i=1
n+l n
de ver acima temos que Z(—l)l = 0 e assim o valor do somatério Z:(—l)Z vale —1.
i=1 i=1

Portanto

i(_l)i 10 se n é par
= —1, senéimpar.

Exemplo 2.3. Mostremos que se (a,) e (b,) sdo sequéncias de nimeros reais e @ é um
nuamero real qualquer entdo valem as seguintes propriedades:

n

1. Za:an;

i=1
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3. Zn:(ai +b) = Zn:ai + Zn: b;.
p) 1 i=1

i=
Para mostrar a propriedade 1), tomemos a sequéncia (t,) tal que t, = o para todo
inteiro positivo n. Entado

n n
Za=2ti=t1+t2+---+tn=0z+a+---+a=an.
i=1 i=1

Ja a propriedade 2) se faz utilizando a propriedade distributiva do produto em relacdo

a soma de niimeros reais

n
Z(aai) = am +aa+---+aa,
i=1

= a(a1+a2+---+an)

n

CYZIZZ'.

i=1

Finalmente, utilizando a comutatividade e a associatividade da soma de ntiimeros reais

podemos mostrar que a propriedade 3) se verifica

Zn:(ai +b;)
P

(a1 +by)+ (a2 +by) +--- + (a, + by)

(@ +ay+---+a,)+ b1 +by+---+by,)

i a; + i b;.
i=1

i=1

2.2 Produtério

Seja (a,) uma sequéncia real. A esta sequéncia, iremos vincular a letra maitiscula ]
(pi) do alfabeto grego, para estabelecer a notagdo abaixo

n

[]a

i=1

onde i é chamado indice do produtério e os niimeros 1 e n sdo, respectivamente, o
indice inicial (ou limite inferior) e indice final (ou limite superior). Esta notacdo é
chamada notagdo produtério a qual representa, de uma maneira simples, o produto
dos n termos a;, 4y, .. ., a,. Utilizando recorréncia, podemos definir a nota¢do acima da
seguinte forma:

1

1 Hai

i=1

ay,

+

n+1 n

2 H&li

i=1 i=1

Il
=2

- 4,41, para todo inteiro positivo 7.



Com esta notagdo, podemos escrever:

2
a; = dy;
i=1
a, = mdayas,
i=1
a; = 1020304,
i=1
n
a, = May...a,14,.

2017
1
Exemplo 2.4. Determinemos o valor da expressao H 1+ ?) :
i=1

—
—_
+

N.l —

SNS—
Il

2(1 ¥ 1)(1 ¥ %)(1 ’ 20116)(1 ¥ 20117)

2
4 2017 2018
3 2016 2017

3.
2
= 2018,

n
Exemplo 2.5. Calculemos o valor da expressdo H 2%+,
i=1

n
| | 221+l — 23 . 25 . 27 . 2211—1 . 22n+1
i=1

— 23+5+7+~-~+2n—1+2n+1

= 25,

Podemos calcular S, utilizando o seguinte artificil algébrico

S, = 22i+1

Segue dai que
H 02+l _ g8y — p(n+1)’~1% _ on’+2n

i=1

14
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Exemplo 2.6. Mostremos que se (a,) e (b,) sdo sequéncias de nimeros reais e a é um

numero real qualquer, entdo valem as seguintes propriedades:

,
|2
1

n
2. (aai) =a" H a;,
=1 i=1

3. :L—_:(lebl) = flﬂi fl bi.

i=1 i=1 i=1

Para mostrar que a propriedade 1) é verdadeira, tomemos a sequéncia (r,,) tal que

r, = a para todo inteiro positivo n. Entdo temos que

n n

Ha:Hn:rl-rQ-'-rn:a-a---a:a”.

i=1 i=1
A fim de mostrar as propriedades 2) e 3) iremos utilizar as propriedades comutativa e
associativa do produto de ntimeros reais:

n

H(Ofﬂi)

i=1

(aay)(aaz) - - - (aa,)

- (a.a...a)(al.az...an)

= a”Hﬂz’;

i=1

(a1b1)(azby) - - - (anby)

H(ﬂibi)

i=1

(@y-az---a,)(by-by---by)

n n
[T+
=1 =1

2.3 Método da indugao

Nos préoximos capitulos faremos uso de vdrios resultados que serdo provados
através do processo de indugdo. Destacaremos a seguir o Principio de Indugdo Finita

e o Principio de Inducdo Completa, cujas demonstracdes podem ser encontradas em [2].

Principio de Indugdo Finita. Seja 2 um inteiro dado. Suponhamos que para cada

inteiro n > a estd dada uma afirmagdo A(n) de forma que:

1. A(a) é verdadeira ;
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2. Se para um inteiro n > a, A(n) é verdadeira, entdo A(n + 1) é verdadeira.
Entdo a afirmacdo A(k) é verdadeira para todo inteiro k > a.

Exemplo 2.7. Demonstremos que para todo inteiro positivo n vale:
1+2 3 4+_“+£:§_2n+3
3 32 3 34 3t 4 4.3
Para demonstrar a afirmacdo acima, iremos usar inducéo finita sobre o inteiro 7.

Comecemos verificando se a afirmacéo é verdadeira paran = 1:
3 2-1+3 3 5 4 1

47743 1 12 1273
O célculo acima nos diz que a nossa afirmacao é verdadeira para n = 1. Suponhamos,

por hipétese de indugdo, que a afirmacgdo acima seja verdadeira para n > 1. Para
concluir a demonstracdo devemos mostrar que a afirmacdo também é verdadeira para
n + 1. Esta tarefa ndo requer bastante esforgo, pois basta observar que

1 2 3 4 n n+l 3 2n+3 n+l1

3+32 33 " 34 '”+3_n+3n+1 - 1_4,3n+3n+1
_§_6n+9+4n+4 §+4n+4—6n—9
T4 4.3n+1 0 430+ 4 4 . 3n+1
3 2n+5 3 2m+1)+3
T4 4.3 T 4 4.3m
Entdo podemos concluir através do principio de inducao finita que a afirmacéo é ver-

dadeira para todo inteiro positivo 7.

Principio de Indugao Completa. Suponhamos que para cada inteiro n > a estd dada

uma afirmacdo A(n) de forma que:
1. A(a) é verdadeira ;

2. Se A(k) é verdadeira para todo inteiro k tal que a < k < n, entdo A(n + 1) é

verdadeira.
Entdo a afirmacdo A(k) é verdadeira para todo inteiro k > a.

Exemplo 2.8. Consideremos a sequéncia (a,,) definida pora; =1,a, =2ea, = a,-1 +a,-

se n > 3. Demonstre que para todo inteiro positivo n vale a desigualdade:

5 n
a, < (g) .
Para demonstrar a desigualdade acima iremos usar o principio de indugdo completa
sobre o numero n. E facil ver que a desigualdade é verdadeira para os inteirosk = 1 e

k =2, como se pode verificar sem maiores dificuldades:

5
Ellzl < 5,‘
25 (5\?
2=2 < T(‘)'
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Suponhamos agora, por hipétese de inducgdo, que a desigualdade seja verdadeira para
todo inteiro k que cumpra a condigdo 2 < k < n. Precisamos mostrar que a desigualdade

também é verdadeira para n + 1. Como, em particular, a desigualdade é verdadeira

<2 e <2
n—1 3 n 3 .

Utilizando estas desigualdades como suporte, podemos chegar ao nosso objetivo da

parak =n—-1ek =n temos

seguinte forma

wrmsesner <@ <@ -05 < 3- 6 -6
il = o Tl 3 3) " \3 3 \3 9 \3 3) \3) -

Isso mostra que a desigualdade também ¢é verdadeira para n + 1 e portanto a mesma é

valida para todo inteiro positivo 7.

24 Limite de uma sequéncia

Apresentaremos agora o importante conceito de limite para sequéncias de ntimeros

reais.

Defini¢ao 2.1. Diz-se que uma sequéncia real (a,) tem limite L, ou converge para o
numero L se, dado qualquer namero ¢ > 0, é sempre possivel encontrar um nimero N
tal que

n>N=la,—-L|<e.

Escreve-se

lima, =L, lima,=L oua, — L.

n—00

Uma sequéncia que ndo converge é dita divergente.

n
Exemplo 2.9. Mostremos que lim 1" 1

Para mostrar que o limite acima vale 1, devemos mostrar que para qualquer escolha

de um ntmero ¢ > 0 é possivel encontrar um nimero N de modo que

n
n+1

n>N=>‘ —1|<e.

Primeiramente, observe que

‘ n

1 1 1-¢
<ceoeon+l>-on> .
n+1 1

—1'<e(:>
n+ fa €

1-¢
Entdo basta tomar um nimero N tal que N > —— que teremos
€

n>N=>'L—1‘<e
n+1
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e portanto lim =1 como queriamos mostrar.

n—oo 11

Antes de encerrar o capitulo, deixaremos abaixo um teorema sobre operagdes com

limites. A demonstracdo deste teorema serd omitida. Para maiores detalhes veja [4].

Teorema 2.1. Sejam (a,) e (b,) duas sequéncias de nliimeros reais convergentes, com
limites a e b respectivamente. Entao, (a, + b,), (a.b,) e (ka,), onde k é uma constante

real qualquer, sdo sequéncias convergentes, além do que:
1. lim(a, + b,) = lima, + limb, =a + b;
2. lim(ka,) = k(lima,,) = ka;

3. lim(a,b,) = (lima,)(limb,) = ab;

a a
4. se além das hipéteses acima, b # 0, entdo lim b—" =5
n
2n% + 3n

Exemplo 2.10. Calculemos o valor do limite lim .
n—eo 912 — 5n

243 hm(2+§) lim 2 + lim >
im — n n—oo n — n—oo n—oo 11 —
n—o00 2 _ n—oo

on = 5n 9— % Jim (9 - 5) lim 9 — lim 2

n—oo n—o0 n—oo 11

—
|
g
Il
O N



3 PROGRESSOES ARITMETICAS

Defini¢ao 3.1. Uma progressdo aritmética é uma sequéncia de ntimeros reais na qual
a diferenca entre cada termo e o termo anterior é constante. Essa diferenga constante é

chamada de razdo da progressao.

Exemplo 3.1. As sequéncias (3,7,11,15,...)e(9,6,3,0,...) sdo progressdes aritméticas

de razdes 4 e —3 respectivamente.

Exemplo 3.2. Consideremos uma progressao aritmética (2,) onde o oitavo termo vale
30 e o primeiro termo vale 2. Podemos encontrar facilmente sua razdo r. Basta observar
quedy —ay =t,a3— Ay =¥, A4 —a3 =71, ..., 07 — A = I, Ag — Ay = r € somar membro a

membro essas equagdes para concluir que ag —a; = 7r e portanto r = 4.

3.1 Classificacao das progressodes aritméticas

Podemos classificar as progressdes aritméticas em crescente, decrescente ou cons-

tante.

2

Crescente Uma progressdo aritmética é crescente quando cada termo, a partir do

segundo, é maior que o termo precedente.

Decrescente Uma progressao aritmética é decrescente quando cada termo, a partir do

segundo , é menor que o termo precedente.

Constante Uma progressdo aritmética é constante quando todos os seus termos sdo
iguais. Esta progressao também é chamada de progressao aritmética estacionaria.

Defini¢ao 3.2. Uma progressao aritmética é chamada de progressdo aritmética de pri-
meira ordem ou progressdo aritmética ndo-estaciondria se ela for crescente ou decres-

cente.

Exemplo 3.3. As progressdes aritméticas (1 — \/5, 1,1 + \/5,1 + 2\/5,1 + 3\/5,...),
(-2,-5,-8,-11,-14) e (, 7,7, m,...) sdo crescente, decrescente e costante respecti-
vamente. Das trés sequéncias, apenas as duas primeiras sdo de primeira ordem e a

ultima é estacionéria.

3.2 Termo geral de uma progressao aritmética

O termo geral de uma progressdo aritmética é uma expressdo matematica que

permite calcular a posi¢do de qualquer termo da sequéncia. Essa expressdo é bastante
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atil para solucionar diversos problemas. Vejamos como encontrar essa expressdo.

Sejam (a,,) uma progressao aritmética e r a sua razdo. Entdo podemos escrever

a)—a1 = r
az—d, =T
ag—dadz = 71
Ap-2 —0p3 = T
Ay —ap2 =T
Ay, —Ay—1 = T.

Somando membro a membro essas n — 1 igualdades segue que
a,=a,+(n-"1r.

Essa tltima expressdo é chamada de termo geral da progressao aritmética (a,) de
razdo r. Observe que essa expressdo nos diz que para encontrar o n—ésimo termo
de uma progressado aritmética podemos localizar seu primeiro termo e, a partir dele,

percorrermos a sequéncia 7 — 1 posigoes.

Exemplo 3.4. Em uma progressdo aritmética, o quinto termo vale 20 e o vigésimo termo

vale 50. Quanto vale o sexto termo dessa progressao?

Sabemos que a5 = a; + 4r e ay = a; + 19r. Destas duas expressdes resulta que
Ay —as = 15r e como o quinto termo vale 20 e o vigésimo termo vale 50 segue que r = 2.
Logo ag = as +r = 22.

Exemplo 3.5. Quantos ntimeros inteiros existem, de 1000 a 10000, ndo divisiveis nem

por 5 e nem por 7?

Para calcular esta quantidade de ntiimeros, vamos inicialmente calcular quantos
nameros da lista 1000, 1001, ...,9999,10000 sao multiplos de 5 ou 7. Para calcular
a quantidade de mdultiplos de 7 vamos utilizar a férmula do termo geral para uma
progressdo aritmética de primeiro termo 1001 e n-ésimo termo 9996. O que queremos
aqui é encontrar o nimero n. Temos que 9996 = 1001 + (n — 1)7 e assim n = 1286. De

modo andlogo, mostra-se que a quantidade de multiplos de 5 é

10000 — 1000

+1 =1801
5

e a quantidade de multiplos de 35 é

9975 — 1015

35 +1 =257.
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Entdo a quantidade de multiplos de 5 ou 7 vale 1286 + 1801 — 257 = 2830. Para obter a
quantidade de ntiimeros pedido basta retirar do total de niimeros 10000—-1000+1 = 9001
a quantidade 2830. Portanto temos 6171 ntimeros.

Exemplo 3.6. Existem infinitos ntimeros primos na sequéncia (5,11,17,23, ...).

Primeiramente observemos que tal sequéncia é uma progressdo aritmética pois a
diferenca entre cada termo e o termo anterior vale 6. Como o termo de ordem # desta
sequéncia é 6n — 1 entdo se mostrarmos que existem infinitos primos da forma 6n — 1
consequentemente estaremos mostrando a existéncia de infinitos ntimeros primos na
sequéncia dada. Suponhamos por absurdo que a quantidade de nimeros primos da
forma 67 — 1 seja finita e sejam 5 < p; < pp < --- < pi estes primos. Se considerarmos o
namero

b :6p1p2"'pk+5

vemos que nenhum dos primos da forma 6n — 1 é um fator de b e que 3 também ndo é
um fator de b. Observe também que b é um inteiro impar e que um primo impar ou é
3 ou ele é da forma 6n — 1 ou é da forma 6n + 1. Entdo podemos concluir que todos os
fatores primos de b que aparecem na sua decomposi¢do sao primos da forma 6n + 1 e
assim b seria um ntmero da forma 6n + 1 pois o produto de nameros da forma 6n + 1
é ainda um ntmero da forma 67 + 1. Mas isto é uma contradi¢do pois o ntiimero b é da
forma 6n + 5.

De modo geral, se tivéssemos escolhido uma outra progressao aritmética de niimeros
naturais onde o primeiro termo e a razdo fossem primos entre si, entdo a quantidade de
nimeros primos na sequéncia dada também seria infinita. O exemplo acima é apenas
um caso particular de um famoso teorema devido ao matemaético aleméao Johann P. G.

Lejeune Dirichlet, o qual enunciaremos a seguir sem demonstragao:

Teorema 3.1. Em uma progressao aritmética de ntimeros naturais, com primeiro termo

e razdo primos entre si, existem infinitos ndmeros primos.

3.3 Produto dos termos de uma progressao aritmética

E de conhecimento da comunidade matematica que se (1,) é uma progressao
aritmética de razdo r onde a;v > 0 entdo o cdlculo do produto dos n termos desta

sequéncia é expresso pela seguinte férmula:
r (a_1 + n)
n_ 7
(%)
r
I': 0,+0) — R
+00
a — I'(a) = f e x dx
0

P,=r

onde
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é afungdo gama de Euler. Assim, se considerarmos a progressao aritmética (5,9,13,...),
teremos a seguinte igualdade

dn+5
r(~5)

para todo inteiro positivo n. Um fato interessante sobre esta funcdo é que a mesma

5.9.13---(dn+1) =

possibilita a extensdo do calculo de ntimeros fatoriais para todos os valores reais maiores
que —1:
al =T(a+1)

onde a > —1 é um ntmero real qualquer. A titulo de exemplo, seguem dois resultados
Curiosos:

00=1 e (-0,5)!= Vnr.
Apresentaremos a seguir dois resultados, cuja contribui¢do é da competéncia do autor

deste trabalho, que respondem na direcdo do problema do calculo do produto dos n
termos de uma progressao aritmética sem utilizar conhecimentos do Célculo avangado.

Teorema 3.2. O produto dos (1 > 3) primeiros termos de uma progressao aritmética

(a,) €
ama, ) .

i+j=n—1

onde i e j sdo inteiros positivos.

Demonstragio. Seja r a razdo da progressdo aritmética (a,). Temos que

n-2 n-2

P, = maxaz---a,10, = 010,003 - - - A1 = @14, A1 = A1dy H [n 1 (n — Vg
k=1 k=1
n-2 n-2 aa
_ e
= ma, (H — ] [ [t =Dl = =355 H[(n 1ag].
k=1 k=1
Para concluir a demonstragado resta mostrar que
n—2
[lin-vacal= [ @i+anp
k=1 i+j=n-1
onde i e j sdo inteiros positivos. Veja que
n—2
[(1 = D] = H[(n D@ + k)] = H(nal njr—a = jr) =
k=1 j=1
n-2

[(n=1=jar+@+n-Dnjl= [] @i+a.

j=1 i+j=n—1
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Exemplo 3.7. Calculemos o produto dos seis primeiros termos da progressdo aritmética
(1,4,7,...).

Observe que a sequéncia acima possui primeiro termo igual a 1 e razdo igual a 3.
Com estes dados, a expressdo do termo geral de uma progressdo aritmética nos fornece
0 sexto termo

ag = a; + 5r = 16.

Pelo Teorema 3.2 temos

a1ae

, . ma
Py = ? H (glz + [16]) = %(dl + 4{16)(201 + 35!6)(3(11 + 25!6)(4{11 + ﬂ(,)

i+j=5

= %(1"‘4'16)(2'1+3'16)(3-1+2-16)(4-1+16):58240,

Exemplo 3.8. Calculemos o valor da expressdo H (i + nj) onde i, j e n sdo inteiros
i+j=n—1
positivos com n > 3.
Para calcular essa expressdo basta aplicar o Teorema 3.2 para a sequéncia cujo termo

de posigdo n sejaa, = n

=(mn-2)!(n-1)""

1—[ (i + 1)) = n!(n —1)"2 _nm=2)n—1)n- 1)r2

.o n n
i+j=n-1

Exemplo 3.9. Calculemos o valor da expressao H (7i + 9j) onde i e j sdo inteiros
i+j=14
positivos.

Vamos modificar um pouco a nossa expressao

H (7i +9j) = %[713 H (7i+9j)] = % H (49i + 63j).

i+j=14 i+j=14 i+j=14

Observe que a sequéncia (a,) = (49,50,51, ...,63) é uma progressao aritmética com 15

termos. Pelo Teorema 3.2 temos

49-.50-51---63-14"13 6211413
1 ) = =50-51---62-1418 = ———~
|| (49i + 63]) 5 50-51---62-14 o
i+j=14
Portanto 1 1 6211413 621213
[[ivop=5 []@wivesp=5""5= "5

i+j=14 i+j=14
Uma outra maneira de calcular o produto dos n primeiros termos de uma progressao
aritmética é através dos ntimeros de Stirling de primeira espécie. Os ntimeros de
Stirling de primeira espécie sdo os inteiros S(n,k), com n e k inteiros ndo negativos,

gerados pela seguinte defini¢do recursiva:
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1. S(n,0)=0,se n>1
2. Sm,n)=1,se n>0
S(n,k)=0,se k>n
4. Sn+1,k) =S(n,k—1)—nS(n,k),se 1 <k<n

Vejamos como tais niimeros nos revelam uma maneira alternativa para o calculo deste

produto através da seguinte proposigao:

Proposic¢ao 3.1. O produto dos n primeiros termos de uma progressdo aritmética (a,)
de razdoré
n-1
Py =a;+ ) (-1)"*S(n, kyalr
k=0
onde 5(11, k) ¢ um ntimero de Stirling de primeira espécie.

Demonstracio. E facil ver que a afirmacgdo é verdadeira para n = 1. Como S(n,0) =0
n—-1

para n > 1 entédo é suficiente mostrar que a afirmacéo P, = a7 + Z( 1)"*S(n, k)ak nk

k=1
é verdadeira para n > 2. Iremos proceder por indugéo finita sobre o nimero n. Para

n = 2 temos
a + Z( 1°7*SQ2, k)air*™* = a? = S(2, Vayr = a2 — (~D)ayr = ay(ay + 1) = P,

Suponhamos agora que a nossa afirmacao seja verdadeira para n > 2. Vamos mostrar

que ela também é verdadeira para n + 1. Temos que
n+1 +Z( 1)n+1 kS(Tl+ 1 k)llk n+l-k _ a111+1 +Z( 1)n+1 k[S(i’l k- 1) —TlS(Tl k)]llk n+1-k

=+ Z( 1" nS(n,K) — S(n, k — ]akr+1* = a2+ + Z (=1)"*nS(n, K)akr™ 1 —

k=1
n-1

Z( 1)"*S(n, k — Dakr™1 7% = a1 + nra? + an( 1)"*S(n, k)akr"™* +
k=1

Z( 1)1 (n, k — Dalr™ '™ = at*! + nral + nr(P, — a?) + ay (P, — af) = al(ay + nr) +
(Pn - a1)(a1 +nr) = (al + P, - 11111)(611 +nr) = Pyay1 = Puyr.

Isto completa a demonstragdo por indugdo finita e portanto a nossa afirmagao é verda-
deira para todo inteiro n > 1. m|
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3.4 Soma dos termos de uma progressao aritmética

Teorema 3.3. A soma dos n primeiros termos da progressdo aritmética (a,) é

_ (111 + an)n

Su >

Demonstragdo. Sejam S, o valor dasomaa; +a,+---+a,_1 +a, erarazdo da progressao.
Reescrevendo a soma na formaa, +a,-1 +-- - +a +a; ou seja , de trds pra frente, teremos
que

25, = (a1 +a,) + (a2 + ay_1) + - + (a1 + a2) + (a, + ay).

Agora observe que cada expressdo entre parénteses € da formaa; +ajcomi+j=n+1

e quea; +a; = ay +a, pois

ai+a; = ap+(@—1r+a+(G-1r
= m+ir—-r+a+jr—r
= m+m+@G+j-2)r
= m+m+m+1-2)r

= m+a+m-1r

= m +4a,.
Entao
25, = (a1+a,)+ @ +a,q)+-+ @, +a)+ (a, +ay)
= ((11 +an)+(a1 +an)+"'+(a1 +an)+(al +an)
n parcelas iguais a (a1+a,)
= (@ +a,)n.
Portanto
(1 +a,)n
S, = ———.
2

Exemplo 3.10. A soma dos cem primeiros niimeros inteiros e positivos é

(1 +100)100

1+2+3+---+99+100 = = 5050.

Exemplo 3.11. Se a soma S,, dos m primeiros termos de uma progressao aritmética (a,)

for igual a soma dos n primeiros termos, com m # n, entdo
A1 + Ay + o+ + Ay = =S,

Seja r a razdo da progressdo aritmética. Pelos dados do problema podemos ver
que a1 + aysy = m+m+m+n—-1)r =ay+(m—-1r+a; +nr = a, +a, +nr =
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2 (@ +a,m 2 2 2 (@ +a,n n
—-M+nr=—5m+nr=—Sn+nr=—-u nr=—(a +a,) +nr =
m N 2 +m N m m 2 m
a+a am+a,+mr\ n
n( 17 +r)= n(L)z — (a1 + Aypn)-
m m m

. ny ..
Esta igualdade mostra que o produto (a; + @y4,) (1 - —) éigual a zero e comom # n
m
temos que a; + 4,4, = 0. Portanto

Apsl + Ao+ + Ay = Spn — S
— (a1+am+n)(m+n)_s
2 m
0-(m+n
= S,

Exemplo 3.12. Em uma progressdo aritmética de 11 termos, a soma dos 5 primeiros

termos é 50 e a soma dos 5 altimos termos é 140. Determine o tiltimo termo.

Pelo enunciado do problema podemos escrever que (a; + a5)5 = 100 e
2(50 + ag + 140) = (ﬂl + 011)11.

Como
a +ay =a;+a +10r =24, + 10r = 2(&1 + 51’) = 24,

entdo segue dai e da ultima expressdo que o sexto termo é 19. Por outro lado se

a1 + as = 20 temos também que 2a; + 4r = 20. Resolvendo o sistema linear

a + 5r = 19
201 + 4r 20

encontraremos r = 3 ea; = 4. Logo a1; = a; + 10r = 34.

3.5 Progressdes aritméticas de ordem superior

Estudaremos agora as progressoes aritméticas de ordem superior. Nesta segdo
usaremos a notacdo Aa, para representar a diferenca a,.+1 — 4, de uma dada sequéncia

(a,,) e para cada inteiro positivo v definiremos

Aa,, se v=1

Aa, = o :
A" Aa,, se v>2

Defini¢dao 3.3. Uma progressdo aritmética de segunda ordem é uma sequéncia (a,)
na qual a sequéncia (Aa,) forma uma progressdo aritmética ndo-estaciondria. Gene-
ralizando, uma progressdo aritmética de ordem v (v > 3) é uma sequéncia na qual a

sequéncia (Aa,) forma uma progressdo aritmética de ordem v — 1.
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Exemplo 3.13. A sequéncia (a,) = (n%*) = (1,4,9,16,25,...) é uma progressdo aritmética
de segunda ordem pois a sequéncia (Aa,) = 2n+1) = (3,5,7,9,...) é uma progressao

aritmética ndo-estaciondria.

Exemplo 3.14. Seja (a,) = (n® +1) = (2,9,28,65,...). Vamos mostrar que esta sequéncia
é uma progressdo aritmética de ordem 3. A partir desta sequéncia vamos calcular Aa,

e N%a,:

m+1P°+1-+1)=3n*+3n+1;

3n+172+3n+1)+1-3n*-3n—-1=6n+6.

Aa,
A%a,

Note que a sequéncia (A%a,) = (12,18,24,...) representa uma progressdo aritmética
ndo- estaciondria e isso nos diz que (Aa,) é uma progressdo aritmética de segunda
ordem. Portanto se (Aa,) é uma progressdo aritmética de segunda ordem entao (a,) é

uma progressao aritmética de ordem 3.

Exemplo 3.15. Mostre que se (a,) é uma progressdo aritmética ndo-estaciondria entdo
dado um ntimero s existe uma progressdo aritmética (b,) de ordem v + 1 tal que by =5
e A%, = a,.

Para mostrar a existéncia da sequéncia (b,) iremos usar inducdo finita sobre o

numero v. Seja v = 1 e ponha

s, se n=1

n-1
b, =
s+ a, se n>=2

k=1

Entdfo Ab; =s+a;—s=a; e

n n—1 n—1 n—1
Abn:s+E ak—s—E ak:s+an+2ak—s—2ak:an
k=1 k=1 k=1 k=1

paran > 2, ouseja, Ab, = a, e isso também nos diz que (b,) é uma progressdo aritmética
de ordem 2 pois (a,) é uma progressdo aritmética ndo-estaciondria. Suponhamos, por
hipétese de indugdo, que exista uma progressado aritmética (g,) de ordem v + 1 tal que
g1 = s e A’q, = a,. Mostraremos que existe uma progressao aritmética (b,) de ordem

v + 2 tal que by = s e A*'b, = a,. Tome

s, se n=1

b _ n—1 .
e
S + Z Jr, se n>2
k=1
De modo analogo ao que fizemos acima mostra-se que Ab,, = g, e como a sequéncia (g,)
é uma progressdo aritmética de ordem v + 1 segue que (b,) é uma progressao aritmética

de ordem v + 2. Para finalizar basta observar que A"*'b, = A’Ab, = A%g, = a,,.
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n
Teorema 3.4. A expressdo Z kP =17 +27 4+ ...+ nP é um polindmio em n de grau p + 1.
k=1

Demonstragdo. Para provar a validade deste teorema usaremos indugdo completa sobre
n

o nimero p. E facil ver que o teorema é valido para p = 1 pois Z k=1+2+3+---+n=
k=1
nn+1) 1

1
> = EnZ +5n ¢ um polinémio em 7 de grau 2. Suponhamos , por hipétese de

n
indugédo, que o polindmio em n Z k¥ tenha grau p + 1 para 1 < p < v. Mostraremos

k=1
n

que Z k**1 ¢ um polindmio em 1 de grau v + 2. Veja que
k=1

n

(Tl + 1)v+2 -1 = Z(k + 1)v+2 _ Z kv+2
k=1

k=1

— Z[(k + 1)U+2 _ kv+2]
k=1

= Z (v+2)k”+1+ka+---+k+1]
k=1
3 - vi1 . @+2)(0+1) - ; - -
= (v+2)Zk +f2k +---+Zk+Zl
k=1 k=1 k=1 k=1
- (v+2)2k0+1+12(n).
k=1

Como (1 + 1)?*2 — 1 é um polindmio em 1 de grau v + 2 e R(1) é um polindmio em 7 de

n
grau v + 1 segue que (v + 2) Z k’*! ¢ um polindmio em 7 de grau v + 2 e portanto
k=1

i kv+l _ (Tl + 1)U+2 -1- R(Yl)
= B v+2

é um polindmio em n de grauv + 2 . m|

Coroldrio 3.1. Se P é um polindmio de grau p, entdo Z P(k) é um polindmio em n de

k=1
graup + 1.

Demonstragido. Como P é um polindmio de grau p, entdo existem constantesag, ay, .. ., ay-1

e a, com a, # 0 tais que

Z P(k) = Z[apkv +ay gk -+ ark + ag]
k=1 k=1

n n

n n
= a,,Zk”+ap_1ka—1+---+a12k+Za0.
k=1 1

k=1 k=1 k=
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Se olharmos esta tiltima expressdo da esquerda para a direita, o Teorema 2.2 nos garante
que a primeira parcela da soma é um polindmio em n de grau p+1 e as demais parcelas, a

menos de um polindmio identicamente nulo, sdo polindmios em # com grau no maximo

igual a p. Portanto o polindmio em n Z P(k) possui grau p + 1. O
k=1

n
Exemplo 3.16. Determinemos o valor da soma Z k* em funcdo do ntimero 7.
k=1
n
Pelo Teorema 2.2 tem-se que F(n) = Z k* é um polindmio em 1 de grau 5 e entdo
k=1
podemos escrever F(n) = an® + bn* + cn® + dn? + en + f. Para determinar os valores dos

coeficientes do polindmio basta resolver o sistema linear

a + b + ¢ 4+ d + e + f = 1
32¢ + 16b + 8 + 4d + 2 + f = 17
243z + 81b + 27c + 94 + 3¢ + f = 98
1024a + 256b + 64c + 16d + 4e + f = 354
3125a + 625b + 125¢ + 25d + 5¢ + f = 979
7776a + 1296b + 2l6c + 36d + 6e + f = 2275
. . : 1 1 1
Resolvendo o sistema linear acima encontraremos a = E’ b= 5 c = 5, d= f =0e
1
e = —— e portanto

30

1, 13_in_n(n+1)(2n+1)(3n2+3n—1)
5 2 3 30 30 '

Exemplo 3.17. Mostremos que

4n® , N
1-3+3-5+5-7+~--+(2n—1)(2n+1):?+2n -3

Como 1-3+3-5+5:7+- - -+(2n—1)(2n+1) = Z(zk-1)(2k+1) = Z(4k2—1)eP(k) = 4k2-1
k=1 k=1

é um polindmio de grau 2 entdo pelo Corolério 2.1 segue que Z P(k) é um polindmio
k=1

n
emn de grau 3. Assim existem constantes a, b, c e d tais que Z P(k) = an® + bn* +cn +d.

k=1
Observando que

P(1) = 3

P(1) + P2) = 18

P(1) + P(2) + P3) = 53

P(1) + P2) + PGB + P4 = 116
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podemos construir o seguinte sistema linear

a + b + ¢ + d = 3
8 + 4 + 2c + d = 18
27a + 9 + 3¢ + d = 53
64a + 16b + 4c + d = 116
. . 4 1
Resolvendo o sistema linear teremos que a = 3 b=2,c= 3 ed = 0. Portanto
- 4n® , n
1~3+3~5+5-7+~--+(2n—1)(2n+1):ZP(k):—+2n -z
— 3 3

Teorema 3.5. Uma sequéncia (a,) € uma progressdo aritmética de ordem (p > 1) se, e

somente se, o termo geral da progressdo aritmética (a,) é um polindmio em n de grau
p.

Demonstragio. Faremos a prova deste teorema utilizando indugdo sobre o ntimero p.
Inicialmente vamos mostrar que o resultado é vélido para p = 1. Se (a,) é uma pro-
gressdo aritmética de primeira ordem entdo sua razdo r é diferente de zero e assim o seu
termo de ordem n é um polindmio em n de grau 1 poisa, = a; + (n —1)r = rn+ (a; —r).
Suponhamos agora que o termo de ordem n da sequéncia (4,) seja um polindmio em n

de grau 1. Desta forma existem constantes r e b com r # 0 tais que a, = rn + b. Como
Api1—a,=r(n+1)+b—-(m+b)=r

entdo (a,) é uma progressdo aritmética de primeira ordem. Suponhamos, por hipétese

de inducdo, que o teorema seja valido para p > 1. Vamos mostrar que ele é valido para

p +1. Se (a,) é uma progressdo aritmética de ordem p + 1 entdo (Aa,) é uma progressao

aritmética de ordem p e, pela hip6tese de inducédo, Aa, é um polindbmio em 7 de grau p.
n

Pelo Corolério 2.1 segue que Z Aay é um polindmio em 7 de grau p + 1. Mas
k=1

n
Ay = a1 + E Aay
k=1

e assim 4,41 € um polindmio em n de grau p + 1 e portanto a, também é um polindmio
em n de grau p + 1. Reciprocamente, se a, é um polindmio em n de grau p + 1 entdo é
tacil ver que 4,1 também é um polindmio em n de grau p + 1 e Aa, é um polindémio em
n de grau p. Pela hip6tese de indugdo, (Aa,) é uma progressdo aritmética de ordem p e
portanto (a,) é uma progressao aritmética de ordem p + 1. O

Exemplo 3.18. Seja (2,) uma sequéncia tal quea; = a, = 1l eayo+a, = 2a,.1+1,sen > 1.

Determine a soma S, dos n primeiros termos.
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Veja que a expressao a,., +a, = 24,1 + 1 nos diz que
2. _ _ _ _ _
A ay = AAan - A(an+1 - an) = Apy2 — Apy1 — (an+1 - an) =py2 — 2an+1 +a, = 1.

Esta informacao é bastante ttil para a resolu¢do do problema pois a partir dela podemos
obter mais detalhes sobre a sequéncia (4,,). Dada a identidade A%, = 1 teremos que

Aay = ANa,p — Aaq = Z A%q; = Z 1=n
k=1 k=1

e assim (Aa,.1) é uma progressado aritmética ndo - estaciondria e isso mostra que (4,+1)
é uma progressdo aritmética de ordem 2. Pelo Teorema 2.3 4,41 é um polindmio em n

de grau 2 e entdo existem constantes 4, b e c tais que
a, = an® + bn + c.

A nossa tarefa agora é encontrar tais constantes. Para isto basta resolver o seguinte

sistema linear

a + b + ¢ = a=1
4a + 2b + ¢ = a,=1 -
9 + 3b + ¢ = a3=2
. ) , 3 , n> 3
Tal sistema linear nos déa os valores a = > b= ~5 e c=2eassima, = >~ En +2
Como
n n k2 3 1 n 5 3 n n
Sﬂ‘Z“k‘Z(E‘Ek”)‘E k—§Zk+ZZ,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n

entdo precisamos determinar o valor do somatério E k?, pois como ja sabemos,
k=1

ik _ ”(”2+ D, iz = on.
k=1 k=1

De modo anélogo ao que fizemos no Exemplo 2.15 poderiamos avaliar o somatério
n

E k?, porém iremos apresentar o célculo de uma maneira diferente. Observe que

k=1
k(k—1)\ k(k + 1) k(k —1)
A(k- > )— (k+1)- > —k- >
_ (k+1)-k(k;1)—k-k(k;_l)+k-k(k;1)—k-k(k2_1)
_ k(k+1)+k-Ak(k_1)
2
ou seja,

k-A

k(k-1) kk=1)\ Kk +1)
Sy M0 e



Segue dai que

Zkz Z[ k(k2 1)] Z"v‘lA(k.k(kz—l))_k(szrl)

k=1 k=1

_Zk(k 1)n(n2+1)_1.0_znv‘k(k;-1):n(n;-l)z_leZ
k=1

k=1

2
n(n+1)2 Iv, nn+l) nm+1)2n+l) 1y,
Zk 2k:1k 4 4 2Zk

e assim

" k(k — 1)
:ZA(k. :

|

4 B 6

B

Portanto

H
—_
I
WIN
—
-
Ul =
=
»‘
o
+
NI
-~
1l N

1 n(n+1)(2n+1)_§ nn+1) L on _n®—3n’+8n
2 6 2 2 B 6 ‘

Sp =
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kz] 2 nn+1)2n+1) nn+1)2n+1)
5 ’ :
1



4 PROGRESSOES GEOMETRICAS

Defini¢ao 4.1. Uma progressdo geométrica é uma sequéncia de nliimeros reais (a,) tal

que a; é dado e, para todo inteiro positivo 7, tem-se

An+1 = Y

onde g é um ntimero fixo, diferente de 0 e 1, chamado razdo da progressao.

1
Exemplo 4.1. Assequéncias (3,6,12,24,...)e (5, 1

1 .
1555 ) sdo progressdes geométricas

. , 1
cujas razdes valem, respectivamente, 2 e =

Exemplo 4.2. Em uma progressdo geométrica, o sexto termo vale 224 e o terceiro termo
vale 28. Quanto vale o segundo termo dessa progressao?

Pela definicdo acima teremos 224 = asq e a4 = 284. A partir destas duas igualdades

podemos encontrar a razdo g da seguinte forma
224 = asq = (a49)q = asq* = 289)q* = 28¢°
3 [224

28
dividir o valor do terceiro termo pela razdo g = 2

e assim g = = 2. Como queremos o segundo termo da progressdo entdo basta

=2 =14,

q

Exemplo 4.3. Sabendo que (a,) € uma progressdo aritmética de razdo ndo nula, prove

que (b,) definida por b, = 7" é uma progressao geométrica.

Seja r a razdo da progressdo aritmética (a,). Para cada inteiro positivo n observe que

Ap+r r

byyr =" =" =" .n" =b, -1,

entdo segue dai que (b,) é uma progressao geométrica. Note que by = " eg = 7'.
Uma motivagédo para o estudo deste tipo de sequéncia se da pelo fato de que a taxa

de crescimento de cada termo para o seguinte é sempre a mesma. Para entender melhor

esta afirmagdo, basta notar que

Gpe1 = nq
= a(q-1+1)
= an(q—1) +a,
= a,i+ay,

onde i = g — 1 é a taxa de crescimento.
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Exemplo 4.4. As taxas de crescimento das progressdes geométricas (5,10, 20,40, ...) e

(5,1 11

15 ) sdo, respectivamente, i; = 100% e i, = —80%.

4.1 Classificacao das progressdes geométricas

Podemos classificar as progressdes geométricas em crescente, decrescente, constante

ou alternante.

Crescente Uma progressdo geométrica é crescente quando cada termo, a partir do

segundo, é maior que o termo precedente.

Decrescente Uma progressdo geométrica é decrescente quando cada termo, a partir

do segundo, é menor que o termo precedente.

Constante Uma progressdo geométrica é constante quando todos os seus termos sdo

iguais.

Alternante Uma progressdo geométrica é alternante quando cada termo, a partir do

segundo, tem sinal contrario ao do termo precedente.

Exemplo 4.5. As progressdes geométricas

1111

1,3,9,27,81,..),|1, 5, -, =, —
(1319/ 18/ )1(1214/8116

),(o,o,o,o,...) e (7,~7,7,~7,7,...)

sdo crescente, decrescente, costante e alternante respectivamente.

4.2 Termo geral de uma progressao geométrica

Ao estudar as progressdes geométricas é comum nos depararmos com problemas
que envolvem a posicdo de certos termos da sequéncia. E importante identificar uma
expressdo que permita saber a posi¢do de qualquer termo arbitrario. Chamaremos de
termo geral da progressdo geométrica ao termo que ocupa a posigdo 7 na sequéncia.
Vejamos como encontrar tal expressdo. Consideremos uma progressao geométrica (a,)

de razdo q. A partir desta sequéncia tomemos a sequéncia (t,) tal que
ty = mq" —auq

para todo inteiro positivo n. Como se pode notar temos que t; = 0 e mais

_ n+1
i1 = mq " —auaq

— alqn+1 _ (anq)q
= q(@q" — a.q)
= gty
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Isso mostra que cada termo da sequéncia (t,), a partir do segundo, é obtido pelo produto
do termo anterior pela razdo g. Como ja vimos, o primeiro termo desta nova sequéncia
é zero, entdo podemos concluir que todos os termos da sequéncia (t,) sdo nulos, ou

seja, teremos t, = 0 para todo inteiro positivo n. Entdo segue dai que

mq" —a,g = 0
aq = aq"
a, = mq"",

para todo inteiro positivo n. A tltima expressao
— n-1
ap = mq
é chamada de termo geral da progressdo geométrica (a,) de razdo q.

Exemplo 4.6. Sabendo que (a1,4,4a3,...) é uma progressdo aritmética de razdo r # 0
tal que as sequéncias (a1, a3, a13) e (a2,4;,a14) sdo progressdes geométricas, determine o

valor do indice j.

Seindicarmos por g arazao da progressdo geométrica (a1, a3, 413) teremos de imediato

que a3 = a1q e a13 = a3q. Mais ainda, as duas equag¢des nos mostram que

o +12r = azg

am+12r = (a1 +2r)q

a+12r = a3+ 2rg
a+12r = a1 +2r+2rg
10r = 2rg
g = 5

Como sabemos o valor de g entdo podemos encontrar uma relacdo entre a razdo da

progressdo aritmética (a,) e o seu primeiro termo

a3 = bm
a+2r = 5m
2r = 4oy

r = 2ay.

Por outro lado, se (a3, 4}, a14) representa uma progressao geométrica, entdo

a]2. = ayayy = 32701 = 81a%
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e modo que a; = 9a; oua; = —9a,. E facil ver que ndo pode ser a; = —94,, pois se assim
d d a;=9a a; 9a;. E facil d a; 9a

o fosse entdo teriamos o seguinte absurdo

aj = —-9m
am+(G-1r = 94
2(j—-1a; = -10m
j—1 = -5,

pois j—1ndo é um inteiro negativo. Logo o correto é a; = 9a; e assim podemos encontrar
o indice j
a; = 9m
am+(G-1r = 9m
2(j—-1Da; = 8m
j—1 = 4
j = 5

Exemplo 4.7. Determinemos a progressdao geométrica de seis termos cuja soma dos

termos de ordem impar é 546 e a dos de ordem par é 2184.

Pelo enunciado do problema vemos que

m+az+as = 546

ar + a4 +adg = 2184.

Observe que se multiplicarmos o primeiro membro da primeira equacao pela razdo da
progressdo geométrica entdo teremos como resultado a soma dos termos de ordem par

da progressao geométrica. Entdo fica facil determinar a razdo da progressdo geométrica:

2184
1= 516 ~

Lembrando que a; = 414° e a5 = a;4* entdo se substituirmos esses valores na primeira

equacao iremos achar o primeiro termo da sequéncia

a+as+as = 546
o +mqt +a1gt = 546
m(l+q +q* = 546
273a; = 546

aq = 2.

Portanto a progressao geométrica é (2, 8,32, 128, 512,2048).
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Exemplo 4.8. A soma de trés niimeros que formam uma progressao aritmética crescente
é 60. Determine esses nimeros, sabendo que se somarmos 45 unidades ao dltimo, eles

passam a constituir uma progressao geométrica.

Sejam a,b e c os numeros procurados de modo que (a,b,c) seja uma progressao

aritmética. Como a soma dos trés ntimeros vale 60 entdo podemos escrever

_ (a+c)3:

3b >

60

e assim b = 20. Ainda, pelo enunciado, sabemos também que (a,20,45 + c) constitui

uma progressdo geométrica, de sorte que

%_45+c
a 20

ou seja, a(45 + ¢) = 400. Entdo, com estas informacdes, podemos encontrar os valores

de a e c através do seguinte sistema linear

a+c = 40
a(45+c) = 400

cuja solugdo se dd quandoa = 5ec =350ua = 80 e c = —40. Observe que como a
progressdo aritmética é crescente entdo devemos ter a < ¢ e assim os valores dea e c que
servem para a solugdo do problema sdo 5 e 35, respectivamente. Portanto os ntimeros
sdo 5,20 e 35.

4.3 Produto dos termos de uma progressao geométrica

Teorema 4.1. O produto dos n primeiros termos de uma progressdo geométrica (a,) de
razao g, é
n(n-1)
— a3
P,=ajqg 7.
Demonstragio. Utilizando a férmula do termo geral de uma progressdo geométrica de

razao q temos

P,

a1a2a3 -+ - Ay

n—1

2
apaqarqg- - - -a1qg

1+2+-4n-1

ayaay -+ - a1

Apés a tltima igualdade acima o primeiro termo consta 1 vezes no produto e o expoente
darazdo g representa a soma dos n primeiros inteiros ndo negativos cujo valor podemos
calcular facilmente

Q+n-1)(n-1) nn-1)

142+3+---4+n-1=
3 n > >
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Portanto o produto dos n primeiros termos vale
n(n=1)
P, =ajq =
O

Exemplo 4.9. Calculemos o produto dos doze primeiros termos da progressdo geométrica
(-3,6,-12,24,...).

Esta sequéncia possui razdo —2 e primeiro termo —3. Para calcular o produto dos
doze primeiros termos vamos utilizar a férmula do produto dos n primeiros termos
de uma progressao geométrica. Como queremos o produto dos doze primeiros termos

entdo para n = 12 temos

12(12-1) 12 66

Pp=alq i =’ = (-3)(-2)% =32%.

Exemplo 4.10. Mostre que ao efetuarmos o produto de qualquer quantidade de pri-

meiros termos da progressdo geométrica (3 V3,1, L AR ), o resultado nunca é maior

ou igual a 3V09.

Para mostrar que o resultado é menor que 3V9 ao multiplicarmos qualquer quanti-
dade de primeiros termos da progressio geométrica, devemos mostrar que P, < 39

qualquer que seja o inteiro positivo n. Observando que a sequéncia em questdo possui
1

razdo — e primeiro termo 3, tem-se
n(n-1)
P, =3" (% ’ - 33} 1)n(”21
= 3”3"(14—7")
_ gt

Agora observe que

25 5\’ 5\’
51 — n? Z‘(“‘E) _g_(”‘i) 25 _5
4 4 16 4 “16 3°
33 = 3\3/§, ou seja, 0
produto de qualquer quantidade de primeiros termos da progressdo nunca é maior ou

5n— n

Entao utilizando a desilgualdade acima teremos que P, = 3
. 3 s
igual a 39, como queriamos mostrar.

4.4 Soma dos termos de uma progressao geométrica

Teorema 4.2. A soma dos n primeiros termos de uma progressdo geométrica (a,) de
razao g, é
m(q" - 1)

Sp = a—1
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Demonstragido. Para demonstrar a afirmagdo observe que se n é um inteiro positivo

entao

=1 = +@ ="+ @7 ="+ -9 -1
— qn+qn—1+qn—2+.__+q_qn—l_qn—Z___._q_l
= q@"" g T ) =@ T T g+ 1)
@-D(@" " +q

n-2

+--4+g+1).

q -
-1
Utilizando este caso particular e a férmula do termo geral, podemos obter a soma dos

Isso mostra que a soma dos 1 primeiros termos da progressdo geométrica (g" ') é

n primeiros termos da progressao geométrica (a,)

Sn

ap+a, +az+---+a,

a +mg+mgt + - +arg" !

a(l+qg+g*+--+q"")
a(q" = 1)
-1~

O

Exemplo 4.11. Quantos termos iniciais da sequéncia (a,) = (1,4, 16,64, ...) devem ser

somados para que a soma dé 873817

Observando o padrdo numérico da sequéncia podemos observar que se trata de
uma progressdo geométrica. Devemos encontrar um namero 7 tal que a soma dos n
primeiros termos seja 87381. Como a sequéncia tem primeiro termo igual a 1 e razdo 4
segue que

m@' -1 14"-1) 4"-1
7 1: n: = =
87381 =S P 11 3

cuja igualdade é verdadeira para n = 9. Logo devemos somar os 9 primeiros termos.

Exemplo 4.12. Sabendo que S, representa a soma dos n primeiros termos da progressao

geométrica (1, i ), determine o menor valor de n para o qual 2 - S, < 0,001,
- L . .. ) 1
Como a progressdo geométrica acima possui primeiro termo igual a 1 e razédo =,
2

entdo a soma dos n primeiros termos vale

171

1(—)—1 1

(2 )_2n 1_ 1
1 T -1
Z 1 —_Z
2 2

Sy =



40

Procuremos agora o menor valor de n para o qual 2 — S, < 0,001. Por inspegdo temos

que

i _ 1 1
28 256 1000
1 1 1
J— — _ > _
29 512 1000
1 1 1
—_ — <

210 1024 1000

Portanto o menor valor den é 11.

Exemplo 4.13. Determinemos a soma dos n primeiros termos da sequéncia (a,) onde

a1 é dado e a1 = ga, + r para todo inteiro positivo n com g # 1 e r constantes.

Examinemos alguns termos da sequéncia:

0

_ o0, 01
ap = mq +7’q_1,

_ _ q-1
a, = qa1+r—qa1+rq_1,

2
2 2 -1
az = qa2+r:q(qa1+r)+r:qa1+qr+r:qa1+rq_1;
g -1

ay = qaz+r=q(gPa +qr+r)=qga +gr+qr+r=qa +r

q-1
Pelo que acabamos de observar é razodvel esperar que o termo de posicdo 1 seja

n—l_l
-1

n

a, =q"lay +r

para todo inteiro positivo n. Na verdade a nossa observagdo é consistente e iremos
provar isso usando indugdo finita. Para comegar veja que para n = 1 a nossa atirmacdo
é verdadeira, como ja foi visto acima. Suponhamos por hipétese de indugdo, que

o resultado seja verdadeiro para n > 1. Vamos mostrar que o resultado também é

verdadeiro para n + 1. Como 4,41 = ga, + r para todo inteiro positivo n, temos
Apy1 = qan +7
n-1 _ 1
n—1 q
a +r +7r
q& ' q—l)

n—1_1

= q"a +qr +r

r@ =1 +rig-1
q%r+qw q31(q )
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Portanto a afirmacéo é verdadeira para todo inteiro positivo n. Vamos agora determinar
a soma dos n primeiros termos da sequéncia

n n . qk_l _1
Sn = Zak (q a + T’qT)

k=1 k=1

[

Il
1N
=
K
T
_
+
<
1=
=
T
-
|
-

Exemplo 4.14. Determinemos o nonagésimo nono termo da sequéncia (a,,) tal quea; = 5
€y =a, + (n+1)5""! paran > 1.

Para calcular o nonagésimo nono termo da sequéncia devemos determinar o seu
termo geral uma vez que utilizando de repetidas substituicdes é mais trabalhoso e
demasiadamente cansativo partir do primeiro termo e chegar até o termo pedido.
Vejamos como fazer isso. Observe que

Aa; = (j+1)5
n—1 n-1
Aaj = Z(]+1)5]+1
j=1 j=1
n-1
a,—a, = (]+1)5]+1
=1
-1
a, = Z(]+1 5+l
=1
a, = k5*
k=1

A nossa tarefa agora é calcular o somatério acima. Ao fazer isso estaremos em condigdes
de determinar a posicdo de qualquer termo da sequéncia de forma explicita. Podemos
proceder da seguinte forma

5k+1 n

5k (n + 1)5”*1 5 w (n+1)5"*1 5 1
k — = _Z_ k1
E k5" = E kA k; L 5

n
Agora, veja que Z 551 = 52 + 5% + ... + 5"*! representa a soma dos 1 termos de uma
k=1
progressdo geométrica de razdo 5 e primeiro termo 5%, entdo pela férmula da soma dos
52(5" —1) 255" - 1)
5-1 4

n termos de uma progressdo geométrica temos que Z 51 =
k=1
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Segue dai que

i - (n+1)5"1 5 1(5"-1)25
k=1

4 4 4 4
. (n+1)5m! 5 25(5"-1)
- 4 4 16
(4n —1)5"! N 5
- 16 16’
Fazendo n = 99 teremos que o nonagésimo nono termo da sequéncia vale
oo = 395 - 5!% +£
7T 16 16

Quando estamos em contato com progressdes geométricas cuja razdo satisfaz a
condigdo || < 1, temos que o limite da soma dos n primeiros termos tende a um
nimero quando se faz n — co. Vejamos agora como obter esse nimero. Primeiramente

vamos calcular o valor do limite lim 4". Sejam ¢ > 0 um ntimero real qualquer dado e

n—o00
1 -
h > 0 tal que il =1+ h. Veja que para N > e temos
" — 0] = r_ 1t __1 - 1 o1 .
e R AT 1-¢ 1
— 1+ —
lgl" € €
sempre que escolhemos n > N. Isso mostra que limg" = 0. Agora, com essa

n—-oo

informagdo, podemos obter o limite da soma dos n primeiros termos de uma pro-

gressdo geométrica quando n — oo :

. o m@ =) e _
e W B i s s R S e

-l ay

Neste caso dizemos que

a+ay+az+-c a4+ =

Desta forma fica provado o seguinte.

Teorema 4.3. Se (a,) é uma progressdo geométrica de razdo |g| < 1, entdo
e

2 18 54
Exemplo 4.15. Calcule o valor da soma 5 + 7% + o5 + o5 + e
2 6 18 54
5'25'125" 625"

uma progressdo geométrica de primeiro termo a4; = 5 e razdo q = 5 Entdo pelo

ap+ay+az+-+a,+oe

Ao observar a sequéncia ( ) podemos perceber que a mesma é

Teorema 3.3 a soma em questdo vale

2
2,6,18 54 __5_
5725 125 625 3



5 CONSIDERACOES FINAIS

Praticamente ao se ter o primeiro contato com o estudo de sequéncias, é bem verdade
que as progressOes aritméticas e geométricas aparecem naturalmente no decorrer do
processo e elas poderdo ser usadas para compreender algumas situagdes do cotidiano
ou até mesmo dentro da Matematica pura e 4reas afins.

Devemos salientar que o presente texto foi escrito de forma teérica e concisa cuja
relevancia se deu apenas nas defini¢des, propriedades e caracteristicas matemaéticas
dos assuntos abordados, deixando-se de lado questdes praticas ou aplicagdes.

Por fim, esperamos que a leitura deste trabalho possa contribuir significativamente
para o leitor e que o mesmo possa ser ttil para futuros estudos sequenciais ou leituras

de aplicagOes pertinentes, se assim o desejar.
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