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Resumo

Este trabalho apresenta uma proposta para o estudo de sequéncias de niimeros reais,
sobretudo no ensino médio. A partir da definicao de uma sequéncia, estudamos os casos
particulares das progressoes aritméticas e geométricas. Como sabemos, é praxe os livros
didaticos encerrarem o assunto sobre sequéncias por aqui, porém neste trabalho avancamos
os estudos apresentando a nocao de limite de uma sequéncia e os principais resultados
sobre sequéncias convergentes. Tendo compreendido que cada nimero real pode ser obtido
como o limite de uma sequéncia de Cauchy de niimeros racionais, apresentamos as famosas
constantes matematicas e, m e ¢, além dos ntimeros da forma +/a, como o limite de certas

sequéncias de Cauchy de niimeros racionais.

Palavras chave: Sequéncias de niimeros reais. Limite. Sequéncias de Cauchy.



Abstract

This work presents a proposal for the study on sequences of real numbers, especially in
high school. From the definition of a sequence, we study the particular cases of arithmetic
and geometric progressions. As we know, it is usual for textbooks to terminate the subject
of sequences here, but in this work we have advanced the studies presenting the notion of
limit of a sequence and the main results on convergent sequences. Having understood that
each real number can be obtained as the limit of a Cauchy sequence of rational numbers,
we introduce the famous mathematical constants e, 7 and ¢, beyond the numbers of the

form y/a, as the limit of certain Cauchy sequences of rational numbers.

Keywords: Sequence of real numbers. Limit. Cauchy sequences.
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Introducao

E comum, nas aulas de Mateméatica, ouvir dos alunos que esta é a disciplina mais chata,
que nao serve para nada e que nunca mais vao usar aquele monte de férmulas pelo resto
da vida. Que engano! Mas talvez essa aversao se dé justamente pelo modo como a mesma
é ensinada e, sobretudo porque nao compreendem que a Matematica nao é apenas ma-
nipulacao de simbolos de acordo com regras antigas, mas sim a compreensao de padroes
— padroes da natureza, padroes da vida, padroes da beleza (veja [4]). Estabelecer e,
principalmente, compreender os padroes, ja permitiram grandes conquistas a humani-
dade em todas as areas do conhecimento, sendo que as mais importantes estao ligadas a
Matematica que, nao a toa, ¢ chamada “Ciéncia dos padroes” (veja [16]).

Um dos assuntos mateméaticos em que a esséncia é a busca por padroes é o estudo de
sequéncias, e vale ressaltar aqui, que a prépria semantica da palavra ja da a ideia do que
vem a ser uma sequéncia.

Neste trabalho, abordaremos o conceito de sequéncias de nimeros reais. Mais especi-
ficamente, apos introduzir esse conceito e explorar os principais resultados envolvendo a
nocao de limite de uma sequéncia e de sequéncias convergentes, nosso principal objetivo
¢ estudar as famosas constantes matemaéticas e, m e ¢, alem dos ntmeros da forma +/a,
usando sequéncias. Apresentamos esses numeros como sendo o limite de certas sequéncias
de Cauchy de nimeros racionais.

Assim como veremos no Capitulo 1, uma sequéncia de nimeros reais ¢ uma funcao
cujo dominio é o conjunto N dos ntimeros naturais e o contra-dominio é o conjunto R
dos nimeros reais. A partir desta definicdo constatamos que as progressoes aritméticas
e geométricas sao casos particulares de sequéncias de ntmeros reais. No estudo das
progressoes fica claro que algumas sequéncias de niimeros reais obedecem a certos padroes
que, neste caso, sao estabelecidos pela razao da progressao. Ainda sobre as progressoes,
veremos resultados a respeito do seu termo geral e ainda sobre a soma dos seus primeiros

termos.

O conceito de limite é o mais fundamental do Célculo Diferencial e Integral, pois

é nele que se baseiam na Matematica atual as defini¢oes de convergéncia, divergéncia,

7



SUMARIO 8

continuidade, derivada e integral (veja [13]). O Capitulo 2 desta dissertacdo trata da nocao
de limite em sua versao mais elementar, que é o limite de sequéncias de niimeros reais.
Veremos diversos resultados que nos permitirao determinar quando uma dada sequéncia
converge ou nao. Ainda neste capitulo apresentamos a definicao de uma sequéncia de
Cauchy de niimeros reais, a qual possui a propriedade de ser convergente. Este capitulo
serve de base para o assunto estudado no terceiro capitulo.

O Capitulo 3 inicia-se com uma breve discussao sobre a nocao de comensurabilidade, a
insuficiéncia dos ntimeros racionais e a ideia para a construcao algébrica do conjunto dos
numeros reais através de sequéncias de Cauchy de niimeros racionais. Certos do fato de que
todo niimero real pode ser obtido como o limite de uma sequéncia de Cauchy de ntimeros
racionais, apresentamos as famosas constantes matemaéticas e, m e ¢, além dos nimeros
da forma y/a, onde a é um ntmero real positivo, como o limite de certas sequéncias de
Cauchy de ntimeros racionais. Essa abordagem nos permite obter aproximagoes racionais
para esses importantes nimeros. Durante este capitulo apresentamos também breves
explicagoes historicas acerca da origem das constantes e, 7 e ¢.

A percepcao que temos é que durante os estudos no ensino médio, pelo menos na
maioria das vezes, essas importantes constantes matematicas sao apresentadas, dentro de
algum contetdo especifico, como meros simbolos necessérios para determinados calculos,
porém sem qualquer introducao historica. Este fato, que também acontece em outros
assuntos, seja talvez um dos motivos geradores da antipatia de uma parte (ou até da
maioria) dos alunos pela Matematica.

O Capitulo 4 vem justamente falar sobre isso, deixando uma proposta didatica para
o ensino desses contetdos no ensino médio. O objetivo é propor um estudo efetivo desses
conceitos, nao se limitando apenas as progressoes aritméticas e geométricas, assim como
é feito atualmente. Enfatizamos que o estudo sobre sequéncias, a nocao de limite de uma
sequéncia e os principais resultados sobre sequéncias convergentes, podem ser feitos, em
um primeiro momento, de uma maneira bastante intuitiva, sem a necessidade de explorar
os aspectos formais da teoria. KEsta dltima parte viria em um segundo momento, por
exemplo, em um curso de graduacao em Matemaética.

Esperamos que este trabalho colabore com a melhoria do ensino de Matematica, em
particular, o ensino sobre sequéncias e sobre as importantes constantes mateméticas e,
e ¢. E que sirva de incentivo ao estudo da Matemética tanto a alunos quanto a professores

dos mais diferentes niveis.



Capitulo 1
Sequéncias

Neste capitulo inicial apresentamos o conceito de uma sequéncia de niimeros reais e ex-

ploramos os casos particulares das progressoes aritméticas e geométricas.

1.1 Ideia intuitiva e definicao de uma sequéncia

Podemos dizer que, de um modo geral, o conceito de sequéncia é algo um tanto intuitivo, e
que procede de maneira quase natural logo quando o aluno inicia o processo de contagem.
Certamente uma crianca que ja tenha aprendido a contar, se a ela for pedido para colocar

em sequéncia os nimeros de 1 a 10 teremos como resposta, nessa ordem, o conjunto
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},

mesmo sem qualquer explicacao prévia sobre o que é sequéncia. Isso acontece porque
a palavra sequéncia remete a algo que tenha uma ordem, um padrao, ou um método.
Segundo o dicionario, sequéncia significa seguimento, continuacao, e matematicamente, é
exatamente a isso que nos referimos, um seguimento, uma continuacao de nimeros que se
d& por meio de uma regra.

Para se ter uma ideia de quao antiga é a nocao de sequéncia, vamos mencionar um
dos mais antigos documentos de historia matematica, datado de aproximadamente 1650
a.C, o papiro Rhind, no qual o problema 79 fora decifrado pelo historiador Moritz Cantor
em 1907 da seguinte forma: Em uma estrada para Roma hé sete mulheres idosas, cada
mulher tem sete mulas, cada mula carrega sete sacos, cada saco contém sete paes, com
cada pao ha sete facas e para cada faca hé sete bainhas (veja [5]). O problema, neste caso,
era descobrir quantos elementos estavam indo para Roma. Claramente, o exemplo ilustra

a sequéncia das poténcias de 7, pois haviam 7 mulheres, 49 mulas, 343 sacos, 2401 paes,
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16807 facas e 117649 bainhas, e para resolver o problema basta somar esses ntimeros, cujo
resultado é 137256. Mais adiante, na Secao 1.3, veremos uma maneira mais facil para
efetuar tal calculo.

Com base em tudo o que foi dito até aqui, prosseguimos com a seguinte definicao.

Definicao 1.1. Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcao r : N — R, cujo
dominio é o conjunto N dos nimeros naturais e o contra-dominio € o conjunto R dos
nidmeros reais. A cada nimero natural n € associado um nidmero real x, = x(n), chamado

de n-ésimo termo da sequéncia.

Algumas notacgoes usadas para representar sequéncias sao: (1, T2, ..., Tn, - -.), (Tn)nen,
(x,). Por simplicidade, neste trabalho adotaremos principalmente esta tltima notacao.
Atente-se que (z,) representa toda a sequéncia, enquanto x, é apenas um termo da

sequéncia, no caso, o n-ésimo termo.

Observacao 1.1. Utilizaremos também. a palavra sequéncia para nos referirmos a fungoes
2 A = R cujo dominio é o subconjunto finito A = {1,2,...,n} C N. Neste caso,
dizemos que tais sequéncias sao finitas, pois possuem um numero finito de termos xq,

T9,..., Tp.

Existem basicamente trés maneiras de se definir uma sequéncia: por férmula de recor-
réncia, expressando cada termo em funcao de sua posicao ou por propriedade dos termos.

Vejamos a seguir alguns exemplos.

Exemplo 1.1 (formula de recorréncia). Seja a sequéncia (x,) tal que 11 = 3 € T, 1 =
4o, +2, n > 1. E ficil ver que (z,) = (3,14,58,234,...).

Exemplo 1.2 (expressando um termo em fun¢do de sua posi¢ao). Seja a sequéncia (x,,)
tal que x,, = 2""1. Entao, (z,) = (1,2,4,8,...).

Exemplo 1.3 (propriedade dos termos). Seja a sequéncia (x,) tal que x, = n, sen é

primo e x, = 1, se n ndo é primo. Logo, (x,) = (1,2,3,1,5,1,7,1,1,...).

Casos particulares de sequéncias, e objeto de estudo no curriculo do ciclo fundamen-
tal de ensino, sao as progressoes aritméticas e geométricas. A seguir, enunciaremos e
demonstraremos as principais propriedades e caracteristicas de cada um desses conceitos.

1.2 Progressoes aritméticas

Comecamos essa se¢ao com um exemplo ilustrando a ideia de uma progressao aritmética.
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Exemplo 1.4. Vamos imaginar a sequinte situacao: Uma pessoa resolve guardar dinheiro
em um cofrinho, e decide ainda que vai de inicio colocar no cofre R$ 100,00, e a partir do
prozimo més vai guardar mensalmente R$ 50,00 durante 1 ano. Podemos perceber que no
inicio o seu cofrinho terd os R$ 100,00 depositados inicialmente, e a partir de entdo 0s
valores passarao a ser R$ 150,00, R§ 200,00, R§ 250,00, etc, conforme os meses passam,

e ao final de 12 meses a pessoa terd no cofre R$ 700,00.

Este exemplo pode ser visto como uma sequéncia finita, de modo que

1 = 100
29 =150 =100+4+1-50 = x; +1-50
23 =200 =100+2-50 =2, +2-50

Tp=x1+(n—1)50, n=4,...,13,

e assim (x,) = (100, 150, 200, 250, ...,700). Observe que a variagdo do valor contido no
cofre em relacao ao tempo é constante, ou seja, grandezas distintas sofrem variagoes iguais

em intervalos iguais (veja [11]), e a isso chamamos de Progressao Aritmética.

Defini¢ao 1.2. Progressdao Aritmética (PA) é toda sequéncia, finita ou infinita, em
que a diferenca entre cada termo e o termo anterior (a partir do sequndo) é constante.

Essa diferenca constante é chamada razao da PA, e é denotada pela letra r.

Analisemos o Exemplo 1.4. E possivel que alguém pergunte: Que quantia tera no cofre
no sétimo meés? Note que a pessoa esta querendo determinar zgz. Neste exemplo, basta
observar que a sequéncia é r1 = 100, x5 = 150, x3 = 200, x4 = 250, e assim sucessivamente
até concluir que xg = 450. No entanto, essa tarefa foi facil porque esta sequéncia é finita,
e possui poucos termos. Imagine uma sequéncia infinita e temos a tarefa de determinar
o termo de ordem 123456789; o que fazer? Neste caso, calcular o termo 123456789 UM por
um levaria muito tempo, logo seria imprescindivel existir uma formula (em fungao de n)
para facilitar o nosso trabalho. Esta formula é conhecida como termo geral da PA.

O proximo resultado mostra que o termo geral de uma PA qualquer pode ser obtido

a partir da razao r e o primeiro termo da PA.

Teorema 1.1. Dada uma PA com primeiro termo x1 e razio r, o termo geral, ou n-€simo

termo € dado pela expressao

T, =1+ (n— 1)r, para todo n € N.
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Demonstracao. Faremos a demonstracao aplicando o Principio de Inducao Finita. Se
n =1 temos que

rr=x1+ (1 —1)r=ux,

que é correto. Agora, vamos admitir, por hipotese de inducao que, para algum n € N seja
valido que
T, =1+ (n— 1)r. (1.1)

Resta mostrar que o proximo termo x,.; é dado por x,,; = z; + nr. Com efeito, pela
Defini¢ao 1.2 temos que @, 41 = z,, + 7, assim, usando (1.1) (hipotese de indugao) segue
que

Tpp1 =Tp +17 =21+ (n—1)r+7r =1z +nr
Logo, concluimos que x, = x; + (n — 1)r, para qualquer n € N. O

Voltando ao Exemplo 1.4, pela Definicao 1.2, a diferenca entre cada termo e o termo
anterior é a razao da PA, logo r = 150 — 100 = 50, o primeiro termo da sequéncia, o
termo x; é 100, que é a quantia depositada inicialmente, portanto, cada termo da PA é
dado pela expressao z,, = 100 + (n — 1)50.

Acerca da razao r de uma PA qualquer podemos verificar que:
e se r = 0, entdao a PA é constante,

e se r # 0, entao a PA é crescente se r > 0 ou decrescente se r < 0. Isso significa que

se r > 0 entao x,, < x,41 para todo n, e se r < 0 entao x, 1 < x, para todo n.

Além disso, afirmamos que toda PA é uma funcao afim, que associa cada ntmero natural
n ao valor x,, da PA, e o seu grafico é dado por uma sequéncia de pontos colineares, como

ilustra a Figura 1.1.

Figura 1.1: Gréafico de uma progressao aritmética crescente (Fonte: elaborado pelo autor).
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Baseando-se na formula do termo geral temos o seguinte resultado que fornece a soma

parcial dos n primeiros termos de uma PA.

Teorema 1.2. Dada a PA tal que x,, = x1+(n—1)r, a soma dos seus n primeiros termos

Snzzfﬂi:$1+$2+"'+9€m

i=1

€ dada por
(1 4+ xp)n
2

(x1+zn)n
2

da Inducao Finita. Note que, se n = 1 entao S; = M = 1, 0 que é correto.

Sp =

Demonstracao. Queremos mostrar que S, = , e o faremos usando o Principio

Suponhamos, por hipotese de inducao, que para algum n € N a soma dos n primeiros

termos seja dada por

S, = M (1.2)

Queremos mostrar que a soma dos n + 1 primeiros termos é

(1 4+ Tpy1)(n + 1)'
2

Sn+1 =

Observe que
Sn1 = (@1 + T2+ + 2 + Tpy1) = Sy + Ty

Sabendo que x,.1 = 21 + nr e usando (1.2) obtemos que

T+ )N TN + r,n + 2z + 2nr
SnH:—(l 5 ) + x4 nr =2 5 !

Como z,, = 1 + (n — 1)r, segue que

on+ (r1+ (n—Dr)n+ 2z, +2nr 220+ n’r + nr + 21,

C QQritnr)(n+1) (it (zi+nr)n+1) (21 4+ Tpp)(n+ 1)
B 2 B 2 B 2 ’
como queriamos demonstrar. O

1.3 Progressoes geométricas

Como dito anteriormente, além das Progressoes Aritméticas estudaremos também as Pro-

gressoes Geométricas. O exemplo a seguir ilustra uma progressao geométrica.
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Exemplo 1.5. Vamor reformular o Exemplo 1.4 da sequinte maneira: Em vez de guardar
dinheiro em um cofre, a pessoa decidiu abrir uma conta poupanca, pois desta forma seu
capital estaria vinculado a uma taxa de valorizacao de 1 por cento ao més. Nesle caso,
em vez de guardar R$ 50,00 por més, resolveu fazer um depdsito inicial de R$ 600,00 e
s0 woltar depois de 1 ano para sacar o capital investido acrescido dos juros. Fssa pessoa
observava no extrato de sua conta que seu dinheiro valorizava da sequinte maneira: R$
600,00 ao efetuar o depdsito na abertura da conta, R$ 606,00 apés 1 més, R§ 612,06 apos
2 meses, R$ 618,18 apds 3 meses, e passados 12 meses, ela voltou ao banco e sacou R$
676,09.

Podemos descrever essa situacao do Exemplo 1.5 como uma sequéncia finita, onde

z, = 600

Ty = 606 = 600(1,01)" = a(1,01)"
3 = 612,06 = 600(1,01)> = z;(1,01)
r, = 6181806 = 600(1,01)° = x;(1,01)°
r, = z1(1,01)" 1, n=>5,...,13,

e portanto (z,,) = (600;606;612,06;...;676,09). Note que a taxa de juros aplicada pelo
banco era constante e igual 1 por cento ao més. Dai surge o 1,01 da expressao dessa
sequéncia, pois 1,01 = 140,01, ou seja, se uma grandeza tem taxa de variagao constante
igual a i, entdo cada parcela da sequéncia vale (1 + i) vezes o valor da parcela anterior.

Esse exemplo ilustra o que chamamos de progressao geométrica.

Defini¢ao 1.3. Progressao Geométrica (PG) € toda sequéncia, finita ou infinita, em
que cada termo, a partir do sequndo, € igual ao produto do termo anterior por uma

constante q, chamada razao da PG.

Voltemos ao Exemplo 1.5. Da Definicao 1.3, cada termo, a partir do segundo, é igual
ao produto do termo anterior pela razao da PG, assim ¢ = 606 = 600 = 1,01. O termo
71 € 600 e cada termo da PG pode ser obtido pela expressio z,, = 600(1,01)"!.

De um modo geral, em uma PG qualquer, quando sua razao é ¢, e o primeiro termo é

21, temos o seguinte resultado que afirma que o seu termo geral sera dado por x,, = z1¢" .

Teorema 1.3. Dada uma PG com primeiro termo x1 e razao ¢, o seu termo geral, ou

n-éstmo termo, € dado pela expressao

o n—1
Tp = T14 .
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Demonstracao. Novamente demonstramos esse teorema usando o Principio da Inducao

Finita. Note que se n = 1 entdo z; = x1¢'~' = 21, 0 que é correto. Suponhamos que para
algum n € N seja verdadeira a expressao
T, = 14" (1.3)

Devemos mostrar que o préoximo termo x,.; é dado por x,.1 = x1q". Com efeito, pela
Defini¢do 1.3 temos que z,4; = x,q. Sendo assim, usando (1.3) (hipotese de inducao)
segue que

n—1+1

n—1 n
Tpy1 = Tpqd = 19 ¢ = 14 = T1q ,

como queriamos demonstrar. O]

As progressoes geométricas podem ser classificadas de cinco maneiras, conforme os

valores de seu primeiro termo e razao. Sao elas:

esexr; >0eqg>1louxr; <0el<qg<l1,entao a PG é crescente.

ser; >0el0<g<loux <0eq>1,entao a PG é decrescente.

se 1 =0 ou ¢ =1, entdo a PG é constante.

se x1 # 0 e ¢ <0, entdo a PG é alternante.

se x1 # 0 e ¢ =0, entdao a PG é singular.

Note que uma progressao geométrica crescente ou decrescente pode ser representada gra-
ficamente pelos pontos do grafico de uma funcao exponencial com dominio restrito ao

conjunto dos nimeros naturais, como ilustra a Figura 1.2.

Figura 1.2: Gréafico de uma progressao geomética crescente (Fonte: elaborado pelo autor).
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Assim como demonstramos uma féormula para calcular a soma dos primeiros termos
de uma PA, deduziremos agora uma férmula para calcular a soma dos n primeiros termos
de uma PG.

n—1

Teorema 1.4. Dada uma PG tal que x, = ©1q" ", se ¢ # 1, entdo a soma parcial de

Seus n primeiros termos

Snzzﬂfi:l’1+$2+"'+xn,
i=1

¢ dada por

Demonstracao. Para demonstrar esse teorema usaremos também o Principio da Inducao
Finita. Inicialmente vamos verificar a validade da expressao tomando n = 1. Observe que
gt —1 qg—1

S: pr—
1 xlq_l €

Portanto, neste caso, a formula é valida. Admitimos agora, como hipdtese de inducao,

que para algum n € N tenhamos

(1.4)

que
n+1 1
Sn+1 =1 1

Observe que

Spr1 =21+ T2+ -+ Tp + Ty, (1.5)
porém, note que
e

Tpt1 = $1Qn7 (17)

assim, substituindo (1.6) e (1.7) em (1.5) concluimos que

SnJrl = Sn + xlqn-
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Usando (1.4) (hipotese de indugdo) segue que

Sni1 = $1q + 21" = DT (g J214 =
qg—1 q—1
r"(l+qg—1)—mz ¢t —1
g g ajl s
qg—1 qg—1
conforme querfamos demonstrar. L]

Diante deste teorema, fica mais facil resolvermos o problema 79 do papiro Rhind. Pri-
meiramente recordemos que o problema consiste em calcular quantos elementos distintos
chegarao em Roma sendo que percorrem o caminho sete mulheres idosas, onde cada mu-
lher tem sete mulas, cada mula carrega sete sacos, cada saco contém sete paes, com cada
pao ha sete facas e cada faca estd em sete bainhas. Observemos que o problema 79 pode
ser representado pela sequéncia (x,) = (7"), logo é uma PG de primeiro termo x; = 7
e razdo ¢ = 7, sendo assim, como a tarefa é calcular a soma da quantidade de mulheres
idosas, mulas, sacos, paes, facas e bainhas, ou seja, dos seis primeiros termos dessa PG,
basta aplicar o Teorema 1.4, donde obtemos que a soma desejada ¢ dada por
-1 117648

gt —1
—~ S =7 =7 = 137256.
g—1 0T 6

Sn:.flfl



Capitulo 2
Limites de sequéncias

“Todos os conceitos e resultados importantes da Andlise Matematica se referem, quer
explicita quer indiretamente, a limites. Dai o papel central que esta nocao desempenha”
(veja [6]).

Neste capitulo, estudaremos a ideia de limites, bem como sua defini¢cao formal, além
dos principais resultados envolvendo a ideia de sequéncias convergentes, ou seja, sequén-
cias que possuem limite. Os teoremas deste capitulo serao utilizados na demonstracao
dos principais resultados do Capitulo 3.

Cabe aqui lembrar que, a nocao de limite poderia e deveria ser ensinada no ensino
béasico, sobretudo via estudo de sequéncias de nimeros reais, o que ajudaria em muito no

aprendizado dos estudantes que seguem para a area das ciéncias exatas.

2.1 Ideia intuitiva sobre limites

Para compreender melhor a ideia intuitiva sobre o conceito de limite de uma sequéncia,

vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.1. (Milagre da multiplicacao dos paes) Uma pessoa decide comer um pao
inteiro sozinha, porém quando vai dar a primeira mordida observa outra pessoa, de apa-
réncia pobre e faminta, e resolve, por caridade, dar metade a esta pessoa. Feito isto,

resta-lhe meio pao, e novamente quando se prepara para comer avista oulra pessoa, nas

1
4

iicialmente. Pela terceira vez, ao tentar comer se depara com a mesma situacao, e €

mesmas condicoes, e decide dar metade do que tem, ficando com apenas 7 do que tinha
claro que ele dd metade do seu pedaco de pao outra vez e fica com % do pao. E asstm, ao
perceberem o que ocorria, uma infinidade de pessoas formaram uma fila em sua frente, e
cada uma ganhava metade do pedago que lhe sobrava, e no fim, infinitas pessoas comeram,

e ainda sobrou um pedaco, que certamente ainda poderia ser dividido para mais gente.

18
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Este exemplo é o famoso Paradoxo de Zenao, e a principio, parece até contundente
pelo fato de que o pao seria dividido infinitas vezes, e com certeza deveria sobrar um
pedaco, caso contréario, se apoés infinitas divisoes o pao acabasse, entao o infinito seria
finito, o que é contraditorio.

Analisemos este exemplo como a sequéncia numeérica dada por

)= (1)

onde n representa o niimero de pessoas e x,, a parte do pao em funcao do tamanho inicial

que sobra apos a divisdo. Observe que (x,) ilustra exatamente isso. Antes de dividir o
pao, ele seria comido por uma tnica pessoa, logo havia x; = 1 pao inteiro. Chegando mais

uma pessoa para dividir, tinhamos 2 pessoas, portanto xo = % pao, e assim por diante.

1111
n) — 17_7_7_7 PACIRIRE B
(n) ( 24816 )

assim, conforme o nimero de pessoas aumenta o pedaco de pao diminui, aproximando-

Note que

se de 0 tanto quanto se queira, bastando tomar n suficientemente grande. Em outras
palavras, dizemos que se n — oo entao x, — 0. Essa intuicao, de se aproximar tanto
quanto se queira, é o fundamento do conceito de limite, que sera formalmente definido na
Secao 2.2.

Finalizamos esta se¢ao apresentando as defini¢oes de sequéncia limitada, mondtona e

subsequéncias.

Definicao 2.1. Dada uma sequéncia (x,,), se existe b € R tal que x,, < b para todon € N,
dizemos que a sequéncia € limitada supertormente. Analogamente, se existe a € R tal
que a < x, para todo n € N, dizemos que a sequéncia é limitada inferiormente.
Quando a sequéncia for limitada superior e inferiormente, entao simplesmente dizemos

que ela € limitada.

Observagao 2.1. Se uma sequéncia (z,) € limitada, pela Definicao 2.1 existem a,b € R
tal que a < x, < b para todo n € N. Tomando ¢ = max{|al,|b|}, claramente ¢ > 0, e

concluimos que (x,,) € limitada se |x,| < c.

Definicao 2.2. Dizemos que uma sequéncia ¢ crescente quando para todo n € N temos
Tp < Tpy1- Se x, < x,41 para todo n € N, dizemos que a sequéncia € nao-decrescente.
Analogamente, uma sequéncia é decrescente quando x, > x,.1 € nao-crescente se
Tp 2> Tpy1, para todo n € N. Chamam-se mondtonas as sequéncias crescentes, nao-

decrescentes, decrescentes e nao-crescentes.
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Definicao 2.3. Dada uma sequéncia x = (z,,), chama-se subsequéncia de (x,) a res-
tricao da funcdo x a um subconjunto infinito e ordenado {ny,ns,...,n;,...} de N, com
n; < nit1, € escreveremos (&, )ien. Note que, se a sequéncia x for limitada, todas as suas

subsequéncias também serao.

2.2 Limites

Como vimos na sec¢ao anterior, a ideia intuitiva do limite de uma sequéncia (z,) é poder
aproximar os termos da sequéncia o tanto quanto se queira de um ndmero real a, bas-
tando para isso tomar n suficientemente grande. No caso do Exemplo 2.1, conforme n
aumentava, a sequéncia se aproximava cada vez mais de 0. Suponhamos uma sequéncia
qualquer cujo limite é a, isto siginifica que para n suficientemente grande, a diferenca
entre a e x, é pequena, e ficard cada vez menor a medida em que n se torna cada vez

maior.

Definicao 2.4. Dado a € R, chama-se e-vizinhanca de a qualquer intervalo aberto da

forma (a —e,a+¢€), onde € > 0.

Observagao 2.2. Lembramos que dizer que v € (a — €,a + €), ou seja, que x pertence
a e-vizinhanga de a, € equivalente a dizer que |x —a| < e, ou —e < x —a < g, ou ainda

a—e<zr<a-e.
Veremos agora a definicao de limite de uma sequéncia.

Defini¢ao 2.5. Diz-se que o nimero real a é o limite da sequéncia (x,) de nimeros
reais, e escreve-se a = lim x,, ou simplesmente a = limx,, se para todo € > 0 dado
n—o0

arbitrariamente, existir ng € N tal que, para todo n > ng, x, pertence a e-vizinhanc¢a de

a, isto €, |v —a| < e.

Intuitivamente, o significado da Definicao 2.5 é o seguinte: dizer que o nimero real
a é o limite da sequéncia (z,) significa que, para valores suficientemente grandes de n,
os termos x, da sequéncia tornam-se e se mantém cada vez mais proximos do valor a,
ou seja, podemos tornar a distancia entre x,, e a (isto é, |z, — a|) tdo pequena quanto
desejarmos, bastando para isso tomar n suficientemente grande. Em outras palavras,
podemos tornar |z, — a| menor do que qualquer nimero real positivo €, bastando para
isso tomar n suficientemente grande, ou seja, n maior que um certo ng onde este ng é
obtido a partir do valor de ¢ dado inicialmente (isto é, ng = ny(e) depende de £). Note
que, na Definicao 2.5, € representa qualquer ntimero real positivo suficientemente pequeno.

Sao ditas convergentes as sequéncias que possuem limite e divergentes as que nao

possuenmn.
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Teorema 2.1. O limite de uma sequéncia, quando existe, € unico, isto €, se limz, = a

e limx, = b entdo a = b.

Demonstracao. Queremos mostrar que a = b, para isso vamos supor que a # b e concluir
que essa suposicao é absurda. Pois bem, se a # b, sem perda de generalidade, suponhamos
a < b, assim, tomemos ¢ = =% > 0. E facil ver que os intervalos (a—e¢, a+¢) e (b—¢, b+e)
a+b
2

sao disjuntos, poisa +c =b—¢ = . Sendo assim, como lim x,, = a, existe ng € N tal

que, para todo n > ng, |r, — a| < g, ou seja,
a—e<z,<at+e=b-—ec. (2.1)

Do mesmo modo, se lim x,, = b, existe n; € N tal que, para todo n > ny, | x, — b |< €, ou
seja

b—e<z,<b+e (2.2)
Tome n* = max{ng,n;}. Entdo, de (2.1) temos que z,, < b — ¢ para n > n* e de (2.2)

temos que b—e < x,, paran > n*, o que é absurdo. Portanto, concluimos que se limz,, =

a
e limz, = b entao a = b, isto é, o limite é tinico. O
Teorema 2.2. Se limz,, = a entdo toda subsequéncia de (x,) converge para a.

Demonstracao. Seja (x,,);eny uma subsequéncia de (z,,). Como limz,, = a, sabemos que,
dado € > 0, existe ny € N tal que, para todo n > ng, |z, — a| < . E facil ver que, como
os n; formam um subconjunto infinito, existe algum n;, > ng, logo, para todos os n; > n;,

teremos que n; > ng, e assim, |z,, — a| < g, logo limz,,, = a. ]

O proximo teorema serd usado para demonstrar a Proposicao 3.2 da Subsecao 3.2.3
do Capitulo 3.

Teorema 2.3. Seja (x,,) uma sequéncia tal que as subsequéncias (o) € (T2,_1) satisfa-

cam que lim xq, = limxy,_1 = a. Entao limz, = a.

Demonstracao. Dado € > 0, como lim x9,, = lim x4, _; = a, existem nq,n, € N tais que

n>mny en par = |z, —al <e,

n > ny e n impar = |z, —a| < e.

Tomando ny = max{n;,ns} temos que n > ng = n > ny en > ny. Assim, quer n
seja par quer seja impar, segue que n > ng = |r, — a| < €. Portanto, concluimos que

lim z,, = a. O
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Pelo teorema anterior, para mostrar que uma dada sequéncia (z,) converge, basta
mostrar que as subsequéncias dos termos pares e dos termos impares, (xa,) € (T2,-1),

convergem.
Teorema 2.4. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstrac¢ao. Seja (x,) uma sequéncia convergente, isto é, existe a € R tal que lim z,, =
a. Sendo assim, tomando € = 1, existe ng € N tal que, para todo n > ng, |z —a| < 1, ou
seja, a— 1 < x, < a+ 1. Considere o conjunto finito A = {1, 29,23, ...,Tpn,,a—1,a+1}.
E facil ver que se c e d sdo, respectivamente, o menor e o maior elemento de A, entdo

para qualquer n teremos ¢ < z,, < d, logo (x,) é limitada. O

No proximo teorema usaremos as nocoes de infimo e supremo de um subconjunto
X C R. Dizemos que X é limitado superiormente se existe b € R tal que z < b para todo
x € X. Neste caso, o nimero b é uma cota superior de X. Analogamente, se existe a € R
tal que a < x para todo x € X, dizemos que o subconjunto X é limitado inferiormente

e, neste caso, o numero a ¢ uma cota inferior de X.

Definicao 2.6. Seja X C R limitado superiormente. Diz-se que b € R é o supremo de
X e escreve-se b= sup X quando b € a menor das cotas superiores de X, isto €, se x < b
para todo x € X e, se c € R € tal que x < ¢ para todo x € X, entao b < c. Analogamente,
dizemos que a € R € o infimo de X e escrevemos a = inf X quando a € a maior das
cotas inferiores de X, isto é, a < x para todo x € X e, se c € R € tal que ¢ < x para todo

r € X, entao c < a.

Observacao 2.3. Seque da definicao anterior que se b = sup X, entao para todo € > 0,
existe v € X tal que b—e < x. Analogamente, se a = inf X, entdo para todo € > 0, existe

r € X tal que x < a—+e.
Teorema 2.5. Toda sequéncia mondotona limitada converge.

Demonstracao. Seja (r,) uma sequéncia monotona limitada, e sem perda de generalidade,
suponhamos que seja crescente, assim x,, < z,; para todo n € N. Como (z,) é limitada,
em particular é limitada superiormente, consideremos entao b = sup{z, : n € N}. Assim,
x, < b para qualquer n, e dado € > 0, existe ny € N tal que b — ¢ < x,,,. Observemos que

como , < Tni1, entao para todo n > ny temos que z,, < x,, logo
b—e <y, < T,
e como z, < b, segue que

b—e<ap, <z, <b<bt+te=b—c<z,<b+eg,
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e assim |z, — b| < € para todo n > ng, portanto (x,) converge. A demonstra¢ao para os
casos de sequéncias nao-decrescentes segue o mesmo raciocinio. No caso de sequéncias nao-
crescentes e decrescentes, a unica diferenca é que devemos considerar a = inf{z,, : n € N}

e prosseguir de modo anélogo. O

Teorema 2.6 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia

convergente.

Demonstragao. Sejam (x,) uma sequéncia limitada e P o conjunto P = {p € N: z, >
T, para todo n > p}. Acerca de P, temos duas possibilidades: P é finito ou infinito. Se
P ¢ finito, entdo existe p; € N\ P que é cota superior de P. Observemos que, como p; ¢ P,
deve existir p, > p; tal que x,, < z,,. Novamente, como p, ¢ P, deve existir p; > p, tal
que z,, < x,,. Prosseguindo, obtemos uma subsequéncia nao-decrescente de (z,). Se P
é infinito, entdo P = {p1 < p» < p3 < ---}, logo z,, > x,, > x,, > ---, portanto (x,,),
onde i € N, é uma subsequéncia decrescente de (x,). Assim, em ambos os casos, obtemos
uma subsequéncia monotona de (x,), a qual é limitada pois (z,) é limitada. Portanto

segue do Teorema 2.5 que a subsequéncia converge, concluindo a demonstragao. ]

2.3 Sequéncias de Cauchy

Definigao 2.7. (Sequéncias de Cauchy) Uma sequéncia (x,) é dita de Cauchy se, dado

e >0, existe ng € N tal que n,m > ng implica que |z, — x| < .

Uma sequéncia (z,) é de Cauchy se seus termos se aproximam arbitrariamente uns

dos outros a medida que o indice n cresce.

Teorema 2.7. Uma sequéncia de niumeros reais € convergente se, e somente se, € de

Cauchy.

Demonstracao. Inicialmente vamos mostrar que, dada uma sequéncia (x,) convergente,
ela ¢ de Cauchy. Com efeito, se (x,) converge, consideremos limz, = a, entdo, dado

e > 0, existe ng € N tal que, para todo n > ng, |z, —a| < 5. Note que,
|z — | = |20 — 2 +a—a| = |(x, —a) + (a — x)| < |z, — a| + |a — 2],

assim, para n, m > ng, temos que

E €
|xn—:1:m]§|$n—a|+|a—xm|:|xn—a]+|xm—a|<§+§:5,

logo, pela Defini¢do 2.7, concluimos que (x,) é uma sequéncia de Cauchy.
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Agora, mostraremos que toda sequéncia de Cauchy converge. Para isso, primeiramente
iremos mostrar que (z,) é limitada. Sendo (z,) uma sequéncia de Cauchy, dado ¢ > 0,

existe ng € N tal que, para quaisquer n, m > ngy, tem-se que
|zn — x| < e.

Em particular, tomando ¢ = 1, para n > ng, temos |z, — x,,| < 1, logo z,, — 1 <

Ty < Tp, + 1 para todo n > ng. Tomando ¢ = min{xy, o, ..., Tpy—1,Tn, — 1,Zn, + 1}

e d = max{xy,Ta,...,Tpy_1,Tn, — L, Tp, + 1}, claramente ¢ < x, < d para todo n € N,

portanto (z,) é limitada. Segue pelo Teorema 2.6 que (x,) possui uma subsequéncia

(%, )ien convergente. Seja limx,, = a. Concluimos a demonstracao mostrando que

limz, = a. Com efeito, dado € > 0, como (z,) é de Cauchy, existe ng € N tal que,
e

para quaisquer n,m > ng, tem-se |z, — x| < 5. Como limx,, = a, existe um indice

ny > ng tal que|r,, —a| < 5. Observemos que
2 —al = [z — a+ Zny — Ty | = [(T0 — Tpy) + (X0, — Q)] < |20 — 20y | + |0, —al.

Assim, para todo n > ng, temos que

€
2

ou seja, |z, — a| < e para todo n > ng, logo (z,) converge para a, concluindo a demons-

€
|xn—a|§|xn—xn1‘—i—‘xm—a|<§+ =

tracao. ]



Capitulo 3

Os numeros reais como limites de

sequéncias

Nos dois capitulos anteriores, estudamos o conceito de sequéncias de niimeros reais, em
particular, as progressoes aritméticas e geométricas, e o conceito de limite de uma sequén-
cia. Neste capitulo, recordamos o fato de que todo niimero real pode ser obtido como limite
de uma sequéncia de Cauchy de niimeros racionais e apresentamos as famosas constantes
matematicas e, m e ¢ como limite de certas sequéncias de Cauchy de racionais. Apresen-
tamos também os ntimeros da forma /a, com a um nimero real positivo, como limite de

certas sequéncias de racionais.

3.1 A insuficiéncia de Q: segmentos comensuraveis e

Incomensuraveis

Durante muito tempo, diversos matematicos em suas respectivas épocas acreditavam
na existéncia apenas dos niimeros inteiros e suas razoes, ou seja, oS nimeros racionais.
Pensava-se que quaisquer dois segmentos eram sempre comensuraveis, isto é, para quais-
quer duas medidas nao nulas a e b, existiria uma terceira medida ¢, menor que ambas,
e dois niimeros inteiros m e n de modo que poderiamos expressar a € b como multiplos
inteiros de ¢, ou seja, a = mc e b = nc. Como a e b nao sao nulos, podemos estabelecer a

razao de a por b, e assim teremos que

Podemos assumir que a razao 7' ¢, sem perda de generalidade, irredutivel, isto ¢, m e n

sao primos entre si.

25
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Os proprios pitagoricos' defendiam que dois segmentos quaisquer eram sempre co-
mensuraveis. A ideia da comensurabilidade durou até que um dos discipulos de Pitagoras
notou que o lado e a diagonal de um quadrado nao eram comensuraveis. Analisemos a
seguinte situacao: considere um quadrado cujo lado mede 1. Entao, pelo Teorema de
Pitagoras, a diagonal d do quadrado satisfaz a relacio d? = 12 + 12 = 2, e admitindo que
dois segmentos sao sempre comensuraveis, entao, em particular, a diagonal e o lado do

quadrado também sao, logo, existem m,n € 7Z tais que

d m
1 n
Elevando os termos ao quadrado obtemos
d? = 12
=5

2 2

Como d? = 2, segue que 2 = 77’;—22, implicando que m? = 2n?, e portanto m? é par, e
como consequéncia m também é. Ora, se m é par, existe k € Z tal que m = 2k, e assim
(2k)? = 2n?, portanto 4k? = 2n? donde 2k = n?, logo n? ¢ par, e assim n também é, o que
¢ um absurdo, pois m e n sao coprimos. Tal absurdo indica que d e 1 sao incomensuraveis,
portanto d = /2 néo é racional. Com isso, constatou-se que o conjunto Q dos nimeros
racionais nio é completo, pois existem nimeros como o /2 que ndo pertencem a esse
conjunto. Para compreender melhor essa ideia da incompletude do conjunto dos niimeros
racionais, perceba que nao é possivel estabelecer uma relacao biunivoca entre os elementos
do conjunto e a reta numérica, isto é, ao dispor todos os nlimeros racionais sobre a reta
numérica ainda sobram infinitos espacos a serem preenchidos, neste caso, ficou clara a
necessidade de se estender o conceito de niimero para além dos ja conhecidos niimeros
racionais. Isso deu origem a criacdo de um novo conjunto, maior do que Q, e que de
fato continha todos os niimeros necessarios para preencher a reta. Tal conjunto é o que
conhecemos hoje pelo conjunto R dos Nimeros Reais.

Dentre algumas maneiras mais modernas de se construir algebricamente o conjunto dos
nimeros reais, esta a construcao através das sequéncias de Cauchy, que iremos abordar
agora muito brevemente.

Antes de comecar, porém, é preciso atentar-se que, como o objetivo era fornecer um
modo algébrico formal de se construir o conjunto dos niimeros reais, devemos ressignificar
o que é uma sequéncia. Neste caso, diremos que uma funcao = : N — Q, em que a cada

nimero natural n é associado um ndmero racional a, = a(n), é dita uma sequéncia de

! Pitagoras fundou a chamada Escola Pitagorica, onde seus integrantes formavam uma sociedade secreta
com vastos conhecimentos cientificos, filoséficos, politicos e morais.
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nUMeEros racionais.

Cauchy acreditava que todo ntmero real poderia ser obtido como o limite de uma
sequéncia convergente de niimeros racionais, ou seja, como o limite de uma sequéncia (a,,)
satisfazendo a propriedade de que para qualquer € > 0, por menor que seja, existe ng € N
tal que, para todo n, m > ng, tem-se que |a, — a,,| < €.

Cantor por sua vez, era mais cauteloso, pois admitir isso era pressupor a existéncia
desse numero real (veja [8]). Com o desenvolvimento dos seus estudos, Cantor percebeu
que ocorria de sequéncias diferentes convergirem para o mesmo nimero real, foi entao que
ele decidiu estabelecer uma relacao de equivaléncia entre tais sequéncias, isto é, se uma
sequéncia (a,) converge para d, e uma outra sequéncia (b, ) também converge para d, entao
(an) ~ (b,), ou seja, sdo equivalentes. A partir dai, Cantor demonstrou que o conjunto
dessas classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy possuia estrutura algébrica de
corpo ordenado, e além disso, todo subconjunto nao-vazio e limitado possuia supremo
e infimo, constituindo um corpo ordenado completo. Cantor ainda observou que tal
conjunto e uma reta se correspondem biunivocamente. A construcao algébrica, bem como
suas demonstracoes, nao sera feita neste trabalho, mas pode ser encontrada em [1], [10]
se¢ao 5.2.4 e [8] segao 3.2.

Fizemos esta breve introducao para reforcar o fato de que todo niimero real pode ser
obtido como o limite de uma sequéncia de Cauchy de niimeros racionais.

Como sabemos, os niimeros que completam o conjunto dos reais a partir dos racionais
sao ditos irracionais, e dentre eles alguns se destacam pela sua importancia, aplicacoes
e certas peculiaridades. A partir de agora, estudaremos alguns desses ntimeros famosos
e veremos como eles podem ser obtidos como o limite de certas sequéncias de Cauchy de

raclonais.

3.2 Os ntimeros e, m e ¢ como limites de sequéncias

3.2.1 O numero ¢

O namero e, ou numero de Euler, ou ainda nimero neperiano, ¢ um dos irracionais mais
importantes da Matemética. Sua origem é incerta, embora acredita-se que ele ja era
conhecido até meio século antes do surgimento do Célculo Infinitesimal (veja [9]). Um
trabalho de John Napier, publicado em 1618, ja trazia o e no estudo de logaritmos. Nao
por acaso, a base dos logaritmos naturais é o proprio e. A principal teoria acerca dessa
constante é que ela tenha surgido como resposta a um problema de juros, que discutiremos

no seguinte exemplo.
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Exemplo 3.1. Uma pessoa, com certo capital parado, decide cobrar juros de 100 por cento
ao ano para emprestar seu dinheiro e obter um altissimo e invejdvel rendimento. Embora
nao tenha sido fdcil encontrar quem se sujeitasse a pagar juros tao abusivos, ela consequiu
emprestar R$ 1000,00. Decorrido exatamente um ano, o contratante veio a devolver R$
2000,00, isto é, os R$ 1000,00 que tomou emprestado acrescido de R$ 1000,00 de juros.
Contudo, nao foi possivel quitar a divida, pois a pessoa recusou-se a receber 0os R$ 2000,00
alegando que a divida era R$ 2718,28. Apds muita discussao, o contratante foi convencido

e pagou R$ 2718,28, quitando o empréstimo.

Por um instante poderiamos pensar que isso é loucura, alids, como um juros de 100
por cento ao ano sobre um capital de R$ 1000,00 poderia resultar em R$ 2718,287 O
argumento utilizado pelo credor para convencer o contratante é de que foram cobrados

juros com capitalizacoes instantaneas, de acordo com a férmula:

p-c(1+1)
n

onde D ¢ a divida, C' é o capital inicial, isto ¢, R$ 1000,00 e n o nimero de capitalizacoes.

Para ficar mais claro, observemos o seguinte. Suponha que haviam passados trés meses
do empréstimo, isto indica que, como os juros simples de 100 por cento sobre R$ 1000,00
durante um ano totaliza R$ 1000,00, entao o proporcional a trés meses seria R$ 250,00,
entretanto, a divida nao foi paga com trés meses, logo o contratante ficaria também com
essa quantia por nove meses ainda, portanto era justo cobrar juros proporcionais também
sobre esses R$ 250,00 durante os nove meses restantes.

Note que, neste caso, quando fizemos um proporcional a trés meses, dividimos um ano
em quatro partes iguais. E se dividissemos em 365 dias, ou seja, 365 partes iguais? Ou
até mesmo 8760 horas? Quicd em 525600 minutos? Ou ainda, em 31536000 segundos?
Afinal, a cada segundo o dinheiro estara rendendo progressivamente. A Tabela 3.1 ilustra

o que acontece com a divida ao final de um ano, com juros cobrados instantaneamente.

Niumero de capitalizacoes | Valor da divida
4 R$ 2441,40
365 R$ 2714,56
8760 R$ 2718,12
525600 R$ 2718,27
31536000 R$ 2718,28

Tabela 3.1: Relagao entre o valor da divida conforme o

numero de capitalizacoes.
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Podemos verificar que, caso facamos a capitalizacao com um nuimero maior do que
31536000 o resultado sera R$ 2718,28, pois aparentemente a expressao (1 + %)n parece
estar convergindo aproximadamente para 2,71828 quando n tende ao infinito. De fato,
a expressao (1 + %)n converge para 0 niimero e cujo um valor aproximado com cinco
casas decimais é 2,71828. Essa é a maneira usual de se apresentar o ntimero e, ou seja,
costuma-se apresentar esse nimero como sendo o nimero real cujos valores aproximados
sao os numeros racionais da forma (1 + %)n, com n € N. Contudo, antes de demonstrar
este resultado, recordemos do Bindmio de Newton o qual afirma que se a e b sao niimeros

reais e n é um numero natural, entao

(a—l—b)n:zn:(::)bka”_k:

k=0

e A N I e B I (R
0 1 2 n

onde ( Z > ¢ a combinacao linear de n e k dada por

K(n—k)! k!

no\ n! _nn-1)(n—-2)---(n—k+1)
k

A demonstracao da formula do Binémio de Newton pode ser encontrada em [12].
Proposicao 3.1. A sequéncia (x,) cujo termo geral € dado por xz, = (1 + %)n converge.
Demonstracao. Pelo Bindémio de Newton segue que

() = () () = ()

(o) = () ()i (3)3 ()5

Desenvolvendo o binémio obtemos

1\" 1 -1 1 -1 -2 1 -1 —-2)---11
Y L =D =D -2) 1 D=2 1
n n 21 n? 3! n3 n! nn

ou seja,
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que pode ser reescrito como

(T R TTRCES e L BT T TP
(T ()

Pela igualdade anterior, para cada n € N, a expressao (1 + %)n ¢ uma soma de parcelas
positivas. Além disso, o nimero de parcelas cresce com n. Portanto, a sequéncia (x,) é
crescente. Observe ainda que as expressoes (1 — %) , (1 - %) , (1 — %) R, (1 — ”T_l) Sa0
estritamente menores do que 1, para todo n € N. Consequentemente, temos que
1+1n<1+1+1+1+1+ +1—2+1+1+1+ +1
n 21 31 4l n! 7203 4l n!’
Por sua vez, usando o Principio da Inducdo Finita, ndo é dificil mostrar que 2"~ ! < n!

para todo n € N, implicando # < 2,1%1, e dai, segue que

1+1n<2+1+1+1+ +1<2+1+1+1+ +1 (3.1)
n 20 31 4l nl = 2 22 2 2n-1 '

Note que a soma S, = % + 2% + 2% + -+ 271171 representa a soma dos n — 1 primeiros

termos da progressao geométrica (%) = (%, 2%, 2%., .. ) Pelo Teorema 1.4, temos que

S _1271];1_1
n T 5 1 .
2 5—-1
Agora, observe que
Ly —1 1
Sn:§ T :1_2n1<1’

para todo n € N. Portanto, a partir da relacao (3.1), obtemos

1+1 n<2+1+1+1+ + L <2+41=3
n) — 2 922 93 on—1 -

para todo n € N. Como a sequéncia (x,) é crescente, ela é limitada inferiormente pelo

seu primeiro termo, ou seja, por r; = 2. Assim,

1 n
23(1+—) <3,
n

para todo n € N. Concluimos entdo que (z,) é limitada. Logo, como (z,) ¢ mono6tona e
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limitada, segue pelo Teorema 2.5 que (x,) converge, concluindo a demonstragao. O

Como vimos na proposigao anterior, a sequéncia (z,) converge. Seja entao [ = lim x,,.
Usando a func¢ao exponencial natural exp(z) e a sua inversa, a fung¢ao logaritmica natural

In(z), podemos mostrar que [ = e. Observe que

. . \" . I
[=lmx,=1lm (1+—| =lim {1+ —
n—oo n—o0 n T—00 x

onde z € R. Mas,

1\" 1\* 1\"
lim (1—1——) = lim exp {ln (1—|— —) ] = exp [lim In (1+—> ]
T—00 T T—00 X T—00 T
) 1
= exp lhmxln <1 + —)]
T—00 T

Assim, chamando y = %, obtemos que

| = exp [hmw] . (3.2)

y—0 Yy
Denotando por g(z) = Inz, temos que g(1) =0 e ¢'(x) = 2, logo ¢'(1) = 1. Assim,

In (1 14y) — 1+y) —g(1
gty . gA+y -0 _ . g(1+y) g():g,(l):L

y—0 Yy y—0 Yy y—0 Yy

e por (3.2) segue que

In (1
[ =exp [limu} =expl =e.
y—0 Yy

Defini¢ao 3.1. Seja (x,) a sequéncia de nimeros reais cujo termo geral é dado por

T, = (1 + %)n, com n € N. Definimos

1 n
e= limz, = lim (1+—> .
n—00 n—o0 n

Pode-se mostrar que e = 2, 7182818284 . ..

3.2.2 O numero 7

O nimero 7, ou constante circular, assim como o e, é irracional e de suma importancia
as ciéncias, em geral. Sabe-se que cerca de 2000 a.C, o ntimero 7 ja era conhecido,

porém, com uma aproximacao bem grosseira. A teoria mais aceita é que tal nimero
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tenha surgido da percepcao da existéncia de proporcoes, sobretudo acerca da roda, ou
circulo, onde constataram que tanto em rodas grandes como em pequenas, a razao do

comprimento pelo didmetro se mantinha constante (veja [3]).

A busca pelo valor exato de 7 foi objeto de trabalho de varios matematicos durante

séculos, de modo que hoje existem diversas possibilidades para tal calculo.

Nesta secao apresentaremos o nimero 7 como o limite de duas sequéncias, uma de
nlimeros racionais e uma outra de ntimeros reais. Esta tltima é motivada pela ideia de
aproximar a area de um circulo de raio 1 por areas de poligonos regulares com um nimero

cada vez maior de lados inscritos neste circulo.

Primeiramente, a fim de obter uma sequéncia de niimeros racionais que converge para

7, consideraremos a expansao em série de Maclaurin da fungao arco tangente:

o (_1>k p2k+1

arctg xr = 22]{;——{—1 (33)

k=0

Veja por exemplo o Capitulo X de [6]. A igualdade (3.3) vale para todo = € [—1,1].
Em particular, tomando z = 1 em (3.3), obtemos a seguinte igualdade conhecida como

formula de Leibniz

T i (-1
— = arc =
4 BT Lok

ou, equivalentemente,

w:;%H. (3.4)

Da teoria sobre séries de numeros reais, a igualdade (3.4) siginifica que a sequéncia

(S,) das somas parciais da série em (3.4), ou seja, a sequéncia (S,,) cujo termo geral é

Sn:4(1—1+1—1+-- ) )

dado por

3'5 7 Ton 41

tem limite igual a w. Portanto, obtemos a seguinte sequéncia

111 (—1)" 8 52 304
(Sn) ( ( 375 77" +2n—|—1)) (’3’15’105’ )

de niimeros racionais convergindo para .

Veremos agora que 7 ¢ o limite da sequéncia (z,) cujo termo geral é dado por

2, = 2 sen 3607
"9 n )’
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A ideia geométrica da afirmacao anterior é relativamente simples, e consiste no fato de

que a area de um circulo unitario (ou seja, m) é aproximadamente igual a area de um

360°
n

poligono regular de n lados inscrito nesse circulo (a qual vale § sen ( )) Quanto maior

for o valor de n, melhor serd a aproximacgao. Veja a Figura 3.1.

Figura 3.1: Poligonos regulares de trés, quatro, oito e dezesseis lados inscritos em um
circulo de raio um. (Fonte: elaborada pelo autor)

A 2 p P _n 360°

Veremos agora o porqué a érea de um poligono regular de n lados ¢ x,, = 5 sen (—n )
Vamos analisar, por exemplo, o que acontece com a area de um hexagono regular inscrito
em um circulo de raio 1. Observe na Figura 3.2 que o hexagono inscrito no circulo pode
ser dividido em 6 triangulos is6sceles, todos congruentes, formados pelo centro do circulo

e dois vértices consecutivos do hexagono. O triangulo AOB é um desses triangulos.

Figura 3.2: Hexadgono regular inscrito em um circulo e um tridngulo isosceles AOB.
(Fonte: elaborada pelo autor)

E conhecido que se um triangulo tem dois lados de medidas a e b e o angulo compre-

endido entre eles mede 6, a area desse triangulo é dada por

absen 0

Ap = 5

Veja por exemplo o Corolario 6.28 da pagina 272 de [14]. Sendo assim, facilmente conse-
guimos calcular a area do triangulo AOB. Note que conhecemos as medidas de dois lados

do triangulo, OA = OB = 1, pois sdo exatamente o raio do circulo, e o angulo AOB
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mede 60° graus. Para ver isto, basta dividir 360° (4ngulo central) por 6 (nimero de lados

do poligono). Portanto, a area do triangulo AOB é

1-1-sen(60°) sen (60°)
AAAOB = 2 = 2 :

Note que, como dito anteriormente, o hexégono foi dividido em 6 tridAngulos congruentes,
logo para se calcular sua area basta multiplicar a 4rea do tridngulo AOB encontrada
acima por 6. Assim, representando a area do hexagono inscrito no circulo unitario por

Tg, temos que

6 6 360°
26 = 64,05 = 3 sen (60°) = 3 sen( 5 ) .

Analogamente, caso o poligono inscrito fosse um octégono regular, a area zs do octégono

8 sen 360°
Ty = —
8 92 ] )

¢ a area de cada triangulo isosceles formado pelo centro do circulo e dois

seria encontrada resolvendo

260°
sen(ﬂ)

8
2

vértices consecutivos do octégono, e como agora sao 8 triangulos congruentes, multiplica-

onde

mos por 8 a area encontrada. Do mesmo modo, a area de um icosagono (poligono regular

de 20 lados) inscrito nessa circunferéncia de raio 1, é dada por

e = @ sen 3600
SR 20 /-

Provavelmente, a drea do icosagono ja deverd se aproximar bastante da area do circulo,

porém, para melhor aproximacao, devemos tomar poligonos regulares com um nuamero
cada vez maior de lados, e seguindo o mesmo raciocicio para calcular zg, rs € x99, podemos

deduzir que, a area de um poligono regular de n lados inscrito nesse circulo, é dada por

n (3600)
T, = — sen ,
2 n

onde n indica o nimero de lados do poligono, e consequentemente, o nimero de tridngulos

isdsceles obtidos pelo centro do circulo e dois vértices consecutivos do poligono. Entao

A . . _n 360°
temos que a sequéncia (z,) cujo termo geral ¢ dado por z, = % sen (T), para todo
n € N, n > 3, representa o valor da area de um poligono regular de n lados inscrito em
um circulo unitario. A Tabela 3.2 fornece valores aproximados das 4reas de poligonos

regulares de n lados & medida que n cresce.
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Ntmero de lados | Area do poligono
3 1,299038106
10 2,938926261
100 3,139525976
1000 3,141571983
10000 3,141592447
100000 3,141592652
1000000 3,141592654

Tabela 3.2: Relacao entre a area do poligono regular ins-

crito no circulo unitario conforme o niimero de lados.

) A . p _n 360°
Portanto, conclufmos que a sequéncia () cujo termo geral ¢ dado por z,, = § sen (T),

para todo n € N, n > 3, é tal que

. ..n 360°
lim z, = lim — sen =T

n—0o0 n—o0 n

e =3, 141592654 ..

Observacao 3.1. De maneira andloga, € possivel deduzir também uma formula para o

perimetro de um poligono reqular de n lados inscrito em circulo de raio 1, a qual é dada

180°
Pn = 2nsen ( ) .

por

n

FEsse valor p,, fornece um valor aprozimado do perimetro do circulo de raio 1 (ou seja, 2 ).
Claramente, quanto maior for o nimero de lados do poligono, ou seja, quanto maior for o
valor de n, melhor serd a aproximacao. Veja novamente a Figura 3.1. Portanto, obtemos
uma outra sequéncia (y,) de nimeros reais cujo termo geral € dado por y, = nsen (%),

para n € N com n > 3, satisfazendo que

. ) (180")
lim y, = lim nsen = T.

n—oo n—00 n

3.2.3 O ntimero ¢ de ouro

O ntmero de ouro, ou numero divino, é outro irracional importante e objeto de estudo
durante vérios séculos. A sua nomenclatura “divina” nao foi em vao, pois o que regia os
padroes de beleza da época era o niimero de ouro, ou propor¢ao aurea. Dizia-se que algo

era agradéavel de se ver quando estava em proporcao aurea.
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Diversos elementos presentes na natureza, arquitetura, musica, entre outros, estao em
proporcao divina. Podemos citar caracois, folhas de plantas, instrumentos musicais como o
violino, o Partenon, as piramides do Egito, partes do corpo humano e, mais recentemente,

até a criacao do logotipo da Apple, como mostra a Figura 3.3.

Figura 3.3: Aplicagdo da razao 4&urea no logotipo da Apple (Fonte:
http:/ /sereisumasocarne.blogspot.com.br/2012/04 /razao-aurea-x-funcao-de-queda.html)

Mais sobre a razao aurea e suas aplica¢oes podem ser encontradas em [18, 7, 15].

Existem varias maneiras de se obter o nimero de ouro. Nesta secao, o definiremos
como sendo o limite de uma sequéncia de nimeros racionais que apresentaremos a seguir.
Antes, porém, serd necessario conhecer a famosa sequéncia de Fibonacci.

Leonardo de Pisa, um matemaético italiano, ficou conhecido como Fibonacci por ser o
filho do Bonacio. Em 1202, Fibonacci escreveu um livro intitulado “Liber Abaci”, ou Livro
do Abaco, ou ainda Livro do Calculo. Este livro, além de abranger praticamente todos
os conhecimentos de Algebra e Aritmética da época, é composto também por diversos
problemas, sendo que um deles, o mais famoso e curioso, é o que aparece nas paginas 123
e 124 da edigao de 1228, veja por exemplo [17].

O problema consiste em responder quantos casais de coelhos nascem durante um ano
a partir de um casal de coelhos jovens. Além disso, é dito que um casal de coelhos
sempre gera outro casal apés um més, e casais jovens comecam a se reproduzir a partir
do segundo meés. Vale ressaltar que neste problema eram supostas condicoes ideais, ou
seja, nenhum casal de coelho morreria ou se reproduziria além da conta. Com estas
informacoes, podemos fazer o seguinte raciocinio: no primeiro més temos um casal de
coelhos jovens; no segundo més ainda temos apenas um casal, porém, agora adulto, e que
passara a se reproduzir; no terceiro meés teremos dois casais, o inicial e um casal de coelhos
jovens, nascidos do casal inicial; no quarto més teremos trés casais, o inicial, o nascido

no terceiro més (que agora se tornou adulto e passara a se reproduzir no proximo més, e
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mais um que o casal inicial gerou neste més; no quinto més dois casais se reproduzirao e
um casal jovem nascido no més anterior ficard adulto, totalizando cinco casais; e assim
vamos seguindo esse raciocinio até o décimo segundo més, ou até o infinito, se quisermos.

A Figura 3.4 ilustra esse crescimento.

0 Meses Casais: 0
1 {f/\; 1
2 1
5 2 o B
A g W— T~ 5
a0, Y LS T
6 fDesh W whuwin s
T P P gy T
7 () ge oo 6 0 @B U 0 O s B0 G813

Figura 3.4: Reproducao de coelhos (Fonte: http://www.bpiropo.com.br/fpc20070108.htm)

Observe que o crescimento de casais de coelhos acontece segundo um sequéncia re-
corrente, onde a excecao dos dois primeiros meses, todos os outros podem ser obtidos
somando a quantidade de coelhos dos dois meses anteriores. Assim, fixando o 1 nos dois

primeiros meses, obtemos

1

1
1+1 2
1+2 3
2+3 5
3+5 8
5+8 13
8+ 13 21

donde podemos deduzir a seguinte definicao.

Definicao 3.2. Seja (F,,) a sequéncia de nimeros inteiros definida recursivamente por
F1 = F2 =1le
F..1=F, 1+ F,, paran > 2.

Tal sequéncia € denominada sequéncia de Fibonaccs.

A sequéncia de Fibonacci é repleta de propriedades algébricas interessantes (veja por
exemplo [15, 17, 18]) as quais nao serao abordadas neste trabalho, contudo prosseguimos

com 0 nosso objetivo de determinar o namero de ouro ¢ a partir da sequéncia (F},).
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E facil ver que a sequéncia de Fibonacci é divergente, isto &, ndo se aproxima de nenhum
valor real a medida que n cresce, ao contrario, os termos da sequéncia vao ficando cada
vez maiores tendendo ao infinito. Contudo, sua beleza esta no fato de estar em proporc¢ao
aurea, isto é, a razao entre um termo da sequéncia e o seu termo anterior converge para

o ntmero de ouro. De posse desta informacao, veremos agora que o niumero de ouro pode

ser obtido como sendo o limite da sequéncia (z,) tal que x,, = F};“ para todo n € N.
Proposicao 3.2. A sequéncia (x,) cujo termo geral é dado por z, = F}—:l para todo

n € N, onde F,, 11 e F,, sao dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci, converge.

Demonstracao. Primeiramente observemos que

T

Y

Foo1

e da Definicao 3.2 temos que F, 1 = F,,_1 + F}, para todo n > 2, logo

Fn+1 Fn—1+Fn Fn Fn—l Fn—l
n = = = — %— = 1 %— .
Note ainda que F;: = F—¢ Ffil = ,_1, portanto
n—1
F,_ 1
T, =1+ =1l+—F—=1+ , para todo n > 2.
n Fnil Tp—1

Vejamos que (z,) é limitada. Todos os termos de (x,) sdo positivos, logo
1

Tn—1

que z, > 1 para todo n € N. Para mostrar que (x,,) é limitada superiormente, notamos

> 0,

Tn—1

portanto segue que z, = 1 +

> 140 =1 para todo n > 2. Como x; = 1 segue

que a sequéncia de Fibonacci (F,) é crescente a partir do seu segundo termo, ou seja,

F, 1 < F, para todo n > 3, assim % < 1 para todo n > 3. Logo

n—1

n=1
x + 7

<14+ 1=2, para todon > 3.

Como z1 = 1 e x5 = 2, temos que 1 < z,, < 2, para todo n € N. Portanto, (z,) ¢ limitada.
Consideremos agora a subsequéncia (xs,) dos termos pares de (z,,). Temos que
o F2n+1 1

Loy, = ou To, =1+ .
F2n Ton—1

Claramente (xs,) ¢ limitada, pois (x,) o é. Veremos agora que (z,) ¢ decrescente, ou

seja, Tany1) < Ton, para todo n € N. Faremos essa demonstracao usando o Principio da
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Indugao Finita. Note que para n = 1 temos Ty41) = 74 = IP;—Z = g <2= % = % = Top,.

Admitiremos agora, por hipétese de inducao, que para algum n € N seja valido que

T2(n+1) < T2n, (3.5)

e mostraremos que x <x 1. Para verificar este resultado considere a funcao
q 2(n+2) 2(n+1)

Temos que f'(x) = w > (, para todo x > 0, portanto f é crescente, isto é, se a < b

entdo f (a) < f(b). Sabendo disso e usando a hipétese de indugao (3.5) obtemos

T2(n+1) < Top = f (ZEQ(TL_H)) < f (l’gn) . (36)
Agora observe que
1 2(Tomeny +1) — 1 zopan +1 Ta(n
f (xamin) =2~ = 2y +1) = 2ot T o )
Toner) +1 Tonyr) +1 Tomer) T 1 Zomer) +1
T2(n+1) 1 1
To(ni1)+1 1
T2(n+1) +1 —2;2(:31) 1 Tatmtn)
Como L2(n+1) = L+ xQ(nJ];l)fl =1+ $2i+1 segue que
1 1
f(xQ(n+1)):1+1+ 1 :1+1+ 1 -
T2(n+1) 1+ﬁ
1
=1+ 1 1 =1+ = Ton+4 = ZL’Q(n+2). (37)
Tonta Lon+3
Analogamente,
f(x )_2_ 1 _2(J72n+1)_1_172n+1 Ton .
) 1’2n+1— I2n+1 —I2n+1 1’2n+1—
Lon 1 1
=1+ = Topn+2 = .Tg(n+1). (38)
Ton41

Assim, substituindo (3.7) e (3.8) em (3.6) obtemos

f ($2(n+1)) < f(won) = T2n+2) < L2(n+1);
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como queriamos demonstrar.

Como a subsequéncia (z3,) ¢ monotona e limitada, segue pelo Teorema 2.5 que (x2,)
converge. De modo inteiramente andlogo podemos mostrar que a subsequéncia (z2,_1)
dos termos impares de (x,) é crescente, e portanto converge. Além disso, supondo que

Top — ll € Top—1 — 127 como

Fopiq F, 1
Top = =1+ € Top_1 = =1+ ,
2 Fy, Lon—1 2t Fony Lon—2
segue que
. ) 1 1
lim z9, = lim 1+ =L=1+—
e

. . 1
lim z9,—1 = lim (1+ ):>l2:1+—.
n—oo n—oo Lon—2 ll
Substituindo I = 1 + % eml; =1+ % obtemos
1 1 I 20, +1
l — 1 — = l - 1 == 1 _— = 1 —
1 +12 1 +1+L + 15T +l1+1 L1

l1 l1

donde segue que
1+
2

=

l%—l1—1:0:>l1:

Analogamente se verifica que

1++/5

l2: .

2

Deste modo, como [; = Iy, o Teorema 2.3 nos garante que a sequéncia toda (z,) converge

para o mesmo limite, como queriamos demonstrar. L]

1
Tp—1’

Definigao 3.3. Seja (x,,) a sequéncia de nimeros racionais onde x; =1 e x, = 1+

para n > 2. Definimos o nimero ¢ de ouro por

1
¢ = limz, = lim <1—i— ),

n—00 n—o0 Tn_1

onde ¢ = 1£/5 = 1,618033989. ..

Observacao 3.2. Vimos na Definicao 3.2 que a sequéncia de Fibonacci € uma sequéncia
dada recursivamente por Fy = Fo, =1 e F,.1 = F,,_1 + F,, para n > 2. Note que esta

ultima condicao € o mesmo que escrever

Fnio = F,y1 + F,, para todon € N, (3.9)
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Porém, existe uma maneira de expressar o termo geral F,, da sequéncia de Fibonacci em

funcao de n, o qual é dado pela expressao

F, = <#> _ <1_2¢5> : (3.10)

V5

para todo n € N. Para justificar isso devemos mostrar que o termo F,, dado na igualdade

(3.10) satisfaz a relagao (3.9). Faremos esta demonstragao usando o Principio da Indugdo
Finita. Primeiramente, substituindon =1 en =2 em (3.10) € fdcil ver que Fy = F, = 1.
Suponhamos, como hipdtese de indugao, que para algum n € N, o termo F, dado na
igualdade (3.10) satisfaca que Fy 1o = Fni1 + F,. Devemos mostrar que a relagao (3.9)
vale para o sucessor de n, ou seja, devemos mostrar que F,.3 = F,1o+ F,,11. Note que,

pela hipotese de inducao, temos que
Fn+2+Fn+1 :2Fn+1+Fn7

donde por (3.10) seque que

concluindo a demonstragao. Com isso, o termo geral da sequéncia (x,,) dada por x, = F;i—:l
() ()"
2 2
(52) - (=%)
2 2

3.3 Os nameros /a como limites de sequéncias

é

Ty =

Nesta se¢ao, inicialmente deduziremos uma sequéncia de niimeros racionais para encontrar

aproximacoes para v/2 que, como vimos na Secdo 3.1, também é um nimero irracional.
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A seguir, de modo anélogo, encontraremos uma sequéncia que fornece aproximacoes ra-
cionais para a raiz quadrada y/a de qualquer nimero real positivo a.

Queremos encontrar aproximacoes racionais para v/2. Chamando z = v/2, pela defi-
nicao da raiz quadrada de um ntimero, sabemos que z? = zz = 2. Note que encontrar
aproximacoes para o valor de x a partir da igualdade 22 = 2 seria uma tarefa um tanto
dificil e provavelmente ficariamos supondo valores indefinidamente sem grandes sucessos,

contudo, de maneira equivalente, podemos encontrar aproximacoes do valor de x tal que

r— = 2.
T

Como uma primeira aproximacao racional para o valor de x escolhemos um nimero raci-
onal positivo z; qualquer. Observe que o valor de x esta entre x; e % Entao, para uma

melhor aproximagao de x convém tomarmos a média aritmética entre ambos, isto ¢, uma

1 +2
To=—=|2 — ).
2 2 ! T

Seguindo a mesma ideia, uma nova e melhor aproximacao de x sera

1 +2
r3 ==\ — | .
3 2 2 )

Prosseguindo da mesma forma obtemos, por recorréncia, a sequéncia (x,) de nimeros

melhor aproximacao de x serd

racionais tal que x; > 0 é um nimero racional qualquer e

1 2
xn+1:§ x"+:v_ , paran=1,2,...

Proposicao 3.3. A sequéncia (x,) onde 1 > 0 é um nimero racional qualquer e x,,1 =

% <xn + x%), para todo n € N, converge.

Demonstracao. Observe que, pela desigualdade das médias, temos que a média geométrica

é sempre menor do que ou igual & média aritmética, logo para qualquer que seja o termo

2 1< 2)
T S . xn+ )
T, 2 Ty,

ou seja, V2 < ,41 para todo n € N. Agora, observe que

x, da sequéncia temos que

2
1 2 n 1 2492 - 22,4/2 Tp — V2
xn+1—\/§:_($n+_)_\/§:x—+——\/§:x"+ x\/_:( \/_>
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Note que

assim,

xn—&—l_\/i: _ = <

(xn—ﬂ><xn—\/§,

segue dai que z,.1 < =, paran = 2,3,4,..., ouseja, V2 < - < xpiy < Tp < -- - < T,
logo (x,,) é uma sequéncia monotona decrescente a partir do seu segundo termo e limitada,

portanto converge. ]

Vimos na proposigao anterior que a sequéncia (z,) onde z; > 0 é um numero racional
qualquer dada recursivamente por x,, .1 = % (xn + %), para todo n € N, é uma sequéncia
de ntimeros racionais convergente. Suponhamos que x,, — [, assim quando n — oo temos
que

1 2 1 2 2
limz,;; =lim=-(z,+— ) =>l==(1+~- SA=l+-=0P=2=1=2
n—00 n—00 2 n 2 [ [

Definicao 3.4. Seja x1 um numero racional positivo qualquer e considere a sequéncia
(x,) de nimeros racionais dada recursivamente por T, = % <2:n + %), para todon € N.
n

Definimos

1 2
V2 = limz,, = lim§ (xn+ —> )

Tn

onde /2 =1,414213562 . . .

Este procedimento que usamos para obter aproximacoes racionais para v/2 através dos
termos da sequéncia (x,) dada recursivamente por z,; = % (xn + ﬁ) ja era conhecido
pelos babilénios aproximadamente desde o século 17 a.C. Tal método nao serve apenas
para o calculo de v/2, mas pode ser generalizado para aproximar tanto quanto se queira a
raiz quadrada de qualquer nimero real a positivo. Basta considerar % = a e prosseguir
de modo anélogo. Assim, partindo de um namero racional positivo x;, tém-se que a
sequéncia (z,) de nameros racionais dada recursivamente por z,;; = % Ty + i) para

todo n € N, converge para /a, ou seja

1
Vva =limaz, :lim§ (xn—l— i) :

T



Capitulo 4

Proposta didatica para o ensino de

sequéncias

Um dos objetivos deste trabalho é sinalizar para a necessidade de um estudo mais efetivo
dos conceitos e propriedades matemaéticas acerca de sequéncias de niimeros reais.

Como podemos ver no Capitulo 2 de |2], grande parte dos livros didéticos restringem
o assunto ao estudo de progressoes aritméticas e geométricas. Quase sempre iniciam com
algum exemplo pratico, em seguida definem sequéncia como uma func¢ao e logo passam
a se debrucar nas férmulas dos termos gerais e somas de termos das progressoes. Feito
isto, gastam o tempo resolvendo problemas do tipo “encontre a razao” ou “ache o n-ésimo
termo” ou ainda “qual a soma dos n primeiros termos”. A partir dai, da-se por encerrado o
assunto e passa-se a outro tema. Como podemos ver, algo um tanto “pobre” dada a riqueza
do assunto. A proposta deste trabalho seria expandir e avancar um pouco nos estudos,
visto que os livros deixam a impressao de que sequéncias sao unica e exclusivamente
progressoes.

Observe que os livros didaticos, em sua maioria, se comparados a este trabalho, en-
cerram o assunto ao final do nosso Capitulo 1. Pois bem, o nosso objetivo seria estender
os estudos para os nossos Capitulos 2 e 3.

Apoés ter definido formalmente uma sequéncia de nimeros reais e entender que pro-
gressoes sao casos particulares de sequéncias, poderiamos estudar e compreender a nocao
de limites através do estudo de sequéncias. O conceito de limite é intuitivo e pode ser
facilmente desenvolvido e ensinado por meio das sequéncias. O problema de Zenao é um
excelente exemplo para iniciar os estudos de limites. Problemas geométricos, principal-
mente ligados ao Método da Exaustao, de Arquimedes, semelhantes ao que usamos no
Capitulo 3 para deduzir uma sequéncia que convergia para o nimero 7w, também sao in-

dicados para este inicio. Tendo compreendido o que vem a ser o limite de uma sequéncia,
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convém estudar brevemente os principais resultados que determinam se uma sequéncia
possui limite ou nao, ou seja, se converge ou diverge.

Uma grande duvida que existe entre os alunos é sobre a origem dos niimeros reais.
Certamente, eles compreendendo as ideias intuitivas sobre limites de sequéncias, poderia
ser explicado que todo namero real pode ser obtido como sendo o limite de uma sequéncia
de ntimeros racionais.

O Capitulo 3 serviria como resposta & outra divida constante dos alunos: a origem
dos nimeros e, m, ¢ e y/a. Tais nimeros quase sempre sao apresentados dentro de algum
contexto matematico como sendo um ndmero irracional representado por aqueles simbolos
e que servem para resolver determinados problemas, contudo, nao ha qualquer explicacao
sobre suas origens. A ideia, reforgando o que dissemos na Introdugao por meio de [16],
seria estabelecer os padroes, ou seja, mostrar que esses nuimeros nao existem por acaso,
mas decorrem de alguma observagao peculiar de cada um, tal como o niimero e que esta
intimamente ligado a logaritmos, o m que esta ligado ao circulo e o niimero ¢ relacionado a
proporc¢ao aurea, e entao apresentar esses nimeros como limites de sequéncias, explicando
os porques de cada uma.

Certamente um estudo mais avancado nesse assunto deixariam sanadas muitas das
davidas que os alunos de Matemaéatica do Ensino Médio possuem, além de torni-los mais
preparados para a sequéncia dos estudos em nivel superior, sobretudo para os que optarem

por cursos da area das ciéncias exatas.
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