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Resumo

Este trabalhoﬂ descreve os resultados da busca pelo termo “semelhanca” no repositério do
GeoGebra que continham atividades sobre o assunto, classifica as mesmas entre os niveis
de desenvolvimento do pensamento geométrico de van Hiele e apresenta uma analise do
uso do recurso computacional. Foram elaboradas atividades contemplando os niveis de
van Hiele nao encontrados na busca. Nas conclusoes as atividades encontradas e criadas

foram separadas por contetidos abordados.

Palavras-chaves: tecnologias, ensino, softwares, geometria, semelhanca, GeoGebra, van Hi-

ele.

IEste trabalho foi desenvolvido no ambito do Projeto Livro Aberto de Matemética, uma iniciativa da

OBMEP/IMPA, realizado pela Associagao Livro Aberto, financiado pela Fundacao Itat Social.



Abstract

The paper reports a research carried out on teaching technologies and, more specifically,
the use of dynamic geometry software. It has a search for the term “similar” in the
GeoGebra repository, description of the activities found, classification according to the
level of development of geometric thinking of van Hiele and analysis of some results.
Besides the presentation of didactic proposals of applications developed by this author
and included in GeoGebra itself, with the purpose of complementing the results and,

finally, with a summary of the activities found and created, separated by contents.

Keywords: technologies, teaching, software, geometry, similar, GeoGebra, van Hiele.
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1 Introducao

Esse trabalho relata nossa pesquisa realizada sobre tecnologias no ensino de semelhancas.
Foi realizada uma busca no GeoGebra sobre o tema semelhancas. Os resultados foram
descritos no capitulo metodologia, classificados segundo os niveis de desenvolvimento do
pensamento geométrico de van Hiele e, em alguns deles, realizamos uma andlise critica.
Teremos também um capitulo que apresentara o modelo de van Hiele, conforme a pesquisa
realizada. O objetivo é auxiliar professores de matematica que desejam utilizar este

software como recurso didatico para o ensino do tema em sua pratica.

Vivemos hoje a era do conhecimento e atrelado ao conhecimento temos a in-
clusao da tecnologia da informacao. Através do bom uso do computador é possivel tornar
a pratica pedagogica um processo mais dinamico, pois essa ferramenta utilizada com fins
didaticos pode fornecer acesso mais rapido ao conhecimento.

Segundo [d’Ambrdsio, 1996| p. 80]:

Estamos entrando na era do que se costuma chamar a “sociedade do
conhecimento”. A escola nao se justifica pela apresentagao de conheci-
mento obsoleto e ultrapassado e muitas vezes morto, sobretudo, ao se
falar em ciéncias e tecnologia. Serd essencial para a escola estimular a
aquisicao, a organizacao, a geracao e a difusao do conhecimento vivo, in-
tegrado nos valores e expectativas da sociedade. Isso serd impossivel de
se atingir sem a ampla utilizacao da tecnologia na educagao. Informatica
e comunicagoes dominarao a tecnologia educativa do futuro.

Sobre o uso do computador na educagao, [Rocha, 2008, p. 1] destaca:

Urge usé-lo como tecnologia a favor de uma educacao mais dindmica,
como auxiliadora de professores e alunos, para uma aprendizagem mais
consistente, nao perdendo de vista que o computador deve ter um uso
adequado e significativo, pois Informatica Educativa nada tem a ver com
aulas de computacao.

Segundo [Chevallard, 1991, o saber nao chega a sala de aula tal qual ele foi
produzido no contexto cientifico. Ele passa por um processo de transformacao, que implica

em lhe dar uma “roupagem didatica” para que ele possa ser ensinado.

A informatica educativa caracteriza-se como um instrumento a mais para o
professor. Podendo ser utilizada como forma de simular, explorar e até demonstrar si-

tuagoes mais abstratas que seriam muito dificeis, talvez impossiveis de se explorar sem o
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uso dessa tecnologia. Diferentemente do que se possa pensar, a inclusao da tecnologia da
informacao nao torna desnecessaria a atuacao do professor, pelo contrario, a tecnologia
possibilita varios caminhos a se percorrer pelos estudantes e o professor qualificado, com
sua proposta didatica bem definida, devera ser o mediador desse processo, tornando mais

dinamico esse novo processo de ensino-aprendizagem.

Em relagao ao uso de tecnologias na educagao matemética, [Aguiar, 2008 p.63]
destacou:

O uso das novas tecnologias propicia trabalhar em sala de aula com
investigacao e experimentacao na Matematica, considerando que per-
mite ao aprendiz vivenciar experiéncias, interferir, fomentar e construir
o proprio conhecimento. O aluno participa dinamicamente da acao edu-
cativa através da interagdo com os métodos e meios para organizar a
prépria experiéncia. A participacao do professor como facilitador do pro-
cesso ensino-aprendizagem ¢ relevante para permitir que o aluno desen-
volva habilidades e seja capaz de realizar a atribuicao de significados im-
portantes para sua articulacao dentro do processo ensino-aprendizagem.

Pode-se compreender como geometria dinamica e interativa, segundo destacou
[Nascimento, 2012, p. 128-129], a implementagao do recurso computacional na geometria
tradicional, aquela que era apresentada usando apenas régua e compasso e muitas vezes
nem isso. Por dinamica pode-se entender a geometria que se opoe a geometria estatica,
ou seja, criando possibilidades de manipulagoes na geometria que nao eram possiveis nas
construcoes estaticas. E, em relagao ao termo interativa, pode-se inferir a possibilidade
de se efetuar uma construcao e alterar as posigoes de seus objetos, preservando as propri-
edades originais. Isso significa que a geometria dinamica e interativa possibilita efetuar
varios testes nas construgoes geométricas, e que a geometria tradicional estatica, muitas

vezes, possibilita apenas um.

O uso de software de geometria dinamica no ensino da geometria pode contri-
buir muito no processo de ensino-aprendizagem, no que tange a visualizagao geométrica.
Segundo [Montenegro, 2005, no Ensino Fundamental e Médio, os alunos devem trabalhar
com material visual. Além disso, a utilizacao de softwares pode desafiar o estudante a
pensar sobre o que esta sendo feito e como estd sendo feito. O que os levam a interligar

os meios utilizados aos resultados obtidos.

[Nascimento, 2012, p. 128] destacou que softwares educativos podem repre-
sentar possibilidades de simulagao de materiais concretos e sélidos, ja que proporcionam
situagoes virtuais que adquirem aspectos com grande proximidade a realidade apresen-

tando inclusive possibilidades de colaboracao.
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No presente trabalho foi eleito o software GeoGebra para o desenvolvimento
da pesquisa, por ser gratuito, amplamente difundido entre professores e reunir geometria,
algebra e célculo. O software foi desenvolvido por Markus Hohenwarter da Universidade
de Salzburg na Austria para educagao matemdatica nas escolas. O GeoGebra é um sistema
de geometria dinamica, que permite realizar construgoes tanto com pontos, vetores, seg-
mentos, retas, secoes conicas como com fungoes que podem se modificar posteriormente

de forma dinamica.

O GeoGebra possui uma comunidade de milhoes de usuarios em praticamente
todos os paises. O que o torna lider na area de softwares de matematica dinamica,
apoiando o ensino e a aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e Matematica e,

conquistando diversos prémios no segmentoﬂ

[Bortolossi, 2012] relata que “ao selecionar uma determinada tecnologia de
desenvolvimento, questoes como o tempo, a facilidade de atualizacao, a portabilidade, a
curva de aprendizagem e o poder de expressao das ferramentas de programacao devem ser
consideradas”. E, o GeoGebra por possuir interface facil de se usar e, ainda assim, com
muitos recursos e ferramentas de desenvolvimento para a criacao de materiais didaticos
e, ainda, por ser um software de cédigo aberto se mostrou ideal para a proposta desse

trabalho.

O GeoGebra é uma tecnologia portatil, isto é, as paginas web interativas e
dinamicas criadas com esta tecnologia podem ser executadas nos principais navegadores
e nos diferentes sistemas operacionais utilizados mundo a fora. As atividades podem ser
armazenadas no servidor do site para uso online pela internet ou podem ser baixadas
e disponibilizadas em dispositivos diversos, inclusive dispositivos moveis como tablets e

smartphones, para uso off-line.

Os aplicativos desenvolvidos ou postados nos materiais do GeoGebra possuem
licenca que permite livre distribuicao e modificacao para usos nao-comerciais, desde que
os créditos sejam atribuidos ao autor original e a mesma licenca mantida. Assim, um
professor pode simplesmente adaptar as atividades que encontrar no repositorio do Ge-
oGebra para seus propésitos ao invés de desenvolver a atividade do inicio. A interface

deste aplicativo torna isso uma tarefa muito simples.

nformacoes extraidas de https://www.geogebra.org/about?ggbLang=pt_BR visitado em 17 de ou-
tubro de 2016.
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Nos links das atividades dos capitulos 3 e 4, pode-se clicar em “Copiar Folha
de Trabalho” para copiar as mesmas e edita-las no proprio site. Dessa forma, os créditos

das atividades ja sao atribuidos automaticamente.

Além da busca pelo tema semelhancas no software e analise descritiva dos re-
sultados, o trabalho conta com um capitulo dedicado a apresentacao de algumas propostas
didaticas de aplicativos desenvolvidos por este autor e incluidos no proprio GeoGebra, com
intuito de complementar os resultados obtidos. Esses aplicativos sao para utilizacao no
nivel inicial de desenvolvimento do pensamento geométrico. Nas consideracoes finais, as

atividades encontradas e criadas foram separadas por conteidos abordados.
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2 Modelo de van Hiele

Buscamos pelo termo “semelhanca” no site https://www.geogebra.org/materials/,
para classificar os resultados obtidos segundo os niveis de desenvolvimento do pensamento

geométrico do aluno.

A classificacao utilizada foi baseada nos trabalhos desenvolvidos pelos profes-
sores Pierre van Hiele e sua esposa Dina van Hiele-Geldof, que investigaram o desenvolvi-
mento do pensamento em geometria e cujos resultados ficaram conhecidos como Modelo
de van Hiele. Esse modelo se coloca como um guia para aprendizagem e avaliacao das

habilidades dos alunos em geometria.

O modelo consiste em cinco niveis do desenvolvimento do pensamento geométrico:
visualizacao, andlise, deducao informal, deducao formal e rigor. O casal van Hiele per-
cebeu que os problemas e tarefas apresentados aos alunos algumas vezes requerem o
desenvolvimento do pensamento geométrico acima do nivel que os estudantes possuem.
Numa sala de aula, é comum haver alunos em diferentes niveis do pensamento geométrico
para determinado assunto. Nem sempre o crescimento cronoldgico das idades produz
um crescimento nos niveis de pensamento e que poucos alunos atingem o ultimo nivel

[Kaleff et al., 1994 p. 24-25).

O modelo propoe, ainda, que para cada contetido a ser ensinado, o professor
deve definir o nivel que deseja atingir e a partir dai, passar por todos os niveis anteriores,
mantendo uma hierarquia rigida entre eles. O resumo dos niveis de van Hiele, segundo

[Kaleff, 2008, p. 45] é o seguinte:

e NIVEL 0 - VISUALIZACAO OU RECONHECIMENTO: Neste
estagio inicial, os alunos raciocinam basicamente por meio de con-
sideragoes visuais. Conceitos Geométricos sao levados em conta
como um todo, sem consideracoes explicitas das propriedades dos
seus componentes. Assim, figuras geométricas sao reconhecidas
pela aparéncia global, podendo ser chamadas de triangulo, qua-
drado, etc, mas os alunos nao explicitam as propriedades de iden-
tificacao das mesmas. Um aluno, neste nivel, pode aprender o
vocabulario geométrico, identificar formas especificas, reproduzir
uma figura dada, etc.

e NIVEL 1 - ANALISE: Neste nivel, os alunos raciocinam sobre con-
ceitos geométricos, por meio de uma anélise informal de suas partes
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e atributos através de observagao e experimentacao. Os estudantes
comecam a discernir caracteristicas das figuras geométricas, esta-
belecendo propriedades, que sao entao usadas para conceituarem
classes e formas. Porém, eles ainda nao explicitam inter-relagoes
entre figuras e propriedades.

NiVEL 2 - DEDUCAO INFORMAL OU ORDENACAO: Neste
nivel, os alunos formam defini¢oes abstratas, podendo estabele-
cer inter-relagoes das propriedades nas figuras (por exemplo, um
quadrilatero com lados opostos paralelos necessariamente possui
angulos opostos iguais) e entre figuras (por exemplo, um qua-
drilatero é um retangulo porque ele possui todas as propriedades
do retangulo). Podem também distinguir entre a necessidade e a
suficiéncia de um conjunto de propriedades no estabelecimento de
um conceito geométrico. Assim, classes de figuras sdo entendidas;
entretanto, o aluno neste nivel ndo compreende o significado de
uma deducao como um todo, ou o papel dos axiomas. Provas for-
mais podem ser acompanhadas, mas os alunos nao percebem como
construir uma prova, partindo-se de premissas diferentes.

NiVEL 3 - DEDUCAO FORMAL: Neste nivel, os alunos desen-
volvem sequéncias de afirmacoes deduzindo uma afirmacao a partir
de uma outra ou de outras. A relevancia da tais dedugoes é en-
tendida como um caminho para o estabelecimento de uma teoria
geométrica. Os alunos raciocinam formalmente no contexto de um
sistema matematico completo, com termos indefinidos, com axio-
mas, com um sistema légico subjacente, com defini¢oes e teoremas.
Um aluno neste nivel pode construir provas (e nao somente memo-
rizd-las) e percebe a possibilidade de desenvolver uma prova de
mais de uma maneira.

NIVEL 4 - RIGOR: Neste nivel, os alunos avaliam varios sistemas
dedutivos com um alto grau de rigor. Comparam sistemas baseados
em diferentes axiomas e estudam véarias geometrias na auséncia de
modelos concretos. Sao capazes de se aprofundarem na andlise
de propriedades de um sistema dedutivo, tais como consisténcia,
independéncia e completude dos axiomas.

O estudo do modelo pelo casal van Hiele se concentrou nos quatro niveis ini-

ciais, pois era focado nos Ensinos Fundamental e Médio. E eles perceberam que o nivel

4 - rigor - geralmente sé era atingido no Ensino Superior, o que nao era seu campo de

investigacao.
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3 Metodologia

Em 17 de outubro de 2016 foi realizada uma busca pelo termo “semelhanca” nos mate-
riais disponiveis em https://www.geogebra.org/materials/. O mecanismo de busca
utilizado foi “por relevancia”. Essa pesquisa retornou noventa e nove aplicativos sobre o
termo, dos quais apenas dezessete possuiam atividade proposta sobre o tema semelhancas.
Os demais sao recursos didaticos sem proposta definida ou nao tratavam realmente de
semelhancas. Neste capitulo sao apresentadas as dezessete atividades baixadas do Geo-
Gebra bem como uma classificagao das mesmas segundo os niveis de desenvolvimento do

pensamento geométrico do aluno, segundo o modelo de van Hiele.

3.1 Nivel 0 - Visualizacao ou reconhecimento

Este nivel faz o aluno raciocinar por meio de consideragoes visuais, as figuras geométricas
sao reconhecidas pela aparéncia global, sem exigir dos estudantes a capacidade de expli-
citar suas propriedades. Nenhum dos aplicativos encontrados se enquadra no nivel 0, pois
o modelo propoe que a classificacao deve-se dar pelo nivel mais alto, entao os aplicativos

encontrados foram classificados em niveis superiores.

3.2 Nivel 1 - Analise

Foram localizados onze aplicativos com atividades propostas, que sao classificados no
nivel de analise. Neste nivel os alunos raciocinam sobre conceitos geométricos, ja con-
seguem efetuar uma andlise informal de suas partes e atributos através de observacao e
experimentagao. Porém, eles ainda nao explicitam inter-relagoes entre figuras e proprie-
dades. As atividades encontradas sao apresentadas nas subsegoes a seguir. Os titulos das

subsecoes sao os titulos das atividades no site.
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3.2.1 Determinando a razao de semelhanca entre dois poligonos

A atividade desenvolvida por JCVieira (disponivel no endere¢o https://www.geogebra.
org/m/nMZctPg3) apresenta dois quadrilateros e as respectivas medidas dos seus lados
e angulos (exemplo, Figura . Clicando no botao atualizar, incluido no aplicativo
com recurso do GeoGebra, altera-se o par de quadrilateros apresentados. A atividade
questiona se os poligonos sao ou nao semelhantes e, em caso afirmativo, indicar a razao
de semelhanca da figura maior para a figura menor. Todos os exemplos apresentados
possuem dois angulos retos em ambos os quadrilateros. Importante ressaltar que apesar
do titulo da atividade, nem todos os exemplos apresentados fornecem pares de poligonos

semelhantes.

135°

45°

Figura 3.1: Determinar a razao de semelhanca de dois poligonos

Essa atividade permite que os estudantes treinem calculos de razao de seme-
lhanca e é classificada no nivel de andlise, pois leva o aluno a raciocinar sobre os conceitos

geométricos, por meio de uma analise informal de suas partes, através da experimentagao.

3.2.2 Semelhanca de figuras

A atividade de JCVieira (disponivel em https://www.geogebra.org/m/rdpQr(2x) apre-
senta duas telas de Amadeo de Sousa Cardoso (c.f., Figura . A tela da esquerda com
comprimento e largura dados. Informa que as figuras sao semelhantes com razao de se-
melhanca 0,7, e o estudante é solicitado a obter as dimensoes da tela da direita. Nessa

atividade o uso do GeoGebra serviu para apresentacao das imagens aos alunos e para
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apresentar outros exemplos clicando no botao atualizar e, com isso, a tela direita tem
suas dimensoes alteradas, coerente com a nova razao de semelhanga apresentada. A ati-
vidade é classificada no nivel de andlise, pois o aluno cumpre com o nivel de visualizagao
e ja precisa aplicar as propriedades de semelhanca. Porém, ainda sem formar defini¢oes

abstratas sobre as figuras e suas propriedades.

292cm

496 cm

Figura 3.2: Célculo das dimensoes de figuras semelhantes

3.2.3 Semelhanca no calculo da altura de um prédio

A atividade desenvolvida por Alan Pizzo (disponivel no enderego https://www.geogebra.
org/m/UN2ydWP8) apresenta um triangulo retangulo, com um dos angulos medindo 40°,
o cateto adjacente a este angulo representando a medida de 30 m e o outro cateto repre-
sentando a altura de um prédio (c.f., Figura . Propoe que se efetue a medicao real,
com régua, dos lados do triangulo e utilize da semelhanca de triangulos para determinar
a altura do prédio. Possui um controle deslizante que permite alterar a medida do cateto
adjacente ao angulo de 40°, permitindo ao estudante perceber que é possivel calcular uma
altura qualquer através da situacao apresentada. Importante ressaltar que o valor da
medida apresentado ao estudante pode ser modificado, através do controle citado, mas a
figura nao se altera. Outra observacao interessante é que nesta atividade supoe-se que o
modelo é semelhante a situacao real. E usada como um exemplo do nivel de anédlise, pois o
aluno ja precisa conhecer propriedades de semelhancas, mas ainda nao exige inter-relagoes

entre propriedades distintas.
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Figura 3.3: Semelhanca no cédlculo da altura de um prédio

3.2.4 Semelhanca de triangulos

A atividade de Ana Corujas (estava disponivel na data da busca no enderego https:
//www . geogebra.org/m/SJa7PBH4) apresenta um triangulo ABC' e as respectivas medi-
das de seus lados. Ao lado, utilizando uma nova janela de visualizacao, apresenta dois
triangulos, GHI e DEF, semelhantes ao triangulo ABC' (c.f., Figura . O triangulo
GHI é chamado reducao e as medidas de seus lados sao estritamente inferiores as medidas
dos lados do triangulo ABC'. Ja o triangulo DEF é chamado ampliacao e as medidas de
seus lados s@o iguais ou superiores as medidas dos lados do triangulo ABC. A atividade
propoe calcular a razao de reducao e a razao de ampliacao, que sao as respectivas razoes

de semelhanga.

Dlnstrugﬁes
G, 224
A 097 >
C__ H 24
AB=1.21
B BC =3
AC =228 razdo de redugdo=0
o ®
Reducédo Ampliacdo
exemplo 1 exemplo 2 -
wemplot | | sxemplos | [ exempios |
- razdo de Ampliagdo 0

Figura 3.4: Semelhanca de triangulos

Estao disponiveis dois controles deslizantes, um para alterar as medidas dos


https://www.geogebra.org/m/SJa7PBH4
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lados do triangulo reducao e outro para alterar as medidas dos lados do triangulo am-
pliacao, alterando respectivamente as razoes de semelhanga e as figuras correspondentes.
A atividade apresenta ainda 8 botoes de exemplos de exercicios, dos mais variados tipos
de semelhancas de triangulos, que pode ser utilizados pelo professor, se julgar interessante
neste momento de sua pratica. Podem ser usados, também, pelo estudante, se ja possuir
o conhecimento necesséario, para resolvé-los. Essa atividade é usada como exemplo do
nivel de andlise, pois exige do aluno o raciocinio por meio de uma anélise, ainda informal,

através de observacao e experimentagao do conceito.

3.2.5 Calculando a altura de uma arvore através da semelhanca

de triangulos

A atividade desenvolvida por Casa das Ciéncias (disponivel no enderego https://www.
geogebra.org/m/Cfctyh68) apresenta a figura de uma arvore e dois triangulos semelhan-
tes, um representando a altura e a sombra da arvore e outro representando a altura e a
sombra de um poste. Pede para calcular a altura desconhecida da arvore a partir de outras
medidas conhecidas - sombra da arvore, altura de um poste, posicionado paralelamente a

arvore, e sombra desse poste - (c.f., Figura [3.5)).

poste

1725m 225m

Figura 3.5: Calculando a altura de uma arvore através da semelhanca de triangulos

Informa ainda que o angulo de observacao é o mesmo para observar o topo do
poste e o topo da arvore, formando triangulos semelhantes. A utilizacao do GeoGebra
permite manipular os vértices e, consequentemente, as medidas dos lados e angulos dos

triangulos formados, mantendo-os semelhantes, o que torna a atividade interativa. Possi-


https://www.geogebra.org/m/Cfctyh68
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bilitando inclusive o estudante trabalhar sem a presenca de um professor. Essa atividade
é usada como um exemplo do nivel de anélise, pois cumpre com o nivel de observacao e

leva o aluno a experimentacao.

3.2.6 Determinar distancias aplicando semelhancas

A atividade desenvolvida por Carla Rents (estava disponivel na data da busca no enderego
https://www.geogebra.org/m/zQSVg3nZ) apresenta a seguinte situagao: trés amigos de-
cidiram usar os seus conhecimentos sobre triangulos semelhantes para determinar a altura
de um dos pavilhoes da sua escola (c.f., Figura . Informou que, num mesmo instante,
os raios solares atingem o solo segundo angulos congruentes e com essas informagoes, bas-
tou aos trés colocarem uma vara na vertical e efetuar medigoes (altura da vara, medida
da sombra formada pela vara e medida da sombra formada pelo pavilhao). Propoe-se que
os alunos encontrem a altura do prédio. Essa atividade é classificada no nivel de analise.
Nesse exemplo, o uso do GeoGebra nao permite nenhuma manipulacao das figuras, serviu,

apenas, para apresentacao das imagens e, com isso, facilitar a visualizacao.

[\

vara= 1.5

Sombra do pavihdo = 3 Sombradavara = 1

Figura 3.6: Determinar distancias aplicando semelhancas

3.2.7 Atividade 1 semelhancas

A atividade desenvolvida por Celeste Sanchez (disponivel no enderego https://www.
geogebra.org/m/fzFFDV38) apresenta dois heptdgonos chamados, no aplicativo, de fi-
gura 1 e figura 2 (c.f., Figura . Conta com um controle deslizante R, que exibe a

razao de semelhanca dos poligonos e é possivel sobrepor as duas figuras colocando R = 1,


https://www.geogebra.org/m/zQSVg3nZ
 https://www.geogebra.org/m/fzFFDV38
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para observar a igualdade dos angulos correspondentes tornando-as iguais, através da ho-
motetia construida no GeoGebra. Além disso, conta também com um ponto H, com o
qual é possivel movimentar apenas a figura 2 e, dessa forma, também é possivel verificar
se os angulos correspondentes sao iguais para diferentes razoes de homotetia. A atividade
propoe que se manipule o controle deslizante para que a razao fique R # 1 e movimente

a figura 2, nao tornando-as mais concéntricas e questiona se as medidas da figura 2 sao

alteradas; questiona, também, se dessa forma as figuras continuam semelhantes. Essa Eﬁ@
[=

atividade é do nivel de anélise. brd

Razéo entre Figura 2 e Figura 1
R=15

Figura 3.7: Atividade 1 semelhancas

3.2.8 Atividade 3 semelhancas

A atividade de Celeste Sanchez (disponivel no endere¢o https://www.geogebra.org/m/
pzCpUrRu)) apresenta dois poligonos (octégonos) e as respectivas medidas dos seus lados,
além das medidas dos 4ngulos de um deles (c.f., Figura. Essa atividade busca explorar
o conceito de semelhanca através de construcao usando homotetia, embora esta palavra
nao figure no texto. Conta com um controle deslizante R que altera a razao da homotetia,

de modo que é possivel sobrepor as duas figuras. O estudante pode ainda mover o ponto

I, o que resulta num movimento rigido de uma das figuras.


https://www.geogebra.org/m/pzCpUrRu
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n-32832

v=10552ﬁ‘

Figura 3.8: Atividade 3 semelhancas

A atividade pede que se manipule o controle R para que sejam calculadas as di-
ferentes razoes de semelhanca entre as duas figuras. Essa atividade explora a visualizacao,

através da observacao e experimentacao. Por isso é classificada no nivel de anélise.

3.2.9 Atividade 4 semelhancas

A atividade desenvolvida por Celeste Sanchez (disponivel no enderego https://www.
geogebra.org/m/pYk2H98w) apresenta pares de figuras (c.f., Figura . Solicita ve-
rificar se os pares sao semelhantes, justificando a resposta. Nessa atividade o uso do
GeoGebra se restringiu apenas a apresentar as figuras de forma estatica, nao é possivel
mover qualquer das figuras. Importante observar que nao é possivel identificar se as figu-
ras sao realmente semelhantes, pois nao sao dados os angulos, nem estao habilitados os
recursos necessarios para a medicao ou comparagao direta. E usada como um exemplo do
nivel de andlise, pois além de explorar a visualizagao, ja leva o estudante a realizar uma
analise das propriedades de figuras semelhantes, mesmo que informal; visto que, ele deve

justificar a resposta.



https://www.geogebra.org/m/pYk2H98w
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Figura 3.9: Atividade 4 semelhancas

3.2.10 Atividade 5 semelhancas

A atividade desenvolvida por Celeste Sanchez (disponivel no enderego https://www.
geogebra.org/m/GguVTYJs) apresenta em perspectiva a imagem de um terreno murado,
uma casa ao fundo com telhado triangular e um portao de entrada com cobertura trian-
gular e as respectivas medidas de suas partes (c.f., Figura . Pede que se observe o
desenho e identifique figuras semelhantes, determinando também a razao de semelhanca

entre elas. Esse exercicio leva o aluno a raciocinar sobre os conceitos geométricos, por

meio de uma andlise informal de suas partes, através da observacao e experimentacao.

Figura 3.10: Atividade 5 semelhangas

Note que nessa atividade, o uso do GeoGebra foi apenas para apresentar a

imagem aos estudantes, nao permitindo nenhuma manipulacao, nem em partes, nem na


https://www.geogebra.org/m/GguVTYJs
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imagem como um todo.

3.2.11 Homotetia

A atividade desenvolvida por Maria Santos (disponivel no endere¢o https://www.geogebra.
org/m/zzUUBgVV) pede para desenhar um poligono regular e construir uma homotetia
dele. Parece ser uma atividade proposta para cada aluno, com acesso ao GeoGebra, cons-
truir o seu. No aplicativo desenvolvido aparece um modelo. O centro da homotetia deve
estar no exterior do poligono. Sugere seguir os seguintes passos: construir semirretas
(partindo do centro da homotetia passando por cada vértice do poligono) e construir os
poligonos semelhantes, dada a razao de semelhanca (c.f., Figura . Nessa atividade é
possivel movimentar o centro da homotetia F' e dois vértices A e B do pentagono regular
hachurado, ao mover estes dois vértices o pentagono se reduz ou dilata, mas mantém-se
regular, mostrando que continua a formar figuras semelhantes. Se enquadra no nivel de

analise, posto que os estudantes sao levados a criar as figuras semelhantes a partir da

sequencia de procedimentos proposta.

Figura 3.11: Homotetia

3.3 Nivel 2 - Deducgao informal ou ordenacao

Neste nivel, os alunos formam defini¢oes abstratas, podendo estabelecer inter-relagoes das
propriedades nas figuras, sao capazes de distinguir a necessidade, da suficiéncia de um
conjunto de propriedades no estabelecimento de um conceito geométrico. No entanto,

podem ainda nao compreender o significado de uma dedugao como um todo, ou o papel


https://www.geogebra.org/m/zzUUBgVV
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dos axiomas. Na busca foram localizados cinco aplicativos com atividades propostas, que
sao classificados no nivel de deducao informal ou ordenacao. As atividades encontradas

sao apresentadas nas subsecoes a seguir.

3.3.1 Razao entre areas de triangulos semelhantes

A atividade desenvolvida por Renata Gomes (disponivel no enderego https://www.geogebra.
org/m/dMbmQevj) apresenta um triangulo AB;C com ponto C' na origem do plano carte-
siano e duas retas r e s formando os segmentos A;C; e F1 E, paralelos a AC (c.f., Figura
. Indica que o estudante mova os segmentos C1 A e EF] e, consequentemente, as
retas re s (através dos controles deslizantes C1 A e EF}) observando o que acontece com
os triangulos AB,C , C1B1A; e EBF;. Ressalte-se que dependendo do movimento, as
retas podem se sobrepor, tornando-se iguais. Questiona por que esses triangulos sao se-
melhantes, pede que se calcule as razoes de semelhanca entre triangulos AB,C' e EB1 F}

. . . ~ . [=] 52k [=]
; e, entre os triangulos EBF} e C1B1A;. Além de questionar qual a razao entre as areas &

1.

dos triangulos AB,C e EBF] ; e, dos triangulos KB F; e C1 B1 A;. =

r s

22 24 26

Figura 3.12: Razao entre areas de triangulos semelhantes

O aplicativo permite movimentar as retas r e s e obter as medidas dos lados
dos triangulos em questao, usando o plano cartesiano e as propriedades de semelhancas.

Este exercicio é usado como um exemplo do nivel de deducao informal, pois pode levar os


https://www.geogebra.org/m/dMbmQevj
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alunos a estabelecer inter-relacoes das propriedades a partir da sequéncia de experimentos

e comparacoes.

Esse aplicativo apresenta-se com excesso de informagoes na janela de visu-
alizagao, o que pode deixar o estudante perdido na execucao da tarefa proposta. Os
textos e alguns pontos podem ser movimentados, até os controles deslizantes podem ser
movidos, seria interessante que fixasse essas construcoes, para que o desenvolvimento do
estudante na atividade nao seja prejudicado. Além de faltar um botao atualizar, para que

o aplicativo seja reiniciado.

3.3.2 Encontrando alturas de pontos inacessiveis com um espe-

lho

A atividade desenvolvida por Luiz Geraldo da Silva (disponivel no endereco https://
www . geogebra. org/m/NZMBvABq) tem como objetivo mostrar que usando um espelho e a
matematica dos triangulos semelhantes pode-se calcular de maneira aproximada a altura
de pontos inacessiveis (c.f., Figura. Nessa atividade, pede-se calcular a altura de um
poste, utilizando um espelho posicionado no solo e uma pessoa (conhecidas a altura da
pessoa, a distancia da pessoa até o espelho e a distancia do poste ao espelho). A atividade

fornece esses dados, além dos angulos.

Figura 3.13: Encontrando alturas de pontos inacessiveis com um espelho

Nesse aplicativo, é possivel, mover a pessoa, o espelho e o poste sobre a reta

horizontal. Além de mostrar as distancias, angulos e as relacoes de semelhancas utilizadas
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através das caixas para exibicao de objetos na parte superior. Esse exercicio é classificado
no nivel 2, pois busca mostrar ao aluno que as propriedades de semelhancas e os dados

conhecidos sao suficientes para calcular a medida desejada.

3.3.3 Figuras semelhantes

A atividade desenvolvida por marinalempacheco@gmail.com (disponivel no endere¢o https:
//www . geogebra.org/m/scpmBxDI) apresenta dois cubos semelhantes e propoe que se ex-
plore a aplica¢ao, movimentando o seletor a (c.f., Figura. A partir dai sao levantados
alguns questionamentos sobre o que acontece quando o seletor toma valores superiores a 1,
valores inferiores e valor igual a 1. Depois solicita que se coloque o seletor na posicao 2 e
observe os valores das arestas dos cubos, que sao mostrados na tela. Novamente propoe-
se movimentar o seletor, agora para a posicao 3 observando os valores das arestas dos
cubos e questiona-se qual a conclusao. Por ultimo, pede que se selecione a caixa de exi-
bir/esconder objeto “Mostrar as razoes de semelhanga’e coloque novamente o seletor a
nas posicoes 1, 2 e 3, para comparar os valores das razoes de semelhanca. Com isso, sao
apresentadas a razao de semelhanca, a razao entre os perimetros, a razao entre as areas e

a razao entre os volumes dos dois cubos.

. Figuras Semelhantes
Ampliagao
[JMostrar cubo de Rubik
[JMostrar pontos do cubo
[JMostrar as semirretas com origem no ponto O
® ) o JMostrar razées de semelhancas
Figura original [JMostrar distancias

aresta do cubo original = 1.66

aresta do cubo = 2.66

Conclusoes :

Figura 3.14: Figuras semelhantes

Nesse aplicativo, foi explorada a semelhanca entre os cubos através da homote-
tia construida no GeoGebra e controlada pelo seletor a (controle deslizante). E possivel,
ainda, exibir e esconder informacoes, através das caixas de exibicao a direita. Dentre
outras funcgoes, possibilita, por exemplo, exibir as semirretas de construgao da homotetia

a partir de seu centro O. Essa atividade ¢ classificada como nivel de deducao informal ou



https://www.geogebra.org/m/scpmBxD9
https://www.geogebra.org/m/scpmBxD9

3.3 Nivel 2 - Deducao informal ou ordenacao 27

ordenagao, visto que leva o estudante a inter-relacionar propriedades nas figuras. Porém,

ainda, nao percebem como construir uma prova dessas relacoes.

3.3.4 Questao de vestibular - UNICAMP 2013

A atividade proposta por Leonardo Lourengo Crespilho (estava disponivel na data da
busca no endereco https://www.geogebra.org/m/tTADSwX6) ¢ uma questao de vestibu-
lar (c.f., Figura . A questao apresenta um triangulo ABC' cujos lados medem AB =
20 e BC =15 e AC = 10. No item (a) informa que sobre o lado BC' marca-se um ponto
D tal que BD = 3 e traga-se o segmento DFE paralelo ao lado AC' e pede para encontrar
a razao entre a altura H do triangulo ABC relativa ao lado AC' e a altura h do triangulo
EBD relativa ao lado ED, sem explicitar os valores de h e H no célculo. No item (b)
pede-se calcular o valor explicito da altura do triangulo ABC' em relacao ao lado AC.
O GeoGebra, nesse caso, foi utilizado apenas para construir a figura estatica, nenhum

recurso adicional foi utilizado. Esse exercicio é classificado como um exemplo de nivel 2.

Figura 3.15: Questao de vestibular - UNICAMP 2013

3.3.5 Semelhanca

A atividade proposta por Alan Pizzo (disponivel no endere¢o https://www.geogebra.
org/m/E7n84UuE) apresenta dois triangulos semelhantes (c.f., Figura[3.16)). Solicita que se

determine o valor de k (medida de um dos lados) utilizando a semelhanca de triangulos,


 https://www.geogebra.org/m/tTADSwX6
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usando os controles deslizantes para alterar as figuras e, por ultimo, marque as caixas

LC1, LC2, 11, L2, L3 e L4 para conferir a resolucao.

Figura 3.16: Semelhanca

Com recursos do GeoGebra, os controles a e b permitem fixar um dos lados
de cada triangulo e aumentar os outros dois, mantendo a razao de semelhanca entre os
triangulos. O controle d permite ampliar e reduzir apenas um dos triangulos através de
uma homotetia, alterando a razao de semelhanca. Cada um dos controles 3 e d rotacionam
apenas um dos triangulos. Possui, ainda, um outro controle deslizante, sem identificagao,
que permite alterar as medidas dos angulos em ambos os triangulos. Com a adequada
utilizagao dos controles deslizantes é possivel sobrepor os triangulos e modificar as medidas
de seus lados e angulos, mas mantendo-os sempre semelhantes. A marcacao das caixas
de exibicao LC1, L1, L3, LC2, L2 e L4 exibe as correspondéncias entre lados homdélogos
pelas semelhancas e os passos para o calculo do valor de k. Esse exercicio é usado como

um exemplo do nivel de deducao informal.

3.4 Nivel 3 - Deducgao formal

Nesse nivel os alunos desenvolvem sequéncias de afirmagoes a partir de uma outra ou de
outras. Tais deducoes sao entendidas como um caminho para o estabelecimento de uma
teoria geométrica. Os alunos podem construir provas e percebem a possibilidade de de-
senvolver uma prova de mais de uma maneira. Na busca foi encontrado um aplicativo que

leva o estudante a este nivel de desenvolvimento do pensamento geométrico. A atividade
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encontrada é apresentada na subsecao a seguir.

3.4.1 Problema com circunferéncias

A atividade desenvolvida por Thiago Ferraiol (disponivel no endereco https://www.
geogebra.org/m/HACgd7JP) apresenta duas circunferéncias ¢; e ¢o que se intercectam
em dois pontos A e B (c.f., Figura . Pede-se construir um segmento P() passando
por B, com P € ¢ e (Q € ¢y, de modo que P(@) seja o maior possivel. E apresentada a
construcao com possibilidade de movimentar o ponto P por toda a circunferéncia c; e,
consequentemente, o segmento P() passando por B é movimentado. Esse exemplo é do
nivel de deducao formal, pois deseja que o estudante deduza a exata posicao do segmento

PQ, de modo que tenha tamanho maximo, a partir das propriedades ja conhecidas.

Figura 3.17: Problema com circunferéncias

3.5 Nivel 4 - Rigor

No nivel de rigor, os alunos avaliam varios sistemas dedutivos, comparam sistemas basea-
dos em diferentes axiomas e estudam vérias geometrias. Sao capazes de se aprofundarem
na andlise de propriedades. Na busca nao encontramos nenhum exemplo de aplicativo

que pode ser utilizado no nivel de rigor.


https://www.geogebra.org/m/HACgd7JP
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4 Propostas didaticas com o GeoGebra

Em educacao matematica é muito difundida a ideia de que a habilidade de visualizacao
é uma das mais importante para o desenvolvimento do pensamento geométrico. Se-
gundo [Kaleff, 200§], o aluno recorre a habilidade da visualizagao para executar diversas

operacoes mentais, as quais geram outras imagens mentais ou representagoes do objeto.

Vale ressaltar que em Matematica nao existe uma imagem sem legenda. Essa

legenda pode nao estar explicita, mas mesmo assim ela existe. Destaca [Kaleff, 2008
p.17]:

Existe uma ancora escritora das propriedades matematicas, que fornece

um elo determinante entre o desenho e o objeto abstrato da Matematica.

E o conjunto de suas propriedades que caracteriza uma figura em Ma-

temdatica. Dessa maneira, uma figura matematica sempre apresenta uma
legenda, mesmo que esta esteja subentendida.

O potencial de visualizacao varia de pessoa para pessoa, por isso € importante
a utilizacao de artificios que permitam a visualizacao das imagens, por diferentes formas,

angulos e tamanhos e o software de geometria dinamica possibilita isso.

A partir desse contexto e tendo em vista nao ter sido encontrado nenhum apli-
cativo com atividade proposta para o nivel de visualizagao ou reconhecimento (nivel 0) do
modelo de van Hiele no GeoGebra, foram desenvolvidas algumas propostas que estao dis-
poniveis no endereco https://www.geogebra.org/leandromonforte. Essas propostas

sao apresentadas a seguir.

4.1 Visualizacao em semelhancas - atividade 1

Aplicativo disponivel no endereco https://www.geogebra.org/m/f jW2zJwn.
Descricao da proposta:

Observe as imagens abaixo de Amadeo de Sousa Cardoso (Cozinha
da Casa de Manhufe, c. 1913, 6leo de madeira) e de Leonardo da Vinci

(Monalisa, 1503 a 1506). As imagens da direita possuem a mesma forma das


https://www.geogebra.org/leandromonforte
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imagens a esquerda, ou seja, trata-se de uma ampliagao ou redugao? Utilize
os controles S e M, para ampliar/reduzir uma das imagens de cada par. Tente
sobrepor as imagens e em seguida clique na caixa “EXIBIR”, isso tornara
possivel visualizar as imagens em separado. Qual conclusao se pode obter

para cada par das obras apresentadas?

[ ] exiBIR

[ ] exiBIR

Figura 4.1: Visualizacao em semelhancas - atividade 1

Essa atividade tem como objetivo desenvolver a capacidade de visualizacao
no estudante. Verificando se ele consegue perceber o que é uma ampliagao ou reducgao
de imagem, mantendo sua forma. Apresenta imagens de obras conhecidas, em pares
(c.f., Figura . Com o uso do GeoGebra foi possivel incluir as imagens e implementar
controles deslizantes para aproximar as figuras e sobrepo-las, quando possivel, auxiliando
na visualizacao e na tomada de decisao para chegar as conclusoes em relagao ao que se
questiona. Além de criar as caixas “EXIBIR” que permitem exibir e esconder uma das

imagens, visualizando as imagens lado a lado, quando selecionada.

4.2 Visualizacao em semelhancas - atividade 2

Aplicativo disponivel no enderego https://www.geogebra.org/m/vNn38peF.

Descrigao da proposta:



https://www.geogebra.org/m/vNn38peF
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Os controles I, II, IIT e IV permitem rotacionar os quadrilateros
respectivos; utilize-os, se necessario. Os poligonos P1, P2, P3 e P4 podem
ser movimentados clicando sobre cada um deles e arrastando para a posicao
desejada, utilize esse recurso para aproximar as figuras e correlacionar corre-

tamente os pares que possuem a mesma forma.

.

Rotagdo o

I -
—

Figura 4.2: Visualizacao em semelhancas - atividade 2

Essa proposta tem como objetivo levar o estudante a correlacionar quadrilateros
de mesma forma, por suas aparéncias globais. Porém, ainda sem exigir que eles explicitem
suas caracteristicas. Com o uso do GeoGebra, foi possivel construir os poligonos e através
da funcao respectiva, construir homotetia dos poligonos iniciais, para criar os poligonos
semelhantes e, ainda, incluir controles deslizantes para rotacionar os poligonos e facilitar

a visualizagdo e comparacao das figuras semelhantes (c.f., Figura |4.2)).

4.3 Visualizacao em semelhancas - atividade 3

Aplicativo disponivel no endere¢o https://www.geogebra.org/m/SMuZGRUF.
Descricao da proposta:

Utilize os controles A, a , B e C para ampliar, reduzir ou rotaci-
onar uma das figuras de cada par. Observe, em cada par, se as figuras sao

ampliagoes ou redugoes umas das outras.



https://www.geogebra.org/m/SMuZGRUF
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Rotagdo Ampliagdo o

=259 A=11

R L 2 ———

- B=07
/1) .
1 c=18

-

Figura 4.3: Visualizacao em semelhancas - atividade 3

A proposta tem como objetivo induzir o estudante a raciocinar sobre am-
pliagoes e reducoes de objetos, por meio de consideracoes visuais e, dessa forma, racio-
cinar sobre a diferenca entre objetos “parecidos”’e de “mesma forma”. Deve-se formular
suas respostas, sem efetuar calculos ou medigoes. O uso do GeoGebra permitiu incluir as
imagens dos objetos, criar homotetias dos pares que sao semelhantes e ampliar, reduzir e

rotacionar uma das figuras de cada par através dos controles deslizantes. (c.f., Figura(4.3)
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5 Consideracoes finais

A busca realizada para o desenvolvimento desse trabalho encontrou dezessete aplicativos
com proposta definida sobre o tema semelhancas e durante sua producao, foram incluidas
mais trés propostas no repositério do GeoGebra. Dessas vinte atividades, seis sao ativi-

dades interativas (veja nas secoes [3.2.4} 3.2.5} |3.2.11} |3.3.1} [3.3.2} [3.3.5)).

Os contetddos de semelhancas nos aplicativos estao distribuidos conforme o

quadro abaixo.

Conteudos Secoes
Célculo da razdo de semelhanca em poligonos néo triangulares 3.2.1513.2.2 13.2.8 3.2.10
Calculo da razao de semelhanga em triangulos 3.2.4;13.2.5¢13.2.6 13.3.1
Uso da razao de semelhanga para cdlculo das dimensoes de um tridngulo 3.2.3;13.3.2¢ |3.3.5
Semelhanga de triangulos 3.3.4; 3.4.1
Semelhanga de poligonos nao triangulares 3.2.7:13.2.9; 13.2.10¢ [3.2.11} 4.2
Semelhanga de figuras ndo poligonais 3.2.9¢13.3.3; 4.1} [4.3

Por fim, esperamos que este trabalho seja 1til para professores e demais inte-
ressados preocupados com a qualidade didatica no uso e desenvolvimento de aplicativos
em softwares de matematica dinamica. Esperamos também que as analises criticas aju-
dem aos colegas professores a levarem em consideragao esses aspectos na hora de criar
suas atividades. Nosso intuito é exaltar o espirito de cooperacao entre professores de

matematica o que tem potencial para um crescimento coletivo.
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