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RESUMO

Este trabalho apresenta uma proposta relacionada ao ensino e pratica do pensamento dedutivo
formal em Matematica. Sdo apresentados no &mbito do conjunto dos nimeros Naturais trés
temas essencialmente interligados: inducdo/boa ordem, deducdo e esquemas de computacédo
representados pela maquina teorica de Turing. Os trés temas se amalgamam na teoria l6gica de
deducéo e tangem os fundamentos da Matematica, sua propria indecidibilidade e extensdes /
limites de tudo que pode ser deduzido utilizando a logica de Aristoteles, caminho tdo
profundamente utilizado nos trabalhos de Gddel, Church, Turing, Robinson e outros. Séo
apresentadas inimeros esquemas de deducdo referentes as “féormulas” e Teoremas que
permeiam o ensino fundamental e basico, com uma linguagem apropriada visando treinar o0s
alunos (e professores) para um enfoque mais proprio pertinente a Matematica.

Palavras-chave - Numeros naturais. Axiomas de peano. Indugdo. Primeiro elemento dos
naturais. Maquinas de Turing. Tese de Turing-Church.



ABSTRACT

This work deals with the teaching and practice of formal deductive thinking in Mathematics.
Three essentially interconnected themes are presented within the set of Natural Numbers:
induction, deduction and computation schemes represented by the Turing theoretical machine.
The three themes are put together into the logical theory of deduction and touch upon the
foundations of Mathematics, its own undecidability and the extent / limits of what can be
deduced by using Aristotle's logic, that is the subject in the works of Godel, Church, Turing,
Robinson, and others. There are a large number of deduction schemes referring to the
"formulas" and Theorems that are usual subjects in elementary and basic degrees of the
educational field, with an appropriate language in order to train students (and teachers) for a
more pertinent approach to Mathematics.

Keywords - Natural numbers. Peano's axioms. Induction. The first natural element. Turing
machines. Turing-Church thesis.
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1 INTRODUCAO

O tema principal deste trabalho € ensinar como deixar mais rigorosas algumas
demonstracdes que sdo feitas em Matematica no Ensino Basico.

Historicamente uma onda de rigor em Matematica se deu no inicio do século XX, com
0 advento da axiomatizacdo em Teoria dos Conjuntos, e concomitantemente, a percepc¢ao de
que algo bem mais profundo do que parecia, estava atras da pratica rigorosa desta
axiomatizacdo. O exemplo deste fendmeno foi o aparecimento do paradoxo de Russel que
mostra que tomar a ideia “intuitiva” de que uma propriedade determina um conjunto ¢ falsa, no
sentido de que leva a contradi¢fes em Matematica.

Nesta época, o rigor que tanto se buscava fez confluir varias questdes em ldgica e de
Teoria dos Conjuntos como um esquema axiomatico para a Matematica. K. Godel (1906-1978),
E. Zermelo (1871-1953), A. Church (1903-1995), A. Turing (1912-1954), A. Fraenkel (1891-
1965) e T. Skolem (1887-1963) séo figuras exponenciais deste periodo.

Entdo, questionava-se, 0 que era possivel demonstrar em Matematica com esquemas
I6gicos de deducao.

Godel provou que com um esquema de deducdo é impossivel demonstrar se a
Matematica € consistente (no sentido inclusive de que nunca se provara dentro da Matematica
se uma contradicdo pode ou ndo aparecer). Isto é grave, pois aparecendo uma contradi¢do a
Matematica usual se trivializa.

Investigando este assunto que relacionou ao modo como as pessoas pensam quando
querem deduzir algo, A. Turing, criou um esquema de deducdo automatico, chamado de
Magquina Universal ou Méquina de Turing.

Neste mesmo periodo, A. Church demostrou que tudo o que pode ser deduzido em
Matematica, tem como correspondente uma Méaquina de Turing, que por sua vez faz a parte
vice-versa, isto é, todo esquema chamado de Maquina de Turing corresponde a uma deducéo
em Matematica.

Esta relagdo entre a totalidade de deducgdes e esquemas computacionais de dedugéo
ainda esta para ser devidamente pensado.

E nestes aspectos que nos inspiramos para fazer este trabalho.

Entdo, para deixar mais rigoroso e menos esparso 0s Teoremas e resultados em
Matematica no Ensino Bésico, neste trabalho usamos em primeiro lugar a Técnica da indugéo

Matematica para demonstrar certas formulas ou fatos matematicos usuais no Ensino Basico.
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E notavel a sutileza embutida do Principio de Indugéo: se queremos demonstrar certos
Teoremas onde 0s nimeros naturais estdo envolvidos, ndo precisamos na verdade criar uma
demonstracdo que na maioria dos casos dispara uma confusdo mental nos alunos que ndo sabem
onde buscar as ideias aleatorias para eles, para tal demonstracdo. Basta que provemos o
Teorema para um primeiro nimero e depois considerando o Teorema provado para n, prova-lo
para o caso n + 1, um caminho claro e preciso a seguir.

Em segundo lugar, faremos a transi¢éo para um modo de deducdo l6gica onde pensamos
num encadeamento valido para obter demonstragdes.

Finalmente, damos até onde possivel ao objetivo deste trabalho no Ensino Basico, 0s
principios da Maqguina de Turing e seu rigor para esquematizar deducgoes.

Estes trés aspectos que se juntaram no momento em que se comeca a discutir 0s
fundamentos da Matemaética sdo explicados neste trabalho com exemplos e dedugdes.

Pretendemos com a abordagem neste trabalho, preparar melhor os alunos do Ensino
Basico, inclusive para chegar com o pensamento melhor estruturado em relacdo a Matematica
no Ensino Superior.

Sendo assim, este trabalho divide-se em 5 capitulos.

No capitulo I, damos os axiomas de Peano e o principio de Boa Ordem (que pode ser
utilizado ao invés do principio de inducdo- 4° axioma de Peano).

No capitulo Il, mostramos a aplicacdo do principio de inducao para demonstrar teoremas
numericos importantes.

No capitulo 111, introduzimos a nogdo de deducdo e construimos esquemas reproduzindo
teoremas deduzidos com inducéo, no capitulo anterior.

Depois, passamos ao capitulo IV, que enfatiza problemas béasicos em algebra,
trigonometria e nimeros complexos dos diversos anos do Ensino Bésico.

Finalmente, damos no capitulo V, os principios da Méaquina de Turing, e mostramos
com dois exemplos (um uni e o outro bidimensional) o espirito de seu funcionamento.

Observamos que tratamos o conteldo de todos os capitulos (sobre rigor nos
fundamentos da Matematica) com o rigor que nos foi possivel, ao abordarmos ldgica e
fundamentos da Matematica vista através da Teoria dos Conjuntos. Como exemplo desta atitude
nunca justificamos uma passagem explicitamente com a regra “modus ponens” ou entramos na

Teoria de Decidibilidade que remete a Teoria dos Modelos, altamente especializada em Légica.
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2 CAPITULO I - CONJUNTOS DOS NUMEROS NATURAIS

Os NUmeros Naturais estdo associados a ideia de contagem (LIMA, 2013). O conjunto
dos Naturais dad a nocdo de enumerabilidade, ou seja, da possibilidade de listar os seus
elementos, pois, 0s Numeros Naturais sdo nimeros cardinais, mas sdo também vistos como
nameros ordinais (dai a origem das listagens) e esta pode também ter uma origem, segundo
Boyer, a partir de rituais religiosos.

A noc¢do de numeros naturais se perde no tempo. Mas, modernamente foram tratados
por Georg Cantor, Richard Dedeking, Quine, entre outros (TARSKI, 1994). Ao longo da
historia da Matematica, de acordo, com a necessidade de representar certas situacdes, 0 homem
buscou simbolos capazes de satisfazer suas necessidades. Os primeiros nUmeros que surgiram
foram os Naturais, e tiveram o objetivo de representar quantidades.

Podemos representar o conjunto dos NUmeros Naturais de forma explicita, N =
{1,2,3,...}.

O conjunto N é ilimitado superiormente e limitado inferiormente. Isso significa que o
conjunto N “tem comego, mas, ndo tem fim”. N é um conjunto infinito. Esta coloquialidade se
expressa mais precisamente, assim: “existe uma bijecdo entre os Naturais e uma das suas partes
proprias” (NERI; CABRAL, 2011).

As vezes, como veremos, 0 Conjunto dos Naturais sera considerado sem elemento O.
Neste caso 0 conjunto é notado como N*.

Neste trabalho para efeitos praticos (mais especificamente com o principio da inducéao-
que serd abordado abaixo), ndo vamos considerar o simbolo zero 0 como nUmero natural.

Consideraremos o primeiro elemento dos naturais como sendo o nimero um.

2.1  SISTEMA DE NUMERACAO

O nosso Sistema de Numeragdo Decimal vigente é conhecido como indo-arabico.Teve
contribuicdes de varias civilizacbes.Um dos povos que contribui foi o babilénico que utilizava
seu sistema na base sessenta.

Segundo Eves (2011), o sistema de humeragao indo-arabico tem esse nome devido aos
hindus, que o inventaram, e devido aos arabes, que o transmitiram para a Europa Ocidental. Os
mais antigos exemplos de nosso atuais simbolos numericos encontram-se em algumas colunas

de pedra erigidas na india por volta do ano 250 a.C. pelo rei Agoka. Outros exemplos primitivos
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na India se corretamente interpretados, encontram-se em registros talhados por volta do ano
100 a.C. nas paredes de uma caverna numa colina perto de Poona e em algumas inscri¢des de
cerca 200 d.C.. Essas primeiras amostras ndo contém o zero e ndo utilizam a notagéo posicional.
Contudo, a ideia de valor posicional e do zero devem ter sido introduzidos na india algum tempo
antes do ano 800 d.C., como o matematico persa Al-Khowarizmi descreveu de maneira
completa num livro do ano 825 d.C.

De acordo, com o nosso sistema decimal, podemos representar qualquer nUmero natural
m, pela seguinte expressao:

m=a,10" + a,_;10" 1 + a,_,10""2+...+a,10! + q,

Os simbolos {0, 1, ...,9} compdem o que é chamado de base do sistema de numeragao
(dos Naturais). Neste caso a base € dita decimal.

Observe que este procedimento para criacdo do sistema decimal permite de modo
semelhante, criar sistemas com um ndmero finito qualquer de algarismos em sua base.

Um sistema de numeragdo muito usado na computacdo e em particular na maquina de
Turing, é o sistema binario representado pelos algarismos 0 e 1, isto é, na base = 2 (HEFEZ,
2014).

Podemos representar 0s nimeros naturais m, como:

(M)y = 42" + ap 12" 1+ ap 52" % + - a2 + ag

OU (M) = ApAp_10p_2 ce cer ver e e eee e A1 Q

Esses coeficientes a;, i variando de n a 0 sdo os algarismos de um nimero natural na

base 2.

2.2  AXIOMAS DE PEANO

Em meados do século XIX, nasceu na Italia na cidade de Turim, 0 matematico Giuseppe
Peano (1845-1918) que axiomatizou os nimeros naturais (WIKIPEDIA, 2017). Tais axiomas
sdo chamados de Axiomas de Peano. Mas 0 que sdo axiomas (do grego axis = eix0)?

Definicdo: Axioma sdo proposicdes aceitas sem necessidade de demonstracdo, ou séo
verdades consideradas para construir uma teoria.

O matematico Giuseppe Peano no século XIX, conseguiu melhorar ou qualificar a ideia

de numeros naturais. Pelos axiomas de Peano podemos construir os nimeros Naturais.
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Essencialmente os Axiomas de Peano possibilitam a deducéao de resultados em nimeros
naturais.

Os axiomas de Peano séo estes:

Axioma 1: Todo numero natural tem um Unico sucessor.

Axioma 2: Numeros naturais diferentes tem sucessores diferentes.

Axioma 3: Existe um unico nimero natural chamado um e representado pelo simbolo
1, que ndo é sucessor de nenhum outro.

Axioma 4: (Axioma da Inducdo) Seja X um conjunto dos NUmeros naturais, isto é, X <
N diferente do vazio. Se 1 € X e se, além disso, o sucessor de todo elemento de X ainda pertence

a X, entdo X = N . Observa-se que, em geral, X é definido por uma propriedade.

2.3 PRINCIPIO DE INDUCAO FINITA

O axioma 4 é conhecido como o ultimo axioma de Peano ou também como o axioma de
inducdo. Ele é base de um eficiente método de demonstracdo de proposicdes referentes a
ndmeros naturais. Este método é chamado de prova por inducdo. Enunciamos o principio de
indugdo em forma de propriedades. Ele se formula assim (WIKIPEDIA, 2017):

Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n. Suponhamos que:

i) P(1) é valida;

ii) Para todo n € N, a validade de P(n) implica na validade de P(n+ 1) onden + 1 é
0 sucessor de n.

Entdo, P(n) é vélida para qualquer que seja 0 nimero natural n.

Observacdo:como usual na literatura, o proprio fato de escrevermos P(n) quer

significar que ntem a propriedsde P.

Se a propriedade P (n) vale para o primeiro elemento do conjunto, isto é, P(1) é vélido,
temos o denominado base de inducéo.

Agora, se supusermos a propriedade valida para um nudmero natural n qualquer,
chamamos essa condicao de hipotese de inducdo. Chamamos de tese de inducéo a validade da
propriedade para o sucessor de n, isto ¢, P(n + 1).

Fazendo uma analogia, podemos tomar o processo de indugdo como no exemplo do
Efeito Domino, onde coloca-se as pecas do jogo de domind numa fileira em pé, calculando

distancias para que se uma peca cai a seguinte também cai. Apos derrubar a primeira peca sob
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estas condicdes, temos que todas as pegas cairdo, ou seja, se a acdo valer para o primeiro entdo
vale para todo o conjunto.

Principio da Boa Ordem:Todo conjunto ndo-vazio A < N contém um elemento minimo.

O Principio da Inducéo Finita é equivalente ao Principio da Boa Ordem, pois 0 caso
base de inducdo é o valor minimo para qual vale tal propriedade.

VVamos demonstrar que se o principio da Boa Ordem vale, entdo o Principio da Inducéo
vale, e vice-versa (NERI; CABRAL, 2011).De fato:

Suponhamos o principio da Boa Ordem, e seja A € N, com 1 € A. Suponhamos por
absurdo que A # N. Temos assim, o conjunto C = A¢ # @. Pelo principio da Boa Ordem existe
m € C, minimo, comm > 1, pois 1 € A. Assim,m — 1 € N em — 1 € menor que m, portanto,
m —1 ¢ C, pela minimalidade de m. Assim, m — 1 € A, masse m — 1 € A, pela hipotese que
estd no enunciado do principio, entdo m € A, o que é absurdo.

Suponhamos o Principio da Inducéo e seja C c N, com C # @, e que por absurdo nao
tenha elemento minimo (em particular 1 ¢ C, pois neste caso teria o elemento minimo 1).

Sejad ={n € N;n <m,paratodom € C}.Vemosque AN C = @ (pois,se ANC +
@, entdo existe n € AN C, e, assim n € A, e, portanto, n < m, paratodo m € C. Usando n =
m, Vemos que n < n, 0 que é um absurdo).

Suponha que A = N. Com este resultado teremos demonstrado o teorema. De fato:
teremosque ® = AN C = NN C = C, contradizendo a hip6tese C # Q.

Resta-nos entdo provar que A # N.

Como1 ¢ C,vale:1 <m,Vm € C.Portanto, 1 € A. Sejan € A. Entdo, paratodom €
C,n<m,eassimn+1 < m,paratodom € C.Sen + 1 € C,entdon + 1, é elemento minimo
de C. Como por hipétese €, ndo possui elemento minimo segue que n + 1 ¢ C, deste modo
n+1l<mparamE€C.

Assim, n + 1 € A. E pelo principio de indu¢do A = N.

24  PROPRIEDADES EM N

Na aritmética dos naturais, definimos duas operaces, a adi¢do e a multiplicacdo. Estas
operacdes sdo fechadas em N, isto é, o resultado da operacdo com dois nimeros naturais, €

ainda um numero natural. Podemos definir, em geral:

Definicdo:



15

Seja A um conjunto, A # @. Toda aplicacdo f: A X A — A recebe 0 nome de operagao
(binéria) fechada sobre A4, se Imf c A.

As operagdes + (adicdo) e x (multiplicacdo) séo operagOes fechadas sobre N, pois
dadosn,p € Ntemosquen+p € Nen.p € N.

Demonstraremos por inducgéo, algumas propriedades referentes a estas operagoes:

- Associatividade da Adicdo:

Para quaisquer nimeros naturais m, n, p tem-se:
m+(@+n)=m+p)+n
Fixemos m, p € N e facamos inducdo sobre n.
Paran = 1, temos 0 caso base:
m+@p+1)=m+p)+1
Portanto, P(1) é valida.
Suponhamaos por hipotese de inducdo que, m+ (p+n) = (m+p)+n Vvm,n,p €N.
Provaremos que P(n + 1) é valida se P(n) o for, ou seja, P(n) = P(n+ 1)
m+(p+(n+1)) =(m+p)=mn+1)
No proximo passo utilizaremos nossa hipotese de inducéo e o caso n = 1.
m+(pP+n+1)=m-= ((p+n)+1) = (m+(p(p+n))+1 = ((m+p)+n)+1
=(m+p)+(n+1)
Para P(n + 1) o mesmo poser afirmado.

Portanto, para quaisquer m, p, n nUmeros naturais vale: m + (p + n) = (m + p) + n.

- Comutatividade da Adicéo:

Para quaisquer m,n € N tem-se:
m+n=n+m
Para quaisquer m,n € N fixamos um m € N qualquer, e usaremos a indugéo sobre n.
No caso base de inducéo, temos:
P(1):m+1=1+m évalido, fazendon = 1.
Suponhamos por hipotese de indugdo que a propriedade vale para n € N. Entdo m +
n =n+m, portantom € N.
Provaremos a implicacdo P(n) = P(n + 1):
m+n)+1=m+m)+1=mn+1)+m

Na primeira igualdade foi utilizado a hipdtese de indugéo.



16

Logo, a comutatividade da adicéo é valida.

- Comutatividade de Multiplicacdo:

Para quaisquer m,n € N tem-se:

mn=nm

Demonstracdo: Dados m,n € N, aplicaremos a indugéo sobre n.

O casobasee: P(1): m.1 =1.m.

Suponhamaos por hipotese de inducédo a validade de P(n), isto €, que m.n = n.m, dado
m, n € N,

VVamos mostrar que P(n) = P(n+ 1).

Defatoom(n+1) =m.n+m

No proximo passo utilizaremos a hipotese de indugédo, obtendo assim, m.n +m =
nm+m=mn+1).m.

Portanto, a comutatividade da multiplicacdo dos nimeros naturais é valida.

- Lei do Corte:

Sem,npeEN, m+n=p+n,entiom=p

Faremos inducéo sobre n. Paran = 1, temos; se m + 1 = p + 1, entdo m = p pois 0S
nameros tém o mesmo sucessor, (Ax. 3, Peano).

Sem +n = p + nentdo m = p que é nossa hipétese de inducéo.

Comom+n+1)=p+(n+1) temos (m+n)+1=(p+n)+ 1. Os sucessores
se m + n e p + n séo iguais. Logo,

m+n=p+n
que é a hipdtese de inducdo, implicando que m = p.

Deixamos a cargo do leitor as demonstracGes da transitividade da relacdo de ordem
(dados m,n,p € N, se m <nen < pentdo m < p) e da tricotomia em relagdo a ordem <:
dados m,n,p € N, ha trés possibilidades, as quais se excluem mutuamente: m =n, m < nou
n<m.

Demonstraremos a seguir a propriedade da invariancia por acréscimo de quantidades
em relacdo a <:

Sem,n e Nsdotaisquem <nentdlom+p <n+pem.p < n.p paraqualquerp €
N.

De fato:
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Temos por hipotese que m < n 0 que significa n = m + r para algum r € N. Assim
n+p =m+ p + r. Diante disso, vale: m+p < n + p.

Em relacéo a multiplicagdo temos n = m + r implicandonp = (m + r)p = mp + mr.

Logo, m <n = mp < np.

Seria interessante o leitor demonstrar por indugdo o teorema acima. Outra propriedade
dos numeros naturais que seria interessante ao leitor demonstrar por indugéo € a seguinte:

Sejan € N. Ndo existe p numero natural talquen <p <n+ 1.

De fato:

Se tal p existisse, teriamos

p=n+qgen+1=p+rcomgqg,r € N.Assim:

n+l=n+q+r=1=q+r

0 que é um absurdo.

3 CAPITULO Il - APLICACOES DA INDUCAO

Vimos que o Principio de Inducéo Finita é o ultimo axioma de Peano que diz assim:

Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n. Suponhamos que:
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i) P(1) é valida.

ii) Para todo n € N, a validade de P(n) implica na validade de P(n+ 1) onden + 1 é

0 sucessor de n.

Entdo a propriedade de P(n) é valida para todo n, natural.

Damos a seguir a prova por inducdo de algumas (des)igualdades fundamentais que

aparecem no &mbito dos nimeros naturais, e que listamos com Problemas.

Problemal:

n(n+1)
2

Soma Gaussiana 1 + 2 + 3+...4+n =

Demonstracéo:
Caso basen = 1, onde P(1) é

_1(1+1) 12
T2 T2

Logo, P(1) é verdadeiro.

1 =1.

Suponhamaos por hipdtese de inducdo que a igualdade 1 + 2 + 3+...4n = @ para

n € N, é valida.

temos:

valida.

Provaremos que se vale para n, teremos P(n + 1) Utilizando a hipétese de indugdo

nn+1)
142434+ .....+n+(n+1) :T+(n+1)
n(n+1) + (TL + 1) _ nn+1)+2(n+1) _ (n+1)(n+2).
2 2 2

Assim, provamos a Soma Gaussiana.

Problema 2:

A soma dos n primeiros numeros pares é:

24+44+6+8+ ... +2n=n%*+n

De fato:
O caso base e:

P(1) paran = 1.
Escrevendo o caso para o primeiro nimero natural:
2.1 =2 =12 +1, o que é verdadeiro.

Suponhamos que a propriedade, 2+ 4+ 6+ 8+...+2n= n®> +npara n€ N, é
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Assim, P(n + 1), é:
24446+8+ .. t2n+2n+ 1) =n*+n+2(n+1)
Na tltima linha foi utilizado a hipotese de inducao.
Deste modo, alcangamos o que queriamos:
n+2n+l1+n+1=m+1D2+(n+1)

Portanto, a soma dos primeiros n pares é n? + n.

Problema 3:
A soma dos n primeiros nimeros impares é dado por:
1+3+54+7+ .. +2n—1=n?
Demonstragéo:
Caso base:
P(1):1 =12
Suponhamos por hipotese de inducdo que a soma dos n primeiros nimeros impares é:
P(n):1+3+5+7+...42n—1=n? paran € N.
Vamos provar que P(n) implica P(n + 1).
Utilizando a hipétese de indugdo, na primeira linha da demonstracéo, teremos:
143+54+7+ .. +2n—-14+2n+1)—-1=n%2+ 2n+1) -1
=n’+2n+1=(n+1)>
Portanto, paratodon € N, P(n): 1+ 3+ 5+ 7+...4+2n — 1 = n?,
A seguir provamos uma desigualdade por inducéo, onde o0 menor elemento dos naturais

considerado para a qual é verdadeira, ndo é o n = 1,mas simn = 4.

Problema 4:

n! >n?paran = 4
Podemos ver que P(1):1! > 12, isto é verdadeiro, mas, P(2) e P(3) ndo o séo,
(pois 2! < 22 e 3! < 32).
Vale:4! > 42.Logo, ha uma indicacdo para o caso base seron = 4.
Caso base: n = 4
Suponhamos por hipdtese de indugdo que n! > n? paran > 4
Provaremos que vale, (n + 1)! > (n + 1)2
n+1)2=n*+2n+1

Temos por hipotese de inducéo que n? < n! entdo
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nf<n!>n’+2n+1<n+2n+1<n!'+3n'<n'+nn'<(n+1)!

Portanto, (n + 1)! > (n + 1)2.

Problema 5:
n! > 2" paran = 4
Caso base: n = 4.
4! > 2*pois 24 > 16

Suponhamos, por hipotese de indugéo, que dado n > 4, vale: n! > 2™. Mostraremos que
P(n + 1) e valido.

Aplicando a hipétese de inducdo na primeira desigualdade, temos:

2l =2.2" <20l < (n+ 1),

pois n > 4.

Portanto, (n + 1)! > 2"+1

Como mostramos no Capitulo 1, O principio de Inducéo é equivalente ao Principio da
Boa Ordem. O Principio da Boa Ordem diz que qualquer subconjunto de nimeros naturais
possui um numero natural minimo. No problema presente, seja A = {n € N\n! > 2"}

Entdo existe 0 menor elemento de A e esse elemento é o nimero 4.

Logo:

min 4 = 4.

Em geral, podemos reescrever desigualdades nos problemas, de modo a ter o caso base,
sendo uniformemente o P(1). Por exemplo, nesta perspectiva, o Problema 5 acima, poderia ser

posto como: (n + 3)! > 23,

Problema 6:
n! > 3" paran =7
Demonstragéo:
Caso base: n = 7.
7! > 37 pois 5040 > 2187
Suponhamos por hipétese de indugdo que para n = 7 ,n! > 3™. VVamos verificar que
P(n) implica P(n + 1). De fato:

31 =33"<3.n<(n+1)!poisn>7.
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Vamos apresentar agora problemas que envolvem Aritmética em N contemplando

divisibilidade e congruéncia modulo n.

Problema 7:

4" + 6n — 1 é divisivel por 9.

Antes de provar isto, por inducao sobre n, vamos demonstrar outro resultado, necessario
para a demonstracdo, também por indugdo. Mostremos que
4™ + 2 é divisivel por 3.
Caso base:n =1
414+2=4+4+2=6=23
Para P(1) é verdadeiro.
Suponhamos por inducéo finita sobre n, que paratodon € N; 4" +2 =3k ; k € N.
Provaremos que; 3/ 4"*1 + 2.
Logo;
AVl 4 2 =4.4" +2=3.4"4+4"+2=3.4"+3k=34"+k)=3k’;k €N.
Usamos nossa hipétese de indugdo na terceira igualdade.

Portanto, 4™ + 2 é divisivel por 3.

Demonstrado este resultado, podemos provar 0 nosso problema.

4™ + 6n — 1 é divisivel por 9.

Caso base: n = 1.

41 +61-1=4+6—-1=10—-1=9=09.1
Logo; P(1) é valido.
Suponhamos por hipotese de inducdo que; para todo n € N;
4"+ 6n—1=9tt €N,
Mostraremos que vale, a implica¢do P(n) = P(n + 1).
Al 6(n+1)—1=4.4"+6n+6—-1=3.4"+6+4"+6n—-1
=3(4"+2)+4"+6n—-1=33k+9t =9 +9t =9(k +t)

Na antepenultima igualdade, usamos nossa hipotese de inducgéo, na mesma, utilizamos

a hipdtese de inducéo da prova anterior.

Portanto; 4™ + 6n — 1 é divisivel por 9.
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Problema 8:

A soma dos cubos de trés numeros consecutivos é divisivel por 9.

Demonstracéo:

Caso base:

P(1)paran=1

13+ 23+ 3% =1+8+ 27 =36 = 9.4, asentenca é verdadeira.

Suponhamos por hipdtese de indugdo que: n3 + (n+ 1)3 + (n+2)3 =9K onde n €
Ne K € N.

Paran + 1, temos:

mM+12+m+22+Mm+33=n+1)>+n+2)>3+n3+9n%+27n+ 27

Pela hipotese de inducéo é valido escrever n® + (n+ 1)3 + (n + 2)3 + 9n? + 27n +
27=9K+9(n?*+3n+3)=9K+9(n?+3n+3)=9K +9M = 9(K + M), onde M =
n+3n+3 €N,

Portanto, a soma de trés cubos de trés nimeros naturais consecutivos é divisivel por 9.

Problema 9:
11™%2 + 122n+1 ¢ divisivel por 133.
Caso base:n =1
1112 4 1221+1 = 113 4+ 123 = 1331 + 1728 = 3059 = 133.23.
Supondo valida a propriedade,
11"%2 4 122"+ = 133q; g e Nen € N,

paran + 1, temos:

11(n+1)+2 + 122(n+1)+1 — 11n+2+1 + 122n+1+2 =11. 11n+2 + 144. 122n+1 -

= 11112 + 144.122"1 = 11.11™%2 + 11,122+ + 133,121 =

= 11.(11™*2 4 127"*1) 4 133.122"*1 = 11(133.¢q) + 133.122"*+1,

e assim :
133.11q + 133.12%"+1 = 133(11q + 122"+,

Portanto, 11™*2 + 122"+1 é divisivel por 133, paratodon € N.

Problema 10:
(Pequeno Teorema de Fermat) Seja p um namero primo e n um nimero natural.
n? =nmodp

Prova: Paran = 1, vale paratodop € N
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1P = 1mod p < pdivide 0,
O que é verdadeiro, portanto, para p primo.
Suponhamos, por hipotese de inducéo que,
n? =nmodp
Considerando agora o caso (n + 1), utilizando o Bindmio de Newton.

-1
2

Para a Gltima congruéncia, utilizamos a hipotese de inducdo e o fato das parcelas

(n+1D? =nP +p.nP"1 +p. NP 24 tpntl=nP+1=n+1

intermediarias serem divisiveis por p.

Portanto, (n + 1)? = (n + 1) mod p.

Problema 11:
Um conjunto A de n elementos tem 2™ subconjuntos.
Prova: Seja A um conjunto com 1 elemento, A = {a}. Os subconjuntos de A formam o

conjunto das partes de 4, P(A) = {®,{a}}. Logo, temos que P(A) tem 2! elementos.
Seja € com n + 1 elementos, C = B U {c} onde c € B.

Por hipotese de indugdo P(B) tem 2™ elementos e como ¢ # B, por construgdo vemos
que P(C) tem 2™*1 elementos.

Problema 12:

Essa aplicagéo considera o conceito de matriz. Dada uma matriz quadrada de ordem 2,
_[t O U Lo
A= [1 1], provaremos pelo principio de indugéo finita que A™ = [n 1]_

Vamos considerar nosso caso base paran = 2.

A2 =A.A= H (1)] . [1 (1)] = B (1)] ,que é valido.

Suponhamos por hipotese de inducdo que, paran > 2; A" = [111 2 )

Provaremos que vale propriedade paran + 1 :

1 011 O 1 0
n+l — gn — —
A _A'A_[n 1]'[1 1]_[n+1 1]
1 0
. n+1—
Logo; A" = [n+1 1].
Portanto, vale esta propriedade para todo nimero natural n > 2,isto é:
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ar=[t O]

n 11

4  CAPITULO Ill - DEDUCAO LOGICA

A deducéo de Hedman (2014) é uma tabela utilizada para construir argumentos, em que
SO se utilizam premissas (axiomas) e argumentos deduzidos anteriormente, através das regras

da Légica de Aristoteles.
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Em outras palavras, método dedutivo é o procedimento de raciocinio légico que
encadeia argumentos validos na Teoria para obter uma conclusdo que sera assim considerada
valida também.

Ou seja, os raciocinios dedutivos se caracterizam por apresentar conclusdes que devem
necessariamente, ser verdadeiras caso todas as premissas sejam verdadeiras e a Logica utilizada
seja valida.

Neste capitulo faremos a deducdo de férmulas que apareceram nos problemas do
Capitulo 11, onde usamos os axiomas de Peano para constru¢do do conjunto dos ndmeros
naturais. As férmulas foram demosntadas por indu¢éo,devido ao ponto de vista assumido nesta
parte.

A primeira deducdo se refere a soma dos n primeiros termos de uma progressao
aritmética de razdo r e primeiro termo a,. Antes da deducdo mostraremos tal resultado por
inducdo sobre n.

a+a,).n
5, = Gt e

(a1+a1).1 _ 2aq
2 2

Suponhamos, por  hipGtese de inducdo que vale para n €N,

Oresultado S; = =a, ,valeparan = 1.

_(a;+ay).n
ne 2
Provaremo o resultado para n + 1,usando nossa hipotese de inducdo na segunda
igualdade:
(a1 +a )n
Sn+1 = Sn t Apyr = Tn An+1-
Isto implica em:
(a; +ay).n an+an+2.a,,; a.n+(a+m—-1).r)n+2(a, +nr)
_apntap.n+ (n—1.nr+2a +2nr
B 2
_a(n+D+an+D+n—-1+2).nr
B 2
_a(n+D+ar+D+nrn+1l) an+1)+(a+nr)(n+1)
B 2 B 2

_a(n+D+ap(n+1)  (a;+ap)(n+1)
B 2 - 2 '
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Assim, pelo Principio de Inducéo a formula da soma dos n primeiros termos de uma
progressao aritmética S,, € valida para n no conjunto dos nimeros naturais.

Vamos exibir este resultado como uma deducdo.

Deducéo 1

1: Axioma da Inducéo de Peano

2: Se n=1entdo a soma é igual a a, .
3:Se P(n) entdo P(n + 1).
4:(2)e(3)+P(n)—» P(n+1)

_ (ag+ap)n

5.5, = >
A proxima dedugdo mostrard a validade da soma Gaussiana, 1 + 2 + -+ + n, par uma

progresséo de razdo 1 e primeiro termo igual a 1.

Deducéo 2

_ (ag+ap)n

1.5, = — (resultado valido, pela deducéo 1)
2:a, = 1ea, =n(premissa)

3: (e (2)

4:S, = "(”;1) :

Podemos ainda fazer a soma dos n primeiros numeros pares.

Deducéo 3

_ (ag+ap)-n

1: 5, = >
2:ay=2ea,=2n
3 (De(2)

4:5, = (2+22n)'n =n(n+1)=n?+n.

Fazendo a soma dos n primeiros nimeros impares, temos:

Deducdo 4

__(aj+ap)n

1.5, = >
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22a;=1lea,=2n-1
3 (e

4:S, = —(sz_l)'n = n2.

Vale do mesmo modo, para uma progressdo geométrica de razdo q (q = 0eqg # 1) e
primeiro termo a, que:

q"—1
q—1"

Sn_al

Para explicitar melhor o método dedutivo neste caso vamos provar tal igualdade por
inducdo sobre n. Paran =1,

1
q —1
S, = = .
1 alq—l a,

Suponhamos por hipotese de inducao que paran € N.
q"—1
q—1"

n=a

Entdo, para n + 1 teremos, utilizando a hipdtese de inducdo:

Sn+1 = Sn + Qi1 = 4.

_ al(qn—1)+a1'qn(q - 1) _ al-qn - al + al. q
q—1 qg—1

n+1 n+1
_a1.q — q -1

q—1

=a1. q—l

- . P n-1
Portanto, a soma dos n primeiros termos desta P.G. é S,, = a, qu

Vamos, agora colocar esta demonstracdo na forma de uma deducao.

Deducdo 5

1: Axioma da inducéo de Peano e (P1)
2: Sen = 1entdo asoma S; € igual a a,
3:P(n)=>P(n+1)

4:(2)e(3)

q"-1
q-1 "

5. STL == al
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A préxima deducdo serd a réplica da solugdo do problema 11 do capitulo Il, no caso

em que o conjunto A c N tem n elementos.

Deducdo 6

1: Axioma de Peano da Inducéo

2: Sen = 1 entdo A tem 2 subconjuntos (Teorema de verificagdo direta)
3:SeP(n)entdo P(n+ 1)

4:(2)e3)eP(n)» P(n+1)

5: Um conjunto que tem n elementos tem 2™ subconjuntos.

Para finalizar faremos os passos da deducdo do Problema 6 do Capitulo Il em que n! >
3",

Deducéo 7

1: Axioma de Peano da Indugéo

2: Se n=7 entdo 7! > 37 (Teorema de verificacdo direta)

3: Se a desigualdade vale paran; (n! = 3™) entdo, (n + 1)! = 3"+1
4:(2)e(3)+ (n!'=3" -» (n+1)! >3n+1

5:Paran > 7 vale a propriedade P(n):n! > 3™

5 CAPITULO IV - PRINCIPIO DE INDUCAO PARA PROBLEMAS
ESPECIFICOS DO ENSINO MEDIO
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Neste capitulo abordaremos aplica¢6es do Principio de Indugéo Finita no Ensino Médio.
Deduziremos as formulas que os alunos do ensino médio em geral, decoram para fazer o
vestibular. Faremos tais deducdes utilizando os axiomas de Peano. Selecionamos algumas
formulas ou propriedades e expressdes do conteddo de Matematica do Ensino Médio, os quais
serdo demonstraremos através de esquema da inducéo.

Existem muito mais formulas ou expressdes em cuja deducdo podemos utilizar tal
método. Cremos que este € um tema propicio para consideracdes futuras.

A proposta deste trabalho € que um professor de Matematica do Ensino Médio possa
usar este método mais “rebuscado” pondo o aluno em contato com os fundamentos do
pensamento matematico e, portanto, com o préprio pensamento.

Este procedimento, além disso, é fundamental para dar um foco nas demonstracdes para
os alunos. Vejamos porque: se o aluno vai demonstrar um resultado “do nada”, ele se embaralha
bastante com todas as possibilidades que Ihe vém a cabeca, e isto, em geral, se transforma num
tremedal de férmulas na maioria das vezes conflitantes umas com as outras, até pela
inexperiéncia de ainda dar peso a cada formula ou ideia.

No principio da indugdo, ao invés disto, temos o resultado assumido para n e o trabalho
do aluno — visto o resultado assegurado para n — tem que apenas levar focadamente a dedugéo
paran + 1.

Além disso, tal método dedutivo por ser abrangente induziria o aluno a patamares mais
altos e claros, preparando-o assim melhor para um curso de Graduacdo, evitando desta maneira
as diferencas de grande porte no ingresso ao Ensino Superior.

O aluno de Ensino Médio ao aprender inducdo matemética sabera, por exemplo,
identificar naturalmente conjuntos infinitos, a ideia de sucessor, da Boa Ordem, e dos tipos de
infinitude, facilitando desta maneira o entendimento dos NUmeros Naturais, Inteiros, Racionais,
Irracionais e Reais.

A deducdo légica, melhora varias habilidades cognitivas expandindo o conhecimento.

As demonstragcdes matematicas ajudaréo o professor a convencer o aluno da veracidade
dos resultados apresentados.

No 1° ano do Ensino Médio ¢ ensinado a Progressao Aritmética.

A P.A., progressdo aritmética, trata de uma sequéncia de nimeros naturais que tem a
propriedade da diferenca entre dois termos consecutivos (razao) ser uma constante.

Sabendo-se a razéo e considerando-se um termo, para se obter o termo seguinte basta
adicionar esta constante.Assim, apenas o primeiro termo da P.A. e sua razdo é suficiente para

descreve-la.
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Para obter a formula do termo geral da progressdo aritmética, temos que o primeiro

termo é a;, 0 segundo termo a, é a, + r. Logo, a sequéncia fica:
aq
a, =a;+r
az=a,+r=a;+r+r=a; +2r
a,=a;+m—Dr
Mostraremos por indugdo, a formula que representa a sequéncia acima:
a=a;+(1—-1.r=a,+0.r =ay,
Portanto, temos a formula valida para n = 1.
Suponhamos, por hipétese de inducéo, que valha para n € N, isto €:
a,=a;+mn—-1Dr.

Provemos a implica¢do P(n) = P(n + 1), onde P(n) é a propriedade para n. Pela lei

de formacdo da P.A., temos:
Ape1 = au + 1.
Usando a H.l vem:
Anei1=ap+r=a,+(n—-1).r+r
=g, +(n+1-1).r=a, +nr

Por conseguinte , pelo Principio da Inducéo, a formula do termo geral de uma Progressao
Aritmética de razdo r e primeiro termo a, é a,, = a; + (n — Dr.

Vamos fazer a Deduc¢do Ldgica do Termo Geral de uma P.A de razdo r e a, sendo o

primeiro termo.

Deducéo 8

1: Axioma da Inducéo de Peano

2: Sen = 1, entdo temos a, 0 primeiro termo.

3:P(n)=>P(n+1)

4:(2)e(3)+ P(m)—» P(n+1)

5:a,=a;+(n—Dr

Diante da formula do termo geral da Progressdao Aritmética, podemos deduzir uma
expressdo em fungéo de n. Esta funcéo depende da razéo.

Exemplo 1:

UmaP.A (3,6,9,12,15,18,21,...) tem primeiro termo a; = 3 erazdor = 3

a, = a, + (n— 1)r é o termo geral,
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a,=3+(n-1).3
a,=3+3n-3

a, =3n

Deducéo 9
la,=a;+(n—1Dr VneN
2:a,=3er=3

3 (De@)+ P(n=1)

4:a, = 3n.

Uma aplicacdo de P.A é que o professor poderia oferecer seria localizar o conjunto dos
nameros primos impares nas Progressdes Aritméticas 4n + 1 ou 4n + 3. De fato, todos os
naturais n divididos por 4 ddo como resto da divisdo ou 0, ou 1, ou 2, ou 3. Se n der resto 0 ou

2, entdo n é par. Dai o teorema.

Exemplo 2:

Se um namero p # 2 é primo, entdo é da forma 4n + 1 ou 4n + 3.
4n + 1 é uma P.A de razdo 4, com primeiro termo 1.
(1,5,9,13,17,21,25,29,33,37,41,...).

4n + 3 é uma P.A de raz8o 4, primeiro termo 3.
(3,7,11,15,19,23,27,31,...).

Deducéo 10

l:péprimoep # 2

2: p pertence auma P.A 4n + 1 0u 4n + 3

3 ()e(2)

dp=4n+1loup=4n+3

Outra formula frequente é a soma dos n primeiros termos de uma Progressdo Aritmética.

B (a; +a,).n
B 2
Esta formula ja foi provada por indugdo e deduzida no capitulo Ill e inclusive

Sn

possibilitou outras dedugdes.
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No 1° ano do Ensino Médio é também estudada a Progressdao Geométrica (P.G.).

Obtemos o termo geral da P.G. do seguinte modo, para um g > 0 fixo,

a, 1° termo

a, =a,.q 2° termo

as; = d,.q = a;.4.q = a4.q> 3° termo

a, = a;.q" L n° termo

Na P.G multiplicamos os termos por uma razdo ou constante g. As razdes serdo
consideradas positivas, ou seja, q € R,.

Aplicando o Principio de Inducéo sobre n:

Paran = 1 (caso base):

a; =a;.q¥ 1 =a,.q° = a;.1 = a4, entdo P(1) é verdadeiro.

Suponhamos, por hipétese de inducdo, que para n € N tenhamos valido:

a, = a;.q" 1,

Entéo,

P(n) = P(n+1).
De fato:
Api1 = Gp.q = a1.q""1.q = a.q"" 7 = a;.q"

Nesta igualdade foi utilizada a hip6tese de inducéo.

Portanto, a P.G. obedece o termo geral a,, = a;.q™ !

Deducdo 11

1: Axioma de Peano da Inducéo

2: Uma P.G de razéo q e primeiro termo a,
3:Sen=1,entdoa, = a,

4:P(n) > P(n+1)

5:3)ed)+ P(n) - P(n+1)

6:a, =a,.q" 1, paratodon € N.
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Interessantes aplicacfes de Progressdes Geométricas sao também assunto do 1° ano do
Ensino Médio. S&o aplicagbes no campo da Matematica Financeira e envolvem juros
compostos. A mais imediata € dada pela relacéo:
M;=C(1+1)
Onde C é o capital aplicado por um periodo (mensal, anual, ...) & taxa de juro i (em
centésimos) e M; é o montante ap6s o célculo do juro.
Vamos provar, entdo, que para quaisquer t periodos (t € N), M, é:
M, =C (1 + i)t
Através de inducdo sobre t.
Para t = 1, temos a prépria definicdo de M;.
Supondo, agora, que para um t € N tenhamos a H.I., vamos provar que:
My, =C (14 i)
De fato, pela H.1.,
My, = M1+ =CA+D5(1+i0)=Cc(@+ i)t
Deste modo provou-se que paratodo t € N, M, = C (1 + i),

Vamos deduzir o mesmo como aplicagdo de uma P.G com q = (1 + i) ,considerando

agora, M, = M (montante)

Deducdo 12

l:a,=a;.q" 1

22.q=0A+),M; =C

3:(De(2)

4M=Cc(1+i)t1?

Outro importante item da Aritmética € o que tratado da soma dos n primeiros termos de
uma progressdo geometrica, que também ja foi provado e deduzido no capitulo I11.

Ainda no 1° ano do Ensino Médio, ha uma propriedade de logaritmos que é possivel
provar por inducao sobre n. Sabemos que os logaritmos e suas propriedades sdo para numeros
reais. Adaptaremos a propriedade para 0s nimeros naturais.

A propriedade em questao é:

log, a™ = nlog, a.

Demonstragéo por inducao sobre n:

Paran=1
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log, a' = 1.log, a, que é vélido.

Suponhamos, por hipotese de inducéo que para n € N vale a igualdade.
logl" =n.logf.
Provemos paran + 1.
Na terceira igualdade utilizaremos a nossa hipdtese de inducao H.I.
logl‘}n+1 = logf,‘n'a1 = logf" + log}

=n.logy + logy = (n+ 1).logg

Deducao 13

1: 4° Axioma de Peano da Inducéo
2: P(1) (log?" = 1.log = log®)
3:P(n)=>P(n+1)
4:(2)e(3)+P(n) - P(n+1)

5:logl" =n.login €N

Tratamos neste capitulo de problemas do 1° ano do Ensino Médio.

Agora vamos dar exemplos e férmulas ou problemas do 2° ano do Ensino Médio.
Comecgamos com problemas em Analise Combinatoria.

Teorema:

Seja f: N — N uma funcéo verificando as seguintes propriedades:

DfO)=f1) =1
iparan=>1,f(n+1)=Mn+1)f(n),

entdo, f(n) = n! paratodo n natural

Demonstragéo por inducdo sobre n.

Casobasen =1, 1! =1 (Verdadeiro)

Suponhamos por hipbtese de inducdo dado n €N,
n=nn-1)n-2)(n—-3)..1.

Para (n + 1)! ,usando a hipétese de indug&o:

m+D!'=Mn+D.nl=mn+Dnn—-1)(n-2)(n—3)...1.

Assim, para todo n vale a formula da fatorial de n.
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Também, poderiamos, por exemplo, tomar a propria forma da permutacéo simples (Z)

p ~ ~ oo tT o .
Oou mesmo atraves da expressdo da funcdo gama: n! = fo ;dt (ndo estamos dizendo que esta

formula deva ser dada aos alunos).

Deducdo 14

1: Axioma da Inducéo de Peano

2:11=1

Senl=n(n—-1)(n—-2)..1entdo (n+1)! = (n+ 1).n!
4:2)e@B)+nl=nn-1)n-2)..1-(n+D!'=mn+1).n!
S5:nl=n(n—1)n-2)...1

Ha aquela brincadeira de crianca denominada Ciranda-Cirandinha, na qual se forma
uma roda de criancas em circulo, onde podemos permuta-las. Este tipo de permutacdo chama-

se Permutacdo Circular que é dada pela relacéo:
n!
Pc(n) = = (n—1)!

Vamos mostrar por inducdo que tal formula vale para qualquer n € N:

Para formar uma roda precisamos de no minimo 2 criangas. Assim,

Pc(2)=2;=(2—1)!=1!=1.

0 que € verdadeiro.

Suponhamos, por hipdtese de inducdo que a permutacdo circular € dada por Pc(n) =

%’ = (n— 1)! paran criangas.

Para mais uma crianga nessa roda [n + 1 criangas], temos:

Pc(n+1) = Dl = n—D'n =%!.n.

n+1

Observe que na Ultima igualdade foi utilizada a hipdtese de inducgéo H.I

Deducao 15

1: Axioma de Peano da Inducéo
2:Sen = 2 entdo Pc(2) =2;!= 1'=1

3:SeP(n)entdo P(n+ 1)
4:(2)e (3) + Pc(2)

5:n>2 Pc(n)=n—!=(n—1)!

n
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Nesta linha de raciocinio, dados x e y nUmeros reais quaisquer, e um nimero natural n,
provaremos por inducgéo finita o Bindmio de Newton.

O Bindmio de Newton é dado por:

nn-—1 nmn—1)(n-2
(x+y)"=x"+nx""1y + %x”‘zy2 + ( 3)|( )x"‘3y3 +
nn—1)mn-2 nn-—1
+ ( 3)|( )x3yn—3 + ( 2! )xzyn—z +nxyn—1+yn

Demonstracéo:

Tomando 0 nosso caso base n = 2:

(x +y)* = x% 4 2xy + 2,

0 que é verdadeiro.

Suponhamaos por hipotese de inducdo que vale relacdo do bindbmio de Newton paran >

2.
nn—1 nn—1)(n-2
(x+y)"=x"+nx""1y + nn—1 o )x"_zy2 + ( 3)'( )x”_3y3 +
nn—1)(n-2 nn-1
+ ( 3)|( )x3yn—3 + ( 5 )xzyn—z +nxyn—1+yn_
Vamos provar para n + 1,que
@+y)" =+

Utilizaremos agora nossa hipotese de indugdo H.I.



=(x+y) (x" +nx""ly +

(x+y)" =x"1 4+ (n+ Dx"y +

2012).
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nn-1) ., ., nn—1)Hn-2)
2 XY 31 *

nEy3 4

nn-1Dn-2) , . nn-1)
+ 3 x>y +—2! X
nn-1) ., nn-1)mn-2)
TR 3! g
nn—1)Mn-2 nn-—1
+ ( 3)|( )x4yn—3 + ( 2T )x3yn—2 +nx2yn—1 +xy
n(n

-1 nn—1)n-2
+x”y+nx"‘1y2+—2| )x"‘2y3+ ( 3)'( )x
nn-1Yn-2) , ., nn-1)

3! A T
nm+n ., +Dn(n-1) . .
TR 30 Xy

n+1nn—-1 n+1)n
....+( )3|( )x3y”_2+—( 2') x?

Zyn—Z + nxyn—l + yn>

— xn+1 +nxny+ n—2y3

n

n-—3,,4
y

4ot xZ2y™ 1 4 nxy™ 4+ yntl

=x"1+ (n+ Dx"y +

+ .. y* 14+ (n+ Dxy™

+ yTl+1

Portanto,
n+1)n n+1nn-1
( ) xn_lyz ( ) ( ) xn—2y3

2! 3!
n+1)n(n—-1 n+1)n
+ it ( )3'( )x3y”‘2 + %xzyn‘1 + (n+ Dxy™
+yn+1
Deducdo 16

1: 4° Axioma de Peano da Inducéo

2:Sen = 2entdo (x + y)? = x? + 2xy + y?
3:SeP(n)entdo P(n+ 1)
4:(2)e(3)+P(2) »P(n+1)

5:(x + y)™ =x"1+ (n+ Dx™ y+...+(n + Dx.y"™ + y™*1 para todo n > 2.

No 2° ano do Ensino Médio lidamos com Matrizes e Determinantes (IEZZI; HAZZAN,
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Vamos provar por inducdo que utilizando a propriedade det(A.B) = detA.detB,
teremos
det(4A™) = (det(A)™.

Prova:
Paran =1
det(4') = (det(A))! = det(A) que é verdade
Suponhamos por hipotese de inducédo que
det(4A™) = (det(A)™, n €N
Provaremos para n + 1, que:
det(4™*1) = det(4™ A) = det(4™).det(4) = (det(A))™. (det(A)) = (det(4))"*!
Utilizamos nossa hip6tese de inducéo na penultima igualdade.

Deducdo 17

1: Axioma de Peano da Indugéo

2:Sen = 1 entdo det(4!) = (det(4))! = det(4)

3: Se det(4™) = (det(4))™, n € N, entdo det(4™*1) = (det(4))"*?!

4:(2)e (3) + (det(A))™ = (detA)"™ - det(A™*1) = (det(4))™*?

5:det(A™) = (det(A)™, n €N

No 3° ano do Ensino Médio ensina-se nudmeros complexos. Todo ndmero real é
complexo, poisz =a + 0iondea,b € R.Emgeral paraa,b €N,

z=a+ bi

O namero a é parte real do nimero complexo z e b é sua parte imaginaria. Denotamos,

i=+v-1.

O numero z pode ser escrito na forma trigonométrica.

z = p(cosB + isenB), onde p € 0o modulo de z e 6 é seu argumento.

Vamos provar por indugéo a formula de De Moivre referente as poténcias de z dada por:

z" = p"(cos(n@) + isen(n.H)).

Demonstracgéo:

Paran = 1, temos o proprio nimero complexo na forma trigonométrica.
z! = pY(cos(1.0) + isen(1.6))

z = p(cosf + isenB)

Suponhamos por hipétese de inducéo que
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z™ = p™(cos(nd) + isen(n.0)) paran € N

Provar para n + 1; temos

Utilizaremos a hipétese de inducdo na segunda igualdade.

zW =z z = p™(cos(n. ) + isen(n.0).p(cosh + isenh)
= p”“(cos(n. 0) + isen(n. 0))(0059 + isen®)
= p™*1(cos(n.0).cos6 + isend. cos(n.0) + isen(n. ), cosd — sen(n. §)send)
= p™"*1(cos(n.B).cosd — sen(n.0).senb + i(sen(n.0).cosd + senb.cos(n.f)))
=p"*1l(cos(n+1).0 + isen(n + 1).0)

Deduzindo o resultado:

Deducéo 18

1: Axioma da Inducéo de Peano

2:Sen =1, entdo z = p(cosh + isend)

3:SeP(n)entdo P(n+ 1)

4:(2)e3)+ P(n) - P(n+1)

5:vn € N; z" = p*(cos(n.0) + isen(n.9)),z € C

Estes foram alguns exemplos da Matematica do Ensino Médio, onde pudemos utilizar
o0 Principio de inducdo finita e deducdo légica utilizando os Axiomas de Peano.

Terminaremos este trabalho, no proximo capitulo, ensinando aos alunos os principios
da modelagem da Méquina de Turing aproveitando a ideia da Inducéo Finita. Sabemos que com
o principio de indugdo nenhum computador do mundo pode calcular o que acontece no infinito,
mas, o computador pode sim calcular para um n suficientemente grande de modo mais rapido
do gue homem (NISAN; SCHOCKEN, 2004) .Observe-se neste contexto que o ndmero
10" seria o suficiente para nomear e operar com todas as quantidades de coisas possiveis no
“mundo real”. Porém, o homem consegue ter percepcao do infinito ou percep¢do do conceito e

processo de inducao.
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6 CAPITULO V- MAQUINAS DE TURING

Ap0s apresentarmos principios de Inducdo e Dedugdo nos capitulos anteriores, vamos
além, apresentando o que é um esquema formal de computacdo que Alan Turing engendrou ao
tentar responder para si a pergunta: como as pessoas pensam quando estdo deduzindo algo?
(MALDONADO; COSTA, 2017).

Turing esquematizou um processo de “raciocinio” do tipo puramente
I6gico/computacional (denominado uma méaquina universal ou de Turing) e que se mostrou t&o
abrangente em relacdo ao que se consegue com dedugfes matematicas, que na verdade - como
mostrado depois por A. Church um l6gico dos anos 1930 na famosa tese de Church-Turing -
qualquer fato que possa ser deduzido em Matematica tem um esquema tipo maquina de Turing
para realiza-lo e vice-versa um esquema tipo Maquina de Turing € uma deducdo em
Matematica (ZIMBARG SOBRINHO, 1987).

Apds a apresentacdo sucinta dos principios que regem a Maquina de Turing,
apresentamos a seguir exemplos de deducges através de maquinas, para maior compreensao
dos principios computacionais envolvidos, por parte dos alunos.

A automacdo de raciocinios e contas sempre foi objetivo do ser humano. Os primeiros
passos em direcdo aos computadores digitais foram dados no Egito e Babildnia, hd mais de 4
milénios, com os sistemas de medidas de distancias e previsdo do curso das estrelas. Durante a
civilizacdo grega, estas pré-ciéncias tomaram forma através de sistemas axiomaticos (POZZA,;
PENEDO, 2017).

Como visto no Cap.lll acima, um sistema axiomatico é uma ferramenta para aumentar
a capacidade humana de pensar, ordenando-a. O ingrediente “ magico” no caso ¢ uma espécie
de "receita de bolo™ que conduz os calculos e que chamamaos algoritmo. O que a publicagdo de
Turing (Sobre numeros computéveis, com uma aplicacdo para o Entsheidungsproblem)
(SCHECHTER, 2017) fez, e que tornou possivel os computadores digitais, foi resultado de
centenas de anos de esforco para reduzir os varios sistemas formais a um sistema basico
subjacente a todos eles.

Um sistema formal pode ser visto como uma espécie de jogo rigorosamente definido,
que especifica regras para manipulagdo de simbolos.

O que caracteriza um sistema formal é muito semelhante as regras dispostas para um

determinado jogo (de xadrez por exemplo).
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Para dizer a alguém como jogar e para estabelecer as regras que qualificam de formal
um sistema, trés aspectos desse 'jogo' devem ser estabelecidos: a natureza dos simbolos, a
descricdo da situacdo inicial do jogo (ou o layout do ‘tabuleiro’) e uma lista de quais movimentos
sdo permitidos em uma dada posicéo (regras para se mover pecas).

Por volta da década de 1930, os esforgos para reduzir a matematica a fundamentos
l6gicos seguros (MOSTOWSKI, 1982) levou a varias tentativas de se tratar a aritmética — o
braco da matematica que lida com operacGes sobre nimeros - como um sistema formal.

Em 1936, com a idade de 24 anos, Alan M. Turing consagrou-se como um dos maiores
matematicos do seu tempo quando fez antever que era possivel executar operagdes
computacionais sobre a teoria dos nimeros por meio de uma maquina que tivesse embutidas as
regras de um sistema formal (SCHECHTER, 2017).

Embora propriamente ndo existisse tal maquina, Turing enfatizou desde o inicio que tais
mecanismos poderiam ser construidos. Sua descoberta abriu uma nova perspectiva no esforgo
de formalizar a Matematica, e, a0 mesmo tempo, marcou fortemente a histéria da computacéo.

Seu trabalho descreveu em termos matematicamente precisos, um sistema formal
automatico, com regras muito simples de operacédo e que € a solucdo para um dos problemas-
chave discutidos pelos formalistas, na teoria l6gica de deducdo, que tange os fundamentos da
Matematica, e sua propria indecidibilidade ao explicitar a extensdo / limite de tudo que pode
ser deduzido utilizando a légica de Aristételes (ou outras diferentes), caminho tdo
profundamente utilizado nos trabalhos de Gédel, Church, Robinson e outros (MOSTOWSKI,
1982).

6.1 MAQUINA DE TURING

Apesar da maquina de Turing ser um tipo de encadeamento de raciocinio, ela pode ser
materializada através de objetos materiais. Segundo Pozza e Penedo (2017) maquina de Turing
é composta de:

- Uma fita que é dividida em células, uma adjacente a outra. Cada célula contém um
simbolo de algum alfabeto finito. O alfabeto contém um simbolo especial branco (em geral, B)
e um ou mais simbolos adicionais. Assume-se que a fita é arbitrariamente extensivel para a
esquerda e para a direita,0 que significa que a maquina de Turing possui tanta fita quanto é
necessario para a computagdo. Assume-se também que células que ainda ndo foram escritas

estdo preenchidas com o simbolo branco B.
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-Um cabecote, que pode ler e escrever simbolos na fita e mover-se para a esquerda e
para a direita.

-Um registrador de estados, que armazena o estado da maquina. O namero de estados
diferentes é sempre finito e ha um estado especial denominado estado inicial com o qual o
registrador de estado é inicializado.

-Uma tabela de acdo (ou funcdo de transi¢do) que diz & maquina que simbolo escrever,
como mover o cabegote ( «— para esquerda e — para direita) e qual sera seu novo estado, dados
o simbolo que ele acabou de ler na fita e 0 estado em que se encontra. Se ndo houver entrada
alguma na tabela para a combinacéo atual de simbolo e estado entdo a maquina para.

Note que cada parte da maquina é finita; é sua quantidade de fita potencialmente

ilimitada que da uma quantidade potencialmente ilimitada de espaco de armazenamento.

6.2 FUNCIONAMENTO DA MAQUINA DE TURING SEGUNDO POZZA E PENEDO
(2017)

A Magquina de Turing deve assumir sempre em um estado, pertencente & um conjunto
finito de estados;

O processamento de uma Maquina de Turing (MT) comeca sempre em um estado
especial, chamado estado inicial;

Inicialmente a primeira c€lula da fita ¢ preenchida com “(”, que indica o inicio da
mesma;

A cabeca de leitura é posicionada inicialmente na segunda célula da fita, a célula
seguinte a “(”;

As células em branco, que nao fazem parte da palavra a ser processada, sao preenchidas
com o simbolo “B”;

O processamento em uma MT consiste em uma sequéncia de passos que consistem em:

Observar o simbolo corrente da fita (aquele em que o cabecote esta posicionado);

Escrever um simbolo nesta célula da fita;

Mover o cabegote para a esquerda ou direita;

Mudar o estado corrente;

A acdo exata a ser executada € determinada por um programa (funcao de transi¢ao) que
comunica a unidade de controle o que deve ser feito com base na configuracdo (estado +

simbolo corrente da fita) em que a Maquina de Turing se encontra.
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O processamento termina quando a maquina atinge uma configuragdo para a qual ndo
existe funcéo prevista, neste caso:

Se a maquina estiver com um estado final ativo, a palavra de entrada é aceita;

Se 0 estado ativo nédo for final (isto é se MT ndo parar ), a palavra de entrada nédo é
aceita;

Se a maquina ndo parar, escrevendo simbolos em frases periddicas (looping), a entrada

também ndo é aceita.

6.3  DOIS EXEMPLOS

Vamos dar dois exemplos de funcionamento de uma méaquina de Turing.

6.3.1 Multiplicando um namero por 2 (POZZA; PENEDO, 2017)

Recapitulando:
Considere os simbolos "I" e "-" (branco,ao inves do usual B). Suponha que o
dispositivo possa limpar qualquer um deles quando ele os I& em um quadrado ativo e trocé-lo

e substituir por "-" e vice-versa). O dispositivo pode mover a cabeca

por outro (.., apagar
de leitura e de gravacdo para a direita ou esquerda, de acordo com instrucdes interpretadas pela
unidade de controle. As instrugdes podem limpar um simbolo, escrevé-lo ou deixa-lo como
esta, de acordo com o simbolo lido.

Qualquer tipo de jogo pode ser elaborado usando estas regras, ndo tendo
necessariamente algum significado. Uma das primeiras coisas que Alan Turing demonstrou foi
que alguns jogos construidos sob estas regras podem ser sofisticados, considerando a
simplicidade destas operacgdes primitivas.

Dado um quadrado que seja uma posicéo inicial de uma se¢éo da fita preenchida por
quaisquer caracteres ou brancos, o dispositivo executa acdes especificadas por uma lista de
regras, seguindo-as uma por vez até chegar aquela que force sua parada (se ndo ha uma instrucéo
explicita na tabela para uma determinada configuracéo da fita, entdo ndo ha nada que a maquina

possa fazer quando alcanga aquela configuragéo, encerrando a execucao, portanto).
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Cada instrugéo - ou regra - estabelece uma acéo a ser executada se houver determinado
simbolo no quadrado ativo no tempo em que é lido. No nosso caso vamos estabelecer 4
diferentes tipos de regra:

1. Substituir -(branco) por simbolo

2. Substituir simbolo por -(branco)

3. Ir um quadrado para a direita

4. Ir um quadrado para a esquerda

Um exemplo de instrucdo seria: ""Se houver um | no quadrado ativo, substitua-o por —
(branco)". Esta instrucdo faz a maquina executar a segunda agao da lista acima. Para se elaborar
um "jogo" nds necessitamos fazer uma lista que especifique o nimero da regra que se deve
observar no momento atual, e, de alguma forma, qual sera a proxima. Cada regra desta lista sera
composta pela seguinte sequéncia: o nimero da regra - estado da maquina -, um caracter/branco
para comparacao, proximo estado e acdo (novo simbolo que ir& para o quadrado ou movimentar
para direita(>)/esquerda(<) cabeca de leitura/gravacao).

Segue abaixo uma lista de regras - cddigo e descricdo - que dirdo a uma maquina de
Turing como desenvolver um determinado "jogo™ (este jogo pode ser visto como a
multiplicagdo de um nimero natural por 2).

112-

Estado 1: se ha um | no quadrado ativo, substitua-o por - e va para estado 2;

2-3>

Estado 2: se ha um - no quadrado ativo, va para estado 3 e ande um quadrado a direita;

313>

Estado 3: se ha um | no quadrado ativo, va para estado 3 e ande um quadrado a direita;

3-4>

Estado 3: se ha um - no quadrado ativo, va para estado 4 e ande um quadrado a direita;

414>

Estado 4: se haum I no quadrado ativo, va para estado 4 e ande um quadrado a direita;

4-51

Estado 4: se ha um - no quadrado ativo, substitua-o por | va para estado 5;

515>

Estado 5: se ha um I no quadrado ativo, va para estado 5 e ande um quadrado a direita;
5-61

Estado 5: se ha um - no quadrado ativo, substitua-o por | va para estado 6;
616<
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Estado 6: se ha um | no quadrado ativo, va para estado 6 e ande um quadrado a
esquerda;

6-7<

Estado 6: se ha um - no quadrado ativo, va para estado 7 e ande um quadrado a
esquerda;

718<

Estado 7: se ha um I no quadrado ativo, va para estado 8 e ande um quadrado a
esquerda;

818<

Estado 8: se ha um | no quadrado ativo, va para estado 8 e ande um quadrado a
esquerda;

8-1>

Estado 8: se ha um - no quadrado ativo, va para estado 1 e ande um quadrado a direita;

Note que se houver um branco no quadrado ativo quando os estados forem 1 ou 7, ou
se ha um | no quadrado ativo quando o estado da maquina é 2, ela para, pois nao saberia o que
fazer.

Neste caso, 0 programa-como observado- duplica uma sequéncia de Is que estejam na
fita. Se a fita contiver I 1 I I, no final contera I 1 1 1 111 I. Para executar o programa descrito na
lista de regras é necessario especificar uma configuracdo inicial na fita, além de indicar quais
sdo o quadrado inicial ativo e o estado inicial da maquina. Quando a maguina comeca a executar
partindo do estado inicial e do quadrado ativo, seguird a sequéncia (I6gica) de regras que dardo

0 produto final.

Podemos usando algum programa de computacdo (por ex. a linguagem de

programacdo visualg 2.0) estabelecer o algoritmo para este objetivo do exemplo:

« algoritmo "Multiplicar um numero inteiro por 2”
* var

* X,n,r:inteiro

* [,P:caracter

* inicio

* Escreval(" Entre com um ntimero natural n")

* leia(n)

e r<-n mod 2



46

* Se r=0 entao

* Escreva(" P ","Substitua por I")

* Escreva(" 1 ","Move-se para direita")
» Escreva(" P ","Move-se para direita“)
* senao

* Escreva(" 1 ","Substitua por P ")

* Escreva(" P ","Move-se para direita™)
* Escreva(" P ","Move-se pra esquerda‘)
* Fim se

* x<-2*n

* Escreva(x)

* fimalgoritmo

Em sua esséncia, toda maquina de Turing move-se ou move simbolos, de uma posicao
na fita, da mesma maneira que neste exemplo. Nos dias de hoje, estes simbolos podem ser
impulsos eletrébnicos em um microcircuito e a fita uma série de enderecos de memaoria em um
chip, mas a ideia € a mesma. Turing provou que sua hipotética maquina é uma versao
automatizada de um sistema formal especificado por uma combinacao inicial de simbolos (o
conjunto de "I"s na fita no inicio do processo) e as regras (aquelas instrucfes escritas). Os
movimentos sdo mudancas de 'estado’ da maquina que correspondem a especificos passos de

computacéo.
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6.3.2 Exemplo de maquina de Turing a 2 dimensdes

Construimos a seguir um exemplo onde a maquina utiliza um reticulo de quadrados no
plano. E evidente que com um maior esforco poderiamos programar a maquina para um
contexto com apenas uma dimensé&o .

A cabeca da méaquina tem agora,uma mobilidade em duas dimensdes (colunas A, B,
C,..elinhas 1,23, ..)

Exemplo:

Obijetivo :Dada uma tabela de numeros inteiros, 0 nimero de elementos positivos (ou
zero) na tabela e a soma destes elementos, através de uma maquina M.

Pressupostos:

A maquina M utiliza,

1) a propriedade de somar nimeros inteiros, dada por outra maquina P.

2) a propriedade de marcar com 1 se numa célula esta localizado um nimero positivo
(ou zero) e com 0 se na célula esta localizado um nimero negativo, dada por uma maquina Q.

3) o simbolo branco da célula vazia é .

colunas

linhas AlB|C
1 8 |18
2 22 | 1|22
3 -15(01| 0
4 17 | 1|17
5 8 |1]|8
6 3100
7 5100
10 010
11 | g [B]8
12 | p|5]55

Instrugdes:

a) ler em sequéncia as celulas Al, ..., A10
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b) se a coluna A nalinha i (Ai) houver um nimero positivo (ou zero) ou entdo negativo,
marcar em Bi, 1 ou 0, respectivamente.

C) ao primeiro B na coluna A parar 0 processo.

d) na coluna Ci colocar o produto de Ai por Bi.

e) colocar na posicdo B10 a soma B1+ ... + B8.

f) colocar na posicdo C10 a soma C1+ ... + C8.
Resultado:
Em B10 e C10, temos o nimero de elementos ndo negativos da tabelaem A (=5) e

soma destes numeros (=55), respectivamente.

Observacio Final:

Um programa tipo libreoffice-CALC é uma excelente maquina de Turing em matéria
de diversidade e um enorme numero de programas tipo maquina de Turing embutidos no
préprio CALC.

Como exercicio, sugerimos varias demonstracdes a serem feitas no libreoffice-CALC

com os mais diferentes vinculos nos dados e resultados.
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