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RESUMO

O presente trabalho trata sobre numeros algébricos e transcendentes caracterizando-os sob
diferentes aspectos. Em particular trazemos algumas demonstracdes da irracionalidade do
numero n ¢ do numero de Euler, base do logaritmo natural. Também apresentaremos uma
demonstracdo da transcendéncia do nimero e baseada no roteiro de exercicios propostos por
D.G. de Figueiredo, além de um pequeno apanhado historico sobre 7, €, nUmeros algébricos

e transcendentes.

Palavras-chave: Nameros Racionais. NUmeros Irracionais. Nameros Algébricos. Nameros

Transcendentes.



ABSTRACT

The present work deals with algebraic and transcendent numbers characterizing them under
different aspects. In particular we bring some demonstrations of the irrationality of the number
n and the number of Euler, base of the natural logarithm. We will also present a demonstration
of the transcendence of the number and based on the script of exercises proposed by D.G. de
Figueiredo, in addition to a small historical survey on =, and, algebraic and transcendent
numbers.

Keywords: Rational Numbers. Irrational Numbers. Algebraic Numbers. Transcendent

Numbers.
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1 INTRODUCAO

Desde o inicio dos tempos, do mais remoto resquicio do inicio 0s seres humanos
tém necessitado lidar com quantidade e proporcdes e por consequéncia com numeros. Para
povos mais antigos e para alguns ainda hoje os nUmeros em questéo sao tdo somente os naturais.
De fato, quando se faz necessario tdo somente enumerar objetos que possuimos 0s naturais sao
mais que suficientes. Cedo ou tarde, todavia, aflora se a necessidade de lidar se com medigdes,
mensurar areas, calcular o volume de um recipiente ou ainda a distancia entre duas cidades,
tornando complicado que tais grandezas e medidas restrinjam se somente a valores exatos de
unidades. Dai emerge a necessidade das fracdes e demais nimeros racionais.

As fracbes eram conhecidas pela civilizacdo egipcia e babildnica que
desenvolveram engenhosos meios de fazer seus registros e a efetuar operagdes com as mesmas.
Mas foram os gregos, influenciados por Pitagoras, que fizeram das fragdes o centro de seu
sistema matematico filoséfico, tornando as quase que miticas. Os pitagéricos acreditavam que
tudo na natureza, da fisica e da cosmologia até a arte e a arquitetura, poderiam ser descritos por
termos de fracGes (na verdade por meio de numeros racionais). Tal crencga deve ter tido origem
no interesse de Pitagoras pelas leis da harmonia musical, onde ele observou que se a musica
baseava-se em nUmeros racionais, certamente 0 mesmo devesse ocorrer COm 0 Universo por
completo. Assim os racionais passam a dominar a visdo grega do mundo, da mesma forma que
0 pensamento racional dominou sua filosofia (de fato, a palavra grega para racional é logos, da
qual deriva o termo moderno, légica).

Obviamente que ndo foram tdo somente argumentos filosoficos que colocaram os
numeros racionais tdo no centro da matematica. Uma propriedade que os distingue dos inteiros
€ que os racionais formam um conjunto denso de nimeros.

A palavra densa descreve 0 modo como os racionais distribuem se ao longo da linha
dos numeros. Pegue qualquer segmento de reta e, ndo importa o0 qudo pequeno ele seja, estara
sempre povoado por um niimero infinito de “pontos racionais”. Assim parece natural concluir,
como os gregos fizeram, que toda a linha dos nimeros € povoada por pontos racionais. Mas na
matematica o que parece ser uma conclusdo natural muitas vezes se revela falsa. Um dos
momentos cruciais da histéria da matematica foi a descoberta de que os nimeros racionais,
mesmo densos, deixam “buracos” ao longo da linha dos niimeros, ou seja, pontos que nao
correspondem a nenhum numero racional. Tal buracos foram posteriormente chamados de

irracionais ou ndo racionais.
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A descoberta desses buracos é atribuida a Pitdgoras, embora possa ter sido feita por
um de seus discipulos. A descoberta envolveu a diagonal de um quadrado unitario. Chamando
0 comprimento da diagonal de X, pelo Teorema de Pitagoras teremos x2 = 12 + 12 = 2, de modo
que X € a raiz quadrada de 2.

E claro, presumiram que este ndmero era igual a alguma fracdo e tentaram

pertinazmente encontra-lo. Certo dia, porém, um deles fez a espantosa descoberta de que v/2

ndo podia ser igual a uma fracdo. E assim foi descoberta a existéncia dos nimeros irracionais.

A descoberta de que /2 é irracional deixou os pitagoricos num estado de choque,
pois l& estava uma quantidade que podia claramente ser medida e até mesmo construida com
esquadro e compasso e, no entanto, ndo se tratava de um nimero racional. Fiéis ao seu juramento
de segredo, os pitagoricos se comprometeram a manter a descoberta somente entre eles.

Entretanto, o conhecimento da descoberta espalhou-se e logo outros numeros
irracionais foram encontrados. Na época em que Euclides escreveu seus Elementos, no século
Il a.C., 0os nimeros irracionais ja tinham deixado de ser novidade. No entanto, uma teoria
inteiramente satisfatoria dos irracionais, destituida de consideracGes geométricas, s6 apareceu
em 1872, quando Richard Dedekind (1831-1916) publicou seu famoso ensaio Continuidade e
nameros irracionais.

Juntando o conjunto dos numeros racionais com o dos irracionais obtemos o
conjunto maior dos nimeros reais.

Outra alternativa de classificarmos os reais é em algébricos e transcendentes.
Dizemos que um ndmero x é algébrico quando satisfaz uma equagao polinomial com coeficientes
inteiros, ou seja, existem a,, ..., an para 0s quais ap + ayx + apx? 4+ - + a1 X" + ax™ =
0.

A grande maioria dos nimeros que encontramos satisfaz essa condi¢do. Néo €
dificil perceber que todo nimero racional é algebrico assim, se um numero nédo satisfizer a
equacdo acima necessariamente deve ser irracional. A reciproca dessa afirmacdo ndo é
verdadeira pois, por exemplo, a raiz n-ésima de todo nimero primo ¢é irracional sendo que tal
numero, no entanto, é algébrico. Quando um numero néo satisfaz uma equacao polinomial com
coeficientes inteiros dizemos que ele € um nimero transcendental indicando com isso apenas
gue esses nimeros transcendem, ou seja, vao além no reino dos numeros algébricos. A questao
que intrigou por muito tempo 0s matematicos era a seguinte: existirdo nameros irracionais nao

algébricos? Essa resposta sé foi dada por volta da metade do século XIX.
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No terceiro capitulo nosso objetivo serd caracterizar os nimeros algébricos bem
como demonstrar indiretamente que nimeros ndo algébricos, ou seja, transcendentes, de fato
existem.

No ultimo capitulo demonstraremos a transcendéncia do ndmero e, base dos
logaritmos naturais, seguindo o roteiro dos exercicios propostos pelo professor Djairo Guedes
de Figueiredo.

Ao longo de todo este trabalho suporemos estabelecidas a existéncia e propriedades
do conjunto dos numeros reais.
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2 NUMEROS RACIONAIS E IRRACIONAIS

2.1 Caracterizagdo dos numeros racionais

Uma fracdo bﬁ, coma € Z e b € Z*, diz-se irredutivel se m.d.c. (a, b) = 1. Os

numeros racionais costumam ser representados por fracdes ordinarias, representacéo essa que
é Unica se tomarmos as frages em forma irredutivel e com denominadores positivos. Assim,

podemos definir nimeros racionais da seguinte forma:

- e~ , ST . . a
Definicdo 2.1 Um namero real é dito racional se pode ser escrito na forma o coma e Zeb

€ Z*. Simbolicamente Q = {x e R; x = %, coma€ Zeb € Z*}

Vamos considerar a conversdo de fracdes ordinarias em decimais, com vistas a
entender quando a representacdo decimal resulta ser finita ou periddica.
A conversdo de uma fragdo ordindria em numero decimal se faz dividindo o

numerador pelo denominador. Assim, podemos estabelecer a seguinte proposicao.

Proposicao 2.1 Toda fracdo irredutivel representa um decimal finito ou periddico.
Demonstracao: Seja % uma fracéo irredutivel. Pelo algoritmo de Euclides existem age rg €7,

. a_ To
tais que a = bag + rp :;—ao+;,com0s ro<b.

Podemos expandir essa divisdo da seguinte forma:

a 1 101‘0) 1 1 a; 1 n
—=ay+— = a +—(a +—)=a +—+ —.—= com10rp=ha +r
p % 10(b 070\t "% 10 b’ 0 SR

e 0<r <bh.

Continuando com 0 mesmo raciocinio teremos,

a ai 1 10r1) a, 1 Ty a; a; 1 np
—=a +—+—( —a +—+—(a +—):a 2+ = — .2
b~ 770 102\ b 0770 " 102\ "2 7 p 0770 102 102 b’

coml10ri=bax+rp e 0<r <b.

Continuando com 0 mesmo raciocinio, encontramos rs, ra, ..., ri,com0 < r; <b V.

Acontece que 0s possiveis restos da divisao de qualquer numero por b sé pode ser 0, 1, 2, ..., b —1.

Diante disso, teremos duas possibilidades:

i) ri=0paraalgum i

~ a .
Neste caso, a expansao de ; sera:
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a a a a; 1
— gt —t+ =+ =+ —.
b 10 102 10! 10t

que representard um decimal infinito.

i ri#0V;

Neste caso, como as classes de restos médulo b sdo finitas, em algum momento teremos
um j>i tal que ri+j = rj. Assim, a partir do momento em que isso ocorrer, os algarismos do

guociente voltardo a se repetir. Dessa forma, teremos:

a, a, a; 1 ri aj 1 T'j
<+ =2+ +—=+— .= +  +—L+— .2 comajs = ajs1,
10 102 10t 10f b 10/ 10/ b I+l = G+l

a_a +
b 0

aj+2 = @j+2,... que resultara em

a_ a1 2 ai | Qiyq a; o
— + +.+t—+——+..+—= =aqp,a1ay ... 2ja,+10,4, ... A, Que
b 10 102 10t 10i+1 10/ 0,d1d2 ih+1%14+2 ] q

representard um decimal periddico. A barra sobre a sequéncia de nimero indica que estes
numeros sdo repetidos infinitas vezes.
Por esse caso, concluimos também que o periodo terd no maximo b — 1 algarismos.

A reciproca dessa proposicdo também é verdadeira, como veremos agora.

Proposicdo 2.2 Todo decimal finito ou periddico € racional.

Demonstracgao:
Se x é decimal finito, entdo x = ag,azaz ... a,com 0<ai<9(i=1,2,..1Nea €

Z.. Multiplicando ambos os membros da igualdade por 10", obtemos:

apa,1a; ...

ry — —
10'x =agaqaz ... ar => X = Tor

ar Lo
que € racional.

Considerando x um numero decimal periédico, entdo x = ag,az ... arb;...bs , cOM
0<ai=9,0=sb=<9i=12 ..1j=12, ..5s eag € Z Multiplicando ambos os membros
da igualdade por 10" e por 10"*S respectivamente, obtemos:

a: 10" x = agaja, ... a, by... by
B: 10" x =ayay ... a/by ... beh; ... bs.

Fazendo aga; ... a, = a, apay ... /by ... b = Db e subtraindo « de S, obtemos:

b_
10x-10"x=b—-a=x (10" -10"N=b-a=x= 2 o que é racional.

101‘+S -1
Outra importante caracteristica das fragdes irredutiveis se refere & decomposicao do

denominador em fatores primos, como veremos agora.
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Proposicdo 2.3 Se uma fracdo irredutivel contém somente fatores primos 2 e/ou 5 no
denominador, entdo representara um decimal finito.

Demonstragéo:

. a ~ . . .
Sejax = 5 uma fracéo irredutivel com a decomposicdo do denominador somente

a
27 .5S

em fatores primos 2 e/ou 5. Entéo % seréd da forma (r,s e Z).

~ a , . _ .
Se r=s, entdo = —e x édecimal finito. Se r#s, tomemos n = min (r, )

27 .55 10"

e m = max (r, s) e, assim, podemos introduzir fatores 2 e/ou 5 no denominador em nimero

suficiente para tora-lo poténcia de 10 e, dessa forma, teremos x = ——— = — =

g=2sen=r ou q=5 sen=s)enovamente x é decimal finito.

Outra alternativa de representarmos um numero racional é atraves de fragdes
continuas. Esse serd o objetivo de nossa préxima proposicdo. Basicamente, para essa
representacdo, utilizamos o algoritmo da divisdo de Euclides que, como vimos na Proposicao

2.1, ap6s um namero finito de passos nos fornecera resto 1.

Proposicao 2.4 Um nimero é racional se, e somente se, representa uma fracao continua finita.

Demonstracgao:

. . a . , . . .
= Considere o racional 5 irredutivel. Pelo algoritmo de Euclides existem age ry € Z,

. .oa T .
tais que a = bay + ry, OU seja, 5 —ao+ ;1 ,com 0 < r;<b. Se r; =1, procedimento encerrado

a 1 , . . .
e teremos ; =ap t+ E Caso contrario, continuamos o procedimento, fazendo:

a 1 1 .
=agt+p =ap+t——,comb=nra; +r,e0=<r,<ry.Ser, =1, procedimento

b 5
1 a1+ r1
a 1 - . .
encerrado e teremos — =ap + T . Caso contrario, continuamos o procedimento, fazendo:
b ai + >
a 1 1
;:ao+ T —a+t————,comr=ra,+r3e0<r3<r,.
G+ Mr D
T1 S+ 13

r2 r2
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Acontece que existem apenas b — 1 naturais menores que b e como temos

b>ry>ry;>ry> - teremos necessariamente um r, = 1 que finalizard o procedimento e

. a 1
tornara —=ap + T
b a,+ T
an-3 + 1 1
an-2+——— 1~
an—-1 +a
< . - 1
< Por outro lado, dada uma frac¢éo continua finita ap + " T :
aq T
an-3 + 1 1
an-2 + 1
an—-1 +a

podemos estabelecer o processo inverso fazendo

1 1 1, . 1
bh=an1+—, bp1 =an2+ — ..., bp = a; + — até obtermos o racional by = ag + —.
an by, b3 b,

Convém observar que, nesse processo de divisdes sucessivas, somente o primeiro
quociente é possivelmente negativo e os demais sdo todos positivos. Disso concluimos que na
fracdo continua todos os aj's sao inteiros positivos, com a possivel excegdo de ap.

Definiremos agora nimeros cuja representacdo decimal ndo é nem finita nem
periddica. Nimeros como esses sao chamados de irracionais. De forma mais precisa podemos

estabelecer a seguinte definicao:

e~ , . ~ . a
Definicéo 2.2 Todo nimero decimal que ndo pode ser escrito na forma Lo comae Zebe Z*

é irracional. Simbolicamente R/Q = {xeR; x¢Q}.

A partir dessa defini¢do e das proposic¢des anteriores, podemos concluir que todos
0s numeros irracionais sdo decimais ndo periodicos e, ainda, sua representacdo em forma de
fracdo resulta em uma fracdo continua infinita.

A secdo seguinte tratara da radiciacdo de inteiros positivos. Basicamente,

estabeleceremos quando a raiz n-ésima de um inteiro positivo seré racional ou irracional.

2.2 Radiciacdo e irracionalidade

.~ , . r . . . . ~
Proposi¢do 2.5 Se um nimero racional —, na forma irredutivel, é raiz de p(x), entédo rlap
S

e s|an.

Demonstracéo:
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r .
Se o racional < ¢ raiz do polinémio p(x) teremos p( ) =0, ou seja,
ap + al(f) +a ( ) .+ an( ) =0. Multiplicando ambos os membros por s" fica:
aps" + ayrs"t + a,r s” 2+ ..a, 4" s + a,r" = 0. Pondo s em evidéncia na soma dos n termos

do primeiro membro e passando para o segundo o Gltimo termo, obtemos:
s(@gs"t + ayrs"? + .. +a, ") = —a,r"

Isso mostra que s|a, ou s|r". Como r e s sdo primos entre si, s € primo com r". Logo,
s|lay,.

Analogamente, pondo r em evidéncia nos n termos do primeiro membro e passando
aps" para 0 segundo, fica: r (a;s" ™ + a,rs" 2 + ... + a, " s +anr" ) = — ags".

Pelo mesmo raciocinio, concluimos que r|a.

Corolario 2.1 Se p(x) = ag + a;x + a,x% + ... + X", com ay, a;, ay, ..., 8, 1 € Z, entdo as
eventuais raizes racionais de p(x) sdo numeros inteiros divisores de ag.
Demonstracéao:

Se 0 nimero racional E é raiz de p(x), entdo pela Proposicdo 1.5 s|1,ouseja,s=1

ous=-1. Logo f = xre, portanto € Z. Ainda pela Proposicdo 1.5, r | a; e, portanto, 0 mesmo

acontece com —r.

Através da préxima proposicdo estabeleceremos nosso primeiro importante
resultado sobre radiciacdo. Basicamente estabeleceremos que a raiz n-ésima de um inteiro
positivo a é irracional sempre que os expoentes dos fatores na decomposicdo do radicando a,

em fatores primos, forem menores que o indice do radical, mas nem todos nulos.

Proposicéo 2.6 Se py, pa,.. , Py S&0 primos distintos, r;<n (n = 2,i=1, 2,..., r) e pelo menos

~ N , - .
um r; # 0, entdo \/pf P2 ... p, €irracional.

Demonstracéo:

Tr

Observamos que entéo n\/plrl.pg2 .. p,” € raiz do polindmio p(x) = x" -

(le .p? p?). Se p(x) possui alguma raiz racional, pelo Corolario 1.1, essa raiz serd um

inteiro divisor de p;*.p,?.. p,". Por outro lado, todo inteiro positivo g que divide
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Tr

pit.py .. p €daforma q=p;'.p,2 .. pyremque0<s;<r;(i=1,2,..,r). Dessa forma
teremos:

p@) = (03" .32 .. pY7) "~ (p)* . Py . PIT) =0, ou sefa,

R e e e (o g e o S SR g i

Mas como py, p»,....p, S0 primos distintos, para que essa igualdade faca sentido,

i i

. r . T
devemos ter n.s; =rj, OU Seja, S; = — para todoi =1, 2,..., r. No entanto, s; = . somente
quando r; = s; = 0 para todo i, 0 que contraria a hip6tese inicial de que pelo menos um r; é ndo

divisivel por n. Para as demais possibilidades, s; = ;‘ é um absurdo, pois por hipotese, r; < n para

todo i. Logo p(x) ndo possui raizes inteiras e, portanto n/pfl .p? ... p," S0 pode ser irracional.

Corolario 2.2 Se p é primo, entédo \/E é irracional.
Demonstracéo:

Basta observar que o expoente de p é menor que o indice do radical. Logo, pela
Proposicao 1.6, \/p € irracional.
Mas o0 que acontece quando pelo menos um expoente dos fatores da decomposicéo

do radicando a é maior ou igual ao indice do radical? Para responder a essa pergunta

precisaremos ainda de uma proposicao simples, mas de grande importancia.

Proposicdo 2.7 O produto de um numero irracional por um racional diferente de zero € um
namero irracional.

Demonstracao:

. . . a . . a .
Sejam a irracional e 5 um racional diferente de zero. Se x = a ’ fosse racional,

~ . x.b . . L . . . .
entdo teriamos o — »0queeum absurdo pois . é irracional. Logo x sé pode ser irracional.

Vamos agora ao principal resultado dessa se¢do que definiremos como um Teorema.

Teorema 2.1 Se n e a sdo inteiros positivos, entdo Y/a é um nimero irracional ou inteiro
positivo.

Demonstracao:
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Decompondo a de forma candnica em fatores primos, obteremos a = p! p$? ...p, " com

P1, P2,--., Py @parecendo ay, ay,..., o, Vezes respectivamente (o;; = 1,1 =1, 2,..., r). Além disso,

pelo algoritmo de Euclides, podemos expressar cada o, = ng; + r; com 0 < r; < n. Assim,

n — " o1 a2 oy _ | ngqtry _nqgp+r; n.qr+r
Va = \/pl A Jpl .1y WP =

\/p?'%-P?-P?qz-pﬁz -y :\/(Pf‘“ A S [ Y O

[ o ) G i) = [T )

Ser;=0 paratodoi=1, 2,..,r, teremos Va igual ao inteiro positivo p;* pj? ...p,".

; -~ n , , - -
Porém, se pelo menos um r; # 0, pela Proposicéo 1.6, \/ pf .p;z p:T € um namero irracional

e teremos pela Proposicdo 1.7, Y/a como o produto de um irracional por um racional diferente
de zero, que seré irracional.

Desse Teorema concluimos que a raiz n-ésima de qualquer inteiro positivo é um
inteiro positivo ou um numero irracional.

Em nossa proxima se¢ao, nosso objetivo sera caracterizar 0s niUmeros racionais sob

0 ponto de vista de sua enumeragéo.

2.3 Enumerabilidade dos racionais

Uma caracteristica importante do conjunto dos racionais é que ele é enumeravel, ou
seja, possui a mesma cardinalidade dos naturais. De forma mais precisa definimos conjunto

enumeravel da seguinte forma:
Defini¢do 2.3 Um conjunto X diz-se enumeravel quando é finito ou quando existe uma bijecéo
f: N — X. No segundo caso, o conjunto X diz-se infinito enumeravel.

Nosso objetivo a partir de agora sera demonstrar que 0s nimeros racionais formam
um conjunto infinito enumeravel e para isso, precisaremos da seguinte proposicao.
Proposicdo 2.8 Sef: X — Y é injetivae Y é enumeravel, entdo X é enumeravel.
Demonstracao:

Basta considerar o caso em que existe uma bijecdo ¢ : Y — N. Entdo g o f: X —> N

é uma bijecdo de X sobre um subconjunto de N, o qual é enumeravel.



20

Outra proposicdo de grande importancia sera a seguinte:

Proposicdo 2.9 Sef:E — F e g: F — G sao injetivas, entdo g o f é injetiva.

Demonstracéo:

Sejam x; e X, € E tais que (g o f) (X1) = (g o f) (x»). Entdo g(f (X1)) = g( f(x,)) €, como
g € injetiva, f (x;) =f (x,). Usando-se agora a hipétese de que f € injetiva, conclui-se que X; = X,.

Logo, g o f € injetora.

Lema 2.1 O conjunto Z é enumeravel.
Demonstracao:

Consideremos a aplicagdo f : Z —N definida por f (a) =2a,sea=0ef(a)=—2a-1,
se a < 0. Claramente f € injetiva. De fato, sejaa; e a, € Z.

Se a; e a, sdo positivos, temos que f (a;) =f (ay) = 2a; = 2a, = a; = a,. Porém,
se a; e a, forem numeros negativos, temos que

f(a))=f(ay) >-2a;-1=-2a,-1=-2a;=—2a, = a; = a,.

Sea; =0ea,<0,entdof(a;) # f(ay). De fato, se for f (a;) = f (ay), teremos f (a;) =
f(ay) = 2a; = - 2a, — 1. O que é um absurdo, pois 0 primeiro membro é um natural par,
enguanto o segundo, € um natural impar.

Lema 2.2 Sejam X, Y conjuntos enumeraveis. O produto cartesiano X x Y é enumeravel.
Demonstracéao:

Como X, Y séo enumeraveis, entdo existem aplicaces injetivas ¢ : X > Ney:Y— N.

Temos que a aplicagdo h : X x ¥ — N definida por h (x, y) = 2°®3¥®) & injetiva pois
a decomposi¢do em fatores primos € inica e @(x) e y(x) também o sdo. Além disso, h fornece
uma bijecdo de X x Y sobre o conjunto enumeravel h(X x Y) c N.

Vamos agora a demonstracdo de que o conjunto @ dos nUmeros racionais €

enumeravel.

Teorema 2.2 O conjunto dos nimeros racionais € enumeravel.
Demonstracéao:
. . ~ . . m
Consideremos a aplicacdo f : Q — Z x Z* definida por f (x) = (m, n), com x = -

irredutivel. Acontece que f é injetiva pois, se x = % e X, = % eQef(x)=f(xy), entdo
1

(mn)=(mq,n) =m=m; e n=n;.
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Da proposicgdo 2.9, temos que a aplicagdo h composta com f definida porh o f: Q —
N € injetiva. Assim, h o f fornece uma bijecéo de Q sobre o conjunto enumeravel (h o f) (Q) c N.

Logo, Q é enumeravel.
2.4 Nao enumerabilidade dos irracionais

Mostramos pouco atras que o conjunto dos numeros racionais é enumeravel. Esse
resultado poderia nos levar a acreditar que todos os conjuntos infinitos também o sao.
Mostraremos agora que os irracionais formam um conjunto ndo enumeravel, ou seja, possui
cardinalidade diferente dos naturais e estabeleceremos este resultado como uma consequéncia

da ndo enumerabilidade dos reais. Mas antes, precisaremos da seguinte proposicao:

Proposicdo 2.10 Uma reunido enumeravel de conjuntos enumeraveis € enumeravel.
Demonstracéao:
Considere 0s conjuntos A1, Az, As,.... Como todos eles sdo enumeraveis, podemos

escrevé-los na forma:
A1 ={a11810813814 - A1 -}
A, ={ay1827893894 ... Agp ...}

Az ={a3183833834 ... A3 ..}

An = {a@n18n28n3an4 - ann -}

A unido U A esta contida na unido disjunta U A destes mesmos conjuntos (pode
i=1 i=1

ser que algum elemento pertenca a varios conjuntos A;, na unido disjunta, este elemento é repetido
em cada A;j ao qual ele pertence).

Definamos, agora, uma funcao

¢:|JA (unido disjunta) — N x N

i=1
aij — (i, j)

E facil ver que ¢ é injetiva. Finalmente, pelo Lema 1.2, sabemos que N x N é

enumeravel.

Logo, podemos compor as diversas funcdes injetivas
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) INE I ¢ h
UA1—>UA1 (unido disjunta) — NxN — N
i=1 i=1

o0

e obtemos uma funcdo injetiva de UA1 nos naturais, garantindo, assim a sua
i=1

enumerabilidade.

Demonstraremos agora a ndo enumerabilidade dos reais.

Proposi¢ao 2.11 O conjunto R dos numeros reais ndo € enumeravel.

Demonstracéao:

Para demonstrar esse resultado, usaremos o fato de que o intervalo (0,1) possui a
mesma cardinalidade de toda a reta. Observe que alguns nimeros desse intervalo possuem mais
de uma representacdo decimal como por exemplo, 0,7 e 0,6999.... Para excluir essa
possibilidade, adotaremos para cada numero sua representacdo decimal infinita. Assim, por
exemplo:

0,7 = 0,6999...; 0,0343 = 0,342999...; etc.

Suponhamos agora que seja possivel estabelecer uma bijecéo entre 0s nimeros do
intervalo (0,1) e os naturais. Podemos entdo supor que 0s numeros desse intervalo sejam 0s
elementos de uma sequéncia infinita, X1, X2,..., Xn,.... Assim podemos lista-los da seguinte forma:

X1 = 0,a11812813 ... Q1 ..

Xo = 0,a2187803 ... Ay ...

X3 = 0,831837833 --- A3p ---

Xp = 0,a8h1802803 ... Anp -

Nas quais ajj sdo algarismos de 0 a 9. No entanto, por mais extensa que seja nossa
lista, podemos produzir um nimero que ndo pertenca a ela através do processo da diagonal de
Cantor. Esse processo consiste em construir um nimero que seja diferente de x; na primeira casa
decimal, diferente de x. na segunda casa decimal, diferente de x3 na terceira casa, e assim por
diante, de sorte que, esse nimero, ndo sera igual a nenhum dos nimeros da lista acima. Para tanto,

definimos x = 0,a1a ... do seguinte modo: a; =1seaji=5eai =5seaj # 5.
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Dessa forma, cada x; serd diferente de x a0 menos pelo elemento aii e como esse
elemento ndo estd em nossa lista, chegamos a um absurdo, 0 que nos leva a concluir que o

conjunto dos nimeros reais ndo € enumeravel.

Corolario 2.3 O conjunto dos nimeros irracionais ndo é enumeravel.
Demonstracéo:

Os reais séo a unido dos racionais com os irracionais. Suponha que os irracionais
sejam enumeraveis. Pelos resultados anteriores a unido dos racionais com 0s irracionais seria

enumeravel, absurdo pois 0s reais sdo ndo enumeraveis. Logo os irracionais sao ndo enumeraveis.
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3 ALGUNS NUMEROS IRRACIONAIS

Acabamos de demonstrar a existéncia do conjunto dos nimeros irracionais, sua ndo
enumerabilidade bem como sua maioria dentre os reais. Devida a sua importancia na analise
matematica, neste capitulo daremos énfase a duas constantes: 7 e e. Demonstraremos também

que sao irracionais.

3.1 Airracionalidade do nimero e

A origem de e ndo é tdo clara, ela parece recuar ao século XVI, quando se percebeu
~ 1\" . . . .
que a expressao (1 + ;) , que aparecia na férmula dos juros compostos, tendia a um certo

limite - cerca de 2,71828 - a medida que n aumenta. Assim e tornou-se o primeiro nimero a ser
n
definido por um processo de limite, e = lim (1 + i) conforme n — oco. Durante algum tempo

0 novo numero foi considerado uma curiosidade. O passo crucial para coloca-lo na vanguarda
da matematica foi dado com a invencéo do calculo, quando se percebeu que o inverso da funcao
logaritmica - que depois seria denotado como e* — era igual & sua propria derivada. Isto
imediatamente da ao nimero e e a funcdo e* um papel central na anélise.

Existem muitas formulas envolvendo o numero e, dentre as quais:

_ 1 1 1 1
9—1+E+z+§+a+"'

Esta série infinita foi descoberta por Newton em 1665, e pode ser obtida da
expansdo binomial de (1 + i)n deixando n - oo. Ela converge muito rapidamente, devido ao
aumento rapido dos valores dos fatoriais nos denominadores. Por exemplo, a soma dos
primeiros onze termos (terminados com ﬁ) € 2,718281801, o que j& € uma boa aproximacao.

O numero e também pode ser representado por uma fracdo continua infinita. Esta

forma de representacao, descrita a seguir, foi descoberta por Euler em 1737.
1

e=2+
1+ 12
2+ 3
3+—4
4+m

Euler provou também que todo nimero racional pode ser escrito como uma fracéo

continua finita; inversamente, toda fracdo continua infinita sempre representa um numero
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irracional. O nimero e também pode ser encontrado usando série de Maclaurin (1698-1746),
COMO veremos a seguir.
Seja f (x) = *. Calculemos diversas derivadas sucessivas de f no ponto x = 0:
f)=e*=>f(0)=1
f@=e*=f0)=1
[ =e*= (0 =1
) = e = f1(0) = 1

0

™ (0)x
Logo, f™(0) = 1. Entdo, a série de Maclaurin Z% de f (x) = e* é:

IO SO
2! 3!

(O)x

X_f(0)+ + + ..

3
eX:1+X+x_+ T
2! 3!

X"
n=0 nl

Para x = 1, temos:

MS

e:1+l+l+ l+...
2! 3!

Demonstraremos agora uma importante caracteristica desse ndmero. Sua
irracionalidade. Inicialmente precisaremos de um resultado simples, mas muito importante na

analise matematica expressado pela seguinte proposicao.

Proposicdo 3.1 Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.
Demonstracao:

Sem perda de generalidade, suponhamos x, mondtona ndo-decrescente e limitada.
Podemos escrever X = {X1, X2, X3, ..., Xn, ...}. Seja a = sup X (que existe pelo axioma do supremo).

Afirmamos que a = lim x,. Segue que, dado € > 0, o nimero a — € ndo é cota superior de X.
Logo, existe no€ Ntalquea—¢ < x,, < a.Assim, vn>n, =>a—-s<x, <x, <a+s,portanto,

lim xn = a.

Dessa forma, podemaos estabelecer a seguinte proposicéo.

1
Proposicéo 3.2 A sequéncia cujo termo geral é a, —1+1| +— T +— 3 ot — é convergente.
! n!

Demonstracéao:
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Esta sequéncia é evidentemente mondtona crescente pois an+1 > an para todo n € N.
Resta-nos mostrar que € limitada.
Comecando com n = 3, teremos:
1
2"t
Nesta soma, a partir do segundo termo, temos uma progressao geométrica de razao

1 . , . 1 .
p Aplicando a formula S :i, fica: S=———=2. Dai teremos a, < 1+2=3. Logo, a

1-q 1-1/2

nl=1.2.3.n>1.2.2..2=2"" portanto, a, <1+1+1+i2+...+

sequéncia an é limitada superiormente por 3 e, pela Proposicdo 2.1, é convergente.

Escrevemos lim a, = e e mostraremos que a sequéncia cujo termo geral é

1 n
b, = (1+—j converge para 0 mesmo limite que ap.
n

Proposicéo 3.3 Se b, = (1+ lj , entdo lim b, =e.
n

Demonstracéao:
Pelo teorema binomial temos:

b =1+n,1+n(n—l)'iﬁ#n(n—l)(n—|2)...3-2-1.i
n! n

n 21 n
b =1+1+1[1—1}1(1—1j(1—3j+...+1(1—1j(1—3j...(1—”—_1j.
2! n 3! n n n! n n n

Como a expressdo dentro de cada paréntese € menor que 1, temos que b,, < a,,, assim

n

b, < lima,. Portanto, a sequéncia by também tem um limite superior. Além disso, b, é

monatona crescente pois bn+1 > by para todo n. De fato:

bml=1+1+i(1—ij+...+1(1—ij...[1—”_1j+ L (1— L j...(l—Lj>
2! n+l n! n+1 n+l) (n+1)! n+1 n+l

SO RN RN Y PR S PRURE FUE Y PR N DR P L
21 n+1, 3! n+1 n+1 n! n+1 n+1 n+1

pois o Ultimo termo de bn+1 € positivo. Acontece que

1 1 a a .
n+l>n=>——<—-—=1-—>1-—V0<a<n. Assim, teremos:
n+l1 n n+1 n
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ESCEE WY R T PRSI S (P B UL
2! n+1 n! n+1 n+1 n+1

I S S ) SR

Logo, b,41 > b,. Assim, pela Proposicdo 2.1, b, também é convergente e

limb, <lima,.

N—aoo n—oo

Por outro lado, quando p < n, vale:

b, 21+1+3(1—1}...+1(1—1j(1—3j...(1—p—_1j.
2! n p n n n

Agora vamos deixar n aumentar sem limites enquanto mantemos p fixo. Da

desigualdade acima obtemos b, >1+1+ % + % ..+ i| =a,. Como esta desigualdade vale para
I 3! p!

todo p € N, segue que limb, >lima . Mas ja vimos que lim by < lim an. Logo, s6 podemos
n—o0 p—0

ter limby, =lima, =e.

Nossa prova também mostra que lim a, = e enconta-se entre 2 e 3. Na realidade vale
e = 2,7182, com quatro casas decimais exata.

Para finalmente demonstrarmos a irracionalidade de e uma ultima proposi¢éo sera

necessaria.

Preposicdo 3.4 Se q = 2, entdo o somatério S = lim §,,, em que
n—->oo

5, = L

—, nao é um inteiro.
= (Q+1D)(q+2)...(q+1)

Demonstracéao:
Claramente Sp > 0 para todo n. Como q = 2, temos que:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
+ + +.5—+ —_— ... > 3
g+l (+)(q+2) (q+D(g+2)(q+3) 3 34 345 3 3 3

Usando a formula para a soma de uma série geométrica infinita, na ultima

desigualdade obtemos: S :1/—3=1-§=£. Logo, 0<S, <1.
1-1/3 32 2 2

Finalmente;
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Teorema 3.1 e é irracional.
Demonstracao:

Suponhamos que e seja racional e entdo mostramos que esta suposicéo leva a uma

contradi¢do. Vamos fazer e = g , em que p e g sao inteiros. J& mostramos que 2 < e < 3, assim e

ndo pode ser um inteiro e consequentemente o denominador q deve ser pelo menos 2. Assim:

B=1+1+1+1+...+1 :
21 3l

n!..

q

Multiplicando ambos os membros por q! fica:
.q!

ﬂ:q! 1+1+£+£+...+L+£+ L +...+£+
q 21 3! (g-D' q! (g+1! n!

p(q—l)(q—2)...2-1:q!+q!+q—!+q—!+ q_!+q_!+q_!+ +q_!

21 3177 (g-D! q!' (q+1! T n!
p(q—1)(q—2)...2-1:[q!+q!+q(q—1)(q—2)...4-3+q(q—1)(q—2)...5-4+...q+1]+qi+1+

+—1 +..+ 1 t...
(q+1)(q+2) (q+1)(g+2)...(q+n)

O primeiro membro é obviamente um inteiro pois trata-se de um produto de inteiros.

O segundo membro ndo é um inteiro, pois a expressdo dentro dos colchetes também é um
inteiro, mas o somatorio dos termos remanescentes, pela proposicao 2.4, ndo é. Esse absurdo

completa a demonstracéo.

3.2 Um pouco da historia do numero

O numero mais famoso da historia, 1, representa a razdo constante entre o perimetro
de um circulo e o0 seu didmetro. A historia do nimero tem inicio cerca de 4.000 anos atras,
sendo que a existéncia de uma relacdo constante entre “a circunferéncia e o seu didmetro” era
conhecida por muitas das civilizagdes antigas.

Muitas civilizacGes antigas observaram atraveés de medi¢cOes que a razdo entre o
perimetro de diferentes circulos e seus respectivos didmetros era sempre um mesmo valor. No
entanto, foram os gregos que conseguiram compreender e explicar a I6gica desta relacdo, que

advém das propriedades de figuras semelhantes. Os gregos antigos compreenderam que nimeros

como 7 e V2 sdo diferentes dos nimeros inteiros e dos nimeros racionais utilizados em suas
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matematicas e, mesmo tendo conseguido provar a irracionalidade de v/2, 0 mesmo ndo ocorreu
para .
Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) conseguiu melhorar a aproximacéo dada ao

numero 7, aproximando a circunferéncia por poligonos regulares de 12, 24, 48 e 96 lados e
. : N 1 1 .
descobrindo as seguintes limitacGes para = : 37—2 << 37, isto ¢, 3,14085 < m < 3,142857.

Cerca de dezoito séculos depois de Arquimedes, um matematico francés chamado
Francois Viéte (1540-1603), no curso de seu trabalho em trigonometria, encontrou uma férmula

notavel envolvendo o nimero m:

_+_
2 2

V2 2442 2442442
>

3N

A descoberta desse produto infinito em 1593 foi um marco na historia da
matematica, pois pela primeira vez um processo infinito era escrito explicitamente como uma
férmula matematica. De fato, a caracteristica mais extraordinaria na formula de Viete, além de
sua elegancia, sdo os trés pontos no final, indicando que ela continua e continua... ad infinitum.
Ela mostra que o valor de m pode ser encontrado, pelo menos em principio, usando-se
repetidamente quatro operacGes da matematica elementar: adicdo, multiplicacdo, divisao e a
extracao da raiz quadrada, todas aplicadas ao nimero 2.

A formula de Viete quebrou uma importante barreira psicologica, ja que 0 mero ato
de escrever os trés pontos no final sinalizava a aceitagdo dos processos infinitos na matematica
e abria o caminho para seu uso generalizado. O grande matematico Isaac Newton descobriu
outro produto infinito envolvendo = influenciado pelo trabalho de outro inglés, John Wallis
(1616-1703). Eis o produto infinito de Newton para m:

E, em 1671, o escocés James Gregory (1638-1675) descobriu a série infinita:
r 1111

41357
O que torna essas férmulas tdo notaveis € que o numero m, originalmente definido
em relacdo ao circulo, pode ser expresso somente atraves de inteiros, ainda que através de um
processo infinito. Até hoje, essas formulas estdo entre as mais belas de toda a matematica.
Sabe-se hoje que m € um numero irracional, no entanto, essa caracteristica sé foi
demonstrada em 1761 por Johann Heinrich Lambert (1728-1777).
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3.3 A lrracionalidade do niumero ir

Nosso objetivo agora sera demonstrar a irracionalidade de m, para tanto,

_X'(1-x)"

Observe que
n!

necessitaremos de algumas propriedades da fungdo fn(x)
0< fn(x)<%,VXe(O,1) eque f.(x)=f (1-Xx).

- o . . . a
Vamos iniciar nossa demonstracio supondo que z2 seja racional, assim, 7 ZB

com a e b primos entre si. Nosso objetivo é chegar a um absurdo, mostrando assim que 7z° nio
¢ racional. E que consequentemente 7 nao pode ser racional, pois o quadrado de um racional ¢é
também um racional.

Para a conclusdo da demonstragéo, vamos precisar da seguinte proposicao.

n

2a <1.
n!

Proposicao 3.5 Para um n suficientemente grande e a um nimero positivo,

Demonstracéao:

Sendo N < n, notamos que: 2a _of2a ajf_a . _a .2 Fixando N
n! 12 NJ)AN+1 N+2 n

a 1 A e 1
tal que N < > cada um dos n—N fatores do segundo paréntese sera inferior a > Logo:

12N

n N N
2a <2(E-E-...-ij 141 =2(a-a- -Ejz—:ﬁ-i < em gue C é uma constante
n! 12 N 2"

2 Nl 27 2
que sO depende de N, que ja esta fixado. Assim, para um n suficientemente grande teremos

2a"
n!

<1.

é dado pela seguinte

Um importante resultado sobre a funcédo f,(x) :%
proposicao.
Proposicéo 3.6 f (x)= EZ(?)(—l)j X"

n!i=

Demonstracéao:

. Desenvolvendo (1 —x)" fica:
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f(x)= %ngl (-x)° +(D1ﬂ1(—x)1 +(2j1"2 (%) . +[n rllj (x +[:j(—x)“}
f(x)= %ng X" +@(—1)x"+1 +@ (—1)2x" +...+(ni1j (—D)m et +(:J(—l)"x2"]

: 13 —
ou seja, fn(x):—IZ('})(—l)Jx”“.
n'=
Estabeleceremos uma importante consequéncia dessa proposicdo no seguinte

corolario.

Corolario 3.1 Seja f ™ (x)a m-ésima derivada de fn(x). Entéo:

i) f\™M (0)=0se0<m<n ou m>2n.

i) f™ (0) é um nimero inteiro se n < m < 2n.

Demonstracao:
12 Parte: f™(0)=0se0<m<n ou m>2n.

Basta observar que para 0 < m <n todos os termos sao multiplicados por x e como
zero € raiz de fn(x) com multiplicidade n, f ™ (0)=0.

De fato:

09 =2@-xr

f'(x)= %[n X" A=X)"+n-x"(1- X)H] = X: [n(l— X)" —n-x(1- X)HJ
£ 1(x) = Xr:|1 g,(x), sendo g, (x) = n( 1= x)" - nx( 1 x)rt

Generalizando:

Xn—m
n!

f ™M(x)= g, (x) que é tal que f ™ (x)=0 para0<m<n.

Para m > 2n, obviamente f ™ (x) =0 pois o grau de f (x) é 2n.
2% Parte:
Desenvolvendo f,(x), obtemos:

fn (X) _ _I:Coxn _Clxn+l + C2Xn+2 -+ (_1)n—lcn71X2n—l + (_1)ncnx2n :' para

1
n!

convenientes c,,C,,C,...C, € Z. Assim:



32

|
fo0)="%cz
n!

fn(n+l) (0) —_ (n +n1')lcl c

0= ez

Portanto, f ™ (0)é um inteiro para n < m < 2n. Utilizando o mesmo raciocinio

concluimos que o corolario também vale para f ™ (1).
a - « :
Supondo 7% = b definiremos agora a funcdo H(x) da seguinte forma:

Definicdo 3.1 H(x) =b" [;ﬁ“ f () =72 2F D)+t (D) 22 £ P D (X) + (=1)" fn<2“>(x)]
Assim, se 7° = %, podemos estabelecer a seguinte proposicao.

Proposicao 3.7 di [H '(x)senzx —zH (x)cos zx] = z*a" f_(X)senzx.
X

Demonstracao:

Aplicando a regra do produto, fica:
di[H '(x)senzx — H (X) cos zx] =[H "(x)senzx + zH '(x) cos zx — 7H '(X) cos zx + 7 *H (X)senzx] =
X
[ H"(x)+7z°H (x)] senzx.

Mas H"(x) =b" [ 7 £, () = 272 £,9 () ...+ ()" 7 £,C" 2 () + ()" 71,07 () |

Z2H(X) =h" [;;M f (X)—72" D (X)+...4+ ()"t f A D (x) + (=1)" 72 f 2V (x)] , assim, teremos:
[H"(x)+7°H(x) |senzx =Db" [;ﬁ“*z f ()+7"F D) =22 D) -7 f D (%) +...
et (D) CV(X) + ()" 27 F YV (X)]senzx = 270" f (X)senzx = (72)" - 27" f (X)senzx.

o a
Como supomos inicialmente 7z° = B,vem:

n

%ﬂzb” f (X)senzx =za"f_(x)senzx.

Logo % [H '(x)senzx — zH (x) cos zx] = #°a" f_(x)senzx.
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Proposicdo 3.8 H (0) e H(1) séo inteiros.
Demonstracao:

Nas condic¢es da definicdo, temos:

H(0) =b"[ z°"f,(0) — "™ f,"(0) +...+ (D)™ z* £, *" 2 (0) + (-1)" f,*"(0) |
Acontece que para m < n, pelo Corolario 2.1 teremos:

f (0)=0, f "(0)=0,..., f. "™ (0) =0 de onde H(0) fica resumida a

b" > (-1)" 7? £ ®2D(0) paran < 2n — 2j < 2n. Mas ainda pelo corolario 3.1,

j=0
f ™(0) eZ paran < m < 2n. Ja para o fator b"z%, lembrando que 7% = %, temos:
b"z? =alb"™ e Z.
Logo b”Zn:(—l)”‘jﬁZj f ®2D(0)para n < 2n — 2j < 2n, ¢ inteiro, portanto H(0)
=0
€.

Pelo mesmo raciocinio concluimos que H(1) também é inteiro.

Proposicdo 3.9 Se 7° = %, entao I:ﬂza" f. (x)senzxdx = z[H (1) + H(0)].
Demonstracao:

Aplicando o teorema fundamental do calculo, fica:

1
I:;ﬁa" f,(x)senzx =[H (x)senzx —zH (x) cos 7zx]0 =[(H'@)senz —zH (1) cos ) -
(H'(0)sen0—zH (0)cos0)] =[~H (1) + #H (0)] = #[H (1) + H (0)].
Finalmente, diante de todas as conclusdes anteriores, podemos estabelecer o

seguinte Teorema:

Teorema 3.2 = é irracional.

Demonstracéo:

Como 0< f (x) <% em (0,1), de todas as conclusdes temos que:

r’a" 2 2rza

n'

n

J»l senzrx
o nl

n

1
J' z*a" f (x)senzxdx < z*a"
0

, 0U Seja,

24N
a1
dx = J' senzrxdx =
n! 7o

2ra
n!

n n

278 )< H(0)+ H (1) < 22
n! n!

0< j:ﬂza” f. (x)senzxdx < , COMO Iolﬁza" f. (X)senzxdx = z[H (1) + H (0)], fica:

O<z[HQ+H(O)]< <1=0<H@O)+H(@®) <1
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E isso é um absurdo, pois ndo existe nimero inteiro maior que zero e menor que um.

Somos assim obrigados a abandonar a hipétese inicial que 72 é racional e consequentemente 7.
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4 NUMEROS ALGEBRICOS E TRANSCENDENTES

4.1 Um pouco sobre nameros algébricos e transcendentes

Tendo em vista os resultados obtidos no capitulo 11, classificamos os nimeros reais
em dois conjuntos disjuntos: os racionais e os irracionais. Além dessa classificacdo, existe uma
outra, em numeros algébricos e transcendentes.

Questbes envolvendo a natureza transcendental dos numeros fascinam 0s
matematicos desde meados do século X V111, tornando-se uma area central da teoria dos nimeros.
“As vezes, essas teorias ndo resolviam um problema original, mas elas passavam a ser ferramentas
basicas na investigacao de outras questdes” (FIGUEIREDO).

Os numeros algébricos sdo identificados com certa facilidade: racionais, somas e
produtos de raizes de nimeros racionais e a unidade imaginaria séo exemplos, mas o que tornou
esse estudo tdo misterioso e desafiador era a incapacidade de exibir exemplos ou algum tipo de
classificacdo para 0s nimeros transcendentes.

Em 1874, Georg Cantor (1845-1918) provou que o conjunto dos nimeros algebricos
é enumeravel, o que foi surpreendente: a enumerabilidade deste conjunto implicaria a existéncia
de uma “quantidade” infinitamente maior de transcendentes do que algébricos, muito embora se
conhecessem pouquissimos exemplos. Consoante a Marques (2013), “esta teoria vive um grande
paradoxo, se quase todos 0s numeros sao transcendentes, porque demonstrar a transcendéncia de
um numero €, em geral, uma tarefa tdo complicada™?

Grandes matematicos deram suas contribuicdes a esta linha de pesquisa, como
Cantor, Hilbert e Euler, mas o primeiro nimero a ter sua transcendéncia demonstrada foi dado
em 1851 pelas méos do francés Joseph Liouville (1809-1882) que passou a ser chamado
de constante de Liouville em sua homenagem.

Em 1873 que Charles Hermite (1822-1901) provou que o Numero de Euler é
transcendente.

Aproximadamente uma década apds esta célebre constatacdo, o alem&o Ferdinand
von Lindemann (1852-1939) publicou uma bela e “simples” demonstragdo que Pi era
transcendente. Alexander Gelfond, em 1934, e Theodor Schneider, em 1935, resolveram
independentemente o famoso 7° problema de Hilbert proposto em 1900 sobre a transcendéncia
de nimeros como "O teorema de Gelfon Schneider (como ficou conhecido), definiu a natureza
algebrica da potenciacao de numeros, estabelecendo uma larga classe de nimeros transcendentes.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_n%C3%BAmeros
https://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_alg%C3%A9bricos
https://pt.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor
https://pt.wikipedia.org/wiki/Enumer%C3%A1vel
https://pt.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert
https://pt.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://pt.wikipedia.org/wiki/Joseph_Liouville
https://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_de_Liouville
https://pt.wikipedia.org/wiki/Charles_Hermite
https://pt.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_von_Lindemann
https://pt.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_von_Lindemann
https://pt.wikipedia.org/wiki/Alexander_Gelfond
https://pt.wikipedia.org/wiki/Theodor_Schneider
https://pt.wikipedia.org/wiki/S%C3%A9timo_problema_de_Hilbert
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Definicio 4.1 Se um numero real x satisfizer uma equacdo da forma

a, +a,x+a,x’ +...+a x" =0, com coeficientes inteiros, dizemos que este niumero é algébrico.

Sobre a definicdo acima, duas observacGes devem ser feitas. Tendo em vista
resultados posteriores, sempre que tomarmos um polinémio para o qual um namero « € raiz,
suporemos o polindmio de menor grau possivel para o qual isso ocorre. A outra observacado é
que, se dividirmos todos os termos da equacdo pelo coeficiente dominante, teremos x
satisfazendo agora uma equagdo com coeficientes racionais. Assim, uma definicdo equivalente

seria “Se um numero real x satisfizer uma equacéo da forma a, +ax+a,x* +...+x" =0, com

’

coeficientes racionais, dizemos que este numero é algébrico”.
A maioria dos numeros encontrados na algebra elementar podem ser imaginados

como solucdes para equagdes simples; mais especificamente, sdo numeros algebricos. Por
exemplo, os nimeros —1, 2/3 e v/2 sdo solugdes, respectivamente, das equacdes polinomiais  x
+1=0,3x-2=0ex?-2=0. 0 ndmero i =+/—1 também pertence a esse grupo, visto que ele

satisfaz a equacéo x? + 1 = 0; entretanto, vamos restringir nossa discussdo aos nimeros reais.

. . 3
Até mesmo um numero de “aparéncia” complicada como /(1 —+/2) pertence a

essa classe, ja que ele satisfaz a equacdo x® — 2x3— 1 = 0, como se pode constatar facilmente.
Claramente todo numero racional a/b é algébrico, ja que ele satisfaz a equacéo
bx —a = 0. Assim, se um ndmero ndo for algébrico, deve ser irracional. A reciproca dessa

afirmacdo, contudo, ndo € verdadeira; um namero irracional pode ser algébrico, como mostra o

exemplo de /2. Surge agora uma questdo importante: existirio nGmeros irracionais nio
algébricos? Por volta do inicio do século XIX os matematicos comecaram a suspeitar que a
resposta fosse sim, mas nenhum numero desse tipo tinha sido encontrado. Parecia que um
ntmero ndo algébrico, se fosse encontrado, seria uma singularidade.

Foi em 1844 que o matematico francés Joseph Liouville (1809-1882) provou que
0s numeros ndo algébricos de fato existiam. Sua prova, embora ndo fosse simples, permitiu

que ele produzisse varios exemplos de tais ndmeros. Um dos exemplos, conhecido como

, . - , 1 1 1 1 . ~ . ,
nimero de Liouville, ¢ —+—+—7+—++, cuja expansdao decimal é
101. 102. 103. 104-.

0,11000100000000000000000100... onde os blocos cada vez maiores de zeros sdo devidos a
presenca de n! no expoente do denominador do numero de Liouville, o que faz com que os termos
diminuam de um modo extremamente rapido. Outro exemplo € 0,12345678910111213..., em que
os digitos sdo 0s numeros naturais em ordem. Um numero real ndo algébrico é chamado de

transcendente. Ndo ha nada de mistico nessa palavra, ela indica apenas que esses numeros
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transcendem, ou seja, vdo além no reino dos numeros algébricos. A seguir definimos de forma

mais precisa nimeros transcendentes.

Definicdo 4.2 Todo ndmero real que ndo € raiz de nenhuma equacdo da forma

a, +a,x+a,x* +...+a x" =0, com coeficientes inteiros é transcendente.

Em contraste com 0s nUmeros irracionais, cuja descoberta surgiu de um problema
comum na geometria, os numeros transcendentes foram “criados” especificamente com o
propdsito de demonstrar que tais numeros existiam.

Nosso objetivo nesse capitulo serd demonstrar algumas caracteristicas importantes

do conjunto dos nimeros algébricos.

4.2 Caracterizacdo dos numeros algébricos e transcendentes

Proposicao 4.1 O conjunto dos algébricos é denso em R.
Demonstracéao:
Basta observar que o conjunto dos nimeros algébricos contém todos os racionais e,
como os racionais sdo densos em R, conclui-se trivialmente que os algébricos sdo densos.
Nosso objetivo agora serd demonstrar a enumerabilidade dos nimeros algébricos,
para isso, vamos considerar, sem demonstracdo, o teorema fundamental da algebra que afirma:
Todo polinémio ndo constante de grau n, com coeficientes complexos, tem n raizes complexas.

Precisaremos também da seguinte proposi¢éo:

Proposi¢éo 4.2 Uma reunido enumeravel de conjuntos finitos € enumeravel
Demonstracao:

No capitulo Il demonstramos que uma reunido enumeravel de conjuntos
enumeraveis é enumeravel. Como todo conjunto finito é enumeréavel temos, portanto, um caso

particular da Proposicéo 2.10.

Teorema 4.1 O conjunto dos nimeros algébricos € enumeravel.
Demonstracéao:

Considere um polindmio com coeficientes inteiros

p(x) =a, +aX+a,x’ +...+a,x".
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VVamos definir altura do polinémio como sendo o numero natural
h(P)=a,[+|a|+|a,|+.|a, [+n-1.

Pelo teorema fundamental da &lgebra, para cada polinémio de grau n, teremos no
maximo n raizes complexas. Eventualmente todas, algumas ou nenhuma podem ser reais.

Reciprocamente, para cada altura h teremos um numero finito de polinémios. Seja
@ (h) esse nimero. Assim teremos: ¢ (1) = 2,¢(2) =8, ....

Mais precisamente,

(1) =# {p1(x) = x,pa(x) = —x}

e2) =#{p1(x) =x+Lp,(x) =x—1L,p3(x) = —x + L,ps(x) = —x — 1,

ps(x) = x?,pe(x) = —x?,p7(x) = 2x,pg(x) = —2x}

e assim por diante.

Temos, portanto, que as raizes de todos os polinémios com uma dada altura formam
um conjunto finito e como podemos enumerar todas essas alturas, segue da Proposicao 4.2 que
0 conjunto A de todos 0s nimeros algébricos reais € enumeravel.

Corolério 4.1 Existem nimeros transcendentes e estes sdo ndo enumeraveis.
Demonstracao:

Como o conjunto R é ndo enumeravel (Proposicdo 2.11, Cap. Il) e 0 conjunto A é
enumeravel, segue que existe um conjunto 77 = R\ A ndo enumeravel, pois R = A U (R\A).

De fato, se T fosse enumeravel teriamos que R também o era, contrariando a
Proposicdo 2.11 de que R é ndo enumeravel.

O objetivo do nosso préximo teorema é demonstrar que os algébricos formam um
corpo, para isso, vamos necessitar de alguns resultados da algebra linear.

Consideraremos, a partir de agora, V como sendo espago vetorial sobre o corpo dos
racionais.

Sejam V um espaco vetorial e S = {v,,v,, ... ,v,} C V.

Consideramos a equagao a,v; + a;v, + -+ apvy, = 0.

Sabemos que essa equacdo admite pelo menos uma solugdo:
a; =0, a, =0,..., a, = 0, chamada solucéo trivial.

Definicédo 4.3

(1) O subconjunto S diz-se linearmente independente (LI) se admite apenas a
solucéo trivial.

(2) Se existirem solugBes néo triviais, isto é, soluges com alguns a; # 0, diz-se
que o conjunto S é linearmente dependente (LD).
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Defini¢do 4.4 Um subconjunto B = {vi, V2, ..., Vn} € V é uma base do espaco vetorial V se:
i)BéLlI
i) B geraV

A dimenséo de um espaco vetorial V é a cardinalidade de qualquer base de V.

Seja V um espaco vetorial tal que dimV = n. Se S é um subespaco de V, entéo
dim S< n. No caso de dimS = n, tem-se S = V. Assim, podemos estabelecer a seguinte

proposicéo.

Proposicao 4.3 Se V é um espaco vetorial de dimensdo n, entdo qualquer subconjunto de V
com mais de n vetores é linearmente dependente (LD).
Demonstracao:

Seja B = {v, v, ..., Va} uma base de um espaco vetorial V e B’= {w1, Wz, ... , Wm}
um conjunto qualquer de m vetores de V, com m > n. Pretende-se mostrar que B’ é LD. Para
tanto, basta mostrar que existem escalares X1, Xz, ... , Xm Ndo todos nulos tais que:

XIW1 + XoW2 + . + Xm W =0 (1)

Como B é uma base de V, cada vetor w; pertencente a B’ € uma combinag&o linear
dos vetores de B, isto é, existem numeros ai, /i, ... , i, tais que:

W1 = a1V1 + ooV + ... + onVn

W2 = fivi + Vo + ... + faVa 2

Wm = O1V1 + %V2 + ... + OhVn

Substituindo as relagdes (2) em (1), obtemos
X1 (V1 + V2 + ... + anVn) +

X2 (w1 + vz + ...+ Bavn) +

Xm (V1 + V2 + ... + Svn) =0

Ordenando os termos convenientemente:
(cax1 + Pixe + ... + OXm) Vi +

(X1 + foxo2 + ... + OXm) V2 +

(anX]_ + IBnXZ + ...+ &Xm) Vph = 0
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Tendo em vista que vi, Vo, ..., Vo S80 LI, 0s coeficientes dessa combinacao linear
sdo nulos, ou seja:
X1+ o+ ...+ oXm =0

X1+ [oXo + ... + OXm) =0

onX1 + foXe + ...+ onXm =0

Esse sistema linear homogéneo possui m variaveis X, X, ..., Xm € N equagdes. Como
m > n, existem solugdes ndo triviais, isto &, existe xj# 0. Logo B’ = {w1, Wo, ... , Wn} € LD.

Vamos agora demonstrar que A forma um corpo.

Teorema 4.2 A forma um corpo.
Demonstracao:
Precisamos demonstrar as seguintes propriedades:
(i) a,pEA=atBEA
(ia,pEA=a-PEA
(ila€EA=-a€A

(iv)aeA,a¢O=%€A

Demonstracéao de (iii):
Se « € algébrico entdo ele é raiz de uma equacdo com coeficientes inteiros do tipo
ao + aiX + axx? + ... + apax" + anx" = 0.

Portanto —« é raiz da equacgdo ap — aix + axx? — ... +(=1)"tap_1x"1+(-1)"ax" = 0.

Demonstracéo de (iv):

Se a satisfaz a equacdo ap + aix + axx? + ... + apax" 1+ ax"=0 e a # 0, entdo
% satisfaz a equacdo apX" + aix™ + ... + apax + an=0.

De fato temos, ap+aia + a2c? +...+ an1d™+ ana" = 0.

Multiplicando por % obtemos,

1 1 1 1 1 , L
aO?-FalF'i'azW'i‘...'Fan_l;ﬁ‘an Zy(ao +310{+a2a +...+an_la +an0[ ):
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1
= _n . O = O .
o
Para as demonstracdes de (i) e (ii) vamos considerar 0os numeros algébricos como
raizes de polinbmios com coeficientes racionais, além disso, suporemos o polindmio de menor

grau para o qual isso ocorre.

Demonstracéo de (i):

Considere os polindmios p1 e p2 com coeficientes racionais obtidos a partir da
divisdo pelo coeficiente do termo de maior grau.

P1(X) = ap + aix + axx? + ... + A X"t + X"

P2(X) = bo + bax + box2 + ... + by gx™ L + x™

Sejam a e B algébricos, raizes das equacbes polinomiais p1 = 0 e p2 = 0,

respectivamente assim:

a"+aa"t+ ot aat taatag =0 e (3.10)
B + by 18™ 1 + -+ b, B% + by + by = 0 (3.11)
ou seja,

a=-ap_1a" - —a,a? —aa—ag e (3.12)
B" = bpaf™ 1 — .. — b2 — b, — by (3.13)

isto é, a" estd expresso como uma combinacdo linear de 1, «,..., a™*, usando
coeficientes racionais e ™ como combinacéo linear de 1, 3, ..., ™. Multiplicando (3.10) por
a e substituindo-se 0 a™ obtido na expressdo pelo seu valor dado em (3.12), obtemos a™*?
expresso ainda como combinagéo linear de 1, a, ..., ™! usando coeficientes racionais. E assim
sucessivamente todas as poténcias o/ para j > n, sdo expressas como combinagdes lineares de
1, a, ..., a™ 1, usando-se coeficientes racionais.

O mesmo se conclui para 8%, para k > m como combinacdes linearesde 1, 8, ..., ™ 1.

Nosso objetivo agora sera mostrar que a + f satisfaz uma equacao polinomial de
grau mn com coeficientes racionais, implicando entdo que a + 8 seja algébrico.

Consideremos 0s m-n + 1 ndmeros 1, + B, (a + B)?, ..., (a + B)™" e 0 espago
vetorial sobre Q gerado pelos elementos B = {1, a, 8, a?, 5%, af, ...,a™ 1 ™1}

Como B é um conjunto de geradores de m-n elementos, entdo possui uma base com
cardinalidade menor ou igual a m-n. Entdo a dimensdo deste espaco € menor ou igual a mn,
logo, 0s m-n + 1 numeros acima sdo L.D. Portanto, existem racionais (ro, ... , fmn) Nem todos

nulos, tais que 7o +1y(a + B) + rp(a + B> + -+ + 1y (a + ™ = 0.
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O que mostra que a + f satisfaz uma equacdo polinomial de grau < mn.

Demonstracéo de (ii):

Utilizamos 0 mesmo raciocinio da demonstragdo de (i). No entanto consideramos
agora os m-n + 1 nimeros 1, aB, (af)?, ..., (aB)™™.

Seguindo o mesmo argumento de (i), pela Proposi¢do 3.3, 0s wis sdo os m-n + 1
nameros 1, apB, (aBf)?, ..., (@B)™™ e 0s vis sd0 0s m-n numeros a’B¥. Assim, existem
(So» S1, --» Smn) Facionais, nem todos nulos, tais que
so + s1(aB) + sx(@B)? + -+ + sy (af)™ = 0.

O que mostra que af € raiz de uma equacao polinomial de grau < m-n.
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5 ALGUNS NUMEROS TRANSCENDENTES: e e .
5.1 A transcendéncia do niumero e

No capitulo 1, demonstramos a irracionalidade do nimero e bem como o
caracterizamos de diferentes formas. Nosso objetivo, nesse capitulo, serd demonstrar a
transcendéncia do nimero e.

Inicialmente vamos considerar um polinémio F(x) definido como a soma de um

polindmio P(x) de grau r com suas respectivas derivadas.

Proposicdo 5.1 Seja a fungdo F(x)=P(x)+P’(X)+...+P®(x), em que P(x) ¢ um polindmio de
grau r e P™(x) representa a derivada de ordem r de P(x). Entao, % (e™*F(x)) =-e *P(x).
Demonstracgao:

Temos e *F(x) = e *P(x) + e *P'® 4 ... 4+ e~ *P()(x). Entio,

i (e™*F(x)) =—e*P(x) + e™P'(x) —e *P'(x) + e *P"(x) —e™™P"(x) ...

+e*PM(x) — e *PM(x) + e *Pr+1(x),

como P+ (x) = 0, pois P(x) tem grau r, temos ;—x (e *F(x)) =-e~*P(x).

Proposicéo 5.2 Temos que, F (k) — e*¥F(0) = —ke*(1=9)P(k@,,), para todo k > 0, onde 6, é
um ndmero entre O e 1.
Demonstracgéo:
Uma vez que 0 < 6,< 1, vamos aplicar o Teorema do Valor Médio a funcdo e ™ F (x).
Temos entao:
e “F(k)—e™°F(0) _d
k—0 dx
e ®F(k) — F(0) = —ke *%xp(k6,) =
F(k) — e*F(0) = —ke*1-0p(k@,),

sendo que na segunda linha usamos a proposigéo 4.1.

(e 0kF (k81)) =

Devido a importancia dessa expressdo para a demonstracdo, vamos definir a

constante do segundo membro como:

Definicd0 5.1 &, = —ke*(=0p(k0,).
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A fim de generalizarmos resultados posteriores, precisaremos de um importante

r
resultado sobre o polindmio Q(x) = ZajxJ que sera exposto na seguinte proposicao.
j=0

Proposi¢ao 5.3 Seja Q(X) Za x! um polindmio com coeficientes inteiros e seja p < r um inteiro
j=0

primo. Entao:

M) Q") = Z( Sax s

(ii) 1)' QW (x),p < i, é um polinémio com coeficientes inteiros divisiveis por p.
Demonstracao:

Temos que Q(x) ZaxJ a, +axX+..+ax".

Entéo,
QY(X)=a, +2a,x+...+rax™
@ (x) = 2a, +6a,x+...+r(r-1)ax"
Q¥ (x) =6a, +24a,x+..+r(r-1)(r-2)a x>

3 4 rl ,
= +o X"
TR TR -3
Logo, QV(x) = L a, +%ai+1x + (‘+2)'al+2x +ot 1)lar x"71, ou seja,

. ool
QY (x) = Z LIPS ,1 <1 0 que prova a primeira parte.

= (j—1)! :
Quanto a segunda, observemos que os coeficientes de Q(l) (x) serdo da forma

j 1
g-o! " (p-1!

Temosp <i,pfixoej=i,..,r.

—=aj, onde a; é inteiro.

No primeiro coeficiente, temos j =i e, consequentemente,

jro 1 ji-D.p-D!
INCE (»— 1) =/G-0-p

No segundo coeficiente, temos j = i+1, portanto,

j 1 _jG=D.pp-D!_
-0 (- D!

No terceiro coeficiente, temos j = i+2, portanto,

=jG—-1)..p.
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j o1 ji=-D.pp-1! jG-1D..p
20 -1 21(p-1! 2

Observemos que o numerador tem j- (p-1) = j-p +1 fatores. Como
i+2>p+2,temos j=>p+2, 0u Seja, j—p =2, 0 que implica j —p +1 > 3. Assim,
podemos concluir que o numerador terd pelo menos 3 fatores, logo é divisivel por 2 e por p.

No quarto coeficiente, temos j = i + 3, portanto,

j L1 _jG=D.p-D!_jG-1).p

31" (p — 1! 3.2.1(p — 1)! 31

e, nesse caso, 0 numerador terd pelo menos 4 fatores, logo é divisivel por 6 e por p.

Generalizando, teremosparaj =i + k, k € Z,

jo 1 ji=D.p-D!_ jG-1.p
k!'"(p—1)! k! (p —1)! B k! ’

sendo que o numerador tem pelo menos k + 1 fatores, ou seja,
J—pt+1zk+1 >
j—k+1=p+1.

Dessa forma,
Jjt 1 JG-1D) .. (-k+ DG —k)..p
k!'"(p—1)! k!
_JG=-D..G-k+D) G-K)!
ol = k)'(] k)..p
k,(] k),(] k)..p
~()y-0p

j , N (] _(I(

sendo (k) um ndmero binomial, o que implica (k) €7, ou seja, (k)(’ —k)..p€ET e,
.' 1 7 = - s - - l (|) ~

portanto — D)1 € Z e é divisivel por p. Dessa forma, os coeficientes de —|Q (x) sdo

todos inteiros divisiveis por p.
Definiremos agora o polindbmio P(x), da proposi¢éo 4.1, como sendo
- 1 4
Definicdo 5.2 P(x)=———x"~(1-x)"...(n—x)".
(p-D!
Diante dessa definicdo, podemos estabelecer importantes propriedades expressadas
na seguinte proposicao e nos corolarios que seguem.
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Proposicdo 5.4 O polinbmio P(x) = X" (1-x)"...(n—x)", sendo p um niimero primo tal

(p-1!

quep >ne€eZ e p > cy, pode ser escrito na forma

(n I) P p-1 bl p bnp np+p-1
P(x) = XP+ XP+..+———X , sendo by,...,bnp constantes.
(p-D! (p-D! (p-1)!
Demonstracao:
Temos: P(x) = 1 X" A-x)"...(n—x)".

(p-D!
Facamos H(x) = (1 — x)(2 — X)...(n — x) e observamos que H(x) € da forma
ax"+a, _x""+..+ax+nlsendo a,...,a, constantes e consequentemente, teremos
[H(®)]* =b,,x™ +b, ;X" +...+bx+(n!)", sendo by,...by constantes.

Voltando a P(x), temos,

xP ;

P(X)Z(p_l)![H(x)] =

P = et o B e, ()
(p-D! (p-D'"  (p-D)!

ou seja,

P9 = M0ty By Ty sendo by,....onp cONStantes.
(p-1)! (p-1)! (p-1)!

Corolario 5.1 Nas condicdes da Proposicdo 4.4, temos P® (k) =0;k =1,...,n; sendo i < p.
Demonstracao:

Basta observar que 1, ..., n sdo raizes de multiplicidade p do polinémio P. Como o
grau de P é maior que p (Proposigdo 4.4), temos que 1, ..., n sdo raizes das derivadas de ordens
menores que p.

De fato: P(x) = (k — x)P g(x),

sendo g(x) = XPTA=%)P...(k=1-X)"(k +1-X)"...(n—x)".

(p-1)!
Logo: P'(x) =—p(k—x)*"g(x)+(k —x)"g'(x)

= (k=x)"*(=pg(x) + (k =x)g(x))
= (k=x)""g,(x),

sendo g,(x) =—pg(x) +(k =x)g '(x).



47

Generalizando, teremos: P® (x) = (k —x)"" g, (x), que € tal que

PO (k)=0;k =1,...,n; sendo i < p.

Corolario 5.2 Nas condigdes da Proposicdo 4.4, P®*™(0) = (n!)” e PP (0)=0,i< p—1.
Demonstracao:

12 Parte: P*™(0) = (n!)".

De P(x) :ﬂxp‘%pr +.., temos PC®D(x)=(nNP +bpx+... e,

(p-D! (p-1!

assim, o Unico termo que nao é fatorado por x é (n!)". Dai, ao aplicarmos x = 0, esse é 0 Unico
termo que nédo se anulara.

22 Parte: P (0)=0,i < p-1.

Nesse caso, qualquer i < p—1 serd menor que 0 menor expoente de X em P, 0 que
fara com que todos os termos do polindmio P®(x)estejam fatorados por x e,

consequentemente, se tornem nulos ao aplicarmos x = 0.
A partir de agora vamos supor que e seja algébrico, ou seja, é raiz de uma equagdo
polinomial com coeficientes inteiros e de menor grau possivel (tomaremos também co > 0).

Assim,
ce"+c, et +..+ce+c,=0. (5.2)

Nosso objetivo agora é chegar a alguma contradicdo com essa hipétese.

Proposicao 5.5 Se e € algébrico, satisfazendo a equacdo (5.1), entao
c,F(O0)+cF@)+..+c,F(n)=cg +...+C.5,.
Demonstracao:

Da Proposicéo 4.2, temos:

F) =-e“?P(6)+eF(0) = g +eF (0)

F(2) =—-2e*“%'P(20,) +e°F(0) = &, +e*F (0)

F(n)=-—ne"“*P(ng,)+e"F(0) = &, +e"F(0).
Entéo,
c,F(0)+cF@)+...+c,F(n)=c,F(0)+ce +ceF(0)+..+c.&, +c,e"F(0)

=c,FO)+cF@®+..+c F(n)=ce +...+C,&,, (5.2)
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Devido a hipdtese assumida acima que e satisfaz (5.1).

Nosso objetivo agora sera demonstrar que para um determinado polinémio P(x) o
lado esquerdo dessa igualdade € um inteiro ndo divisivel por um primo p enquanto o lado direito
pode se tornar menor que 1, em valor absoluto, para um primo p suficientemente grande. O que

nos dara um absurdo.

Proposicdo 5.6 Seja F(x) =P(x) + P'(x) + -+ P*P=U(x), conforme definido na
Proposi¢éo 4.1, entdo F(k), para k=1,..., n, ¢ um inteiro divisivel por p e F(0) € um inteiro ndo

divisivel por p. O polinémio P(x) é o da definicdo 5.2.

Demonstracéao:

Vamos considerar 0s seguintes fatos:

1.P(k) =0,k =1,..,n pois P(x) = (pil)lxp_l(l —x)?...(n — x)P.

2. Do Coroléario 4.1, temos que PP (k) = 0;i < p.

L_0W(x), sendo Q®(x) definido de

(p-1!

acordo com a Proposicdo 4.3 (para ver isso, basta derivar P na forma nédo fatorada, conforme

3. Todo P (x) pode ser escrito na forma

Proposicéo 4.4. Dai, P (k), para i > p é um inteiro divisivel por p.

Portanto, F(k) fica resumida ao somatério dos P (k), onde i > p, os quais sdo
inteiros e divisiveis por p.

Para F(0) consideramos também que:

4.P(0)=0.

5. Do Corolario 4,2, temos que P®~1(0) = (n!)? e PD(0) = 0,i < p — 1.

6. (n!)P ndo e divisivel por p pois p € primo e p > n = n ndo é divisivel por p =n!
ndo é divisivel por p = (n!)P também ndo é divisivel por p.

Portanto, F(0) é um somatdrio de nimeros inteiros, em que um dos termos que
(P®~1(0) = (n!)P) nio é divisivel por p e os demais sdo divisivel por p. Logo F(0) é um
inteiro ndo divisivel por p.

Considerando a igualdade 4.2 da Proposicédo 4.5, podemos estabelecer o seguinte

corolério.

Corolario 5.3 O namero coF(0) + c1F(1) + ... + cnF(n) € um nimero néo divisivel por p, sendo

0<co<p.
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Demonstracéo:

Como p > co, entéo co ndo é divisivel por p, e da Proposicéo 5.6, temos que F(0)
também ndo é divisivel por p. Portanto, coF(0) néo é divisivel por p, pois p é primo.

Se supusermos que p divide coF(0) + ciF(1) + ... + caF(n), entdo p dividira todos
0s termos do somatorio, o que ndo é verdade, pois coF(0) ndo € divisivel por p. Logo, p ndo
divide coF(0) + c1F(1) + ... + caF(n).

Para as duas proximas proposic¢oes, utilizaremos a constante da definicdo 5.1.

e"nP(n)P

oD Sendo ¢, da Definicédo 5.1,

Proposicdo 5.7 Para k < n inteiro positivo, |&| <
calculado para o polinémio P(x) da Proposigéo 5.5.

Demonstracéo:

1
(-1

sendo 0 < 0, < 1e k < n.Dai,
lex|(p — 1! = |ke*O=00P=19P7 (1 — kG, )P ... (n — k) )P|.
Com0<6,<1=j—kb;<j;j=1,..,n Entdo,
lex|(p — D! < |kPek(1=61) (9,)P=11P2P  nP|
aindade 0< 6, <1=k(1-6,) <k. Dai
lexl(p — D! < [kPe* (6,07~ (n))P|
emaisumavez,de 0 < 0, < 1,
leel(p — D! < [kPe (1)P~H(nNP|.

&, = —kek(1-0k) (k0,)P~1(1 — kO))P ... (n — kB,,)?,

. |kPek (nDP| ~ nPem (n!)P
Assim, |g,| < oy Como k < n, entdo |g| < oD
Pe™ (n)P
Portanto, <27
lex| < (r—1)!

Proposicdo 5.8 Existe p primo tal que |c;&; + -+ + ¢, < 1, sendo &4, ..., &, da Proposigdo

anterior.

Demonstracéo:
Temos [cie1 + -+ + cpepn| < lcygq| + -+ |cpenl = leqller] + -+ leullenl.
Como & ]| < en(ri—(g?p entdo

e™P(m)P _ cnPe™(n)P
lcier + -+ cpenl < (eq| + -+ [cn]) oD - oo

sendo C = |cq| + -+ + |cpl-
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- - - —p " ; P
Vamos mostrar gue existe p primo, suficientemente grande, tal que Cn(pe_i;l)
cnPe™(nHP

(-1

xp+1> __ CnPtlen(nnptl (p-1)! _ cnPne™(DP(n)(p-1)! _ nln

Para isso, vamos fazer x,, = e mostrar que essa sequéncia converge para 0.

Tomemos( [(p+1)-1]! “cnPerm)P  p(p-1)ICnPen(nl)P p '

Xp

lim (x L - .
Logo —2+1) =2 = 0. Portanto, a série Y X, converge, ou seja, a
P — 0\ xp 14 — p

sequéncia do termo geral x;, converge para 0. Assim, para um primo p suficientemente grande,

cnPem(n!)P

teremos x, = —-— =

<1=|cie1 + -+ cpenl <1

Teorema 5.1 e é transcendente.

Demonstracéo:

Consideremos 0s seguintes resultados:
(1) Da Proposi¢do 5.5, temos ¢y F(0) + ¢1F(1) + -+ + ¢, F(n) = c1&1 + -+ + cpén.
(2) Do Corolario 5.3, temos que ¢y F(0) + ¢, F(1) + -+ + ¢, F(n) é um inteiro ndo divisivel por

p.

(3) Da Proposigdo 5.8, temos que para algum primo p, |c,&; + -+ + cp&,| < 1.

Chegamos, assim, a uma contradigao! Por (1), [coF(0) + ¢, F(1) + -+ + c,F(n)| é
um inteiro menor que um, ou seja, zero. Por (2), temos que esse inteiro nao é divisivel por p.
Logo, ndo pode ser zero!

Essa contradicéo surgiu do fato de termos admitido que e fosse algébrico, ou seja,
que poderia ser raiz de uma equacdo polinomial com coeficientes inteiros. Logo, e nao €

algébrico, sendo, portanto, transcendente.
5.2 A TRANSCENDENCIA DO NUMERO =

Para mostrar a transcendéncia de = precisamos de determinados resultados sobre
Anélise Complexa.

O primeiro trata-se do Teorema da Desigualdade do Valor Médio, para isso explo-
ramos o Teorema do Valor Médio para numeros reais, a saber, seja f: [a, b] — R uma funcéo
real continua definida em um intervalo fechado [a, b], a,b e R. Suponha que a derivada f'(x)

existe para todo x no intervalo aberto (a, b). Entdo existe Acom 0 < A < 1tal que

f®)-f(a) = ((-af(a+ ik - a).
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Para obter um teorema de valor médio para fungdes complexas, utilizaremos algo
sobre funcdes de duas variaveis. Representamos por C o conjunto dos nimeros complexos, isto
é, nimeros da forma z = x + iy, onde x,y e R. Uma fungdo f : C — C tem derivada no
ponto z se o limite abaixo existe

£'(2) = lim f—(”zz‘)z—f @ (5.1)

Zy -0

Onde z, € C, e f'(z) é chamada a derivada de f no ponto z. Se uma funcédo f tiver derivadas
em todos os pontos de C, entdo dizemos que ela é analitica em C. Sejam u(x,y) e v(x,y) as

partes real e imaginaria de f(2), isto €,
f(2) =ulx,y)+iv(x,y),emque z = x + iy. (5.2)

Suponhamos que f(z) seja analitica em C e calculemos a derivada (5.1) usando

valores reais para zy, zo = h

f(2) = hli_r)no u(x+h,y})l—u(x,y) + ihli—n}O v(x+h,y})l—v(x.y)
ou seja
f'(z) =ux(x,y) + ivx(x,y). (5.3)
(u, representa a derivada de u(x,y) com relacdo a primeira variavel, e u, com relagcdo a
segunda).
A seguir calculemos a derivada (5.1) usando valores imaginarios puros para
Zg, Zo = ik:
F(z) = kli_n:LO u(x,y+lzi—u(x,y) iy kli_r)no vOc,yH;i—V(x,y)
ou seja
@) = —iuy(x,y) + vy(x, ). (5.4)

Identificando (5.3) e (5.4) obtemos as equagdes de Cauchy-Riemann
U (6,y) = vy(x,y), uy(x,y) =- ve(x,¥),
para qualquer z = x + iyemC.
Resumindo-se: se f for analitica em C, entdo as equag¢fes de Cauchy-Riemann
valem em qualquer pontode C. Se f : € — C for uma funcdo analiticaem C e se z, e z; forem

numeros complexos, ndo é verdade, em geral, que exista 4,0 < A < 1, tal que

f@z2)-f(z1) = (22~ 21) f (21 + A2z - 21)). (5.5)
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Como podemos ver através de um contra-exemplo. Seja P(z) = (z%- 2z +
2)(z> + 2z + 2) cujas raizes sd0 z; = 1+ i, 2z, = 1-1i,2z3 =-1+1, z4 =
- 1 - i; aplicando (4.5) aos pares de pontos (z4, z,), (22, 23), (23, 2z4), ( 24, 1), concluimos que
P’(2) teria 4 raizes distintas. Isso, porém, contraria o teorema fundamental da algebra que diz que
um polindmio de grau 3 tem exatamente 3 raizes complexas. Portanto, temos de abrir méo da

igualdade no teorema do valor médio, e assim teremos:

Teorema 5.2 Seja f : C — C uma funcdo analitica e sejam z,, z, € C. Entdo:
If (z2) = f (2| < 2|z, - Z1|5uP{|f'(Z1 + Az, - Z1))|: 0 <A< 1} (5.6)

onde |z| representa 0 mddulo de complexo z = x + iy,istoé, |z| = + /x? + y2.
Demonstracéao:

Primeiramente, demonstraremos que

| (20) T (0) | < 2|zo| sup{l /'(Az0) | :0 <A <1} (5.7)

Isso feito, (4.6) segue-se facilmente pela aplicacdo de (4.7) a funcdo g(z) =f (z + z1)
e ao ponto zg = o — z1. Sejam u e v as partes real e imaginaria de f (z). Dado zg = xg + iyp, defina
asfuncbesp: R — R e Y : R — R pelas expressoes
¢ (D) = u(Axo, 1yo)
P (D) = v(Axp, 1Y)
Aplicando o teorema do valor médio as func@es reais ¢ e Y obtemos
d(1) — ¢(0) =¢p'(11),0 <A, < 1, (5.8)
Y1) — Y0)=vY'(1,),0 <1, < 1 (5.9)
Para calcular as derivadas de ¢ e iy, usamos o teorema de derivacdo das funcdes
compostas e obtemos de (5.8) e (5.9)
u(xg,¥0) — u(0,0) = u,(A1x9, 11y0) X + uy, (A1X0, 11Y0) Yo,
v(x9,y0) — v(0,0) = v, (A2x0, A250) %0 + vy, (A2X0, 42Y0) Y0,
e dai
f(zo)— 1(0) =u, (A X5, 4 ¥o) X% +U, (4 X, 4 Yo) Vo + KV, (A %o, 4, Y0) X +V, (A %o, 4, Yo) Yo
(5.10)

Agora usaremos a desigualdade

lzl<|x[+]yl
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da qual segue o médulo de um nimero complexo z = x + iy é menor ou igual que a soma dos

valores absolutos de sua parte real e imaginéria, bem como a desigualdade de Cauchy-Schwarz

|ah +a,b, < \[aZ +aZ \[b? +b?,

onde a1, a2, by, b2 sdo ndmeros reais quaisquer. Utilizando essas duas desigualdades em (5.10)

obtemos
| £ (20) = F(O) 1< \Ju? (A, A1Yo) + U2 (A%, AYo)\ G + V5 (5.11)
+ WV (AoXor o Yo) +V2 (A% A o) X + 6

Em virtude de (5.4) e (5.5) e das equacdes de Cauchy-Riemann, os radicais em (5.11),
envolvendo u e v sdo precisamente 0 mddulo de /” calculado em certos pontos, isto é,
| £(20) = FO) IS T (4zp) 1 2o [+] T(420) [ 7, |
de onde segue (5.7) imediatamente. E, assim, o teorema 5.2 fica demonstrado.
Agora sim, estamos preparados para demonstrar a transcendéncia de 7. Para tanto,
suponhamos por absurdo que 7 seja um numero algébrico.
Logo, i onde i = v/—1 seria também algébrico como um produto de dois nimeros
algébricos. Entdo i seria raiz de uma equacao polinomial com coeficientes inteiros:
P1(x) =0. (5.12)

Representemos as raizes de (4.12) por «, = ir, a, . a,. Como "™ =— 1, segue que
H(1+ e“)=0. (5.13)
j=1

Se desenvolvermos o produto indicado em (5.13), obteremos uma expressao da

forma: 1 + somatdrio de exponenciais cujos expoentes sdo:

Ky, Ky, oon) Oy (5.14)

o+ o, para todos i < | (5.15)

o+ o+ o, para todosi < j <k (5.16)
o+ o 4 o, (5.17)

Observemos que o nimero de termos em (4.14) é n, em (4.15) é (7)), em (5.16) é

n!

(3), .em @.17)é (%) =1, em que (1) séo os coeficientes binomiais, isto &,() = pe—

para0 <m < n.
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Agora, do fato de «4, ..., «,, satisfazerem uma equacdo polinomial de grau n com

coeficientes inteiros, segue-se que:
7 - ~ - - n - -
(@) os numeros em (5.15) satisfazem uma equacgdo polinomial de grau (2) com coeficientes

inteiros
P2(x) = 0; (5.18)

(b) os nimeros em (5.16) satisfazem uma equacédo polinomial de grau (73‘) com coeficientes

inteiros
P3(x) =0,
e assim sucessivamente.
Logo os nimeros em (5.14) ... (5.17) satisfazem a equacédo polinomial
P1(X) ... Pn(x) =0 (5.19)
com coeficientes inteiros e cujo grau é n + (1) + ... + (I') = 2" - 1. Como alguns dos nimeros

em (5.14) ... (5.17) podem se anular, podemos supor que m deles sejam diferentes de zero e
representemo-los por B4, ..., Bm- L0go, simplificando de (4.19) os fatores da forma x4, para q > 0,
caso haja, (e havera se 2" — 1 > m), obtemos que Sy, ..., B, S80 raizes de uma equacdo na forma
R(x)= cx™+ g x™ 1+ -+ cix+ ¢o = 0, (5.20)
com coeficientes inteiros.
A seqguir, efetuamos o produto de (5.13) e obtemos
k+ efr+4...4efm =0, (5.21)

Considere o polinémio

P() = S5 XTI RGO), (5.22)

onde s =mp —1 e p é um nimero primo a ser escolhido posteriormente. O graude Pé r =s +p.

Seja agora
F(X) = P(X) + P’(X) + ... + PE*P) (x). (5.23)
Segue da proposicdo 5.1 que
%(e‘xF(x)) = —e*P(x). (5.24)

Aplicando o Teorema 5.2 a fungdo f(z) = e ?F(z), temos
e "F(B)-FO)<2| 5| sup{le ""P(45)|:0< A<}, (5.25)
paraj =1, ..., m. Fazendo

g, =2|p;| sup{l e IP(AB):0< A<}, (5.26)
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obtemos de (5.25) que
|F(B,)-¢"FO) <&, (5.27)

Usando (5.21) e a expressdo (5.27) paraj =1, ..., m obtemos
[KF(0)+ > F(B)I<D ¢, (5.28)
j=1 j=1

Mostraremos, agora, que o lado esquerdo de (4.28) € um inteiro ndo nulo, e que o
lado direito, para p conveniente, é menor que 1.

Devemos, entdo, calcular as varias derivadas de P(x) nos pontos 0, B, ..., Bm- O
polinémio P(x) definido em (5.22) é da forma

S

- (p_l)l{c(fx"’1 +bx? +..}.

P(X)

Logo,
P®(0)=0,parai <p—1,e PPV(0) = c5c}. (5.29)
Por outro lado, segue-se diretamente de (5.22) que
POB)=0,i<p,j=1,..,m, (5.30)
uma vez que nas derivadas P®(x), para i< p, a expressdo R(x) & fator comum, e R(B;) = 0.
Para as derivadas de ordem i > p, e de (5.22), concluimos que os coeficientes de
POX), i = p, (5.31)
sdo inteiros divisiveis por pc*®.
Logo, de (5.29) e (5.31) obtemos
F(0) =c’c} + pc’k,, (5.32)
onde ko € um inteiro, cujo valor ndo importa para 0s nossos propdsitos. Para os demais F(S;)
observamos que
D F(8) -2 TP (A)-E 2P (5) 533)

Agora, na expressao

> PO(B;) (5.34)
j=1
para cada i fixado, com p < i <s + p. Por (5.31) o polindmio P® tem coeficientes inteiros
divisiveis por pcs. Além disso, como P tem grau s + p, segue-se que P temgraus +p—i <s,

pois p < i. Logo, a expressao (4.34) pode ser escrita como
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3 PO () =eQU, - ) (5.35)

onde Q(A,..., 3,) € um polindbmio nos S, 'sde grau menor ou igual a s, com coeficientes inteiros.
Veja ainda que Q(A,,..., 5,,) € um polindbmio simétrico nos £, 's com coeficientes inteiros. Logo,
existe um polindbmio G(o,,...,c,,) de grau menor ou igual a s com coeficientes inteiros e onde

oy,,...,0, 580 polinbmios simétricos elementaresem £,,..., ,,, tal que

Q... B,) =G(oy,...,0,). (5.36)
Por outro lado, temos
o,=c'c, ,,0,=c'c _,,...,0, =C"C,. (5.37)

Logo, de (5.35) e (5.37) segue que a expressdo (5.34) é um inteiro divisivel por p.

Voltando a (5.33) concluimos que
D F(B) =pK,, (5.38)
j=L

onde K1 é um inteiro cujo valor € irrelevante para nossos propositos. A seguir, usando (5.32) e
(5.38) obtemos que o lado esquerdo de (5.28) é um inteiro da forma
|kcsc? + pK|, (5.39)

onde K = kyc® + K;. Agora escolhemos um nimero primo p de modo que ele seja maior que k,
C e Co. Portanto, o inteiro (5.39) nédo é divisivel por p, e, consequentemente, € um inteiro ndo
nulo.

Para concluir a demonstracdo, necessitamos fazer a estimativa do termo do lado
direito de (5.28). Seja

M = max(|B]....|5.])-
Logo,
lcP
(p-D!
onde usamos 0< A <1. Seja a seguir
N = max {|R(2)| : |z] < m},

g, < 2Me" sup{| A8, IPY|R(AB,) P:0< A <13, (5.40)

a qual usada em (5.40) fornece

e, <2me™ e _peiys,

(p-1)!

Como o fatorial domina qualquer exponencial, isto e,
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lim A" 0

n—oo n|_ !

. 1
para qualquer A > 0, segue que, para p suficientemente grande, podemos fazer ¢; < 1
m+

Logo,

e < <1, (5.41)
=l m+1
A expressao (5.41) juntamente com o fato que o lado esquerdo de (5.28) € inteiro
ndo nulo resulta em um absurdo. Logo, = é transcendente.

Com este ultimo resultado cumprimos o objetivo deste trabalho.
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6 CONCLUSAO

Para propdsitos de medi¢cdes n6s ndo precisamos dos numeros irracionais, pois
sempre poderemos aproximar o numero irracional através de uma série de aproximagdes
racionais, cuja precisio pode ser tdo boa quanto desejarmos. E o aspecto tedrico dos nlimeros
irracionais que os tornam tdo importantes para a matematica: eles sdo necessarios para
preencher os “buracos” deixados na linha dos nimeros pela existéncia de pontos nao racionais;
e fazem do conjunto de ndmeros reais um sistema completo, um continuum numérico. O
primeiro numero transcendente s6 foi exibido em 1844 por Joseph Liouville embora a teoria
dos numeros transcendentes tenha nascido na Grécia antiga com os trés famosos problemas
gregos de construgdo com régua e compasso: a quadratura de um circulo, a trisseccdo de um
angulo e a duplicacdo de um cubo. O estudo desses problemas recai na construgdo (com régua
sem escala e compasso) de um segmento com certa medida que ndo € “construtivel” a partir de
um segmento dado como unidade. Temos ai a teoria dos NUmeros Construtiveis que, hoje
sabemos, sdo todos numeros algébricos.

No congresso internacional de Matemaética, realizado em Paris, em 1900, um dos
maiores matematicos da época, David Hilbert (1892-1943), desafiou a comunidade matemaética
com uma lista de vinte e trés problemas néo resolvidos, cuja solucao ele considerava da maior
importancia. O sétimo problema da lista de Hilbert era provar ou negar a hipotese de que, para

qualquer numero algébrico diferente de zero e para qualquer numero algebrico irracional b, a

bg sempre transcendente. Como exemplo especifico ele deu o numero 2V2. Hilbert

expresséo a
previu que esse problema levaria mais tempo para ser resolvido que o Ultimo Teorema de
Fermat, mas foi execessivamente pessimista. Em 1930 o matematico russo Alexandr Osipavich
Gelfond (1906-1968) provou a sua transcendéncia. A hipétese geral de Hilbert, em relacdo a
a°, foi demonstrada em 1934 por Gelfond e também, independentemente, por T. Schneider na
Alemanha.

N&o é facil provar que um nimero é transcendente: € preciso provar que o nimero
ndo preenche certas exigéncias. Entre os nimeros cuja condigdo ainda néo foi estabelecida,
temos ¢, t"e e®.

A descoberta dos ndmeros transcendentes ndo provocou 0 mesmo choque
intelectual que os ndmeros irracionais tinham causado, dois mil e quinhentos anos antes, mas
suas consequéncias foram igualmente significativas. Ela mostrou que, por tras da aparente

simplicidade do sistema de ndmeros reais, ocultam-se muitas sutilezas que ndo podem ser
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notadas simplesmente olhando-se a expansdo decimal de um nimero. Mas a maior surpresa
ainda estava por vir. Em 1874 o matematico alemao Georg Cantor (1845-1918) fez a espantosa
descoberta de que existem mais numeros irracionais do que racionais, € mais ndmeros
transcendentes do que algébricos. Em outras palavras, longe de serem excentricidade, a maioria
dos nameros reais é irracional e, entre 0s nimeros irracionais, a maioria é transcendente!

E isso nos leva a campos mais elevados de abstracdo. Se nos concentrarmos em
apenas calcular os valores de m¢e ™, descobriremos que eles sdo surpreendetemente proximos:
22.459157... ¢ 23.140692..., respectivamente. E claro que 7 e e ndo estdo demasiado separados
numericamente. Pense nisso: entre a infinidade de numeros reais, aqueles que sdo mais
importantes para a matematica — 0, 1, V2, e e m — estéo localizados dentro de menos de quatro
unidades na linha numerica. Uma coincidéncia extraordinaria? Ou um mero detalhe de um

projeto maior?
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APENDICE A - ALGORITIMO DA DIVISAO DE EUCLIDES

Dados dois inteiros a e b, b # 0 existe um Unico par de inteiros q e r tais que
a=qb+rcom0<r<h.

Ha duas possibilidades:

(i) b é multipo de a e, portanto, b = ag para um conveniente inteiro g.

(ii) b esté situado entre dois maltiplos consecutives de a, isto €, existe um inteiro q
tal que ag <b <a(g + 1). Dai, 0 <b—ag < a. Entdo, fazendo b —aqg =r, obtemosb =aq +r,
emqueld<r <a.

Juntando as duas possibilidades, podemos garantir o seguinte: dados dois nimeros
inteiro, a e b, com a > 0, entdo sempre se pode encontrar dois inteiros q e r taisque b =aq + r,
emque0<r<a.

Evidentemente, r = 0 corresponde ao caso em que b € multiplo de a.

Vamos imaginar por outro lado, que se pudesse determinar outro par de inteiros, q; e
ry, taisqueb=ag:i +r;,com0<ri<a. Entdoaq+r=aqy + r1 e, portanto, a(@a—q1) =ry—r.
Suponhamos que r # r1 digamos r > r1. Dai, o segundo membro da Gltima igualdade seria
estritamente negativo e, como a > 0, entéo g — g1 também seria estritamente negativo e, portanto,
gi—Qg>0,0useja, q1—q = 1. Masdea(q—qr) = r.—rsegueque: r =ry+a(dq:— Q).

Levando-se em contaquea>0,r1 > 0eqgi1—q = 1, da ultima igualdade seguiria que
r > a, 0 que é absurdo.

Da mesma forma, prova-se que a desigualdade r1 > r também € impossivel. De onde

r = ry e, consequentemente, q = q.
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APENDICE B - TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Todo inteiro maior do que 1 pode ser representado de maneira unica (a menos de
ordem) como um produto de fatores primos.

Sendo n um inteiro maior que 1, se n é primo ndo ha nada a ser demonstrado,
suponhamos pois, n composto. Seja p1(p1 > 1) o menor dos divisores positivos de n. Afirmamos
que p1 é primo. Isto é verdade, pois, caso contrario existiria p, 1 <p < pz com p|n, contradizendo
a escolha de p1. Logo, n = p1n1.

Se ny for primo a prova esta completa. Caso contrario, tomamaos p2. como 0 menor
fator de n1. Pelo argumento anterior, p2 € primo e temos que n = p1pan2.

Repetindo este procedimento, obtemos uma sequéncia decrescente de inteiros
positivos ni, Ny, ..., Nr. Como todos eles sé@o inteiros maiores do que 1, este procedimento deve
terminar. Como 0s primos na sequéncia p1, pz ,..., Pk N0 sdo, necessariamente distintos, n tera
em geral, a forma:

n=pp;°...p.

Para mostrarmos a unicidade usamos inducdo em n. Para n = 2 a afirmacdo é
verdadeira. Assumimos, entdo, que ela se verifica para todos os inteiros maiores do que 1 e
menores do que n. Vamos provar que ela também é verdadeira para n. Se n € primo, ndo ha
nada a prova. Vamos supor, entao, que n seja composto e que tenha duas fatoracoes, isto €,

n=pip2...Ps=01, g2... Qr.

VVamos provar que r = s e que cada pj e igual a algum gj. Como pz divide o produto
g1, 92 ... gr ele divide pelo menos um dos fatores gj. Sem perda de generalidade podemos supor
que pz| g1. Como sdo ambos primos, isto implica p1 = q:1. Logon |p1=pz2... ps = g2 ... gr. COMo
1 <n|p1<n, ahipdtese de inducdo nos diz que as duas fatoracBes sdo idénticas, isto € s =r e,
a menos de ordem, as fatoracdes p1pz... Ps € q10z ... §s SA0 iguais.

Verifique que o ndmero v/2 + v/3 é um nimero algébrico.

Demonstracgéo:

Suponha que x2 =+/2 + /3. Entdo x — V2 = /3.

Elevando ao quadrado ambos os membros, temos: x2 — 2xv2 4+ 2 =3 = x% — 1 = 2x/2.
Novamente elevando ao quadrado, temos: x* — 2x2 + 1 = 8x2 = —x* — 10x2 + 1 = 0.
Logo, V2 + +/3 é raiz da equacdo x* — 10x% + 1 = 0 e, portanto, um niimero algébrico.

Mostre que 0 nimero complexo z = 2 — i € um ndmero algébrico.
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Demonstragéo:

Devemos encontrar uma equacéo polinomial com coeficientes inteiros tal que 2 — i
seja uma de suas raizes. Usando o Teorema 12, secédo 4.5, temos que, se 2 — i é raiz da suposta
equacdo, entdo seu conjugado 2 + i também sera. Aplicando agora o Teorema 11, se¢édo 4.3,
podemos obter uma equacéo de 2° grau tal que da forma

(x=(2-1)).(x+ (2 +1) =0,
em que 2 —ie 2 + i sejam raizes. Assim, desenvolvendo o primeiro membro da equacao, temos

a equacdo do 2° grau x2—4x +5=0com raizes 2 —ie 2 +i. Logo, 2 — i € um nimero algébrico.
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ANEXO A - NUMEROS RACIONAIS E IRRACIONAIS: UMA PROPOSTA
DIDATICA NA PRATICA DA SALA DE AULA

Uma proposta didatica na pratica de uma aula no Ensino Médio seria o estudo dos
Conjuntos Numeéricos com énfase na abordagem dos NUmeros Racionais e Irracionais.
Primeiramente vamos definir os NUmeros Racionais.

Definimos Numeros Racionais todos aqueles que podem ser escritos como fracdes
nas quais o numerador e o denominador sdo nimeros inteiros e o denominador é diferente de
zero. Representamos o conjunto dos Numeros Racionais pelo simbolo Q.

Exemplos:

. o 3
1. Os numeros inteiros: 3 = 7

. 2
2. Os decimais exatos: 0,2 = e

3. Os decimais periodicos: 0,333... = % = %

Nos decimais periddicos, ou dizimas periodicas, chama-se periodo o algarismo ou
grupo de algarismos que se repete infinitamente, e geratriz de uma dizima periodica a fragdo
equivalente a ela.

Em uma dizima periddica simples, o periodo comeca no primeiro algarismo apos a
virgula.

Exemplo: Determinar a geratriz da dizima periddica 0,313131... . Seja x = 0,
313131... . Como héa dois algarismos no periodo, multiplicamos ambos os membros da

igualdade por 100. Assim:

100x = 31,313131... = 100x x =31,313131.. 0,313131... > 99x =31 = x = %.

Na dizima periddica composta, ha um ou mais algarismos depois da virgula que ndo
fazem parte do periodo.

Exemplo: Determinar a geratriz da dizima periodica 0,5282828... . Novamente, seja
x =0,5282828... . Primeiramente multiplicamos os dois membros da igualdade por 10, pois ha
apenas 1 algarismo antes do periodo. Assim obtemos 10x = 5,282828... .

Em seguida, multiplicamos x por 1000 resultando em 1000x = 528,282828... . Dessa

forma:

1000x — 10x = 528,2828282... — 5,282828... = 990x = 523 = X = 2273.
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Neste momento podem ser sugeridos alguns exercicios nos quais os alunos devem

determinar a geratriz de algumas dizimas periodicas.

Exercicio. Determine a geratriz da dizima periddica 1,23333... ,
Resolucdo, Considere x = 1,23333... . Multiplique x por 10 e por 100 obtendo,

respectivamente, 10x = 12,3333... e 100x = 123,3333... . Agora basta subtrair

100X — 10x = 123.3333... - 12,3333... = 90x =111 = X = %

Resposta: 1,23333... = %

Ha nimeros decimais que ndo sao exatos e nem periddicos. Tais nimeros decimais
sdo impossiveis de se escrever na forma fracionéria e, por isso, ndo sao racionais, Esses nimeros
sdo chamados de Numeros Irracionais.

A historia da origem dos NUmeros Irracionais esta no mundo grego classico, no
momento em que os pitagdricos resolveram calcular a medida da diagonal d de um quadrado
de lado igual a 1. Ao utilizarem o Teorema de Pitagoras, encontraram:

d2=12+12=d? =2,
e se questionaram: qual o numero racional que elevado ao quadrado resulta 2? Apos algumas
tentativas perceberam que d possuia medida entre 1,414 e 1,415, pois 1,4142 = 1,999396 e
1,4152 = 2,002225. Mesmo tentando novas aproximacgdes com mais casas decimais ndo foi
possivel determinar nenhum racional. Assim dizemos que +/2 é um nimero irracional.

Exercicio. Demonstre que /2 é irracional.
~ . ~ . a
Resolucdo. De fato, supomos +/2 racional, entdo este pode ser escrito como 5 com

2
a,b€Z e b#0ea, birredutiveis, ou seja, primos entre si. Entdo temos: v/2 :% = 2= %,

= a? = 2b% Como a2 ¢ par, entdo a ¢é par (pois se a fosse impar, entdo a =2k + 1, k€ Z =
a? = 4k? + 4k + 1 entdo a2 seria impar). Assim, sendo a par, entdo a = 2k = a2 = 4k? = 2b?
= 4k? = b? = 2k? = b? € par, dai b é par. Contradicdo pois a e b sdo primos entre si.

De modo geral, as raizes quadradas de nimeros naturais que ndo sdo quadrados
perfeitos s&o nlimeros irracionais, como, por exemplo, v/3 = 1,7320508... .

Existem outros irracionais importantes como m = 3,14159265358... (razdo entre o
comprimento de uma circunferéncia e o seu diametro) e o numero e = 2,7182818... (base do
logaritmo natural). O nimero € 0 nimero e também sdo denominados nlimeros transcendentes

pois ndo séo solucdo de nenhuma equacao polinomial de coeficientes inteiros ndo nulos.
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Observagéo:

. L . « « a r
i) Dados «a irracional e r racional ndo nulo, entdo: a + r; a. r; —e—sdo todos

nameros irracionais.
Exemplos:

v3 3 ., .
V2 +1:3V2; € NG s30 nUmeros irracionais.

ii) A soma, subtracao, multiplicacdo ou divisdo de dois irracionais pode resultar em
um racional ou irracional.

Exemplos:

2 . o
V2+3;v2 . V3:vV2-V3 e \% s&0 nimeros irracionais.

2+V3)+(2-+3)=4,v3.4/12=6;V/5-V5=0 e % = 3 s&o nimeros

racionais.

z1V?
Exercicio. O nimero x = [(\/7) ] é racional.

a) Usando propriedades das poténcias, calcule Xx.
b) Prove que existem dois nUmeros irracionais e £ tais que o” é racional.

Resolucéo.

V2
9x=|(2)7] =)= @i =2

vz|'? vz
b) Sabemos que /2 é irracional e que = [(\/7) ] é racional (por a). Ora (v2)

Lo N V2o, .. T .
é racional ou irracional. Se (v2) "~ é racional, entfo existem dois irracionais e # tais que o

L V2
é racional (= (vV2) " e B=+2).

A aula deve ser encerrada levando os alunos a refletir sobre o conjunto dos NUmeros
Reais (representado por R) que é formado pela unido dos nimeros racionais com 0s nimeros

irracionais.
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ANEXO B - ATIVIDADES PROPOSTAS

Neste altimo capitulo, traremos atividades que podem ser desenvolvidas com
alunos do Ensino Médio a respeito de alguns temas tratados no trabalho.

Apesar do cunho estritamente matematico da maioria (apenas a Gltima é dada como
aplicacdo de equacdes polinomiais), consideramos como atividades interessantes e curiosas,
como o processo de determinacdo da geratriz de uma dizima periddica e a verificagdo de um
namero algébrico. Desta forma, as atividades propostas buscam agucar a curiosidade e

desenvolver o raciocinio l6gico das demonstracdes aos alunos deste nivel.

Atividade 1. Determine a fracao geratriz da dizima periddica 1,133333...
Resolucdo. Considere x = 1,133333... Temos:

10x = 11,33333... 1)
100x = 113,33333... (2
Subtraindo (1) de (2), temos:

90x =102 = x = 22 =31 _ 1 133333...
90 45

Atividade 2. Verifique que o nimero v/2 + +/3 é um niimero algébrico.
Demonstragdo. Suponha que x =+/2 + /3. Entfo x —v2 = +/3.
Elevando ao quadrado ambos os membros, temos:
X2 —2x2+2=3=x*-1=2x2.
Novamente elevando ao quadrado, temos:
X' —2x2 +1=8x> = x> —1=2x/2.
Logo, V2 + V3 € raiz da equacio x*—10x*+1=0e, portanto, um nimero

algébrico.



