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Resumo

No6s professores, principalmente os de Matematica, somos o0 tempo todo
questionados pelos alunos sobre “o porqué” e “para qué” estudamos determinado
conteudo. Perguntas estas que incomodam a maioria dos professores. A partir de
uma interrogacdo durante uma das minhas aulas sobre Criptografia, € que
passamos discutir em nossa pesquisa como relacionar os conceitos de Matrizes com
os conceitos de Criptografia e como podem ser aplicados nos dias atuais. Podemos
constatar que € um conceito que aparece frequentemente no dia-a-dia, por meio de
filmes, séries, aplicativo de celular, e etc., ou seja, procuramos mostrar em nossa
pesquisa que a Criptografia ndo € um conceito exclusivo dos filmes de espido, e sim
algo ao alcance de todos.

Palavras-chave: Criptografia, Matrizes, Formacdo de Professores, Ensino de
Matematica



Abstract

Summary teachers mainly Mathematics, we are all the time questioned from and to
certain content. y the students about “the why” of the teachers from a questions
these annoy most question during one of my classes about what we spend
discussing in our how to relate the concepts of Matrices with the concepts of
Criptography and how they can be applied in the present day. We can see that it is a
concept that appears frequently in the day to Day, through movies, series, we try to
show in our research that Cryptography is not a concept exclusive to spy films, but
something within the reach of all.

Keywords: Cryptography, Matrices, Teacher Training, Mathematics Teaching
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1 Introducéo

Ao longo dos anos, o0 homem sempre se preocupou com meétodos exclusivos
para enviar mensagens onde somente o destinatario seria capaz de revelar, ou seja,
ocultar o real sentido das informacdes. No sentido de atender a essa necessidade, &
que surgiu o estudo da Criptografia, que nada mais é que criar meios para que uma
mensagem seja codificada/decodificada e a informacdo seja mantida em sigilo.
Procuramos em nosso trabalho apresentar a Criptografia aos alunos do 3° ano do
Ensino Médio, de uma escola publica, do municipio de Nova lguacu, Rio de Janeiro,
que ela é um conceito comum no nosso dia-a-dia e que € possivel elaborar um
método de codificar mensagens, e que um desses métodos é através dos conceitos

de Matrizes.

Em sala de aula e nos livros didaticos, o ensino de Matrizes sempre parte do
modelo genérico da sua formacdo e de comparar matrizes com algumas situacfes
diarias, como por exemplo: batalha naval, lotacdo de teatro, palavras cruzadas e etc.
No momento em que nos livros se discute os tipos de matrizes (matriz linha, matriz
coluna, matriz quadrada, inversa e transposta) e suas operacoes (adicdo, subtracéo
multiplicacdo por um numero e multiplicacdo entre matrizes) ndo ha uma
apresentacao com relacdo aos fatos do nosso cotidiano. O mesmo ocorre com a
apresentacao dos conceitos sobre Determinante e Sistemas de Equacdes Lineares,
bem como as suas respectivas propriedades. Tal fato nos deixa a impressao que
apos varios dias de aula falando sobre Matrizes, tudo se resume apenas em resolver
Sistemas de Equagfes pelo método de Regra de Cramer, enquanto em nenhum
momento no 2° ano do Ensino Médio se menciona a resolucdo de um Sistema pelo
meétodo do Escalonamento. J& no 3° ano, apresentamos aplicacdes de Matrizes nas
aulas de Geometria Analitica, como por exemplo, em determinar a equacao da reta
e o valor da area de um tridngulo. E do conhecimento de todos que no Curso de
Matematica, seja Licenciatura ou Bacharel, nos é apresentado o conceito sobre
Modelagem Matematica, onde podemos obter a resolucdo de algumas situacdes
problemas utilizando os conceitos de Sistemas de Equacdes. Entéo, deixo aqui um
guestionamento: Por que no ensino de Matrizes no Ensino Médio, os autores dos
livros didaticos ndo fazem essas aplicacbes?



E possivel observar em filmes, séries e em programas de variedades,
diversos comentérios sobre criptografia e cédigos de seguranca de alguns sistemas
computacionais de empresas, bancos e instituicbes. Ao analisarmos o0s livros
didaticos de Matematica, somente o livro de Matematica, volume 2, 2° ano do Ensino
Médio, no qual o autor Dante inicia o Capitulo de Matrizes falando sobre Criptografia
e de forma superficial, retomando no final com mais uma aplicagdo, também sem
nenhuma conexdo com o conteudo, deixando parecer como uma obrigacédo. Foi a
partir dessas observacdes que procuramos em nossa pesquisa apresentar
propostas de atividades envolvendo conceitos de Criptografia relacionado com o de
Matrizes. Tais atividades foram aplicadas em sala de aula, em turmas do 3° ano do
Ensino Médio.

No primeiro capitulo do nosso trabalho, apresentamos como a Aprendizagem
Significativa pode contribuir para o ensino-aprendizagem da Matematica. Em
seguida, no capitulo 2, fazemos um breve histérico do conceito de Matrizes e
Determinantes. Ja no terceiro capitulo discorremos sobre Criptografia e no quarto
capitulo comentamos sobre Matrizes e Criptografia nos Livros Didaticos. Dando
prosseguimento em nosso trabalho, apresentamos no 5° Capitulo a Criptografia na
Sala de Aula, onde desenvolvemos cinco atividades em turmas do 3° ano do Ensino
Médio. Para finalizar a pesquisa, expomos nossas conclusdes e algumas sugestdes

para os professores.
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2 A APRENDIZAGEM SIGNIFICATIVA E A MODELAGEM MATEMATICA E SUAS
CONTRIBUICOES PARA O ENSINO DA MATEMATICA

O psiquiatra norte-americano, David Paul Ausubel (1918-2008), destinou,
aproximadamente, vinte e cinco anos de seus estudos a psicologia aplicada a
educacdo. Durante todos esses anos Ausubel desenvolveu o0s seus estudos,
denominado de “Teoria de Aprendizagem Significativa”’, baseando-se no
conhecimento a priori que o0s discentes possuem para que haja uma nova
aprendizagem de conceitos, isto €, para que essas novas informacdes tenham
significado e faca sentido para eles.

Segundo MOREIRA (2006, p.38): (...) “a aprendizagem significativa é o
processo por meio do qual novas informacdes adquirem significado por interacéao
(n&o associacao) com aspectos relevantes preexistentes na estrutura cognitiva”. No
momento que o aluno recebe uma nova informacédo ele deve inclui-la em algum
conhecimento ja existente, conhecimento este que Ausubel denomina de ancora, ou
subsuncor, ou seja, 0 aluno deve relacionar a nova informacéo com as preexistentes
em sua estrutura cognitiva. Essa estrutura é a parte fundamental para explicar a
Aprendizagem Significativa.

Ela é, por hipétese, uma estrutura hierarquicamente organizada a partir dos
termos conceituais mais importantes e menos diferenciados, isto €, ela é criada por
uma diferenciacdo progressiva dos conceitos de maior para os de menor valor
inclusivo. E importante ressaltar que a Aprendizagem Significativa se caracteriza
pela interacdo entre conhecimentos prévios e conhecimentos novos. Nesse
processo, 0s hovos conhecimentos adquirem significado e sentido para o aluno e os
conhecimentos prévios adquirem novos significados ou maior estabilidade cognitiva.
De acordo com Antunes (2012, p.94), “atualmente, destaca-se que, ao construir um
conceito, a pessoa ndo 0 memoriza, apenas transforma esse conceito em
instrumento de acao para elaborar conexdes mais elevadas e, dessa forma, resolver
problemas”. Portanto, a ocorréncia da aprendizagem significativa implica que as
seguintes condi¢cOes sejam satisfeitas:

+ intencdo do aluno para aprender significativamente, isto é, disposicéo de
relacionar o novo material a sua estrutura cognitiva,
+ disponibilidade de elementos relevantes na sua estrutura cognitiva com

0S quais o0 material a ser aprendido possa relacionar-se;
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+ que o material a ser aprendido seja potencialmente significativo para ele
e seja relaciondvel de um modo ndo arbitrario aos elementos relevantes da sua
estrutura cognitiva.

Baseado nos estudos de Ausubel, quando a aprendizagem néo é realizada o
aluno de forma significativa, ele acaba utilizando a aprendizagem de forma
mecanica. Este tipo de aprendizagem é a que o aluno “decora” os conteudos para
realizar suas tarefas e avaliacbes. Essas informacBes ndo tiveram nenhum
significado para ele e elas sdo armazenadas de forma isolada, esquecidas e
apagadas apés um pequeno periodo de tempo. A aprendizagem mecanizada é a
mais utilizada na maioria das escolas, € a que leva alunos, pais e educadores a
acreditarem que o ensino se concretizou. Pois, esses alunos sdo capazes de
decorar os conteudos que |lhe sdo apresentados em sala de aula e reproduzirem nas
avaliacOes de forma eficaz e muitos deles acabam sendo promovidos sem terem
aprendido realmente o conteudo.

Ressaltamos que os dois tipos de aprendizagem citadas ndo séo contrarias
ou excludentes, elas podem fazer parte de um mesmo processo continuo de ensino
e aprendizagem de acordo com o momento e os devidos critérios. Outro fato que
ndo podemos deixar de chamar a atencéo, é que a Aprendizagem Significativa ndo é
aquela que o aluno nunca esquece, ja que esquecimento faz parte normal do
funcionamento cognitivo. Se este tipo de aprendizagem realmente ocorre num
determinado periodo, o processo de reaprendizagem € possivel e relativamente
rapida. O desafio que se estabelece para os educadores é despertar motivos para
que a aprendizagem ocorra de maneira significativa, tornando as aulas mais
interessantes de modo que os conteldos possam ser compartilhados com outras
experiéncias vivenciadas pelos alunos. Além disso, os professores devem atuar
como pesquisadores da sua propria pratica pedagodgica e o aluno devera ser tratado
como sujeito que recebera o0 conhecimento e ndo como mero receptor de
informacgoes.

Essas acdes devem ser constante em sala de aula e a todo o momento faz-se
necessario que ao aluno seja apresentado alternativas para que o0 ensino da
Matematica deixe de ser aplicado com o chamado método tradicional, onde a
criatividade € sempre deixada de lado. Neste caso, as solu¢des das questdes e as
demonstracdes sao apresentadas aos alunos de tal modo que nao passem por

tentativas de novos caminhos. Assim sendo a Matematica acaba se constituindo
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como um conjunto de técnicas aplicadas aos alunos de forma mecénica e acritica,
como um conhecimento pronto e acabado. No cenario brasileiro, a partir da década
de 1970, destaca-se a Modelagem Matematica como um dos métodos de ensino
que pode criar condicbes para o desenvolvimento de uma proposta interdisciplinar,
constituiu-se inicialmente como um método de pesquisa. J& na década de 1980, na
Universidade Estadual de Campinas — UNICAMP, um grupo de professores, em
Biomatematica, coordenado pelo Professor Rodney Carlos Bassanezi, realizou
estudos com Modelagem Matematica envolvendo crescimento de células
cancerigenas. Porém o avanco significativo deu-se em 1983, na Faculdade de
Filosofia Ciéncias e Letras de Guarapuava — FAFIG, hoje Universidade Estadual do
Centro-Oeste — UNICENTRO, com os cursos de especializacdo para professores.
Muitas vezes nOs buscamos resolver situacbes da nossa realidade utilizando
representacgdes, ou seja, modelando ou utilizando modelos ja definidos. Percebemos
que o processo de modelagem estd presente nas nossas vidas desde a nossa
origem como ser humano. A nocao de modelo se faz presente em todas as areas e
se constitui um conjunto simplificado de simbolos ou caracteristicas criadas para
representar aproximadamente uma determinada situagcdo do mundo real de
interesse do pesquisador. Essas representacfes podem aparecer de diversas
formas: graficos, leis matematicas, desenhos, esquemas, etc, inclusive podemos
citar o modelo criptografico. “O modelo é o ponto de ligagdo entre as informacgdes
captadas pelo individuo e a sua acdo sobre a realidade; situa-se no nivel do
individuo e é criado por ele como um instrumento de auxilio & compreensédo da
realidade através da reflexdo”. (D'AMBROSIO, 1986, p.49). Modelagem é um
ambiente de aprendizagem no qual os alunos séo instigados a questionar situacdes
oriundas de outras areas de conhecimento utilizando como meio
investigativo a Matematica. Um modelo matematico nada mais € do que uma
representacdo aproximada na linguagem matematica de um fendmeno a um
principio ndo matematico; € a traducdo de um fenémeno do mundo fisico em uma
equacgao ou sistemas de equacdes. Deve permitir fazer previsdes, tomar decisoes,
explicar e entender o fendbmeno a ser modelado. A modelagem matematica € um
processo dindmico utilizado para a obtencéo e validacido de modelos matematicos. E
uma forma de abstracdo e generalizacdo com a finalidade de previsdo de

tendéncias. A modelagem consiste, essencialmente, na arte de transformar
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situacbes da realidade em problemas matematicos cujas solugbes devem ser
interpretadas na linguagem usual. (BASSANEZI, 2004, p. 24).

Pelo nosso olhar, o ambiente de Modelagem estd associado a
problematizacédo e investigacdo. O primeiro refere-se ao ato de criar perguntas ou
problemas, enquanto que, o segundo a busca, sele¢do, organizagdo e manipulacdo
de informacgdes e reflexdo sobre elas. Ambas as atividades ndo séo separadas, mas
articuladas no processo de envolvimento dos alunos para abordar a atividade
proposta. Nela, podem-se levantar questdes e realizar investigacdes que atingem o
ambito do conhecimento reflexivo. O trabalho que estamos propondo, que é o
estudo da Criptografia, pode levar o aluno em uma situacdo problema, criar seu
préprio cédigo de mensagem, ou seja, uma linguagem idiossincratica, onde sé o
remetente e o destinatario conhecem o processo de codificacéo e decodificacéo.

Para que o aluno seja proativo, o professor devera ser atuante, criativo,
dindmico, disposto a atuar como mediador na transicdo do conhecimento do senso
comum para um conhecimento cientifico matematico, caminhando lado a lado com o
aluno durante todo processo de constru¢do do conceito a ser apresentado, visando
fazer com que o ambiente de aprendizagem seja 0 mais agradavel a todos os
envolvidos. E importante que ele conheca as etapas da modelagem para que possa
definir os responsaveis pelas atividades e adequar a sua aplicacdo a realidade da
turma, considerando aspectos como: conhecimentos prévios dos alunos, conteudo
programatico a ser desenvolvido, objetivos conceituais, atitudes, habilidades e o
tempo para a aplicagdo de cada tarefa. Os resultados encontrados podem
surpreender tanto o aluno quanto o professor, cabendo a este ultimo a funcdo de
direcionar o estudo para que sejam atingidos 0s objetivos propostos e ai sim
teremos atingido a Aprendizagem Significativa.

A primeira etapa do nosso trabalho nos remete a escolha do tema. E onde
deve-se instigar o aluno a tratar de um tema presente no seu dia a dia, levando-o a
coletar dados e informagdes. Na segunda parte levamos o aluno a interacdo com o
tema, ou seja, € 0 momento em que propiciamos o aluno a formular e desenvolver
problemas com os conteddos curriculares pertinentes ao tema, Matrizes e
Criptografia. A ultima, € a fase da representacdo, que € a formulacdo do problema e
elaboracdo do modelo matemético, visando validar o modelo encontrado.

Com a Modelagem Matematica e Aprendizagem Significativa, o processo de

ensino & aprendizagem néo mais se da no sentido unico do professor para o aluno,
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mas como resultado da interacdo do aluno com o seu ambiente natural. Segundo os
Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM - BRASIL, 1999), a
Modelagem Matematica, na perspectiva da interdisciplinaridade, também contempla
as competéncias sugeridas na medida em que permite identificar e relacionar os
dados, interpretar informagdes relevantes em uma dada situacao-problema, sendo
apresentados em diferentes linguagens e representacdes. A passagem do modelo
tradicional de ensino para os modelos propostos que visam o desenvolvimento do
pensamento critico do aluno ndo € algo tdo simples assim, ela envolvera o
abandono de posturas preestabelecidas e a consequente ado¢&o de novas atitudes
por parte de todos os envolvidos nesse processo. Logo, o objetivo de nosso trabalho
€ mostrar como a criptografia pode ser uma das aplicacbes dos conceitos de
matrizes. Sendo assim, devemos ter claro de como introduzir a criptografia em sala
de aula e, de como relacionar matrizes com codificagdo e decodificacdo de
mensagens. Para atingir nossos objetivos, faremos uso da Modelagem Matematica e
da Aprendizagem Significativa como parte metodolégica aplicada no

desenvolvimento das atividades propostas aos alunos em sala de aula.
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3 MATRIZ E DETERMINANTE: NOCOES BASICAS

3.1 Um Pouco de Historia

Historicamente temos indicios de que os chineses resolveram alguns
problemas cujos calculos eram feitos em formas de tabelas. Em 1826, Augustin-
Louis Cauchy (1789-1857) nomeou essas representacdes numéricas de tableau
(tabela, em francés), e no ano de 1850, James Joseph Sylvester (1814-1897)
chamou essa representacdo de matriz, nome utilizado até os dias atuais. J& em
1858, Arthur Cayley (1821-1895) ficou famoso quando demonstrou as aplicacdes
das Matrizes em sua obra intitulada Memoir on the Theory of Matrizes. As aplicacdes
eram basicamente para resolucdo de sistemas lineares, mas em 1790 Joseph Louis
Lagrange (1736-1813) apresenta o primeiro uso da nogédo de matrizes. Ele utilizou
matrizes para o estudo de maximos e minimos de funcdes reais de varias variaveis.

Atualmente as Matrizes ganharam tamanha importancia que nao
conseguimos imaginar a ideia do desenvolvimento dos computadores, das
engenharias civil, elétrica e mecéanica, meteorologia, oceanografia e outras inUmeras

areas sem o estudo das Matrizes.

3.2 Definigéo

Uma matriz € um conjunto de m linhas e n colunas de elementos numéricos
organizadas em um retangulo. Em outras palavras, € uma tabela de informacdes
codificadas em numeros.

Seja a matriz dada abaixo:

Os elementos da matriz A podem ser representados de maneira generalizada
como Amxn = (@), onde m e n € a ordem da matriz entre linhas e colunas,

respectivamente, i 0 numero da linha e j o nimero da coluna do elemento dentro da
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matriz. Assim, se quisermos o elemento da 42 linha e 2° coluna, o escrevemos

assim: Anxn = (a42)

3.2.1 Tipos de Matrizes

+ Quando n = 1, temos uma matriz chamada matriz coluna. Por exemplo:

5
Asxa = [0], Baxa :[—18]'
3

+ Quando m = 1, temos uma matriz chamada matriz linha. Por exemplo:

Ao =[10 -5],Bis=[2 6 0]

+ Quando m = n, temos uma matriz chamada matriz quadrada. Por

exemplo:
2 3 4
7 1
Azxz = [_2 4], Baxs = [O 5 7 ]
1 -2 -3

Em uma matriz quadrada temos a diagonal principal que é
representada pelos elementos cujo i =j, ou seja, {aij| i =j} = {a11, az», ass,

.oy @nn}

+ Quando os elementos de diagonal principal de uma matriz quadrada
sao iguais a 1 e os demais iguais a zero, temos uma matriz chamada

matriz identidade. Por exemplo:

1 0 0

|2:(1) 2],@;[0 1 0].
00 1
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3.2.2 Operagdes com matrizes
I.  Adicdo e Subtracao

A (mxn) + B (mxn) = C (mxn)

2 4 3 1
Exemplo: Dadas as matrizes, A = |-2 5[, B =1 0| eC =
-4 0 10 2
5 —4
0 3 |, determine:
1 1
2 4 3 1 2+3 4+1 5 5
a) A+B=[-2 5[+]1 o0|]=|-2+1 5+0|=|-1 5
-4 0 10 2 —-4+10 0+2 6 2
2 4 5 —4 2—-5 4—-(—-4) -3 8
b) C-A=|-2 5]—[0 3]=[—2—0 5-3 ]=[—2 2]
-4 ol 11 11 l-4-1 o0-1 -5 -1

ii.  Multiplicacdo de um namero real por matriz

A (mxn) x B (nxp) = C (mxp)

Sejam as matrizes Amxn € Bnyp, O produto da matriz A pela matriz B, €
calculado multiplicando ordenadamente os elementos da linha da matriz A pelos
elementos da coluna da matriz B, e somando-se os produtos obtidos. Note que, s6
podemos efetuar uma multiplicagcdo de matrizes quando o niumero de colunas de A
for igual ao numero de linhas de B e que a matriz resultante de AB tera a dimenséao

igual a mxp.

3 2
Exemplo: Dados A=| 5 O] eB= [g ﬂ determine AB.
-1 4

Como a matriz A é 3x2 e a matriz B é 2x2, o numero de colunas de A é igual

ao numero de linhas de B, logo AB existe e o produto sera 3x2.
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AB = g S . [2 4-] _ 3e2+2¢3 5e2+0e3 (—1)e2+4e3
14 B U 3e44201 5044001 (mDedt4el
[12 10 10
14 20 O

3.3 Determinante

O estudo do Determinante data por volta do século 111a.C. Mas, somente em
1683, Takakazu Seki Kowa (1642-1708) utilizou a ideia de determinante na
resolucdo de seus trabalhos envolvendo sistemas lineares. Dez anos depois,
Gottfried Wilhelm Leibiniz (1646-1716) mostrou um trabalho envolvendo
determinante na resolucdo de sistemas lineares. Em 1764, Etienne Bezout (1730-
1783) estabeleceu o processo dos sinais dos termos do determinante. Mas a
primeira abordagem da teoria dos determinantes foi com Alexandre Théophile
Vandermonde (1735-1796). Em 1812, Cauchy apresentou um sobre o termo
determinante, maneira essa utilizada até os dias atuais, mas a forma mais simples
de apresentarmos o0s conceitos de determinante devem-se a Carl Gustav Jacob
Jacobi(1804-1851).

3.3.1 Calculo do Determinante

A. Matriz de ordem 2

a,
a1

. a : : :
Seja A = [ a;i], denotamos determinante de A da seguinte maneira: det(A) =

dij*az2 — Azi*ai..

5 6
2 7

B. Matriz de ordem 3

Exemplo: Seja A = [ ] logo det(A) = 57 — 2+6 = 25

a11 Q12 Q13
Seja A = |[Q21 Gz azsz|, utilizaremos a regra de Sarrus para calcular o
az1 A3z d4z3

determinante de A, fazendo o seguinte processo:
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» Repetimos as duas primeiras colunas a direita de A, e efetuamos
multiplicacdes em diagonal:

a1 dz;
asz; dszp

a1 Gz dzz

[an a2 Qg3
asz; dsz; dsz

aiq a12]

»  Os produtos obtidos na dire¢cdo da diagonal principal permanecem
com o0 mesmo sinal,

»  Os produtos obtidos na direcdo da diagonal secundaria mudaram o
sinal

> O determinante é a soma desses valores obtidos.

Logo, det (A) = aii*axn*ass + aip*azs*asi + aiz*azi*asy — aip*azi*asz — ai1*adxs®asz —

diz*azz*aszi
1 4 5
Exemplo: SejaA=(2 3 2], determine det (A).
0 -1 1
1 4 5|1 4
det(A)=(2 3 2|2 3|=3+0-10-8+2-0=-12
0 -1 110 -1

3.3.2 Determinante igual a zero
O determinante de uma matriz sera igual a zero quando:
e Uma fila (ou linha ou coluna) em que todos os elementos séo iguais a

Zero;

e Duas filas iguais ou multiplas;
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e Os elementos de uma fila formem uma combinacdo linear dos

elementos de outras duas filas.

3.4 Matriz inversa

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, se AB = I, entdo dizemos que B &
a matriz inversa de A. Representamos matriz inversa de A por A1,
Quanto a matriz inversa de A existe, dizemos que A é invertivel. E isso s6

acontece quando det (A) # 0.

1 2 0
Exemplo: Dadas as matrizes A = B _01] eB= [2 4 1], determine, se
3 6 3
existir, A" e B71.
o 1
Temos que, det (A) =0+ 2 =2, logo A é invertivel e A1 = f
-1 E
1 2 0]1 2
Edet(B)=1(2 4 1|2 4|=12+6+0-12-6-0=0,comodet(B)=0
3 6 313 6

temos que B~! ndo existe.
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4 CRIPTOGRAFIA: UM RECORTE HISTORICO

Criptografia é a ciéncia de escrever em codigos ou em cifras. Ela fornece
técnicas que permitem a codificacdo ou decodificacdo dos dados; o objetivo da
criptografia € permitir uma comunicagao segura.

Desde a antiguidade, o homem tem a preocupacdo em manter seus
segredos. Existem registros de criptografia do ano de 1900 a.C., no Egito, quando
Khnumhotep 1lI, arquiteto do fara6 Amenemhet Il, construiu monumentos que
precisavam ser documentados, e essas informa¢fes ndo podiam ser de dominio
publico. O escriba teve a ideia de trocar algumas palavras do texto dos tabletes onde
estdo as informacdes dessas construcdes, pois em caso de roubo o ladrdo néo
acharia o caminho do tesouro.

Na Mesopotamia, em 1500 a.C., a Criptografia chegou a um nivel mais
moderno. O primeiro registro da utilizacdo da Criptografia nessa regiao estd em uma
férmula para fazer esmaltes para ceramica. Essa formula foi encontrada em um
tablete de 8x5 cm no Rio Tigre e usava simbolos especiais que podem ter varios
significados.

Entre 600-500 a.C., as trés cifras hebraicas mais conhecidas eram: Atbash,
Albam e Atbash, sendo muito utilizadas em textos religiosos. Em 475 a.C. temos
informacédo do sistema de criptografia militar mais antigo, o scytale ou bastdo de
Licurgo, utilizado por Tucidides para entregar ordens ao principe e general

espartano Pasanius.

4.1 Esteganografia/Criptografia

Para manter em segredo suas informacbes sigilosas, o homem foi
desenvolvendo diversos metodos. Um desses métodos consiste na Esteganografia
(do grego “steganos”: coberto; “graphein”: escrever), essa foi uma dos primeiros
métodos para ocultar mensagens usadas pelo homem. Esse método consiste em
ocultar a existéncia da informacéo por algo meio quimico ou fisico.

A Esteganografia foi utilizada durante muitas épocas, mas sua fragilidade é
um grande problema, pois uma vez descoberta a maneira de ocultar a mensagem

seu conteudo era exposto aos interceptadores.
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Com relacéo a essa fragilidade da Esteganografia, citamos dois exemplos
apresentados na dissertacdo de DE MELLO(2014):

A técnica consistiu na raspagem da cabeca de um mensageiro e no registro
da mensagem em seu couro cabeludo. Apds o crescimento do cabelo, o
mensageiro dirigiu-se ao destino sem sofrer qualquer tipo de interceptacéo,
raspou novamente a cabega e revelou o conteddo da mensagem ao
destinatario. No século XVI, o cientista italiano Giovanni Porta descreveu
uma técnica estenografica na qual era possivel “esconder uma mensagem
dentro de um ovo cozido fazendo uma tinta com uma onca de alume e um
quartilho de vinagre e entdo escrevendo na casca do ovo. A solugéo
penetra na casca porosa e deixa a mensagem sobre a clara endurecida do.

Para ler basta retirar a casca do ovo”. (pag 9-10)

Durante a Segunda Guerra Mundial, os alemaes usavam a esteganografia
fazendo uso da técnica chamada de microponto. Essa técnica consiste em reduzir a
fotografia de uma pagina de texto até obter uma imagem circular com o diametro
menor que um milimetro. Logo depois, a imagem circular era ocultada sob o ponto
final de uma suposta carta e enviada a seu destinatario. Até 1941 essa técnica teve
sucesso, mas o FBI foi informado sobre a técnica utilizada pelos aleméaes e
interceptou varias mensagens, decifrando a maioria de seus contetudos.

Por causa de sua fragilidade a Esteganografia, obrigou o desenvolvimento
de técnicas mais confiaveis. Assim surgiu a Criptografia (do grego” kriptos”: oculto;
“graphein”. escrever). Diferente da Esteganografia, a Criptografia visa tornar a
mensagem incompreensivel caso seja interceptada aumentando assim o grau de

seguranca no transporte da mensagem.

4.2 Métodos de Criptografia

O processo de codificarmos uma mensagem comeca a partir da cifragem da
mensagem que sera transmitida. Chamamos de cifra a técnica que faz uso da troca
de letras ou caracteres da mensagem original por outras que sao retiradas de um
alfabeto cifrado. Obtemos o alfabeto cifrado quando reorganizamos o alfabeto
original. Cada cifra € formada por um algoritmo, que envolve as técnicas de cifragem
da mensagem, e por uma chave, que é o elemento ou o método especifico que

permite decifrar a mensagem.
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4.2.1 Cifra de César

Esse método recebeu esse nome por ter sido utilizado pelo Imperador Julio
César. O método consiste em substituir cada letra da mensagem original por uma

letra trés casas a sua frente.

Ex: a m i g o (Texto original)
D P LJ R (Texto codificado)
Logo, as letras do alfabeto cifrado da Cifra de César ficam da seguinte
forma:

Texto ajblc|d]|e]f g | h i i k | m
simples
Cifra D|E|F|G|H]|I J|IK[L|M|N|O]|P
Texto njolpla r| s t || v |w]x|y|z
simples
Cifra QIR|IS|T|U|V|IW|X|[Y]|Z]|]A|B]|C

Figura 1 — Cifra de César
Disponivel em:<https://www.google.com.br/search?g=cifra+de+cesar&client=firefox-
b&biw=1024&bih=615&source=Inms&tbm=isch&sa=X&ved=0ahUKEwj4ta713szRAh
WJIGpAKHOQWCA|c4ChD8BQAGKAE#imgrc=40QIK66d1x| LaM%3A>. Acesso janeiro
2017

Por exemplo, ao utilizarmos a Cifra de César para a mensagem “SO
VITORIA IMPORTA” teremos a sua codificacéo, a partir dos dados apresentados na
Figura 1, como: “VRYLWRULDLPSRUWD”


https://www.google.com.br/search?q=cifra+de+cesar&client=firefox-b&biw=1024&bih=615&source=lnms&tbm=isch&sa=X&ved=0ahUKEwj4ta7l3szRAhWJGpAKHQWCAjc4ChD8BQgGKAE#imgrc=4QlK66d1xj_LqM%3A
https://www.google.com.br/search?q=cifra+de+cesar&client=firefox-b&biw=1024&bih=615&source=lnms&tbm=isch&sa=X&ved=0ahUKEwj4ta7l3szRAhWJGpAKHQWCAjc4ChD8BQgGKAE#imgrc=4QlK66d1xj_LqM%3A
https://www.google.com.br/search?q=cifra+de+cesar&client=firefox-b&biw=1024&bih=615&source=lnms&tbm=isch&sa=X&ved=0ahUKEwj4ta7l3szRAhWJGpAKHQWCAjc4ChD8BQgGKAE#imgrc=4QlK66d1xj_LqM%3A

24

4.2.2 Cifra de Vigenére

O Quadrado de Vigenere foi criado a partir de um alfabeto original de 26 letras
relacionado a outros vinte e seis alfabetos cifrados distintos. Cada alfabeto cifrado
foi formado a partir do seguinte critério: deslocamento de uma letra para esquerda
em relagdo a uma letra do alfabeto anterior. A partir dessa condicéo as letras da

Cifra de Vigenere ficam da seguinte forma:

ABCDEFGHIIJKLMNOPQRSTUYWXYZ
01/BE CDEFCHIJKLMNOPQRSTUVWXYZA
02/ CDEFGHIJKLMNOPORSTUVWXYZARB
03D EFGHIIJKLMNOPQRSTUVWXYZABC
O4{E FGHI JKLMNOPQRSTUVWXYZABCD
O5(F GHL1JKLMNOPOUQHRS I UVWXYZLZABUDE
06)G HI JKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEF
07|H I JKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEFG®G
08/ I JKLMNOPQRSTUVWXYZABCDETFG GH
09/ K LMNOPQRSTUVWXYZABCDEFGHTI
10K LM NOPQRSTUVWXYZABCDETFGHTI]
1L{LMNOPQRSTUVWXYZABCDETFGHTIIK
12IMNOPQRSTUVWXYZABCDLTIGNHNTIIJKL
13)NOPORSTUVWXYZABCDEFGHTIIKLM
14/0 PQRSTUVWXYZABCDEFGHTIIJIKLMN
1S |PQRSTUVWXYZABCDEFGHTIIJIKLMND
16/ R STUVWXY ZABCDEFGHIIJKLMNOP
17|R STUVWXYZABCDEFGHIIKLMNDOPRQ
18|S TUVW XY ZABCDEFGHIIJIKLMNOPRO QR
19)TUVWXYZABCDEFGHIIJKLMNOPOQRS
200U VWXYZABCDEFGHIIJIKLMNOPQRST
21{lVW XY ZABCDEFGHIIJKLMNOPQRSTU
22|W XY ZABCDEFGHLJKLMNUPQRS I UV
23|X Y ZABCDLTGHNIIJKLMNOPQRSTUVW
24|lY 7ARCDFFGHT1KI MNOPOQORSTUVWX
25/Z ABCDEFGHIIJKLMNOPQRSTUVWXY
26/ABCDEFGHIIJKLMNOPQRSTUVWXY?Z

Figura 2 — Quadrado de Vigenere
Disponivel em:

<https://www.google.com.br/search?g=quadrado+de+vigenere&client=firefox-
b&biw=1024&bih=615&source=Inms&tbm=isch&sa=X&ved=0ahUKEwjX46Cf8czRAh
XDEpAKHZNnIA-40Q AUIBIgB#imgrc=vQy10r3rEmiiXM%3A>. Acesso janeiro de 2017

Por exemplo, quando utilizamos apenas as trés primeiras linhas do Quadrado de
Vigenere, para cifrar a mensagem: AMIGO obtemos: para a 12 letra da mensagem
original usaremos seu correspondente da 22 linha; para a 22 letra usaremos seu

correspondente na 12 linha; para a 32 letra usaremos seu correspondente da 32


https://www.google.com.br/search?q=quadrado+de+vigenere&client=firefox-b&biw=1024&bih=615&source=lnms&tbm=isch&sa=X&ved=0ahUKEwjX46Cf8czRAhXDEpAKHZnIA-4Q_AUIBigB#imgrc=vQy10r3rFmiiXM%3A
https://www.google.com.br/search?q=quadrado+de+vigenere&client=firefox-b&biw=1024&bih=615&source=lnms&tbm=isch&sa=X&ved=0ahUKEwjX46Cf8czRAhXDEpAKHZnIA-4Q_AUIBigB#imgrc=vQy10r3rFmiiXM%3A
https://www.google.com.br/search?q=quadrado+de+vigenere&client=firefox-b&biw=1024&bih=615&source=lnms&tbm=isch&sa=X&ved=0ahUKEwjX46Cf8czRAhXDEpAKHZnIA-4Q_AUIBigB#imgrc=vQy10r3rFmiiXM%3A
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linha; para a 42 letra usaremos o correspondente na 12 linha e para a 52 letra
usaremos o correspondente na 32 linha. Portanto, a mensagem cifrada ser& CNLHR.

Por conta do grande nimero de chaves que a Cifra de Vigenére possui, ela
era conhecida como le chiffre indechiffrable (a cifra indecifravel), por mais que fosse
dificil ser quebrado esse codigo, por conta da sua dificuldade em ser manuseado ela

ficou esquecida por quase dois séculos.

4.2.3 Cifra de Hill

Foi criada em 1929 pelo matematico americano Lester Hill (1891-1961) e
para utiliza-la devemos associar cada letra do alfabeto a um nimero. Para tanto, faz-
se necessario 0 uso dos conceitos de matrizes, multiplicacdo de matrizes, matriz

inversa e aritmética modular.

B C D E F G H I J K L M
0 1 2 3 4 5 6 7 8 10 |11 |12
N @) P Q R S T U \% W | X Y Z
13 |14 |15 |16 (17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 (24 |25
Figura 3: Tabela Cifra de Hill

©o

Para cifrarmos uma palavra com o0 uso da tabela que associa as letras com
0s numeros, conforme mostra a figura 3, a Cifra de Hill, teremos que dividi-la em
blocos com a mesma quantidade de letras. Caso a palavra tenha uma guantidade
impar de letras, acrescentamos uma letra qualquer no final da palavra para
garantirmos que os blocos tenham a mesma quantidade de letras. Cada bloco sera
parte de um vetor p e criaremos uma matriz K invertivel para cifrarmos esse vetor p.
Vejamos por exemplo como se da a codificacdo da palavra ESCOLA.

¢ Dividiremos a palavra em blocos com duas letras;

e Associaremos cada letra a um numero, ficando da seguinte forma:
E S C O L A
4 18 2 14 11 O
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Assim, cada vetor p fica da seguinte maneira:

P1= (148) P2 = (124) Ps = (101)'

e A matriz K escolhida para cifra o vetor p é: (g ;)

« Cifrando o bloco ES, temos:
(2 (e =(26) = () moa2s
« Cifrando o bloco CO, temos:

(o )(70)=(Gg)= (35 mod 26
« Cifrando o bloco LA, temos:

(g ;)'(101) = (33) = (272) mod 26

e Utilizando a tabela da figura 3, a mensagem codificada sera:
EA US HW

Logo a mensagem a ser enviada € EAUSHW, sem espacos.

Fazendo o processo inverso, vamos agora decodificar essa mensagem.
Novamente dividiremos a mensagem em blocos com duas letras e associa-las a

nameros, ficando da seguinte forma:

E A U S H W
4 0 20 18 7 22

E iremos multiplicar cada bloco pela matriz inversa de K, assim obteremos a

mensagem original, logo, K" = (_12 _31).

Decodificando os vetores cifrados:



(L 3)p) = (L=(fg) mod 26
(7, Y =(2)=(2) mod 26

(_12 —31)(272) - (—5125)5(101) mod 26

Notemos que cada vetor coluna corresponde aos vetores da mensagem

original, logo a palavra decodificada € ESCOLA.
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5 MATRIZES E CRIPTOGRAFIA NOS LIVROS DIDATICOS

Apos analisarmos alguns livros do Ensino Médio, indicados pelo Programa
Nacional de Livros Didaticos (PNLD), somente um livro do 2° ano do Ensino Médio
fala sobre Criptografia. O autor, Dante, em seu livro faz a associagao de Matrizes
com Criptografia e de modo muito superficial. Ele coloca Criptografia como uma
curiosidade, utilizando apenas um breve conceito de Criptografia como uma
aplicacao para Matrizes.

Os documentos oficiais apresentados pelo Ministério da Educacdo, os
Parametros Curricular Nacional (PCN) e na Base Nacional Comum Curricular
(BNCC), nado falam explicitamente sobre Criptografia, mas falam a respeito do
desenvolvimento de diversos tipos de raciocinios.

A seguir apresentaremos alguns livros do Ensino Médio que foram
colocados como opc¢éo de escolha nas escolas publicas pelo Programa Nacional do
Livro Didético para o Ensino Médio (PNLEM). O unico livro que aborda a Criptografia

como ferramenta para o ensino de Matrizes é o Volume 2, da Editora Atica, escrito

por Luiz Roberto Dante.

ONTEXTO
APLICACOES

Material de
{ divulgagao da
Editora

: - | il
Gdigo da colegao "~ ! sas I
27582C0L02 OLL -




identidade, .
rdo conhecimento

Neste capitul

atriz quadrada e
tantodo remetente com
lo voce aprendera essa téc
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Os demais livros, por nés analisados, ndo relacionam Criptografia com

Matrizes e nem comentam sobre o assunto. Apresentamos dois desses livros.

Viatematica

\ Paiva @

=1l Moderna

W FTD

Dos livros analisados apenas do Dante fala sobre Criptografia e relaciona
com os conceitos de Matrizes.
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6 A CRIPTOGRAFIA NA SALA DE AULA

No sentido de verificarmos como os alunos do Ensino Médio venham
compreender o conceito de Criptografia, passamos a elaborar algumas atividades
para serem aplicadas em sala de aula.

As atividades foram aplicadas em trés turmas do 3° ano do Ensino Médio,
em uma escola publica estadual, situada no bairro de Comendador Soares,
municipio de Nova lguacu, na baixada fluminense, estado Rio de Janeiro.

Foram aplicadas cinco atividades durante trés dias. Em nosso trabalho cada
turma foi denominada de T1, T2 e T3. Na turma T1 ha 35 alunos, a turma T2, possui
40 alunos e, a T3 tem 35 alunos.

As atividades 1 e 2 foram aplicadas no 1° dia. As atividades 3 e 4 foram
aplicadas no 2° dia e, por fim, no 3° dia aplicamos a atividade 5.

O periodo de aplicacdo das atividades foi na semana que antecedeu as
festas carnavalescas, o que influenciou a baixa frequéncia nas turmas T1 e T3. O

namero de alunos presentes, por turma, foi:

TURMAS 1°DIA 2°DIA 3°DIA

T1 19 24 14
T2 30 31 31
T3 29 32 24
TOTAL 78 87 69

As tabelas a seguir apresentam a faixa etaria e o género dos alunos
presentes nos dias da aplicacdo de cada atividade. Podemos observar que a idade,
da maioria dos alunos em todas as turmas, estd compreendida entre 16 e 17 anos.

No primeiro dia de aplicagdo das atividades estiveram presente 78 alunos e

dispostos da seguinte forma:



Tabela 1
Idades dos Alunos
Idades 15 | 16 |17| 18| 19 | 20 | 21 | Total
m anos)
Turmas
T1 0 5 111]| 3 0 0 0 19
T2 5 18 | 6 1 0 0 0 30
T3 0 6 |12 | 7 2 1 1 29
Total 5 29 129|111 | 2 1 1 78
Fonte: Do Autor
Grafico 1
20
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Tabela 2

Género dos Alunos

Género Masculino | Feminino | Total
Turma
T1 9 10 19
T2 10 20 30
T3 11 18 29
Total 30 48 78

Fonte: Do Autor

Grafico 2

20

15
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Masculino

Feminino

Tl
mT2
mT3
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O numero de meninas foi maior durante a aplicacdo das atividades,

representando 52,6% na turma T1, 66,7% na T2 e 62,1% na turma T3. O que

podemos concluir que, em média, a frequéncia delas é de, aproximadamente,

60,5%.



Grafico 3
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J& no segundo dia de aplicacdo das atividades, 87 alunos estiveram presentes e

estavam dispostos do seguinte modo:

Tabela 3

Tabela das idades dos alunos presentes

Idades 15| 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | Total
Turma
T1 0 6 14 3 1 0 0 24
T2 3| 24 2 1 1 0 0 31
T3 0 7 13 | 10 0 1 1 32
Total 3|37 (29| 14 2 1 1 87

Fonte: Do Autor
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Tabela representando o género dos alunos presentes

Tabela 4

-
15anos 16anos 17anos 18 anos 19anos 20anos 21anos

Género Masculino | Feminino | Total
Turma
T1 11 13 24
T2 12 19 31
T3 10 22 32
Total 33 56 87

Fonte: Do Autor
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Grafico 5
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Podemos observar que o numero de meninas durante a aplicacdo das

atividades permanece maior e foi de 54,2% na turma T1, 61,3% na T2 e 68,7% na

turma T3. Implicando, em média, a frequéncia delas, aproximadamente, de 61,4%.

Gréfico 6
® Meninas B Meninas B Meninas
B Meninos H Meninos H Meninos
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Por fim, no terceiro dia de aplicagdo das atividades estiveram presentes 69

alunos e dispostos da seguinte forma:

25

Tabela 5

Tabela das idades dos alunos presentes

20

15

10

Idades 15| 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | Total
Turma
T1 0 3 10 1 0 0 0 14
T2 3|21 7 0 0 0 0 31
T3 0 4 14 5 0 0 1 24
Total 31|28 | 31 6 0 0 1 69
Fonte: Do Autor
Gréfico 7
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Tabela 6
Tabela representando o género dos alunos presentes

Género Masculino | Feminino | Total
Turma
T1 5 9 14
T2 14 17 31
T3 9 15 24
Total 28 41 69

Fonte: Do Autor
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Nos trés dias de aplicacdo o nimero de meninas durante a aplicacao das
atividades foi 64,3% na turma T1, 54,8% na T2 e 62,5% na turma T3. Podemos

concluir que, em média, a frequéncia delas é de aproximadamente, 60,5%.
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Grafico 9
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6.1 Desenvolvimento das atividades

As atividades foram assim aplicadas: cada turma foi dividida em grupos, com
4 ou 5 alunos, exceto na T1, que por conta da baixa frequéncia, a turma foi dividida
em duplas.

As quatro primeiras atividades foram aplicadas como parte introdutoria do
conceito de Criptografia. Nosso objetivo nessas atividades é verificar como os alunos
compreendem a necessidade de criar cédigos para emitir uma mensagem e que
esses conceitos nao estao distantes da realidade que os cercam.

Durante a aplicacdo, a davida comum apresentada por todos os alunos,
independente da turma, era qual contetdo a ser utilizado para resolver cada uma
das atividades.

Apbs o debate sobre o conteudo, os alunos concluiram que nédo havia um
anico modo especifico de resolver cada atividade, pois cada uma apresentava mais
de uma maneira de ser resolvida.

Vejamos a seguir como cada atividade foi desenvolvida.
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6.1.1 Atividade 1 - Qual o peso das figuras?*

O+0+A+0O=17kg
O+A+A+O=14kg
O+A+0O+0=13kg

No desenho acima ha trés fileiras de figuras geométricas, que possuem cada
uma delas, um determinado “peso”.

Descubra o “peso” exato da figura retangular, circular e triangular.

Nessa atividade foi estabelecido para cada figura geométrica um valor
numerico. Portanto, nosso objetivo é saber como os alunos decodificaram esses
valores e que conceito matematico foi utilizado. O nivel de dificuldade dessa

atividade foi considerado “médio” pelos alunos.

TURMAS FACIL MEDIO DIFICIL

T1 4 4 0
T2 2 4 1
T3 1 5 1
TOTAL 7 13 2

! Adaptagdo proposta por um aluno da Revista Globinho
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6.1.2 Atividade 2 - Pesando as figuras®

T Y

Cada uma das figuras geométricas acima tém um “peso” e sao colocadas nos
pratos de uma balanca que estd em perfeito equilibrio.
Sabendo que o triangulo “pesa” 8 g, calcule o “peso” de cada uma

das outras figuras?

Esta atividade consiste em descobrir o valor das figuras geométricas de
modo que as balancas figuem equilibradas. Essa atividade foi de “facil” aplicacao
pelo fato de sabermos o valor numérico do triangulo. A tabela a seguir representa a

opinido dos grupos com relagcéo ao grau de dificuldade desta atividade.

TURMAS FACIL MEDIO DIFICIL

T1 2 5 0
T2 2 4 1
T3 1 5 1
TOTAL 5 14 2

As duas atividades foram aplicadas no mesmo dia pela semelhanca entre
elas. A seguir temos algumas respostas apresentadas pelos alunos e o0s seus

comentarios.

2 Adaptacdo do exercicio criado pela professora Mariza Dela Laport Sanches
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Comentario do grupo com relagao a atividade: “1) Chegamos ao resultado
pela légica as figuras de que todas as figuras devem ter o mesmo valor, ou seja,
todas as figuras circulares devem ter o mesmo valor e assim sucessivamente”. “2)
Chegamos a conclusdo que se o triangulo vale 8 o quadrado vale 4 pois € metade
do triangulo, um triangulo mais um quadrado da 12 e o circulo vale a metade do

guadrado mais o triangulo, o losango tinha peso do tridngulo mais o circulo.”
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Comentario do grupo em relacdo a atividade: "Foi uma atividade muito

produtiva, que mexeu com nosso raciocinio.”
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Durante a aplicacdo da atividade 1 alguns alunos, das trés turmas,
apresentaram uma duavida bastante curiosa, eles perguntaram: “As figuras tinham o
mesmo valor em cada uma das equacgdes?”. O que foi uma pergunta que me causou
estranheza, afinal, por se tratar de turmas de terceiro ano do Ensino Médio, ndo

imaginava que tal duavida pudesse aparecer. Quando falei para tratar as figuras
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geométricas como variaveis, todos entenderam que o0s seus valores teria de ser o
mesmo nas trés equacoes.

Com relacédo a atividade 2, os alunos nado tiveram nenhuma duvida em
determinar o valor das figuras, pois ja haviam resolvido a Atividade 1 que tratava
figuras geométricas como variaveis.

Durante a resolugcdo da segunda atividade todos os alunos utilizaram a
quarta balanca para descobrir o valor das figuras, sendo que a mesma nao era
necessaria para resolver o problema. Mas precisavamos dela para verificar que 0s
valores encontrados atendiam as quatro balancas.

No segundo dia aplicamos as atividades 3 e 4, conforme descrito abaixo.

6.1.3 Atividade 3 — Cédigo de identificacao®

Os numeros de identificacdo utilizados no cotidiano (de contas bancérias, de
CPF, de Carteira de Identidade e etc.) usualmente possuem um digito de verificacao,
normalmente representado apds o hifen, como em 17326-9. Esse digito adicional
tem a finalidade de evitar erros no preenchimento ou digitacdo de documentos. Um
dos métodos usados para gerar esse digito utiliza os seguintes passos:

% multiplica-se o ultimo algarismo do numero por 1, o penultimo por 2, o

antepenultimo por 1, e assim por diante, sempre alternando multiplicacdes por

1 e por 2.

% soma-se 1 a cada um dos resultados dessas multiplicagdes que for maior do

que ou igual a 10.

“* somam-se o0s resultados obtidos.

++ calcula-se o resto da divisdo dessa soma por 10, obtendo-se assim o digito
verificador.

Agora, vocé é capaz de saber qual o digito verificador fornecido pelo processo acima

para o numero 24685?

Para resolver esta atividade bastava que os alunos entendessem os

métodos para descobrir o digito verificador de uma conta e trabalhar com o resto da

¥ Adaptacdo da Prova do ENEM 2005
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divisdo. A tabela a seguir representa a opinido dos grupos com relacdo ao grau de
dificuldade da atividade.

TURMAS FACIL MEDIO DIFICIL

T1 5 5 2
T2 4 8 4
T3 5 9 0
TOTAL 14 22 6

Como essa atividade nao exigia nenhum raciocinio bem elaborado, as
respostas ficaram muito parecidas. Mesmo assim, encontramos respostas bem

organizadas, como as que veremos a seguir.
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Opinido do grupo sobre a atividade: “Usamos a multiplicacéo e o resultado final
dividimos foi bem simples a prética.”

A duvida apresentada nesta atividade foi em relacdo ao resto da divisao.
Afinal, os alunos estavam tentado descobrir o resto da divisdo utilizando a
calculadora, e ndo estavam acostumados a trabalhar com o resto da divisdo para
resolver situacdes envolvendo um problema matematico. Mas, apés uma breve
explicacdo essa duvida foi esclarecida e todos 0os grupos conseguiram descobrir a
solucéo.
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6.1.4 Atividade 4 - CODIGO DOS METAIS*

Com a turma dividida em grupos, pedir que cada um descubra a
regra do codigo.

Na lista, os numerais 24730; 4134; 63989; 50334 representam, em
um determinado cédigo, os nomes dos metais OURO; PRATA; COBRE; FERRO.

Se vocé decifrar este codigo, podera usa-lo para escrever os nomes
dos animais RATO; CABRA; FOCA; CARRAPATO; URUBU e dos vegetais:
BATATA; CAFE; BETERRABA.

Podera também traduzir uma mensagem escrita nesse codigo:

9393 9 80339 92933089 5938139

E, servir-se do codigo para transmitir uma outra mensagem:

O PORTO RECEBEU A FROTA E O BARCO PRETO ATRACOU.

ApOs esta descoberta, deixe que cada grupo crie seu “cddigo secreto” e envie
uma mensagem para outro grupo. Para tanto, cada letra do alfabeto tera seu valor
numerico, ou seja: A=1;B=2; C=3; D=4; E=5e assim por diante.

O grupo que decifrar a mensagem codificada com o maior valor numeérico sera

0 vencedor.

Para resolver esta atividade era necessario que os alunos compreendessem
o enunciado e como funcionava o primeiro cédigo e, depois, criar um cédigo proprio
para trocar informacdes entre eles. A tabela abaixo apresenta a opinidao dos grupos
com relacdo ao grau de dificuldade da atividade.

* Adaptagdo da atividade criada pela equipe de professores de Matematica do Centro de Ciéncias do Rio de
Janeiro



TURMAS
T1
T2
T3
TOTAL

FACIL
5
4
5
14

49

MEDIO DIFiCIL

5 2
8 4
11 0
24 6

Foi dificil encontrar um grupo que apresentasse uma resposta organizada

para descoberta dos cddigos. ApOs analisarmos cada ficha, consideramos as

respostas a seguir como as mais significativas para apresentacao do nosso trabalho.

Comentario do grupo: “Uma atividade criativa, explora bastante nossa

imaginacdo e exige bastante também da nossa inteligéncia visual e do nosso

raciocinio logico.”
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Comentario do grupo: “Usamos raciocinio légico, um pouco complicado, mas
nao impossivel quando pega o ritmo da tarefa fica bem mais facil.”

Durante a aplicacdo das atividades observamos que a grande dificuldade
dos alunos foi interpretar o enunciado. Muitos deles ficaram confusos com o que era
pedido e ficavam tentando descobrir qual contetdo aprendido ao longo dos anos de
estudo que teria que ser utilizado para obter a solugdo das atividades. Quando na
verdade, nao tinha uma unica forma especifica de resolver essas atividades, o que
causou grande estranheza por boa parte dos alunos. Mas, apds uma discussao com
eles, foi possivel mostrar que todos tinham que ler, interpretar e compreender o que
estava sendo pedido em cada atividade e, assim, procurar uma melhor solugéo.

No terceiro e ultimo dia, aplicamos a quinta atividade. Nela relacionamos os

conceitos de Criptografia com o de Matrizes, através de um aplicativo.
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6.1.5 Atividade 5 - Criptografia utilizando Matrizes

Esta atividade tinha como proposta dar um significado ao ensino de Matrizes
e seus conceitos. Para realiza-la € necessario que os alunos saibam os conceitos de
Multiplicagéo de Matrizes e Matriz Inversa.

Segundo os alunos esta atividade foi considerada de médio para facil.

TURMAS FACIL MEDIO DIFICIL

T1 4 0 0
T2 3 3 1
T3 2 3 1
TOTAL 9 6 2

Para resolver e