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RESUMO

Com o intuito de apresentar a demonstração da propriedade do produto

do determinante, também 
onhe
ida 
omo fórmula de Binet-Cau
hy, de

uma maneira a
essível a estudantes de li
en
iatura em matemáti
a e a

professores de matemáti
a de Ensino Médio foi realizado o estudo em

questão que aborda os 
on
eitos de Permutações, Grafos e o Lema de

Gessel-Viennot. Esse Lema possui muitas apli
ações sendo uma delas

a de ser utilizado para provar a fórmula de Binet-Cau
hy.

Palavras-
have: Permutações. Grafos. Determinante. Lema de

Gessel-Viennot. Fórmula de Binet-Cau
hy.





ABSTRACT

In order to present a proof of the determinant produ
t property, also

known as the Binet-Cau
hy formula, in an a

essible way to undergra-

duate mathemati
s students and high s
hool mathemati
s tea
hers, a

study is 
ondu
ted on permutations, graphs and the Gessel-Viennot

Lemma. This Lemma has many appli
ations and one of them is to

prove the Binet-Cau
hy formula.

Keywords: Permutations. Graphs. Determinant. Lema of Gessel-

Viennot. Binet-Cau
hy formula.
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1 INTRODUÇ�O

Um 
onteúdo de grande relevân
ia estudado no Ensino Médio é

o assunto Matrizes. Ao trabalharmos matrizes apresentamos também


omo 
al
ular o seu determinante e listamos as propriedades do de-

terminante, uma dessas propriedades é a que rela
iona o produto dos

determinantes 
om o determinante do produto. Neste trabalho 
hama-

mos essa propriedade 
omo fórmula de Binet-Cau
hy que nos auxilia

em 
ál
ulos 
omo:

Sejam as matrizes

M =

(

2 8
3 5

)

N =

(

4 5
−2 7

)

,

vamos 
al
ular o det(MN):
Primeiro 
al
ulando o produto das matrizes e na sequên
ia o

determinante da matriz produto:

M ·N =

(

2 · 4 + 8 · (−2) 2 · 5 + 8 · 7
3 · 4 + 5 · (−2) 3 · 5 + 5 · 7

)

=

(

−8 66
2 50

)

.

Assim,

det(MN) = (−8 · 50)− (2 · 66) = −400− 132 = −532.

Segundo 
al
ulando primeiro o determinante de 
ada matriz e

na sequên
ia 
al
ulando o produto dos determinantes:

det(M) = 2 · 5− 3 · 8 = 10− 24 = −14,

det(N) = 4 · 7− (−2) · 5 = 28 + 10 = 38,

det(MN) = det(M) · det(N) = −14 · 38 = −532.

A segunda maneira de 
al
ular tem validade garantida pela fór-

mula de Binet-Cau
hy, e nesse trabalho bus
aremos apresentar uma

demonstração a
essível para professores de Matemáti
a de ensino mé-

dio, 
omo também para alunos de ini
iação 
ientí�
a.

Essa propriedade normalmente é utilizada apenas para matriz

produto que se origina de matrizes quadradas, no entanto, a fórmula

de Binet-Cau
hy 
onforme apresentada nesse texto mostra 
omo usar

a informação 
ontida em 
ada uma das matrizes retangulares para o
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obter o determinante da matriz produto quadrada resultante.

Para 
onseguir 
ompreender a demonstração pre
isaremos de al-

guns 
on
eitos prévios, 
omo o que são permutações para podermos

de�nir o 
ál
ulo do determinante de uma matriz, 
on
eitos de grafos e

sua relação 
om matrizes 
aminhos, entre outros. Dessa forma organi-

zamos o trabalho em três 
apítulos, a saber.

No 
apítulo a seguir tratamos dos 
onteúdos Permutações e De-

terminantes, trazendo as de�nições de 
i
lo, transposição, paridade,

sinal de uma permutação. Con
eitos esses que nos permitirão 
ompre-

ender parte da demonstração do Lema de Gessel-Viennot. Os estudos

desse 
apítulo foram baseados nas obras Álgebra Moderna [DOMIN-

GUES, 2003℄ e Elementos de Álgebra [GARCIA,2003℄.

No 
apítulo intitulado Grafo é apresentada a de�nição de grafo

e algumas de suas propriedades, 
omo também a maneira de rela
ionar

uma matriz a um grafo, e um grafo a uma matriz 
aminho, relação essa

que nos permitirá apresentar e expli
ar as demonstrações apresentadas

depois.

No último 
apítulo apresentamos o fo
o do trabalho o Lema de

Gessel-Viennot e a fórmula de Binnet-Cau
hy, 
om as devidas demons-

trações. Apresentamos ainda nesse 
apítulo um exemplo de 
omo 
al-


ular o determinante de uma matriz produto que não se originou de

matrizes quadradas. Nessa parte do texto os referen
iais usados 
omo

base foram As provas estão n'O LIVRO [AIGNER, 2002℄ e A 
ourse in

enumeration [AIGNER, 2007℄.
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2 PERMUTAÇÕES E DETERMINANTES

Para 
ada n ∈ N
∗
, seja In o 
onjunto

In = {x ∈ N
∗ | 1 ≤ x ≤ n} = {1, . . . , n}.

De�nição 2.1. Dado n ∈ N
∗
, uma permutação sobre In 
onsiste de

uma função bijetora

σ : In −→ In.

O 
onjunto de todas as permutações sobre In é denotado por Sn.

Denotamos a permutação σ sobre Sn por

σ =

(

1 2 . . . n
σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)

ou, 
aso queiramos apresentar os números de 1 a n em outra ordem,

digamos x1, x2, . . . , xn, por

σ =

(

x1 x2 . . . xn

σ(x1) σ(x2) . . . σ(xn)

)

.

Exemplo 2.1. Para n = 6 temos o 
onjunto I6 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, e
apresentamos um exemplo de permutação desse 
onjunto dada por:

σ =

(

1 2 3 4 5 6
3 2 1 6 5 4

)

Nessa permutação temos as seguintes tro
as: σ(1) = 3, σ(2) = 2, σ(3) =
1, σ(4) = 6, σ(5) = 5, σ(6) = 4. Per
ebemos assim que todos os elemen-

tos foram rela
ionados, o que 
ondiz 
om o fato de ser uma função

bijetora.

Exemplo 2.2. Para n = 3 temos o 
onjunto I3 = {1, 2, 3}, e apresen-

tamos todas as permutações de S3:

σ1 =

(

1 2 3
3 2 1

)

σ2 =

(

1 2 3
3 1 2

)

σ3 =

(

1 2 3
2 1 3

)
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σ4 =

(

1 2 3
2 3 1

)

σ5 =

(

1 2 3
1 3 2

)

σ6 =

(

1 2 3
1 2 3

)

.

A permutação σ6 é um 
aso parti
ular de permutação, é o 
aso

onde os elementos são mantidos na mesma posição de origem, quando

isso o
orre 
hamamos a permutação de permutação identidade e a de-

notamos por ǫ.

A 
omposição de duas permutações sobre In é uma nova per-

mutação sobre In, logo a operação de 
omposição de funções é uma

operação binária sobre Sn. O 
onjunto Sn 
om a operação de 
ompo-

sição satisfaz os três axiomas de grupo, a saber:

• a operação possui a propriedade asso
iativa;

• o 
onjunto Sn possui um elemento neutro para esta operação,

dado pela função identidade denominada ǫ : In −→ In;

• para toda permutação σ sobre Sn, a função inversa σ−1
também

é bijetora, e portanto também é uma permutação sobre Sn.

De�nição 2.2. Dado n ∈ N
∗
, dizemos que uma permutação σ ∈ Sn

é um 
i
lo se existem r ∈ N
∗

om 1 ≤ r ≤ n e inteiros distintos

x1, x2, . . . , xr ∈ In de modo que as seguintes 
ondições são satisfeitas:

1. Para qualquer i ∈ N
∗

om 1 ≤ i ≤ r− 1 tem-se que σ(xi) = xi+1;

2. σ(xr) = x1;

3. Para qualquer x ∈ In \ {x1, x2, . . . , xr} tem-se que σ(x) = x.

Neste 
aso, dizemos que r é o 
omprimento do 
i
lo σ, que σ é um

r-
i
lo, e denotamos σ por:

σ = (x1 x2 · · · xr).

Adi
ionalmente, o 
onjunto {x1, x2, . . . , xr} é 
hamado de 
onjunto

suporte de σ, e denotado por supp (σ).

De�nição 2.3. Se um 
i
lo σ tiver 
omprimento r = 2, então σ será


hamado de transposição.
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Tomando n = 8 podemos pensar nos seguintes exemplos de per-

mutações sobre o 
onjunto I8:

Exemplo 2.3. Para n = 8 
onsidere a permutação σ ∈ S8 dada por:

σ =

(

1 2 3 4 5 6 7 8
2 3 4 5 6 7 8 1

)

,

isto é σ(1) = 2, σ(2) = 3, . . . , σ(7) = 8, σ(8) = 1. De a
ordo 
om a

de�nição, σ é um 
i
lo de 
omprimento r = 8, 
om 
onjunto suporte

supp (σ) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} e a notação que denota essa permutação

seria

σ = (1 2 3 4 5 6 7 8).

Exemplo 2.4. Ainda em S8, seja λ dada por:

λ =

(

1 2 3 4 5 6 7 8
8 1 3 2 4 6 7 5

)

.

Note que λ(1) = 8, λ(8) = 5, λ(5) = 4, λ(4) = 2, λ(2) = 1. Além

disso, se x = 3, 6, 7 temos λ(x) = x. Pela de�nição, λ é um 
i
lo de


omprimento 5, 
om suporte supp (λ) = {1, 2, 4, 5, 8}, denotado por:

λ = (1 8 5 4 2).

Exemplo 2.5. Seja φ ∈ S8 de�nido 
omo:

φ =

(

1 2 3 4 5 6 7 8
2 6 1 5 3 4 8 7

)

.

Observe que φ(1) = 2, φ(2) = 6, φ(6) = 4, φ(4) = 5, φ(5) = 3, φ(3) = 1.
Porém, para x = 7 e x = 8 temos φ(x) 6= x, logo φ não satisfaz a

de�nição de 
i
lo.

Uma observação relevante sobre a notação de 
i
lo é que um

mesmo 
i
lo pode ser des
rito de mais de uma forma 
om os mesmos

valores de um 
onjunto suporte, desde que a sequên
ia entre os elemen-

tos seja mantida, por exemplo, o 
i
lo (8 5 4) pode ser representado

também (5 4 8) ou por (4 8 5).

De�nição 2.4. Dados n ∈ N
∗
e 
i
los σ, λ ∈ Sn, dizemos que os 
i
los

σ e λ são disjuntos quando seus suportes são disjuntos,ou seja, quando

supp (σ) ∩ supp (λ) = ∅.
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Exemplo 2.6. Sejam σ = (7 8) e λ = (1 2 6 4 5 3) permutações sobre

I8. Vemos que σ é um 2-
i
lo, ou seja, uma transposição, que λ é um

6-
i
lo, e que supp (σ) = {7, 8}, supp (λ) = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Uma vez

que supp (σ) ∩ supp (λ) = ∅, temos que σ e λ são 
i
los disjuntos.

O resultado seguinte informa que dois 
i
los disjuntos 
omutam,

ou seja, que se realizarmos a 
omposição desses 
i
los, independente da

ordem, teremos o mesmo resultado �nal.

Teorema 2.1. Para qualquer n ∈ N
∗
e para quaisquer σ, λ ∈ Sn, se σ

e λ são 
i
los disjuntos então

σ ◦ λ = λ ◦ σ.

Demonstração. Sejam n ∈ N
∗
e σ, λ ∈ Sn 
i
los disjuntos quaisquer.

Provaremos que σ ◦ λ = λ ◦ σ; para tanto, é su�
iente provar que

(σ ◦ λ)(x) = (λ ◦ σ)(x), para todo x ∈ In. Seja x ∈ In qualquer. Como

σ e λ são 
i
los disjuntos,temos três 
asos possíveis:

• Caso x ∈ supp(σ), temos que x 6∈ supp(λ), logo λ(x) = x. Tam-

bém, σ(x) ∈ supp(σ), logo σ(x) 6∈ supp(λ) e portanto λ(σ(x)) = σ(x).
Juntando, temos que

(σ ◦ λ)(x) = σ(λ(x)) = σ(x) = λ(σ(x)) = (λ ◦ σ)(x).

• Caso x ∈ supp(λ), temos que x 6∈ supp(σ), logo σ(x) = x. Tam-

bém, λ(x) ∈ supp(λ), logo λ(x) 6∈ supp(σ) e portanto σ(λ(x)) = λ(x).
Juntando, temos que

(λ ◦ σ)(x) = λ(σ(x)) = λ(x) = σ(λ(x)) = (σ ◦ λ)(x).

• Caso x 6∈ supp(σ) e x 6∈ supp(λ), por x não estar em nenhum dos


onjuntos suporte, então σ(x) = x e λ(x) = x, dessa forma,

(λ ◦ σ)(x) = λ(σ(x)) = λ(x) = x = σ(x) = σ(λ(x)) = (σ ◦ λ)(x).

Pelo exposto, pode-se 
on
luir que σ ◦λ = λ ◦ σ, 
omo desejado.

O próximo teorema diz que sendo n ∈ N
∗
e se σ ∈ Sn é tal

que σ 6= ǫ, ou seja, que σ não é a permutação identidade, então σ se

des
reve 
omo 
omposição de 
i
los disjuntos, de modo úni
o a menos

da ordem dos fatores da 
omposição.
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Teorema 2.2. Para quaisquer n ∈ N
∗
e σ ∈ Sn, se σ 6= ǫ então

existem k ∈ N
∗
e 
i
los σ1, . . . , σk ∈ Sn, disjuntos aos pares, de modo

que

σ = σ1 ◦ . . . ◦ σk.

Essa de
omposição de σ 
omo 
omposição de 
i
los disjuntos é úni
a,

a menos da ordem dos fatores.

Demonstração. Como σ não é a permutação identidade, ou seja, σ 6= ǫ
então existe elemento a ∈ In tal que σ(a) 6= a. Seja A = {x ∈ In|σ(x) 6=
x}, logo pelo des
rito ini
ialmente A 6= ∅.
Como A ⊆ N e A 6= ∅, pelo Prin
ípio da Boa Ordenação (PBO) existe

em A um menor elemento, o 
hamamos de a1.
Sendo o 
onjunto A1 = {σi(a1) | i ∈ N}, per
eba que A1 ⊆ In.
Como In é um 
onjunto �nito, pois possui n elementos, e N é um 
on-

junto in�nito, pelo Prin
ípio da Casa dos Pombos existem i, j ∈ N tal

que σi(a1) = σj(a1).
Seja B1 = {i ∈ N | ∃j ∈ N 
om j < i e σi(a1) = σj(a1)}. Como

B1 foi de�nido temos que B1 6= ∅ e B1 ⊆ N, dessa forma pelo PBO,

B1 possui um menor elemento, digamos i1; temos que i1 ≥ 1, pois
σi1(a1) = σj(a1) para algum j ∈ N 
om j < i1.
Então, temos que os elementos σ0(a1) = a1, σ

1(a1), σ
2(a1), . . . , σ

i1−1(a1)
são todos distintos, já que i1 é o menor elemento de B1, pois se não

fossem elementos distintos i1 não seria o menor elemento de B1.
A�rmamos que σi1(a1) = a1.
Para 
omprovar essa a�rmação usamos que i1 ∈ B1, dessa forma sabe-

mos que existe algum j ∈ N 
om j < i1 e σj(a1) = σi1 (a1).
Per
eba que a permutação σ−j = σ−1 ◦ σ−1 ◦ . . . ◦ σ−1, é uma 
ompo-

sição 
om j fatores e que σ−j ◦ σj = ǫ.
Agora veja que: σ0(a1) = a1 = ǫ(a1) = σ−j ◦ σj(a1) = σ−j ◦ σi1(a1) =
σi1−j(a1).
Isto nos mostra que ii − j ∈ N é tal que ii − j ∈ B1, e 
omo i1 é o

menor elemento desse 
onjunto, logo i1 ≤ i1 − j ≤ i1 e portanto j = 0,

omprovando a a�rmação que σi1(a1) = σ0(a1) = a1.
De a
ordo 
om o relatado temos então um 
i
lo, denominado σ1 =
(a1 σ1(a1) σ

2(a1) σ
3(a1) . . . σi1−1(a1)), de 
omprimento i1, que pos-

sui 
omo 
onjunto suporte:

supp(σ1) = {a1, σ1(a1), σ
2(a1), σ

3(a1), . . . σi1−1(a1)}.
Seja A2 = In \ supp(σ1). Se σ(b) = b, ∀b ∈ A2, en
erra-se o pro
esso

e σ é 
i
lo σ1 já en
ontrado. Caso 
ontrário, se existir algum b ∈ A2

tal que σ(b) 6= b, temos que A2 6= ∅ e pelo PBO existe um menor

elemento em A2, digamos que esse elemento seja a2. Agora basta re-
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petir o pro
esso realizado 
om a1 
omo des
rito anteriormente para o

elemento a2 e en
ontraremos um outro 
i
lo, σ2, que terá 
omo 
on-

junto suporte supp(σ2) de 
omprimento i2, onde supp(σ2) = {σ0(a2) =
a2, σ

1(a2), σ
2(a2), σ

3(a2), . . . σi2−1(a2)}.
A�rmamos que os 
i
los σ1 e σ2, respe
tivamente gerados por a1, de
suporte supp(σ1), e a2, de suporte supp(σ2), são disjuntos, ou seja, que

supp(σ1) ∩ supp(σ2) = ∅.
Suponha por absurdo que existam i, j ∈ N tais que σi(a1) = σj(a2).
Lembre que se um elemento c perten
er ao 
onjunto suporte de um


i
lo, então σ(c) e σ−1(c) também estão no mesmo 
onjunto suporte

do 
i
lo.

Ao 
ompor σi

om σ−j

, temos: σi−j(a1) = σ−j◦σi(a1) = σ−j◦σj(a2) =
a2 ∈ supp(σ2). Aqui se per
ebe o absurdo já que σi−j(a1) ∈ supp(σ1)
e por 
onsequên
ia a2 ∈ supp(σ1), o que é absurdo já que a2 ∈ A2 =
In \ supp(σ1). Logo não podemos ter que σi(a1) = σj(a2), e assim


omprova-se a a�rmação de que os 
i
los supp(σ1) e supp(σ2) são dis-

juntos.

Continuando o pro
edimento seja A3 = In \ supp(σ1) ∪ supp(σ2). Se
σ(d) = d, ∀d ∈ A3, en
erra-se o pro
esso e σ será 
omposto pelos 
i
los

σ1 e σ2 já en
ontrados. Se existir d ∈ A3 tal que σ(d) 6= d,repetimos

o pro
esso anterior para o menor elemento de A3, seja este elemento

a3 e en
ontraremos um outro 
i
lo σ3, de 
onjunto suporte supp(σ3)
disjunto de supp(σ1) e de supp(σ2).
Observamos que 
omo In é um 
onjunto 
om um número �nito de ele-

mentos, em algum momento não haverá mais elementos de In para rea-

lizarmos o pro
edimento a
ima de en
ontrar 
i
los disjuntos. Digamos

que após realizarmos todos os pro
edimentos possíveis sobre In obtive-

mos os 
i
los σ1, σ2, . . . , σk, asso
iados aos elementos a1, a2, . . . , ak.
Agora é pre
iso mostrar que as permutações σ e σk ◦ . . . ◦σ2 ◦σ1

são iguais. Tome x ∈ In qualquer, para esse elemento x temos duas

opções:

• σ(x) = x: Neste 
aso temos que x não perten
e a nenhum dos 
on-

juntos suportes supp(σk), pois se um elemento y perten
e a um dos


onjuntos suportes, seja esse 
onjunto supp(σi), assim teríamos que

σi(y) 6= y e 
omo σi(y) = σ(y) temos que σ(y) 6= y. Dessa forma,

∀i ∈ {1, 2, . . . , k} tem-se que σi(x) = x. Temos então:

σk ◦ . . . ◦ σ2 ◦ σ1(x) = σk ◦ . . . ◦ σ2(σ1(x)) = σk ◦ . . . ◦ σ2(x) = . . . = x.

Logo σ e σk ◦ . . . ◦ σ2 ◦ σ1 
oin
idem em todo x tal que x = σ(x).

• σ(x) 6= x: Neste 
aso x perten
e ao suporte de um dos k 
i
los,
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digamos que pertença a supp(σj), suporte do 
i
lo σj . Como já foi

mostrado que os 
i
los são disjuntos, sabemos que se x ∈ supp(σj),
então x /∈ supp(σl) onde l 6= j e l ∈ {1, . . . , k}. Assim, x perten
e

apenas ao suporte de um 
i
lo σj , de suporte supp(σj). Então

σk ◦ . . . ◦ σj ◦ . . . ◦ σ1(x) = . . . = σk ◦ . . . ◦ σj(x)

Mas sabemos que σj(x) = σ(x), que também só perten
e ao 
onjunto

suporte supp(σj), do 
i
lo σj . Logo temos que σm(σj(x)) = σj(x), ∀j <
m ≤ k. Assim,

σk ◦ . . . ◦ σj ◦ . . . ◦ σ1(x) = . . . = σk ◦ . . . ◦ σj(x) = σj(x) = σ(x).

Logo σ e σk ◦ . . . ◦ σ2 ◦ σ1 
oin
idem em x 6= σ(x).
Assim resta apenas mostrar que essa de
omposição de σ = σk · · ·◦

σ2 ◦ σ1 é úni
a a não ser pela ordem de apresentação dos k 
i
los.

Suponha que σ = σl ◦ σ2 ◦ . . . ◦ σk e σ = θ1 ◦ θ2 ◦ . . . ◦ θr sejam duas

de
omposições de σ em produto de 
i
los disjuntos. Se σ movimenta

algum x, então algum dos σi move x e algum dos θj também move x;

omo 
i
los disjuntos 
omutam, vamos supor, renomeando se ne
essá-

rio, que σ1 e θ1 sejam os 
i
los que movam x, logo ∀i ∈ Z temos que

σi(x) = σi
1(x) = θi1(x), dessa forma per
ebemos que os 
i
los σ1 e θ1


oin
idem, e podemos 
ontinuar essa ideia para mostrar que 
i
los das

de
omposições de σ 
oin
idem aos pares.

Teorema 2.3. Toda permutação de Sn, 
om n ≥ 2, pode ser de
om-

posta 
omo 
omposição de transposições.

Demonstração. A identidade (x1 x2 x3 . . . xr) = (x1xr) ◦ (x1xr−1) ◦
. . . ◦ (x1x2) é válida para todo 
i
lo σ ∈ Sn de 
omprimento r. Assim

basta utilizar a de
omposição em 
i
los demonstrada no Teorema 2.2 e

apli
ar essa igualdade que apresenta 
omo de
ompormos 
ada um dos


i
los 
omo transposições.

Exemplo 2.7. Seja a permutação φ =

(

8 7 6 5 4 3 2 1
7 8 4 3 5 1 6 2

)

.

Essa permutação pelo que estudamos no Teorema 2.2 poderá ser es
rita


omo 
omposição dos 
i
los φ1 = (7 8) e φ2 = (6 4 5 3 1 2). E pelo

Teorema 2.3 temos que a permutação φ pode ser des
rita 
omo um pro-

duto de transposições da seguinte maneira: φ = (8 7) ◦ (6 2) ◦ (6 1) ◦
(6 3) ◦ (6 5) ◦ (6 4).
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De�nição 2.5. O sinal de uma permutação σ =

(

x1 x2 . . . xn

y1 y2 . . . yn

)

é um número real, que será denotado sgn(σ), de�nido por:

sgn(σ) =
∏

i>j

xi − xj

yi − yj
,

em que o produtório é sobre todos os pares de índi
es i, j ∈ In 
om

i > j.

Exemplo 2.8. Sendo σ =

(

1 2 3 4
3 2 4 1

)

, o 
ál
ulo do sgn(σ) é

dado por:

sgn(σ) =
2− 1

2− 3
· 3− 1

4− 3
· 4− 1

1− 3
· 3− 2

4− 2
· 4− 2

1− 2
· 4− 3

1− 4
= +1

Teorema 2.4. O sinal de uma transposição é −1.

Demonstração. Seja σ uma transposição de Sn, então é possível es
re-

ver σ da seguinte maneira: σ =

(

x1 x2 x3 x4 . . . xn

x2 x1 x3 x4 . . . xn

)

. Sendo

(a, b) um par de índi
es da primeira linha de σ 
om 1 ≤ a ≤ b ≤ n, va-
mos analisar o que a
onte
e 
om o fator 
orrespondente do produtório

de σ para 
ada es
olha possível para (a, b) :

(i) (a, b) = (1, 2), o fator do produtório de σ é:

x2 − x1

x1 − x2
=

x2 − x1

−(x2 − x1)
=

−1.

(ii) a = 1 e b > 2 teremos que o fator asso
iado será:

xb − x1

xb − x2
.

(iii) a = 2 e b > 2 teremos que o fator asso
iado será:

xb − x2

xb − x1
.

(iv) a > 2 e b > 3 assim o fator para 
ada uma dessas es
olhas será:

xb − xa

xb − xa

= 1.

Per
eba que para 
ada es
olha de b > 2 os itens (ii) e (iii) apa-

re
em no produtório de σ juntamente, ou seja,

xb − x1

xb − x2
· xb − x2

xb − x1
= 1,


om isso o produto desses pares será sempre igual a +1.
E per
eba também que independente dos diversos fatores �nitos

que possam apare
er 
onforme exposto no item (iv) todos esses fatores

serão iguais a +1.
Assim os fatores 
ara
terizados nos itens (ii), (iii) e (iv) não

interferem no sinal de σ.
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Com base no que observamos para 
ada es
olha de índi
es e nas

observações feitas podemos veri�
ar que sgn(σ) será determinado por

x2 − x1

x1 − x2
= −1.

Portanto o sinal da transposição σ será sgn(σ) = −1.

Teorema 2.5. Sendo σ e φ ∈ Sn, tem-se que:

sgn(σ ◦ φ) = (sgn(σ)) · (sgn(φ)).

Demonstração. Reordenando 
onvenientemente se ne
essário podemos

es
rever σ e φ 
omo: σ =

(

x1 x2 . . . xn

y1 y2 . . . yn

)

e φ =

(

y1 y2 . . . yn
z1 z2 . . . zn

)

,

e analisando os sinais dessas permutações temos que:

(sgn(σ))·(sgn(φ)) =
∏

i>j

xi − xj

yi − yj
·
∏

i>j

yi − yj
zi − zj

=
∏

i>j

xi − xj

zi − zj
= sgn(σ◦φ).

Corolário 2.1. Para qualquer σ ∈ Sn, sgn(σ) = +1 ou sgn(σ) = −1.

Demonstração. Conforme visto no Teorema 2.3 podemos de
ompor

qualquer permutação σ 
omo produto de transposições, ou seja, σ =
σ1 ◦ σ2 ◦ . . . ◦ σk.

Utilizando a generalização do Teorema 2.5 para k fatores, tere-

mos que: sgn(σ) = sgn(σ1)·sgn(σ2)·. . .·sgn(σk) = (−1)·(−1)·. . .·(−1) =
(−1)k, já que pelo Teorema 2.4 sabemos que o sinal de 
ada transposi-

ção é −1.
Dessa maneira o valor de sgn(σ) será igual a um produto de k

fatores, onde 
ada fator é igual a −1, e 
om uma simples análise do

produto temos que se k for par então sgn(σ) = (−1)k = +1 e que se k
for ímpar sgn(σ) = (−1)k = −1.

Teorema 2.6. Para qualquer σ ∈ Sn, quaisquer duas de suas de
om-

posições 
omo 
omposição de transposições possuem quantidades de fa-

tores 
om mesma paridade.

Demonstração. Seja uma permutação σ ∈ Sn e sejam duas de suas

de
omposições por transposições dadas por: σ = φ1 ◦ φ2 ◦ . . . ◦ φk e

σ = θ1◦θ2◦ . . .◦θq. Pelo que temos relatado anteriormente sabemos que
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sgn(σ) = (−1)k = (−1)q, e assim se k for par teremos que (−1)k = 1
e que portanto que (−1)q = 1, dessa forma resultando que q também

é par. E se k for ímpar teremos que (−1)k = −1 e que portanto que

(−1)q = −1, dessa forma resultando que q também será ímpar.

De�nição 2.6. Para uma permutação σ ∈ Sn, dizemos que σ é uma

permutação par 
aso sgn(σ) = +1, e uma permutação ímpar 
aso

sgn(σ) = −1.

De�nição 2.7. Dado n ∈ N
∗
e M = (mij)i,j uma matriz real de ordem

n, o determinante de M é o número denotado por detM e dado por

detM =
∑

σ∈Sn

sgn(σ) m1σ(1) m2σ(2) . . .mnσ(n).

Bus
ando 
ompreender melhor a De�nição 2.7 vamos apresentar


omo seria o 
ál
ulo do determinante de matrizes de ordem n = 2 e

n = 3.

Exemplo 2.9. Para uma matriz M de ordem n = 2, temos apenas

duas possíveis permutações para σ, que são: σ1 =

(

1 2
1 2

)

, σ2 =
(

1 2
2 1

)

. Per
eba que σ1 é uma permutação par, logo sgn(σ1) = 1

e que σ2 é uma permutação ímpar, logo sgn(σ2) = −1. Dessa forma,

temos que:

detM = sgn(σ1)m1σ1(1)m2σ1(2) + sgn(σ2)m1σ2(1)m2σ2(2)

= m11m22 −m12 m21.

Exemplo 2.10. Para a matriz M de ordem n = 3, temos seis possíveis

permutações para σ, que são:

σ1 =

(

1 2 3
1 2 3

)

σ2 =

(

1 2 3
2 3 1

)

σ3 =

(

1 2 3
3 1 2

)

σ4 =

(

1 2 3
3 2 1

)

σ5 =

(

1 2 3
2 1 3

)

σ6 =

(

1 2 3
1 3 2

)

.

Per
eba que as permutações: σ1, σ2, σ3 são permutações pares,

logo sgn(σ1) = sgn(σ2) = sgn(σ3) = 1 e que σ4, σ5, σ6 são permutações

ímpares, logo sgn(σ4) = sgn(σ5) = sgn(σ6) = −1. Dessa forma, temos

que:
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detM =sgn(σ1)m1σ1(1)m2σ1(2)m3σ1(3) + sgn(σ2)m1σ2(1)m2σ2(2)m3σ2(3)+

+ sgn(σ3)m1σ3(1)m2σ3(2)m3σ3(3) + sgn(σ4)m1σ4(1)m2σ4(2)m3σ4(3)+

+ sgn(σ5)m1σ5(1)m2σ5(2)m3σ5(3) + sgn(σ6)m1σ6(1)m2σ6(2)m3σ6(3)

=m11m22m33 +m12m23m31 +m13m21m32−
−m13m22m31 −m12m21m33 −m11 m23 m32.
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3 GRAFOS

Os grafos fazem parte da história relativamente re
ente da Ma-

temáti
a, as ideias sobre esse assunto 
omeçam a surgir por volta do

sé
ulo XVIII, e um dos primeiros problemas envolvendo a ideia de gra-

fos é o problema das Pontes de Königsberg, na Rússia, estudado por

Leonhard Euler. Já as primeiras apli
ações da utilização dos 
on
eitos

de grafos surgiram no sé
ulo XIX nos 
ampos de estudo da eletri
idade

e da quími
a. [NETTO, 2003℄.

Atualmente a teoria de grafos auxilia no estudo de diversas áreas,

solu
ionando problemas 
on
retos de redes de 
omputadores, quími
a

orgâni
a, árvores genealógi
as, 
ir
uitos de transmissão, problemas de


abeamento, entre outros, mas independente das apli
ações men
iona-

das é um 
on
eito bastante utilizado em problemas teóri
os matemáti-


os.

Para o propósito deste trabalho ne
essitamos 
ompreender o que

vem a ser um grafo orientado, ponderado, a
í
li
o e �nito.

De�nição 3.1. Um grafo orientado 
onsiste de uma quádrupla orde-

nada G = (V,A, o, d), em que:

• V é um 
onjunto, 
ujos elementos são 
hamados de vérti
es;

• A é um 
onjunto, 
ujos elementos são 
hamados de arestas;

• o, d : A → V são funções.

Para 
ada aresta a ∈ A, dizemos que o(a) é a origem de a, e
d(a) é o destino de a.

Grafos orientados são normalmente representados por meio de

diagramas. Dado um grafo orientado G = (V,A, o, d), montamos um

diagrama asso
iando 
ada vérti
e v ∈ V a um ponto distinto do di-

agrama, e 
ada aresta a ∈ A a uma �e
ha no diagrama que sai do

ponto que representa o(a), e 
hega no ponto que representa d(a). Os

pontos e �e
has do diagrama podem ser indi
ados pelos símbolos que

representam os vérti
es e arestas do grafo, respe
tivamente.

Exemplo 3.1. Sejam os 
onjuntos V e A dados por V = {⋆,N,�,�}
e A = {a, b, c} e vamos de�nir as funções o : A → V e d : A → V 
omo

segue:

o(a) = ⋆ d(a) = �

o(b) = N d(b) = �

o(c) = N d(c) = �
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Figura 1 � Exemplo: Grafo

Fonte: elaborado pela autora.

A representação do grafo orientado G = (V,A, o, d) por meio de

um diagrama de �e
has e pontos é apresentada na Figura 1.

Como para o intuito do trabalho só abordaremos grafos orienta-

dos, sempre que men
ionarmos grafo, está subentendido que trata-se

de um grafo orientado.

De�nição 3.2. Um grafo G = (V,A, o, d) é dito bipartido quando

podemos dividir o 
onjunto de vérti
es V em dois sub
onjuntos V1, V2

disjuntos, de modo que para toda aresta a ∈ A temos que o(a) ∈ V1 e

que d(a) ∈ V2.

Per
eba que o Exemplo 3.1 é um grafo orientado bipartido, já

que podemos des
rever o 
onjunto V = {⋆,N,�,�} 
omo a união de

dois 
onjuntos disjuntos V1 e V2, onde V1 = {⋆,N} e V2 = {�,�},
assim per
eba que o(a) = ⋆ ∈ V1, o(b) = N ∈ V1, o(c) = N ∈ V1, d(a) =
� ∈ V2, d(b) = � ∈ V2, d(c) = � ∈ V2, satisfazendo as 
ondições da

de�nição de grafo bipartido.

Exemplo 3.2. Considere os 
onjuntos V = {B,C,D,E, F}, de vérti-


es, A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, de arestas, e sejam o : A → V e d : A → V ,

as funções de�nidas por:

o(1) = B d(1) = E
o(2) = B d(2) = F
o(3) = C d(3) = E
o(4) = C d(4) = F
o(5) = D d(5) = E
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o(6) = D d(6) = F

Dessa forma o grafo orientado G = (V,A, o, d) resultante é bi-

partido. De fato, 
onsidere V1 = {B,C,D} e V2 = {E,F}, assim a

de�nição é satisfeita: para 
ada aresta a ∈ A tem-se que o(a) ∈ V1 e

que d(a) ∈ V2.

Grafos bipartidos são representados por diagramas 
ompostos

por dois 
onjuntos de pontos dispostos em linhas, o primeiro 
onjunto


ontendo os pontos que representam os vérti
es de V1 e o segundo 
on-

junto 
ontendo os pontos que representam os vérti
es de V2, e as �e
has

que representam as arestas 
omeçam nos pontos que representam os

vérti
es perten
entes a V1 e terminam nos pontos que representam os

vérti
es perten
entes a V2.

Para veri�
ar 
omo seria a representação do Exemplo 3.2 observe

a Figura 2.

De�nição 3.3. Um grafo ponderado G = (V,A, o, d, w) 
onsiste de

uma quíntupla ordenada em que V,A são 
onjuntos, e o, d : A → V e

w : A → R são funções. A função w : A → R é 
hamada função peso

e para 
ada aresta a ∈ A temos que o número real w(a) é denominado

peso de a.

Vamos de�nir uma função w : A → R para o grafo do Exemplo

3.1 onde o 
onjunto de arestas é A = {a, b, c}.
w : A → R

w(a) = π
w(b) = −5
w(c) =

√
2.

Os grafos ponderados também podem ser representados por dia-

gramas, onde se indi
a o peso de 
ada aresta na �e
ha 
orrespondente

no diagrama.

A representação do Exemplo 3.1 
om a função peso w de�nida

a
ima é apresentada na Figura 3:

É possível asso
iar 
ada matriz 
om entradas reais a um grafo

bipartido ponderado, 
omo vemos a seguir. A ideia será asso
iar as

linhas e 
olunas da matriz 
om os vérti
es do grafo, e as entradas da

matriz 
om os pesos das arestas do grafo. Mais pre
isamente:

Seja dada uma matriz Mr×s 
om r linhas e s 
olunas, de�nimos

o 
onjunto V1 = {l1, l2, l3, . . . , lr}, 
om r elementos representando as li-

nhas da matrizM e o 
onjunto V2 = {c1, c2, c3, . . . , cs}, 
om s elementos

representando as 
olunas da matriz M . O grafo G = (V,A, o, d, w) que
representará a matriz M terá 
omo 
onjunto de vérti
es V = V1 ∪ V2,
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Figura 2 � Exemplo: Grafo bipartido

Fonte: elaborado pela autora.


omo o 
onjunto de arestasA = V1×V2, a função origem o será dada por
o : A → V1; o(li, cj) = li, a função destino d será dada por: d : A → V2;

d(li, cj) = cj e a função peso w será w : A → R; w(li, cj) = mij , onde

mij é o elemento da linha i e da 
oluna j da matriz Mr×s.

Exemplo 3.3. Seja M3×2 a matriz M =





1 2
3 4
5 6



 . O grafo asso
i-

ado a matriz M é representado pelo diagrama dado na Figura 4.

É possível, a partir de um ponto no diagrama de um grafo, per-


orrer arestas no sentido das �e
has, 
riando 
aminhos sobre o dia-

grama. Isto dá origem ao 
on
eito de 
aminho sobre um grafo, 
omo

veremos na de�nição a seguir:

De�nição 3.4. Seja G = (A, V, o, d) um grafo. Um 
aminho de 
om-
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Figura 3 � Exemplo: Grafo ponderado

Fonte: elaborado pela autora.

Figura 4 � Exemplo: Grafo rela
ionado 
om matriz

Fonte: elaborado pela autora.

primento n ∈ N
∗
em G é uma sequên
ia a1a2 . . . an de n arestas tais

que o destino de 
ada aresta é a origem da próxima aresta, ou seja, que

d(ai) = o(ai+1), ∀i ∈ {1, . . . , n− 1}.
E ainda se o grafo G é ponderado 
om função peso w e a1a2 . . . an
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é um 
aminho em G, de�nimos o peso deste 
aminho 
omo o número

denotado por w(a1a2 . . . an) e dado por

w(a1a2 . . . an) = w(a1) · w(a2) · . . . · w(an).

Exemplo 3.4. Seja G = (V,A, o, d) um grafo bipartido, 
om 
onjunto

de vérti
es V parti
ionado em sub
onjuntos V1 e V2. Como V1 
ontém

as origens de todas as arestas de G, V2 
ontém os destinos de todas as

arestas de G e V1∩V2 = ∅, vemos que é impossível que um vérti
e de G
seja ao mesmo tempo origem e destino de arestas. Deste modo, em gra-

fos bipartidos os úni
os 
aminhos admissíveis são os de 
omprimento

n = 1, ou seja, todos os 
aminhos de G são 
ompostos por apenas uma

aresta 
ada. Para ver um exemplo que apresenta essa o
orrên
ia basta

observar a Figura 2 que ilustra o Exemplo 3.2 de grafo bipartido, onde

veri�
amos que um mesmo vérti
e não pode ser ao mesmo tempo tér-

mino de uma aresta e origem da aresta seguinte. Neste exemplo então

existem apenas os 
aminhos: 1; 2; 3; 4; 5 e 6 todos de 
omprimento

n = 1.

Exemplo 3.5. Para o grafo representado pelo diagrama presente na

Figura 5 podemos es
rever diversos 
aminhos, 
omo por exemplo o 
a-

minho abc de 
omprimento n = 3, ou o 
aminho ae de 
omprimento

n = 2, ou o 
aminho ab de 
omprimento n = 2, ou ainda o 
aminho a
de 
omprimento n = 1.

Figura 5 � Exemplo: Grafo e 
aminhos

Fonte: elaborado pela autora.
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De�nição 3.5. Dados G = (V,A, o, d, w) um grafo ponderado, n ∈ N
∗

e dois 
onjuntos de n vérti
es de G 
ada, digamos B = {B1, . . . , Bn}
e C = {C1, . . . , Cn}, a matriz 
aminho de B para C é a matriz n× n,
digamos M = (mij)i,j em que para 
ada i, j ∈ {1, . . . , n}, tem-se que:

mij =
∑

P :Bi→Cj

w(P ),

ou seja, 
ada elemento mij será determinado pela soma dos pesos de

todos os 
aminhos possíveis que ligam Bi a Cj .

Exemplo 3.6. Para ilustrar a de�nição de matriz 
aminho vamos uti-

lizar o grafo presente na Figura 5 e vamos atribuir os seguintes pesos às

arestas: w(a) = 1, w(b) = 2, w(c) = −3, w(d) = 3, w(e) = −2; de�nire-
mos também os 
onjuntos V1 = {V11, V12} e V2 = {V21, V22}. Assim a

matriz 
aminho M asso
iada a V1 e V2 será uma matriz 2× 2, pois há
dois vérti
es em 
ada um dos 
onjuntos V1 e V2 :

M =

(

m11 m12

m21 m22

)

.

Para determinarmos 
ada mij é pre
iso listarmos todos os 
ami-

nhos possíveis do grafo que 
one
tam os vérti
es de V1 para V2. Segue

a lista:

• De V11 para V21: ab

• De V11 para V22: ae, abc, d

• De V12 para V21: b

• De V12 para V22: e, bc.
Vamos determinar o peso de 
ada um dos 
aminhos:

w(ab) = w(a) · w(b) = 1 · 2 = 2,
w(ae) = w(a) · w(e) = 1 · (−2) = −2,
w(abc) = w(a) · w(b) · w(c) = 1 · 2 · (−3) = −6,
w(d) = 3
w(b) = 2,
w(e) = −2,
w(bc) = w(b) · w(c) = 2 · (−3) = −6.
E para então de�nir a matriz para 
ada i, j ∈ {1, 2},mij é de�-

nido 
omo a soma dos pesos dos 
aminhos do grafo que 
one
tam V1i

até V2j :

mij =
∑

P :V1i→V2j

w(P ).
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Dessa forma temos que:

m11 =
∑

P :V11→V21

w(P ) = w(ab) = 2,

m12 =
∑

P :V11→V22

w(P ) = w(ae)+w(abc)+w(d) = −2+(−6)+3 = −5,

m21 =
∑

P :V12→V21

w(P ) = w(b) = 2,

m22 =
∑

P :V12→V22

w(P ) = w(e) + w(bc) = −2 + (−6) = −8.

Portanto,

M =

(

2 −5
2 −8

)

.

De�nição 3.6. Dados G = (V,A, o, d) um grafo, n ∈ N
∗
e B,C ⊆ V


om n vérti
es 
ada, digamos B = {B1, . . . , Bn} e C = {C1, . . . , Cn},
um sistema de 
aminhos de B para C 
onsiste de uma permutação σ ∈
Sn e de n 
aminhos, P1, P2, . . . , Pn no grafo, de modo que para qualquer

i ∈ {1, . . . , n} tem se que o(Pi) = Bi e d(Pi) = Cσ(i). Denotamos este

sistema de 
aminhos por

P = (P1, P2, . . . , Pn).

O sinal de P é o número denotado por sgn(P ) e dado por

sgn(P ) = sgn(σ).

Se adi
ionalmente os 
onjuntos de vérti
es per
orridos por 
ada

um dos 
aminhos P1, P2, . . . , Pn forem disjuntos aos pares, dizemos que

o sistema de 
aminhos é de vérti
es disjuntos.

Finalmente, se o grafo G é ponderado 
om função peso w, de-
�nimos o peso do sistema de 
aminhos 
omo o número denotado por

w(P ) e dado por

w(P ) =

n
∏

i=1

w(Pi).

De�nição 3.7. Dados n ∈ N
∗
e P = a1a2 . . . an um 
aminho de 
om-
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primento n sobre um grafo G, dizemos que o 
aminho P é fe
hado se

d(an) = o(a1).
Se o grafo G não possui 
aminhos fe
hados, dizemos que o grafo

G é a
í
li
o.

Exemplo 3.7. Podemos visualizar na Figura 6 exemplos de grafos que

possuem 
aminhos fe
hados. Na parte superior da Figura 6 os dois

grafos possuem 
aminhos fe
hados que per
orrem todas as arestas do

grafo, são os 
aminhos uvw e abcdef . No grafo inferior da Figura 6

há o 
aminho fe
hado ghi que não per
orre todas as arestas do grafo e

podemos veri�
ar que as arestas restantes não formam outro 
aminho

fe
hado.

Figura 6 � Exemplo: Grafos 
om 
aminhos fe
hados

Fonte: elaborado pela autora.

Exemplo 3.8. Temos um exemplo de grafo a
í
li
o na Figura 7, onde

não é possível identi�
ar nenhum 
aminho fe
hado.

Per
eba que os grafos representados na Figura 1 e na Figura

4 são também exemplos de grafos a
í
li
os. Além disso, grafos que

representam matrizes serão sempre grafos a
í
li
os já que um mesmo

vérti
e não é ao mesmo tempo término de uma aresta e iní
io da aresta

seguinte, assim a representação de matrizes será por meio de grafos

que não possuem 
aminhos fe
hados, pois no 
aso da representação das

matrizes trabalhamos 
om grafos bipartidos.
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Figura 7 � Exemplo: Grafo a
í
li
o

Fonte: elaborado pela autora.
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4 LEMA DE GESSEL-VIENNOT

Nesse 
apítulo será abordado o fo
o prin
ipal de estudo desse

trabalho, o Lema de Gessel-Viennot, que estabele
e uma 
onexão entre

os sistemas de 
aminhos e determinantes. Este lema possui uma versão

similar obtida anteriormente por Bent Lindstrom, mas seu signi�
ado


ombinatório foi abordado por Ira Gessel e Gerard Viennot em 1985,

tornando-se um 
lássi
o da enumeração 
ombinatória. [AIGNER, 2002℄

e [AIGNER, 2007℄.

Teorema 4.1 (Lema de Gessel-Viennot). Sejam G = (V,A, o, d, w)
um grafo orientado, ponderado, a
í
li
o e �nito, n ∈ N

∗, B, C ⊆ V

onjunto 
om n vérti
es de G 
ada, e M a matriz 
aminho de B para

C. Então, tem-se que

det(M) =
∑

P

sgn(P )w(P ),

em que P per
orre todos os sistemas de 
aminhos de vérti
es disjuntos

de B para C.

Demonstração. Para ini
iar vamos 
onsiderar a des
rição do determi-

nante por meio de permutações:

detM =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)m1σ(1)m2σ(2) . . .mnσ(n) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)

n
∏

i=1

miσ(i).

Vamos �xar um σ ∈ Sn e 
onsideremos:

sgn(σ)
n
∏

i=1

miσ(i) = sgn(σ)[
∑

P1 :B1→Cσ(1)

w(P1)] . . . [
∑

Pn:Bn→Cσ(n)

w(Pn)] =

=
∑

P1:B1→Cσ(1)

. . .
∑

Pn:Bn→Cσ(n)

sgn(σ)w(P1) . . . w(Pn).

Agora note que para 
ada P1, . . . , Pn �xados, o 
onjunto P =
{P1, . . . , Pn} é um sistema de 
aminhos de B para C asso
iado a per-

mutação σ, já que P1 : B1 → Cσ(1), . . . , Pn : Bn → Cσ(n).
Note também que: w(P ) = w(P1) · . . . · w(Pn) e que sgn(P ) =

sgn(σ), assim 
on
luímos que sgn(σ)w(P1) . . . w(Pn) = sgn(P ) · w(P ).
Por outro lado, todo sistema de 
aminhos P de B para C é tal
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que sgn(P )w(P ) apare
e 
omo um termo da soma anterior, 
on
luindo

então que

det(M) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)

n
∏

i=1

miσ(i) =
∑

P

sgn(P )w(P ),

que é a soma sobre todos os sistemas de 
aminhos de B para C.
Per
eba que nem todos os 
aminhos per
orridos por P são de

vérti
es disjuntos, assim para 
hegarmos ao resultado do lema o que

pre
isamos é provar que

∑

P∈N

sgn(P )w(P ) = 0,

em que N é o 
onjunto dos sistemas de 
aminhos de B para C que não

são de vérti
es disjuntos.

A�rmamos que dado um sistema de 
aminhosQ de B para C que

não é de vérti
es disjuntos, existe um sistema de 
aminhos R de B para

C que não é de vérti
es disjuntos, 
om Q 6= R, tal que w(Q) = w(R) e
sgn(Q) = − sgn(R).

Seja Q um sistema de 
aminhos qualquer de B para C que não

seja de vérti
es disjuntos, asso
iado digamos a uma permutação σ ∈ Sn.
Para 
hegarmos a esta 
on
lusão partimos do seguinte, o sistema

de 
aminhos Q de B para C terá ao menos um par de 
aminhos que

irão se interse
tar, já que não é de vérti
es disjuntos, digamos que o

vérti
e 
omum entre dois 
aminhos de Q, digamos Qi, Qj, seja o vérti
e

X , digamos também que Qi é o 
aminho que 
one
ta Bi a Cσ(i) e que

Qj é o 
aminho que 
one
ta Bj a Cσ(j).

Agora o sistema de 
aminhos R será 
omposto pelos 
aminhos

do sistema de 
aminhos Q 
om ex
eção dos 
aminhos Qi, Qj que serão

substituídos pelos 
aminhos Ri, Rj , onde o 
aminho Ri ini
ia no vérti
e

Bi seguindo o mesmo 
aminho de Qi até 
hegar no vérti
e X e então

segue pelo 
aminho Qj até o vérti
e Cσ(j) e Rj ini
ia em Bj seguindo

o mesmo 
aminho de Qj até 
hegar no vérti
e X e então segue pelo


aminho Qi até o vérti
e Cσ(i).

Per
eba que os 
aminhos Qi, Qj e Ri, Rj se interse
tam no vér-

ti
e X e que ambos os 
aminhos per
orrem as mesmas arestas, assim

temos que tanto o peso do sistema de 
aminhos Q quanto o peso do

sistema de 
aminhos R são iguais, w(Q) = w(R).
E per
eba também que há uma transposição nesses 
aminhos

que foram alterados, dessa forma eles terão sinais diferentes, pois, por
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onstrução, o sistema de 
aminhos R está asso
iado à permutação (ij)◦
σ, e assim

sgn(R) = sgn((ij) ◦ σ) = sgn((ij)) · sgn(σ) = −1 · sgn(σ) = − sgn(Q),


omo desejado.

Como sgn(Q)w(Q) e sgn(R)w(R) são termos de

∑

P

sgn(P )w(P )

per
ebemos que esses termos do somatório se anulam, mais pre
isa-

mente, que os termos dessa soma quando forem de sistemas de 
ami-

nhos de vérti
es que não são disjuntos se anulam aos pares, restando

assim no somatório para o 
ál
ulo do determinante apenas os sistemas

de 
aminhos de vérti
es disjuntos 
omo queríamos demonstrar.

A Figura 8 ilustra uma situação relatada para o vérti
e 
omum

X .

Figura 8 � Parte de um grafo 
om vérti
e 
omum

Fonte: elaborado pela autora.
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Exemplo 4.1. Considere o grafo orientado, ponderado, a
í
li
o e �-

nito de a
ordo 
om a Figura 9, 
om os seguintes pesos atribuídos às

arestas: w(a) = −4, w(b) = −2, w(c) = 1, w(d) = −1, w(e) = 2, w(f) =
1, w(g) = 3 e w(h) = −3.

Figura 9 � Grafo orientado, ponderado, a
í
li
o e �nito

Fonte: elaborado pela autora.

Sejam B e C 
onjuntos ordenados 
om dois vérti
es 
ada, dados

por: B = {B1, B2} = {R, V } e C = {C1, C2} = {U, S}. A partir desses

dados podemos 
onstruir a matriz 
aminho de B para C, que será uma

matriz M2×2, pois temos dois vérti
es em 
ada 
onjunto.

M =

(

m11 m12

m21 m22

)

.

Para determinar o termo mij da matriz 
aminho M primeiro

pre
isamos identi�
ar todos os 
aminhos do grafo que 
one
tam o vér-
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ti
e Bi ao vérti
e Cj . De a
ordo 
om o grafo da Figura 9 temos a

seguinte lista de 
aminhos que 
one
tam 
ada par de vérti
es dos 
on-

juntos B e C:

• De B1 = R para C1 = U temos: b, he, ae, fge.

• De B1 = R para C2 = S temos: h, a, fg.

• De B2 = V para C1 = U temos: ge.

• De B2 = V para C2 = S temos: g.
Os pesos atribuídos a 
ada um desses 
aminhos são:

• w(b) = −2;

• w(he) = w(h) · w(e) = (−3) · 2 = −6;

• w(ae) = w(a) · w(e) = (−4) · 2 = −8;

• w(fge) = w(f) · w(g) · w(e) = 1 · 3 · 2 = 6;

• w(h) = −3;

• w(a) = −4;

• w(fg) = w(f) · w(g) = 1 · 3 = 3;

• w(ge) = w(g) · w(e) = 3 · 2 = 6;

• w(g) = 3.
Lembramos que para 
ada i, j ∈ {1, 2},mij é determinado pela

soma dos pesos dos 
aminhos do grafo que 
one
tam Bi para Cj :

mij =
∑

P :Bi→Cj

w(P )

Logo,

m11 =
∑

P :B1→C1

w(P ) =
∑

P :R→U

= −2 + (−6) + (−8) + 6 = −10,

m12 =
∑

P :B1→C2

w(P ) =
∑

P :R→S

= −3 + (−4) + 3 = −4,

m21 =
∑

P :B2→C1

w(P ) =
∑

P :V→U

= 6,

m22 =
∑

P :B2→C2

w(P ) =
∑

P :V→S

= 3.
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Assim en
ontramos a matriz M e podemos 
al
ular seu determi-

nante:

M =

(

m11 m12

m21 m22

)

=

(

−10 −4
6 3

)

E veri�
ando quais são as permutações σ ∈ S2, nesse 
aso temos:

σ1 =

(

1 2
1 2

)

e σ2 =

(

1 2
2 1

)

. Assim temos que sgnσ1 = +1 e

que sgnσ2 = −1. Portanto,

detM = −10 · 3 + (−1) · (−4) · 6 = −30− (−24) = −6.

Agora usaremos o lema para 
al
ular esse determinante. Para

isso é pre
iso determinar quem são todos os sistemas de 
aminhos de

vérti
es disjuntos que 
one
tam B e C.

Para 
ada permutação σ, temos vários sistemas de 
aminhos de

B para C; 
ada um deles 
onsistirá de dois 
aminhos, um que 
one
ta

B1 
om Cσ(1) e outro que 
one
ta B2 
om Cσ(2).
Para σ1 pre
isamos de 
aminhos que 
one
tem B1 = R a C1 = U

e B2 = V a C2 = S. Os sistemas de 
aminhos de B para C relativos à

σ1 são:

P1 = (b, g);P2 = (he, g);P3 = (ae, g);P4 = (fge, g).
Similarmente para σ2 teremos os 
aminhos que 
one
tam B1 = R

a C2 = S e B2 = V a C1 = U. Os sistemas de 
aminhos de B para C
relativos à σ2 são:

P5 = (h, ge);P6 = (a, ge);P7 = (fg, ge).
O peso de 
ada um desses sistemas de 
aminhos é igual ao pro-

duto dos pesos dos 
aminhos do sistema, ou seja, será o produto dos

pesos das arestas desses 
aminhos. Assim:

w(P1) = w(b) · w(g) = −2 · 3 = −6;
w(P2) = w(he) · w(g) = −6 · 3 = −18;
w(P3) = w(ae) · w(g) = −8 · 3 = −24;
w(P4) = w(fge) · w(g) = 6 · 3 = 18;
w(P5) = w(h) · w(ge) = −3 · 6 = −18;
w(P6) = w(a) · w(ge) = −4 · 6 = −24;
w(P7) = w(fg) · w(ge) = 3 · 6 = 18.
O lema diz que

detM =
∑

P

sgn(P )w(P )

onde P per
orre os sistemas de 
aminhos de vérti
es disjuntos, aqui

sgn(P ) é o sinal da permutação asso
iada ao sistema de 
aminhos P.
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Per
eba que o sistema de 
aminhos de vérti
es disjuntos é apenas P1.

Deste modo,

detM =
∑

P

sgn(P )w(P ) = sgn(σ1)w(P1) = −6.

4.1 A FÓRMULA DE BINET-CAUCHY

O teorema de Binet, devido ao matemáti
o fran
ês Ja
ques Phi-

lippe Marie Binet, diz que o determinante de um produto de matrizes

quadradas é igual ao produto dos seus determinantes. No entanto neste

tópi
o vamos aprimorar esse enun
iado no teorema que segue onde se

apresenta a fórmula para o 
ál
ulo do determinante de matrizes quadra-

das que são des
ritas 
omo o produto de duas matrizes não quadradas.

A fórmula de Binet-Cau
hy mostra 
omo usar a informação 
ontida

em 
ada uma das matrizes retangulares para obter o determinante da

matriz quadrada dada pelo produto das duas.

Teorema 4.2 (Fórmula de Binet-Cau
hy). Sejam r, s ∈ N
∗

om r ≤ s,

P uma matriz r × s e Q uma matriz s× r, ambas 
om entradas reais.

Então, tem-se que

det(PQ) =
∑

Z

(det(PZ))(det(QZ)), (4.1)

em que Z per
orre todos os sub
onjuntos 
om r elementos de {1, . . . , s},
PZ é a submatriz r× r de P formada 
om as 
olunas indi
adas por Z,
em ordem 
res
ente, e QZ é a submatriz r × r de Q, formada 
om as

linhas indi
adas por Z, em ordem 
res
ente.

Demonstração. A ideia da demonstração do teorema da propriedade

estendida do determinante do produto de matrizes é a utilização do

lema de Gessel-Viennot, onde deveremos rela
ionar as matrizes P e Q

om um grafo 
on
atenado 
omo presente na Figura 10, assim, supomos

que o grafo bipartido em B e C 
orresponde a P e o grafo bipartido

em C e D 
orresponde a Q, e ainda 
onsidere o grafo rela
ionado em

sequên
ia 
onforme a Figura 10 e observe que a entrada i, j da matriz


aminho M de B para D é pre
isamente

mij =
∑

k

pikqkj .
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Dessa forma temos que M = PQ. E uma vez que os sistemas

de 
aminhos de vérti
es disjuntos de B para D no grafo rela
ionado

em sequên
ia 
onforme indi
ado 
orrespondem a pares de sistemas de

B para Z, e respe
tivamente de Z para D, o resultado do teorema

segue imediatamente do Lema de Gessel-Viennot, levando em 
onta

que sgn(στ) = sgn(σ) sgn(τ).

Figura 10 � Grafo rela
ionado ao produto de matrizes

Fonte: elaborado pela autora.

Exemplo 4.2. Sejam as matrizes P =

(

2 −1
−3 4

)

e Q =

(

−1 3
5 −2

)

.

Vamos 
al
ular det(PQ) por grafos de a
ordo 
om o enun
iado do Lema

4.1.

Para isso vamos 
onstruir o grafo 
on
atenado para as matrizes

P e Q 
onforme Figura 11, onde a matriz 
aminho M de B = {B1, B2}
até D = {D1, D2} equivale a matriz produto PQ.

Determinamos os 
aminhos de B para D:

• De B1 para D1: (p1q1); (p2q3);

• De B1 para D2: (p1q2); (p2q4);

• De B2 para D1: (p3q1); (p4q3);
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Figura 11 � Exemplo grafo rela
ionado ao produto das matrizes PQ

Fonte: elaborado pela autora.

• De B2 para D2: (p3q2); (p4q4).
Determinando o peso de 
ada 
aminho:

• w(p1q1) = w(p1) · w(q1) = 2 · (−1) = −2;

• w(p2q3) = w(p2) · w(q3) = (−1) · 5 = −5;

• w(p1q2) = w(p1) · w(q2) = 2 · 3 = 6;

• w(p2q4) = w(p2) · w(q4) = (−1) · (−2) = 2;

• w(p3q1) = w(p3) · w(q1) = (−3) · (−1) = 3;

• w(p4q3) = w(p4) · w(q3) = 4 · 5 = 20;

• w(p3q2) = w(p3) · w(q2) = (−3) · 3 = −9;

• w(p4q4) = w(p4) · w(q4) = 4 · (−2) = −8.
As permutações para n = 2 são:
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σ1 =

(

1 2
1 2

)

e σ2 =

(

1 2
2 1

)

, onde temos sgn(σ1) = 1 e

sgn(σ2) = −1.
Os sistemas de 
aminhos, 
om seus respe
tivos pesos, resultantes

de σ1 são:

P1 = {(p1q1)(p3q2)}, w(P1) = w(p1q1) · w(p3q2) = (−2) · (−9)

= +18

P2 = {(p1q1)(p4q4)}, w(P2) = w(p1q1) · w(p4q4) = (−2) · (−8)

= +16

P3 = {(p2q3)(p3q2)}, w(P3) = w(p2q3) · w(p3q2) = (−5) · (−9)

= +45

P4 = {(p2q3)(p4q4)}, w(P4) = w(p2q3) · w(p4q4) = (−5) · (−8)

= +40.

Os sistemas de 
aminhos, 
om seus respe
tivos pesos, resultantes

de σ2 são:

P5 = {(p1q2)(p3q1)}, w(P5) = w(p1q2) · w(p3q1) = 6 · 3 = 18;

P6 = {(p1q2)(p4q3)}, w(P6) = w(p1q2) · w(p4q3) = 6 · 20 = 120;

P7 = {(p2q4)(p3q1)}, w(P7) = w(p2q4) · w(p3q1) = 2 · 3 = 6;

P8 = {(p2q4)(p4q3)}, w(P8) = w(p2q4) · w(p4q3) = 2 · 20 = 40.

Pelo Lema de Gessel-Viennot temos que:

detM = w(P1) + w(P2) + w(P3) + w(P4)− w(P5)− w(P6)− w(P7)− w(P8)

= 18 + 16 + 45 + 40− 18− 120− 6− 40

= −65.

Determinando os elementos da matriz 
aminho M de B para D:

• m11 = w(p1q1) + w(p2q3) = −2 + (−5) = −7;

• m12 = w(p1q2) + w(p2q4) = 6 + 2 = 8;

• m21 = w(p3q1) + w(p4q3) = 2 + 20 = 23;

• m22 = w(p3q2) + w(p4q4) = −9 + (−8) = −17.
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Assim podemos veri�
ar que a matriz 
aminho éM =

(

−7 8
23 −17

)

,

e seu determinante é: det(M) = 119− 184 = −65.
Ou ainda podemos 
al
ular diretamente que det(P ) = 8−(+3) =

5 e det(Q) = 2− (+15) = −13 então det(PQ) = 5 · (−13) = −65.

O que é interessante veri�
ar no Teorema 4.2 é a extensão da

Fórmula de Binet do 
ál
ulo do produto do determinante de matrizes

quadradas, o que o
orre é que podemos estender a fórmula para matri-

zes quadradas que não se originam de matrizes quadradas, desde que

satisfaçam a 
ondição de que número de linhas da primeira matriz a se

multipli
ar seja menor ou igual ao número de 
olunas da segunda.

Para visualizar essa extensão vamos analisar o exemplo na sequên-


ia:

Exemplo 4.3. Sejam as matrizes P =

(

1 2 3
4 5 6

)

e Q =





1 2
3 4
5 6





.

Vamos 
al
ular det(PQ) por grafos de a
ordo 
om o enun
iado do Lema

4.1.

Para isso vamos 
onstruir o grafo 
on
atenado para as matrizes

P e Q 
onforme Figura 12, onde a parte do grafo de B para C equivale

à matriz P e a parte do grafo de C para D equivale à matriz Q, assim o

grafo total da matriz 
aminho M de B = {B1, B2} para D = {D1, D2}
equivale à matriz produto PQ.

Determinamos os 
aminhos de B para D:

• De B1 para D1: (p1q1); (p2q3); (p3q5);

• De B1 para D2: (p1q2); (p2q4); (p3q6);

• De B2 para D1: (p4q1); (p5q3); (p6q5);

• De B2 para D2: (p4q2); (p5q4); (p6q6).
Determinando o peso de 
ada 
aminho:

• w(p1q1) = w(p1) · w(q1) = 1 · 1 = 1;

• w(p2q3) = w(p2) · w(q3) = 2 · 3 = 6;

• w(p3q5) = w(p3) · w(q5) = 3 · 5 = 15;

• w(p1q2) = w(p1) · w(q2) = 1 · 2 = 2;

• w(p2q4) = w(p2) · w(q4) = 2 · 4 = 8;

• w(p3q6) = w(p3) · w(q6) = 3 · 6 = 18;

• w(p4q1) = w(p4) · w(q1) = 4 · 1 = 4;

• w(p5q3) = w(p5) · w(q3) = 5 · 3 = 15;
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Figura 12 � Exemplo grafo rela
ionado ao produto das matrizes PQ

Fonte: elaborado pela autora.

• w(p6q5) = w(p6) · w(q5) = 6 · 5 = 30;

• w(p4q2) = w(p4) · w(q2) = 4 · 2 = 8;

• w(p5q4) = w(p5) · w(q4) = 5 · 4 = 20;

• w(p6q6) = w(p6) · w(q6) = 6 · 6 = 36.

As permutações para n = 2 são: σ1 =

(

1 2
1 2

)

e σ2 =

(

1 2
2 1

)

,

onde temos sgn(σ1) = 1, por ser permutação par e sgn(σ2) = −1, por
ser permutação ímpar.

Os sistemas de 
aminhos, 
om seus respe
tivos pesos, resultantes

de σ1 são:

• P1 = {(p1q1)(p4q2)}, w(P1) = w(p1q1) · w(p4q2) = 1 · 8 = 8;

• P2 = {(p1q1)(p5q4)}, w(P2) = w(p1q1) · w(p5q4) = 1 · 20 = 20;

• P3 = {(p1q1)(p6q6)}, w(P3) = w(p1q1) · w(p6q6) = 1 · 36 = 36;
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• P4 = {(p2q3)(p4q2)}, w(P4) = w(p2q3) · w(p4q2) = 6 · 8 = 48;

• P5 = {(p2q3)(p5q4)}, w(P5) = w(p2q3) · w(p5q4) = 6 · 20 = 120;

• P6 = {(p2q3)(p6q6)}, w(P6) = w(p2q3) · w(p6q6) = 6 · 36 = 216;

• P7 = {(p3q5)(p4q2)}, w(P7) = w(p3q5) · w(p4q2) = 15 · 8 = 120;

• P8 = {(p3q5)(p5q4)}, w(P8) = w(p3q5) · w(p5q4) = 15 · 20 = 300;

• P9 = {(p3q5)(p6q6)}, w(P9) = w(p3q5) · w(p6q6) = 15 · 36 = 540;
Os sistemas de 
aminhos, 
om seus respe
tivos pesos, resultantes

de σ2 são:

• P10 = {(p1q2)(p4q1)}, w(P10) = w(p1q2) · w(p4q1) = 2 · 4 = 8;

• P11 = {(p1q2)(p5q3)}, w(P11) = w(p1q2) · w(p5q3) = 2 · 15 = 30;

• P12 = {(p1q2)(p6q5)}, w(P12) = w(p1q2) · w(p6q5) = 2 · 30 = 60;

• P13 = {(p2q4)(p4q1)}, w(P13) = w(p2q4) · w(p4q1) = 8 · 4 = 32;

• P14 = {(p2q4)(p5q3)}, w(P14) = w(p2q4) · w(p5q3) = 8 · 15 = 120;

• P15 = {(p2q4)(p6q5)}, w(P15) = w(p2q4) · w(p6q5) = 8 · 30 = 240;

• P16 = {(p3q6)(p4q1)}, w(P16) = w(p3q6) · w(p4q1) = 18 · 4 = 72;

• P17 = {(p3q6)(p5q3)}, w(P17) = w(p3q6) · w(p5q3) = 18 · 15 = 270;

• P18 = {(p3q6)(p6q5)}, w(P18) = w(p3q6) · w(p6q5) = 18 · 30 = 540.
Pelo Lema de Gessel-Viennot temos que:

det(M) = w(P1) + w(P2) + . . .+ w(P8) + w(P9)

− (w(P10) + w(P11) + . . .+ w(P17) + w(P18))

= 8 + 20 + 36 + 48 + 120 + 216 + 120 + 300 + 540

− (8 + 30 + 60 + 32 + 120 + 240 + 72 + 270 + 540)

= 1408− 1372

= 36.

Vamos agora identi�
ar os elementos da matriz 
aminho M de

B para D e 
al
ular seu determinante diretamente:

• m11 = w(p1q1) + w(p2q3) + w(p3q5) = 1 + 6 + 15 = 22;

• m12 = w(p1q2) + w(p2q4) + w(p3q6) = 2 + 8 + 18 = 28;

• m21 = w(p4q1) + w(p5q3) + w(p6q5) = 4 + 15 + 30 = 49;

• m22 = w(p4q2) + w(p5q4) + w(p6q6) = 8 + 20 + 36 = 64.

Assim podemos veri�
ar que a matriz 
aminho M éM =

(

22 28
49 64

)

,

e seu determinante é: detM = 1408− 1372 = 36.
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Outra maneira de 
al
ular o determinante dessa matriz produto

é pelo enun
iado do Teorema 4.2 onde as matrizes asso
iadas a P e a

Q 
om seu respe
tivos determinantes serão des
ritas a seguir:

As matrizes auxiliares 
riadas a partir das 
olunas de P são:

PZ12 =

(

1 2
4 5

)

; PZ13 =

(

1 3
4 6

)

; PZ23 =

(

2 3
5 6

)

.

Os determinantes dessas matrizes são:

det(PZ12) = −3; det(PZ13) = −6; det(PZ23) = −3.

As matrizes auxiliares 
riadas a partir das linhas de Q são:

QZ12 =

(

1 2
3 4

)

; QZ13 =

(

1 2
5 6

)

; QZ23 =

(

3 4
5 6

)

.

Os determinantes dessas matrizes são:

det(QZ12) = −2; det(QZ13) = −4; det(PZ23 ) = −2.

Agora de a
ordo 
om a Equação 4.1 enun
iada no Teorema 4.2

temos que:

det(PQ) =
∑

Z

(det(PZ)) · (det(QZ))

= det(PZ12) · det(QZ12) + det(PZ13 ) · det(QZ13) + det(PZ23 ) · det(QZ23)

= (−3) · (−2) + (−6) · (−4) + (−3) · (−2)

= 6 + 24 + 6

= 36.
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5 CONSIDERAÇÕES

Com esse trabalho bus
ou-se apresentar uma demonstração a
es-

sível da fórmula de Binet-Cau
hy, para isso foi ne
essário um estudo

ini
ial sobre permutações e grafos.

O 
onteúdo permutações é um 
onteúdo 
urri
ular da grade do

Ensino Médio, mas que nessa fase do ensino normalmente não é abor-

dada 
om o rigor teóri
o e suas propriedades 
omo vista nesse trabalho,

no entanto, após a realização desse trabalho a
ho importante que ao

ensinarmos esse 
onteúdo no Ensino Médio não o vejamos apenas 
omo

um 
on
eito para 
ál
ulo de anagramas, mas que ao menos deixemos


laro o signi�
ado teóri
o do que é uma permutação em matemáti
a, e

até em turmas mais apli
adas, ou 
om alunos que parti
ipam de pro-

grama de ini
iação 
ientí�
a bus
ar trabalhar também algumas propri-

edades das permutações relatadas no primeiro 
apítulo desse trabalho.

Outra questão que vejo ter relevân
ia para as aulas no Ensino

Médio é expli
ar a relação entre permutações e determinante, ou seja,

pro
urar apresentar aos alunos de Ensino Médio a de�nição de determi-

nante por meio de permutações, pois muitas vezes a fórmula do deter-

minante de matrizes é apresentada simplesmente de maneira expositiva

e não expli
ada sua origem em 
ertos livros didáti
os.

Um 
onteúdo do qual já ouvia falar desde a graduação, mas no

entanto não o tinha estudado em nenhuma dis
iplina e que me 
hamou

a atenção pelas diversas apli
ações práti
as e teóri
as que a
abei me

deparando ao realizar esse trabalho foi o 
on
eito de grafo. Por ser

um 
on
eito relativamente re
ente em relação aos demais 
onteúdos

das grades 
urri
ulares dos 
ursos de Matemáti
a, normalmente não é

abordado 
omo 
onteúdo dis
iplinar, no entanto sua ideia e 
on
eitos

bási
os poderiam até ser já inseridos para o estudo de algumas situações

problemas espe
í�
as no Ensino Médio.

Após o estudo preliminar sobre os 
on
eitos teóri
os ne
essários

sobre permutações e grafos foi possível 
ompreender o Lema de Gessel-

Viennot que permite apresentarmos a demonstração de Binet-Cau
hy


omo vista no último 
apítulo. O Lema de Gessel-Viennot apresenta


omo é realizado o 
ál
ulo do determinante de uma matriz 
aminho

asso
iada a um grafo orientado, ponderado, a
í
li
o e �nito. E sua de-

monstração é sutil e elegante utilizando as propriedades de permutações

e grafos apresentadas nos primeiros 
apítulos.

Ainda no último 
apítulo são apresentados alguns exemplos de


omo é possível 
al
ular determinantes apli
ando o lema, a fórmula de
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Binet-Cau
hy e faz-se a 
omparação 
om o 
ál
ulo de determinante


onven
ional.

Algo relevante que 
onseguimos 
om a prova do Teorema apre-

sentado nesse trabalho para o 
ál
ulo do determinante do produto de

matrizes é a expansão da propriedade para o 
aso do produto de ma-

trizes não quadradas que geram matrizes quadradas.

Como 
ontinuação de estudos poderia se pensar em relatar outras

apli
ações do Lema de Gessel-Viennot, 
omo sua apli
ação ao 
oe�
i-

ente binomial ou para provar a equivalên
ia dos polin�mios de S
hur.

[AIGNER, 2002℄ e [AIGNER, 2007℄.
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