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RESUMO

Com o intuito de apresentar a demonstracao da propriedade do produto
do determinante, também conhecida como férmula de Binet-Cauchy, de
uma maneira acessivel a estudantes de licenciatura em matematica e a
professores de matematica de Ensino Médio foi realizado o estudo em
questdo que aborda os conceitos de Permutagoes, Grafos e o Lema de
Gessel-Viennot. Esse Lema possui muitas aplicacoes sendo uma delas
a de ser utilizado para provar a férmula de Binet-Cauchy.
Palavras-chave: Permutagbes. Grafos. Determinante. Lema de
Gessel-Viennot. Féormula de Binet-Cauchy.






ABSTRACT

In order to present a proof of the determinant product property, also
known as the Binet-Cauchy formula, in an accessible way to undergra-
duate mathematics students and high school mathematics teachers, a
study is conducted on permutations, graphs and the Gessel-Viennot
Lemma. This Lemma has many applications and one of them is to
prove the Binet-Cauchy formula.

Keywords: Permutations. Graphs. Determinant. Lema of Gessel-
Viennot. Binet-Cauchy formula.






SUMARIO

1 INTRODUGAO ..ttt eeieiiieeeeeaeiainanenns 15
2 PERMUTACOES E DETERMINANTES............ 17
3 GRAFOS . .ttiiiiiiiiit ettt eeenannaneeenns 29
4 LEMA DE GESSEL-VIENNOT ......0ovvveiennnen.. 39
4.1 A FORMULA DE BINET-CAUCHY ............ccovnnnn. 45
5 CONSIDERAGOES ......oviiiiiiieeenaiainnnnnn. 53

REFERENCIAS .. .. et e e e 55






15

1 INTRODUCAO

Um contetdo de grande relevancia estudado no Ensino Médio é
o assunto Matrizes. Ao trabalharmos matrizes apresentamos também
como calcular o seu determinante e listamos as propriedades do de-
terminante, uma dessas propriedades é a que relaciona o produto dos
determinantes com o determinante do produto. Neste trabalho chama-
mos essa propriedade como féormula de Binet-Cauchy que nos auxilia
em célculos como:

Sejam as matrizes

we(32)v=( 4 9),

vamos calcular o det(MN):
Primeiro calculando o produto das matrizes e na sequéncia o
determinante da matriz produto:

M-N—(2'4+8'(_2) 2'5+8-7>_(—8 66>.

3:445-(-2) 3:-54+5-7 2 50
Asgsim,
det(MN) = (—8-50) — (2-66) = —400 — 132 = —532.

Segundo calculando primeiro o determinante de cada matriz e
na sequéncia calculando o produto dos determinantes:

det(M)=2-5—3-8=10—24 = —14,

det(N) =4-7— (=2)-5=28+10 = 38,
det(MN) = det(M) - det(N) = —14 - 38 = —532.

A segunda maneira de calcular tem validade garantida pela for-
mula de Binet-Cauchy, e nesse trabalho buscaremos apresentar uma
demonstracao acessivel para professores de Matematica de ensino mé-
dio, como também para alunos de iniciacao cientifica.

Essa propriedade normalmente é utilizada apenas para matriz
produto que se origina de matrizes quadradas, no entanto, a férmula
de Binet-Cauchy conforme apresentada nesse texto mostra como usar
a informacdo contida em cada uma das matrizes retangulares para o
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obter o determinante da matriz produto quadrada resultante.

Para conseguir compreender a demonstragao precisaremos de al-
guns conceitos prévios, como o que sao permutagoes para podermos
definir o calculo do determinante de uma matriz, conceitos de grafos e
sua relagdo com matrizes caminhos, entre outros. Dessa forma organi-
zamos o trabalho em trés capitulos, a saber.

No capitulo a seguir tratamos dos conteiidos Permutagoes e De-
terminantes, trazendo as defini¢oes de ciclo, transposicao, paridade,
sinal de uma permutacdo. Conceitos esses que nos permitirdo compre-
ender parte da demonstracdo do Lema de Gessel-Viennot. Os estudos
desse capitulo foram baseados nas obras Algebra Moderna [DOMIN-
GUES, 2003] e Elementos de Algebra [GARCIA,2003].

No capitulo intitulado Grafo é apresentada a definicao de grafo
e algumas de suas propriedades, como também a maneira de relacionar
uma matriz a um grafo, e um grafo a uma matriz caminho, relacao essa
que nos permitira apresentar e explicar as demonstragoes apresentadas
depois.

No dltimo capitulo apresentamos o foco do trabalho o Lema de
Gessel-Viennot e a féormula de Binnet-Cauchy, com as devidas demons-
tracoes. Apresentamos ainda nesse capitulo um exemplo de como cal-
cular o determinante de uma matriz produto que nao se originou de
matrizes quadradas. Nessa parte do texto os referenciais usados como
base foram As provas estdo n’0 LIVRO [AIGNER, 2002] e A course in
enumeration [AIGNER, 2007].
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2 PERMUTACOES E DETERMINANTES

Para cada n € N*, seja I,, o conjunto
I,={zeN"|1<zx<n}={l,...,n}

Definigao 2.1. Dado n € N*, uma permutacgdo sobre I,, consiste de
wma fungao bijetora
o: 1, —I,.

O conjunto de todas as permutagoes sobre I, € denotado por S,.

Denotamos a permutacao o sobre S, por

1 2 e n
g =
o(l) o(2) ... o(n)
ou, caso queiramos apresentar os numeros de 1 a n em outra ordem,
digamos x1, X2, . .., Ty, POr

o X1 X9 . Tn
o(x1) o(z2) ... olzn) )°
Exemplo 2.1. Para n = 6 temos o conjunto Is = {1,2,3,4,5,6}, e
apresentamos um exemplo de permutagao desse conjunto dada por:

(12345 6

7“3 216 5 4
Nessa permutagdo temos as sequintes trocas: o(1) = 3,0(2) =2,0(3) =
1,0(4) =6,0(5) = 5,0(6) = 4. Percebemos assim que todos os elemen-

tos foram relacionados, o que condiz com o fato de ser uma fungdo
bigetora.

ot Ot

Exemplo 2.2. Para n = 3 temos o conjunto I3 = {1,2,3}, e apresen-
tamos todas as permutacoes de Ss:

(12 3
1=\ 3 2 1

Ny
Il
/N
W =
— o

w W N W
N——

3
Il
7 N\
N =
— N
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— W
——

N W

2
3
oo — 1 2
>~ 1 3
(1 2 3
6=\1 2 3 )
A permutacdo og € um caso particular de permutagdo, € o caso
onde os elementos sio mantidos na mesma posi¢ao de origem, quando

isso ocorre chamamos a permutacdo de permutacdo identidade e a de-
notamos por €.

A composicdo de duas permutagbes sobre I, ¢ uma nova per-
mutacao sobre I, logo a operacao de composicao de funcoes é uma
operacao binaria sobre S,,. O conjunto .S,, com a operacao de compo-
si¢do satisfaz os trés axiomas de grupo, a saber:

e 3 operacao possui a propriedade associativa;

e 0 conjunto S, possui um elemento neutro para esta operacao,
dado pela funcao identidade denominada € : I,, — I,;

e para toda permutacdo o sobre S, a funcdo inversa o~! também
é bijetora, e portanto também é uma permutagdo sobre S,,.

Definigao 2.2. Dado n € N*, dizemos que wma permutacio o € Sy,

2

€ um ciclo se existem r € N* com 1 < r < n e inteiros distintos
T1,%2, ..., € I, de modo que as sequintes condigdes sio satisfeitas:

1. Para qualquer i € N* com 1 <i <r—1 tem-se que o(z;) = Tit1;
2. o(z,) = x;
3. Para qualquer x € I, \ {z1,29,...,2,} tem-se que o(x) = .

Neste caso, dizemos que r é o comprimento do ciclo o, que o é um
r-ciclo, e denotamos o por:

o= (x1 2 - Tp).

Adicionalmente, o conjunto {x1,z2,...,2,} € chamado de conjunto
suporte de o, e denotado por supp (o).

Definigao 2.3. Se um ciclo o tiver comprimento r = 2, entdo o serd
chamado de transposicao.
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Tomando n = 8 podemos pensar nos seguintes exemplos de per-
mutacoes sobre o conjunto Ig:

Exemplo 2.3. Para n = 8 considere a permutac¢ao o € Ss dada por:

o 1 2 3 45 6 7 8
“\2 3 45 6 7 8 1)
isto € o(1) = 2,0(2) = 3,...,0(7) = 8,0(8) = 1. De acordo com a
definicao, o € um ciclo de comprimento r = 8, com conjunto suporte
supp (o) = {1,2,3,4,5,6,7,8} e a notagdo que denota essa permutagao
Seria

0=(123456728).
Exemplo 2.4. Ainda em Ss, seja A dada por:
/\:<12345678).
8 1 3 2 46 7 5
Note que A(1) = 8,A(8) = 5,A(5) = 4,\(4) = 2,A(2) = 1. Além

disso, se © = 3,6,7 temos A(x) = x. Pela defini¢io, A € um ciclo de
comprimento 5, com suporte supp (\) = {1,2,4,5,8}, denotado por:

A=(18542).

Exemplo 2.5. Seja ¢ € Sy definido como:
b= 1 23 45 6 7 8
~\2 6 1 5 3 4 8 7))

Observe que ¢(1) = 2,¢(2) = 6,¢(6) = 4,6(4) = 5,6(5) = 3,6(3) = 1.
Porém, para x = 7 e x = 8 temos ¢(x) # x, logo ¢ néao satisfaz a
defini¢ao de ciclo.

Uma observagao relevante sobre a notacao de ciclo é que um
mesmo ciclo pode ser descrito de mais de uma forma com 0s mesmos
valores de um conjunto suporte, desde que a sequéncia entre os elemen-
tos seja mantida, por exemplo, o ciclo (8 5 4) pode ser representado
também (5 4 8) ou por (4 8 5).

Definigao 2.4. Dados n € N* e ciclos o, A € S,,, dizemos que os ciclos
o e X sao disjuntos quando seus suportes sao disjuntos,ou seja, quando

supp (o) Nsupp (A) = 0.
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Exemplo 2.6. Sejam o = (78) e A= (12645 3) permutagdes sobre
Is. Vemos que o € um 2-ciclo, ou seja, uma transposicao, que \ € um
6-ciclo, e que supp (o) = {7,8},supp(N) = {1,2,3,4,5,6}. Uma vez
que supp (o) Nsupp (A) = 0, temos que o e X sio ciclos disjuntos.

O resultado seguinte informa que dois ciclos disjuntos comutam,
ou seja, que se realizarmos a composicao desses ciclos, independente da
ordem, teremos o mesmo resultado final.

Teorema 2.1. Para qualquer n € N* e para quaisquer o, A € S, se o
e X\ sao ciclos disjuntos entdo

col=MAoo.

Demonstragdo. Sejam n € N* e o, A € S, ciclos disjuntos quaisquer.
Provaremos que 0 o A = )\ o g; para tanto, é suficiente provar que
(0o X)(x) = (Aoo)(x), para todo x € I,,. Seja = € I, qualquer. Como
o e )\ sao ciclos disjuntos,temos trés casos possiveis:

e Caso = € supp(o), temos que = ¢ supp(N), logo A(z) = z. Tam-
bém, o(z) € supp(o), logo o(z) & supp(A) e portanto A(o(z)) = o(z).
Juntando, temos que

(0 0 N)(@) = s(A(@)) = o(x) = A(0()) = (Ao o) (a).

e Caso = € supp()), temos que = ¢ supp(o), logo o(x) = z. Tam-
bém, A(z) € supp(}), logo A(x) & supp(o) e portanto o(A(z)) = A(z).
Juntando, temos que

(Aoo)(z) = Ao(x)) = Ax) = o(A(z)) = (9 0 A)(2).

e Caso x ¢ supp(o) e x ¢ supp(\), por & ndo estar em nenhum dos
conjuntos suporte, entdo o(z) = z e A(z) = z, dessa forma,

(Aoo)(z) = Ao(x)) = Az) =z = o(x) = o(A(2)) = (0 0 A)(2).

Pelo exposto, pode-se concluir que o o A = Ao g, como desejado.
O

O proximo teorema diz que sendo n € N* e se 0 € S, é tal
que o # €, ou seja, que ¢ nao é a permutacao identidade, entao o se
descreve como composicao de ciclos disjuntos, de modo dnico a menos
da ordem dos fatores da composicao.
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Teorema 2.2. Para quaisquer n € N* e 0 € S, se 0 # € entao
existem k € N* e ciclos 01,...,0, € Sy, disjuntos aos pares, de modo
que

0 =010...00F.

Essa decomposicao de o como composi¢ao de ciclos disjuntos € unica,
a menos da ordem dos fatores.

Demonstra¢dgo. Como ¢ nao é a permutacao identidade, ou seja, o # ¢
entao existe elemento a € I, tal que o(a) # a. Seja A = {z € I, |o(x) #
x}, logo pelo descrito inicialmente A # ().

Como A C N e A # (), pelo Principio da Boa Ordenagdo (PBO) existe
em A um menor elemento, o chamamos de a;.

Sendo o conjunto A; = {o*(ay) | i € N}, perceba que A1 C I,,.

Como I, é um conjunto finito, pois possui n elementos, e N é um con-
junto infinito, pelo Principio da Casa dos Pombos existem 4,5 € N tal
que o(ay) = o’ (ay).

Seja By = {i € N| 35 € Ncom j < i e o'(a;) = 0%(a1)}. Como
B; foi definido temos que By # 0 e By C N, dessa forma pelo PBO,
B; possui um menor elemento, digamos i1; temos que i; > 1, pois
o (a1) = 09 (ay) para algum j € N com j < ij.

Entdo, temos que os elementos 0°(a1) = a1,0'(a1),0%(ay),...,0" " (ay)
sao todos distintos, ji que i; é o menor elemento de Bj, pois se nao
fossem elementos distintos 7; nao seria o menor elemento de Bj.
Afirmamos que o' (a1) = a.

Para comprovar essa afirmagdo usamos que i; € Bj, dessa forma sabe-
mos que existe algum j € N com j < i1 e 09(a;) = 0% (a1).

Perceba que a permutacao o d=0"1loo lo...0 0‘1, é uma compo-
sicdo com j fatores e que 07 007 =e.

Agora veja que: 0%(a1) = a1 = €(a1) =07 ool(a;) =07 oo (ay) =
ot (al).

Isto nos mostra que i; —j € N é tal que i, —j € By, e como i3 é 0
menor elemento desse conjunto, logo i1 < i3 —j < ¢; e portanto j = 0,
comprovando a afirmagao que o' (a1) = 0%(a1) = a1.

De acordo com o relatado temos entao um ciclo, denominado oy =

(a1 ot(a1) 0%(a1) o3(a1) ... o7 1(ay)), de comprimento i, que pos-
sui como conjunto suporte:
supp(o1) = {a1,0'(a1),0%(a1),0%(a1), ... 0"~} (a1)}

Seja Ay = I, \ supp(o1). Se o(b) = b,Vb € Ay, encerra-se o processo
e o é ciclo o1 ja encontrado. Caso contrario, se existir algum b € Ag
tal que o(b) # b, temos que As # () e pelo PBO existe um menor
elemento em A,, digamos que esse elemento seja ay. Agora basta re-
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petir o processo realizado com a; como descrito anteriormente para o
elemento as e encontraremos um outro ciclo, o2, que terd como con-
junto suporte supp(co2) de comprimento iz, onde supp(o2) = {0%(az) =
as,0'(az),0%(az),0%(az), ... 0" (az)}.
Afirmamos que os ciclos o1 e 03, respectivamente gerados por ap, de
suporte supp(o1), e a2, de suporte supp(os), sdo disjuntos, ou seja, que
supp(o1) N supp(oz) = 0. , ,
Suponha por absurdo que existam ¢, j € N tais que o"(a1) = 07 (ag).
Lembre que se um elemento ¢ pertencer ao conjunto suporte de um
ciclo, entdo o(c) e 07 1(c) também estdo no mesmo conjunto suporte
do ciclo.
Ao compor ¢ com 077, temos: o' (a1) = 0 oot (ar) = 0V o0d(az) =
az € supp(oa). Aqui se percebe o absurdo ja que o'~/ (a;) € supp(o1
e por consequéncia as € supp(oi), o que é absurdo ja que ay € Az =
I, \ supp(o1). Logo ndo podemos ter que o'(a;) = o7(az), e assim
comprova-se a afirmacao de que os ciclos supp(o1) e supp(o2) sao dis-
juntos.
Continuando o procedimento seja A3 = I, \ supp(o1) U supp(oz). Se
o(d) =d,Vd € As, encerra-se o processo e ¢ serd composto pelos ciclos
o1 e o2 ja encontrados. Se existir d € As tal que o(d) # d,repetimos
0 processo anterior para o menor elemento de As, seja este elemento
as e encontraremos um outro ciclo o3, de conjunto suporte supp(cs)
disjunto de supp(o1) e de supp(o2).
Observamos que como I,, € um conjunto com um numero finito de ele-
mentos, em algum momento nao havera mais elementos de I,, para rea-
lizarmos o procedimento acima de encontrar ciclos disjuntos. Digamos
que apos realizarmos todos os procedimentos possiveis sobre I, obtive-
mos os ciclos o1, 09, ...,0%, associados aos elementos ay, as, ..., ak.
Agora é preciso mostrar que as permutacdes o € 0 0...002007
sao iguais. Tome x € I, qualquer, para esse elemento = temos duas
opcoes:

e o(x) = z: Neste caso temos que x ndo pertence a nenhum dos con-
juntos suportes supp(oy), pois se um elemento y pertence a um dos
conjuntos suportes, seja esse conjunto supp(o;), assim terfamos que
o:(y) # y e como o;(y) = o(y) temos que o(y) # y. Dessa forma,
Vie{1,2,...,k} tem-se que 0;(z) = z. Temos entdo:

0po...002001(x) =0r0...003(01(x)) =0po...00(x)=... =2x.

Logo 0 e o, 0...0 03007 coincidem em todo x tal que z = o(x).

e o(x) # x: Neste caso x pertence ao suporte de um dos k ciclos,
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digamos que pertenca a supp(o;), suporte do ciclo ;. Como ja foi
mostrado que os ciclos sdo disjuntos, sabemos que se = € supp(o;),
entdo x ¢ supp(o;) onde | # j el € {1,...,k}. Assim, x pertence
apenas ao suporte de um ciclo o;, de suporte supp(c;). Entao

0p0...00j0...001(x)=...=00...00;(x)

Mas sabemos que o;(z) = o(z), que também sé pertence ao conjunto
suporte supp(c;), do ciclo ¢;. Logo temos que o, (0, (x)) = 0;(x),¥j <
m < k. Assim,

ogo...o050...001(x)=...=o0p0...00;(x) =0;(x) =o(x).

Logo 0 e o, 0...0 09007 coincidem em x # o(x).

Assim resta apenas mostrar que essa decomposicao de 0 = oy, - - -0
09 0 01 é Unica a nao ser pela ordem de apresentacao dos k ciclos.
Suponha que ¢ = gj0090...00, e 0 =0, 06030...080, sejam duas
decomposicoes de o em produto de ciclos disjuntos. Se ¢ movimenta
algum z, entao algum dos o; move x e algum dos ¢; também move x;
como ciclos disjuntos comutam, vamos supor, renomeando se necessa-
rio, que o1 e #; sejam os ciclos que movam x, logo Vi € Z temos que
oi(z) = ol(z) = 0i(x), dessa forma percebemos que os ciclos o1 e 6
coincidem, e podemos continuar essa ideia para mostrar que ciclos das
decomposicoes de o coincidem aos pares.

O

Teorema 2.3. Toda permutagdo de S, com n > 2, pode ser decom-
posta como composicdo de transposigoes.

Demonstragdo. A identidade (z1 z2 x3 ... z,) = (z12,) 0 (T127-1) ©
...o(x129) & vélida para todo ciclo o € S,, de comprimento r. Assim
basta utilizar a decomposicao em ciclos demonstrada no Teorema 2.2 e
aplicar essa igualdade que apresenta como decompormos cada um dos
ciclos como transposicoes.

O

7 8 6 2
Essa permutacao pelo que estudamos no Teorema 2.2 poderd ser escrita
como composi¢io dos ciclos ¢ = (7 8) e po = (6453 1 2). E pelo
Teorema 2.3 temos que a permuta¢do ¢ pode ser descrita como um pro-
duto de transposi¢oes da sequinte maneira: ¢ = (8 7)o (6 2)o (6 1) o
(63)o(65)0(64).

Exemplo 2.7. Seja a permutacdo ¢ = 8 7 2 g ;L le) 2 1 )
derd
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Definigao 2.5. O sinal de uma permutacio o = LAz o
Yyr Y2 - Yn

é um ndmero real, que serd denotado sgn(c), definido por:

sgn(o) = H L%

)
isj Yi —Yj

em que o produtorio € sobre todos os pares de indices i,j € I, com
1> 7.

Exemplo 2.8. Sendo o = ( ;) 3 Z 111 ), o cdlculo do sgn(o) €
dado por:
2-1 3-1 4-1 3-2 4-2 4-3
sgn(o) =+1

T2-3'4-31-34-21-21-4
Teorema 2.4. O sinal de uma transposigiao é —1.

Demonstra¢do. Seja o uma transposicao de S,,, entdo é possivel escre-
r1 X2 X3 T4 ... (En).sendo

To X1 X3 T4 .. Iy

(a,b) um par de indices da primeira linha de 0 com 1 < a <b < n, va-

mos analisar o que acontece com o fator correspondente do produtério

de o para cada escolha possivel para (a,b) :

ver o da seguinte maneira: o = <

To—T To—T
(i) (a,b) = (1,2), o fator do produtorio de o é: CELE L B
1 X1 — X2 —(1‘2 —J)l)

Ty —
(ii) a =1 e b> 2 teremos que o fator associado sera: U

Ty — T2
. L Xy — X
(iii) a =2 e b > 2 teremos que o fator associado sera: b2

Ty — 1

(iv) @ > 2 e b > 3 assim o fator para cada uma dessas escolhas sera:
Ty — Tq
— =1
Tp — Tq
Perceba que para cada escolha de b > 2 os itens (ii) e (iii) apa-
Ty — X1 Tp — T2 1
. =1,

recem no produtério de ¢ juntamente, ou seja,
Iy — T2 Tp — 1
com isso o produto desses pares serd sempre igual a +1.

E perceba também que independente dos diversos fatores finitos
que possam aparecer conforme exposto no item (iv) todos esses fatores
serao iguais a +1.

Assim os fatores caracterizados nos itens (ii), (iii) e (iv) néo
interferem no sinal de o.
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Com base no que observamos para cada escolha de indices e nas
observagoes feitas podemos verificar que sgn(o) serd determinado por
T2 —T1
=1
Ty — X2

Portanto o sinal da transposi¢do o serd sgn(o) = —1.

Teorema 2.5. Sendo o e ¢ € 5, tem-se que:

sgn(o o ¢) = (sgn()) - (sgn(¢))-

Demonstra¢ao. Reordenando convenientemente se necessario podemos

escrevercegcomo: o = ( L T2 o I Y e (Y1 Y2 U
Y Y2 ... Yn 21 22 ... Zn

e analisando os sinais dessas permutacoes temos que:

(sn(0) - (sm(0)) = [[ 2 [ =2 = [[ 7= = san(o09).

s 2 — 2
i>j Yi — Yj i>j j

Corolario 2.1. Para qualquer o € Sy, sgn(o) = +1 ou sgn(o) = —1.

Demonstra¢ao. Conforme visto no Teorema 2.3 podemos decompor
qualquer permutacao o como produto de transposicoes, ou seja, o =
010020...00.

Utilizando a generalizagao do Teorema 2.5 para k fatores, tere-
mos que: sgn(o) = sgn(oq)-sgn(os)-....sgn(og) = (=1)-(=1)-...-(=1) =
(—1)*, ja que pelo Teorema 2.4 sabemos que o sinal de cada transposi-
cao é —1.

Dessa maneira o valor de sgn(o) seré igual a um produto de k
fatores, onde cada fator é igual a —1, e com uma simples andlise do
produto temos que se k for par entdo sgn(c) = (—1)¥ = +1 e que se k
for impar sgn(o) = (—1)F = —1.

O

Teorema 2.6. Para qualquer o € S, quaisquer duas de suas decom-
posigcoes como composicdo de transposi¢oes possuem quantidades de fa-
tores com mesma paridade.

Demonstra¢do. Seja uma permutacao o € S, e sejam duas de suas
decomposigoes por transposi¢oes dadas por: ¢ = ¢ 0¢a0...0 ¢ €
o =06106050...06,. Pelo que temos relatado anteriormente sabemos que
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sgn(o) = (—1)*¥ = (—=1)9, e assim se k for par teremos que (—1)¥ =1
e que portanto que (—1)? = 1, dessa forma resultando que ¢ também
é par. E se k for impar teremos que (—1)¥ = —1 e que portanto que
(=1)4 = —1, dessa forma resultando que ¢ também serd impar.

O

Definigao 2.6. Para uma permuta¢io o € Sy, dizemos que o é uma
permutacdo par caso sgn(c) = +1, e uma permutagdo impar caso
sgn(o) = —1.

Definigao 2.7. Dadon € N* e M = (m;;); ; uma matriz real de ordem
n, o determinante de M é o numero denotado por det M e dado por

det M = Z sgn(0) Mig(1) M2o(2) - - Mpo(n)-
oESR

Buscando compreender melhor a Definicao 2.7 vamos apresentar
como seria o calculo do determinante de matrizes de ordem n = 2 e
n = 3.

Exemplo 2.9. Para uma matriz M de ordem n = 2, temos apenas

. . . 1 2
duas possiveis permutacoes para o, que sGo: o1 = ( 1 9 ), o9 =

( é i ) Perceba que o1 é uma permutagdo par, logo sgn(oy) = 1

e que oo € uma permutagdo impar, logo sgn(osz) = —1. Dessa forma,
temos que:

det M = sgn(o1)m14,(1)Ma25, (2) + 580(02) M1, (1)M205(2)

= TMmi1Mm22 — Mi12 M21.

Exemplo 2.10. Para a matriz M de ordem n = 3, temos seis possiveis
permutagoes para o, que $Go:

12 3 12 3 12 3
”1_123”2_231“3_312)
s (L 23y (123 06:<123>

3 21 2 1 3 13 2)

Perceba que as permutacoes: o1,09,03 SGo permutacoes pares,
logo sgn(o1) = sgn(o2) = sgn(os) =1 e que 04, 05,06 sGo permutagies
impares, logo sgn(o4) = sgn(os) = sgn(o) = —1. Dessa forma, temos
que:
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det M =sgn(01)m14,(1)M25, (2)M30, (3) T SEN(T2) M1 0y (1) M0 (2) N30 (3) T
+ 881(03)M 155 (1)M205(2) M35 (3) + SEN(T4) M 10, (1)M20, (2) 304 (3) T
+ 881(05) M4, (1)M205 (2)M305(3) + SEN(T6) M 106 (1)M206 (2) M306 (3)
=M11M22M33 + M12M23M31 + M13M21M32—

— M13M22M31 — 112121133 — MM11 M23 1M32.
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3 GRAFOS

Os grafos fazem parte da histéria relativamente recente da Ma-
tematica, as ideias sobre esse assunto comecam a surgir por volta do
século XVIII, e um dos primeiros problemas envolvendo a ideia de gra-
fos é o problema das Pontes de Konigsberg, na Rissia, estudado por
Leonhard Euler. J4 as primeiras aplicacoes da utilizacdo dos conceitos
de grafos surgiram no século XIX nos campos de estudo da eletricidade
e da quimica. [NETTO, 2003].

Atualmente a teoria de grafos auxilia no estudo de diversas areas,
solucionando problemas concretos de redes de computadores, quimica
orgénica, arvores genealogicas, circuitos de transmissao, problemas de
cabeamento, entre outros, mas independente das aplicacoes menciona-
das é um conceito bastante utilizado em problemas tedricos matemati-
COS.

Para o proposito deste trabalho necessitamos compreender o que
vem a ser um grafo orientado, ponderado, aciclico e finito.

Definigao 3.1. Um grafo orientado consiste de uma quddrupla orde-
nada G = (V, A,0,d), em que:

o V' € um conjunto, cujos elementos sao chamados de vértices;
e A ¢ um conjunto, cujos elementos sdo chamados de arestas;

e 0,d: A—V sdo fungoes.
Para cada aresta a € A, dizemos que o(a) é a origem de a, e
d(a) é o destino de a.

Grafos orientados sdo normalmente representados por meio de
diagramas. Dado um grafo orientado G = (V, A, 0,d), montamos um
diagrama associando cada vértice v € V' a um ponto distinto do di-
agrama, e cada aresta a € A a uma flecha no diagrama que sai do
ponto que representa o(a), e chega no ponto que representa d(a). Os
pontos e flechas do diagrama podem ser indicados pelos simbolos que
representam os vértices e arestas do grafo, respectivamente.

Exemplo 3.1. Sejam os conjuntos V e A dados por V = {3k, A, 4}
e A ={a,b,c} e vamos definir as fungéeso: A —V ed: A—V como
seque:
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Figura 1 — Exemplo: Grafo

Fonte: elaborado pela autora.

A representagdo do grafo orientado G = (V, A, 0,d) por meio de
um diagrama de flechas e pontos € apresentada na Figura 1.

Como para o intuito do trabalho s6 abordaremos grafos orienta-
dos, sempre que mencionarmos grafo, estad subentendido que trata-se
de um grafo orientado.

Defini¢ao 3.2. Um grafo G = (V,A,o0,d) € dito bipartido quando
podemos dividir o conjunto de vértices V. em dois subconjuntos Vi, Vo
disjuntos, de modo que para toda aresta a € A temos que o(a) € V1 e
que d(a) € Vs.

Perceba que o Exemplo 3.1 é um grafo orientado bipartido, ja
que podemos descrever o conjunto V = {>, A, ¢} como a unido de
dois conjuntos disjuntos Vi e Vo, onde V7 = {k, A} e Vo = {H ¢},
assim perceba que o(a) = % € V1,0(b) = A € V1,0(c) = A € V1,d(a) =
¢ € V5, d(b) = ¢ € Va,d(c) = B € Vs, satisfazendo as condigbes da
defini¢do de grafo bipartido.

Exemplo 3.2. Considere os conjuntos V ={B,C, D, E,F}, de vérti-
ces, A =1{1,2,3,4,5,6}, de arestas, e sejamo: A -V ed: A=V,
as fungoes definidas por:

o(l) =B d(1)=F
0(2) =B d(2)=F
0(3)=C d(3)=F
o(4)=C di4)=F
o(5) =D d(5) =F
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Dessa forma o grafo orientado G = (V, A, 0,d) resultante € bi-
partido. De fato, considere V1 = {B,C,D} e Vo = {E,F}, assim a
defini¢do € satisfeita: para cada aresta a € A tem-se que o(a) € V1 e
que d(a) € Vs.

Grafos bipartidos sdo representados por diagramas compostos
por dois conjuntos de pontos dispostos em linhas, o primeiro conjunto
contendo os pontos que representam os vértices de V; e o segundo con-
junto contendo os pontos que representam os vértices de V5, e as flechas
que representam as arestas comecam nos pontos que representam os
vértices pertencentes a V; e terminam nos pontos que representam os
vértices pertencentes a V5.

Para verificar como seria a representacao do Exemplo 3.2 observe
a Figura 2.

Definicao 3.3. Um grafo ponderado G = (V, A,0,d,w) consiste de
uma quintupla ordenada em que V, A sdo conjuntos, e o,d: A —V e
w: A — R sao fungées. A fung¢iao w: A — R é chamada fungido peso
e para cada aresta a € A temos que o nimero real w(a) é denominado
peso de a.

Vamos definir uma func¢do w : A — R para o grafo do Exemplo
3.1 onde o conjunto de arestas é A = {a,b, c}.

w:A—-R
w(a) =
w(b) = =5

w(c) = /2.

Os grafos ponderados também podem ser representados por dia-
gramas, onde se indica o peso de cada aresta na flecha correspondente
no diagrama.

A representagdo do Exemplo 3.1 com a fun¢do peso w definida
acima é apresentada na Figura 3:

E possivel associar cada matriz com entradas reais a um grafo
bipartido ponderado, como vemos a seguir. A ideia serd associar as
linhas e colunas da matriz com os vértices do grafo, e as entradas da
matriz com os pesos das arestas do grafo. Mais precisamente:

Seja dada uma matriz M, com r linhas e s colunas, definimos
o conjunto V4 = {ly,l2,13,...,1,}, com r elementos representando as li-
nhas da matriz M e o conjunto V2 = {¢1, ¢a,¢3, ..., ¢s }, com s elementos
representando as colunas da matriz M. O grafo G = (V, 4, 0,d,w) que
representard a matriz M terd como conjunto de vértices V = V; U V5,
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Figura 2 — Exemplo: Grafo bipartido

Fonte: elaborado pela autora.

como o conjunto de arestas A = V1 x Vs, a fungdo origem o sera dada por
0:A—Vi;0(li,¢j) =1, afunco destino d serd dada por: d: A — Va;
d(l;,cj) = ¢; e a funcdo peso w serd w : A — R; w(l;, ¢;) = myj, onde
m;; € o elemento da linha ¢ e da coluna j da matriz M, .

1 2
Exemplo 3.3. Seja Msyo a matriz M = | 3 4 |. O grafo associ-
5 6

ado a matriz M € representado pelo diagrama dado na Figura 4.

E possivel, a partir de um ponto no diagrama de um grafo, per-
correr arestas no sentido das flechas, criando caminhos sobre o dia-
grama. Isto da origem ao conceito de caminho sobre um grafo, como
veremos na definicao a seguir:

Defini¢ao 3.4. Seja G = (A,V,0,d) um grafo. Um caminho de com-
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Figura 3 — Exemplo: Grafo ponderado

* A

V2

n 4

Fonte: elaborado pela autora.

Figura 4 — Exemplo: Grafo relacionado com matriz
I2
3 ‘
5
| ‘
C1 Cc

Fonte: elaborado pela autora.

I1 I3

2

primento n € N* em G € uma sequéncia aias...a, de n arestas tais
que o destino de cada aresta € a origem da proxzima aresta, ou seja, que
d(aq) = 0(a7;+1), Vi € {1, coa,n— 1}.

E ainda se o grafo G é ponderado com fung¢do pesow e ajas ... an,
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€ um caminho em G, definimos o peso deste caminho como o numero
denotado por w(aias...ay) e dado por

w(aras...an) =w(ar) - wlaz) - ... wlay,).

Exemplo 3.4. Seja G = (V, A, 0,d) um grafo bipartido, com conjunto
de vértices V particionado em subconjuntos V, e Vo, Como Vi contém
as origens de todas as arestas de G,Vy contém os destinos de todas as
arestas de G e ViNVa = (), vemos que é impossivel que um vértice de G
seja ao mesmo tempo origem e destino de arestas. Deste modo, em gra-
fos bipartidos os unicos caminhos admissiveis sio os de comprimento
n =1, ou seja, todos os caminhos de G sdo compostos por apenas uma
aresta cada. Para ver um exemplo que apresenta essa ocorréncia basta
observar a Figura 2 que ilustra o Exemplo 3.2 de grafo bipartido, onde
verificamos que um mesmo vértice nao pode ser ao mesmo tempo tér-
mino de uma aresta e origem da aresta sequinte. Neste exemplo entdo
existem apenas os caminhos: 1; 2; 3; 4; 5 e 6 todos de comprimento
n=1.

Exemplo 3.5. Para o grafo representado pelo diagrama presente na
Figura 5 podemos escrever diversos caminhos, como por exemplo o ca-
minho abc de comprimento n = 3, ou o caminho ae de comprimento
n =2, ou o caminho ab de comprimento n = 2, ou ainda o caminho a
de comprimento n = 1.

Figura 5 — Exemplo: Grafo e caminhos

Fonte: elaborado pela autora.
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Definigao 3.5. Dados G = (V, A, o0,d,w) um grafo ponderado, n € N*

e dois conjuntos de n vértices de G cada, digamos B = {B1,..., By}
e C ={Ci,...,C,}, a matriz caminho de B para C é a matriz n X n,
digamos M = (m;;);; em que para cada i,j € {1,...,n}, tem-se que:
my =y w(P),
PZBI'*}CJ'

ou seja, cada elemento m;; serd determinado pela soma dos pesos de
todos os caminhos possiveis que ligam B; a C}.

Exemplo 3.6. Para ilustrar a definicao de matriz caminho vamos uti-
lizar o grafo presente na Figura 5 e vamos atribuir os sequintes pesos as
arestas: w(a) = 1,w(b) = 2,w(c) = —3,w(d) = 3, w(e) = —2; definire-
mos também os conjuntos Vi = {V11,Via} e Vo = {Va1, Vao}. Assim a
matriz caminho M associada a Vi e Vo serd uma matriz 2 X 2, pois hd
dois vértices em cada um dos conjuntos Vi e Vs :

mi1p Mi2
M = .
m21  Ma22
Para determinarmos cada m;; € preciso listarmos todos os cami-

nhos possiveis do grafo que conectam os vértices de Vi para Vo. Seque
a lista:

e De Viy para Vai: ab
e De Vi1 para Vas: ae,abe,d
e De Vis para Voi: b

e De Vi para Vas: e, be.
Vamos determinar o peso de cada um dos caminhos:

w(ab) = w(a) - ()—12f2

w(ae) = w(a) -w(e) =1-(-2) = -2,
w(abe) = w(a) - w(b) -w(c) =1-2-(=3) = -6,
w(d) =3
w(b) =2,
w(e) = =2,

w(

be) = w(b) - w(c) =2 (—3) = —6.
E para entao definir a matriz para cada i,j € {1,2},m;; € defi-
nido como a soma dos pesos dos caminhos do grafo que conectam Vi;

até ‘/Qj.'
mij = Z w(P).
P:V11‘,—>V2j
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Dessa forma temos que:

mi = Z w(P) = w(ab) = 2,

P:Vi1—Var

mig = Z w(P) = w(ae) +w(abe) +w(d) = =2+ (—6) +3 = —5,
P:Vi1—Vas

mo = w(P)=wb) =2

P:Vig— Vo

Moo = Z w(P) = w(e) + w(be) = =2+ (—6) = 8.

P:Vig—Vag

Portanto,

2 =5
M= ( 2 ) .
Defini¢ao 3.6. Dados G = (V, A,0,d) um grafo, n € N* e B,C CV
com n vértices cada, digamos B = {B1,...,Bn,} e C = {C1,...,C,},
um sistema de caminhos de B para C consiste de uma permutacao o €
Sy e den caminhos, Py, Ps, ..., P, no grafo, de modo que para qualquer
i€{l,...,n} tem se que o(P;) = B; e d(P;) = Cy(;y. Denotamos este
sistema de caminhos por

P:(PI;PQa"'v-Pn)'

O sinal de P é o nimero denotado por sgn(P) e dado por

sgn(P) = sgn(o).

Se adicionalmente os conjuntos de vértices percorridos por cada
um dos caminhos Py, Ps, ..., P, forem disjuntos aos pares, dizemos que
o sistema de caminhos € de vértices disjuntos.

Finalmente, se o grafo G ¢ ponderado com funcdo peso w, de-
finimos o peso do sistema de caminhos como o nimero denotado por
w(P) e dado por

w(P) = JJw(r).

Definicao 3.7. Dados n € N* e P = ajas...a, um caminho de com-
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primento n sobre um grafo G, dizemos que o caminho P € fechado se
d(ay) = o(ay).

Se o grafo G nao possui caminhos fechados, dizemos que o grafo
G ¢ aciclico.

Exemplo 3.7. Podemos visualizar na Figura 6 exemplos de grafos que
possuem caminhos fechados. Na parte superior da Figura 6 os dois
grafos possuem caminhos fechados que percorrem todas as arestas do
grafo, sao os caminhos uvw e abcdef. No grafo inferior da Figura 6
hd o caminho fechado ghi que ndo percorre todas as arestas do grafo e

podemos verificar que as arestas restantes nao formam outro caminho
fechado.

Figura 6 — Exemplo: Grafos com caminhos fechados

Fonte: elaborado pela autora.

Exemplo 3.8. Temos um exemplo de grafo aciclico na Figura 7, onde
nao € possivel identificar nenhum caminho fechado.

Perceba que os grafos representados na Figura 1 e na Figura
4 sdo também exemplos de grafos aciclicos. Além disso, grafos que
representam matrizes serdo sempre grafos aciclicos ja que um mesmo
vértice nao é ao mesmo tempo término de uma aresta e inicio da aresta
seguinte, assim a representacao de matrizes serd por meio de grafos
que nao possuem caminhos fechados, pois no caso da representacao das
matrizes trabalhamos com grafos bipartidos.
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Figura 7 — Exemplo: Grafo aciclico

m

o

» @

Fonte: elaborado pela autora.



39

4 LEMA DE GESSEL-VIENNOT

Nesse capitulo serd abordado o foco principal de estudo desse
trabalho, o Lema de Gessel-Viennot, que estabelece uma conexao entre
os sistemas de caminhos e determinantes. Este lema possui uma versao
similar obtida anteriormente por Bent Lindstrom, mas seu significado
combinatoério foi abordado por Ira Gessel e Gerard Viennot em 1985,
tornando-se um classico da enumeragdo combinatéria. [AIGNER, 2002]
e [AIGNER, 2007].

Teorema 4.1 (Lema de Gessel-Viennot). Sejam G = (V, A, o0,d, w)
wm grafo orientado, ponderado, aciclico e finito, n € N*, B.C C V
conjunto com n vértices de G cada, e M a matriz caminho de B para
C. Entao, tem-se que

det(M) = sgn(P)w(P),

em que P percorre todos os sistemas de caminhos de vértices disjuntos
de B para C'.

Demonstra¢do. Para iniciar vamos considerar a descricao do determi-
nante por meio de permutacoes:

det M = Z SgN(0)M16(1)M20(2) - - - Mpo(n) = Z sgn(o) Hmw(i).
€Sy ceS, i=1

Vamos fixar um o € S,, e consideremos:

sgn(U)Hmwu)zsgn(U)[ Yoo wP)l L Y w(B)] =

PllBlﬁca(l) P,LZBV,L*}CU(,L)

= > D seow(P)...w(P).

P1:B1—Cy1) Pn:Bn—Co(n)

Agora note que para cada P, ..., P, fixados, o conjunto P =
{P1,...,P,} é um sistema de caminhos de B para C associado a per-
mutagéo g, Jé que P, : By — 00(1)7 R R C[,(n).

Note também que: w(P) = w(P1) - ...  w(P,) e que sgn(P) =

sgn(o), assim concluimos que sgn(o)w(Py) ... w(P,) = sgn(P) - w(P).
Por outro lado, todo sistema de caminhos P de B para C' é tal
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que sgn(P)w(P) aparece como um termo da soma anterior, concluindo
entao que

det(M) = 3 sgn(@) [[mio = 3 sen(Pyw(P),
=1 P

o€Sn

que é a soma sobre todos os sistemas de caminhos de B para C.

Perceba que nem todos os caminhos percorridos por P sao de
vértices disjuntos, assim para chegarmos ao resultado do lema o que
precisamos é provar que

Z sgn(P)w(P) =0,

PeN

em que N é o conjunto dos sistemas de caminhos de B para C' que nao
sao de vértices disjuntos.

Afirmamos que dado um sistema de caminhos @ de B para C que
nao é de vértices disjuntos, existe um sistema de caminhos R de B para
C que nao é de vértices disjuntos, com @ # R, tal que w(Q) = w(R) e
sen(Q) = —sgn(R).

Seja @ um sistema de caminhos qualquer de B para C' que ndo
seja de vértices disjuntos, associado digamos a uma permutagao o € S,,.

Para chegarmos a esta conclusao partimos do seguinte, o sistema
de caminhos ) de B para C' terd ao menos um par de caminhos que
irao se intersectar, j& que nao é de vértices disjuntos, digamos que o
vértice comum entre dois caminhos de (), digamos @;, @, seja o vértice
X, digamos também que @); é o caminho que conecta B; a C,(;) € que
Q; € o caminho que conecta B; a Cy(j-

Agora o sistema de caminhos R serd composto pelos caminhos
do sistema de caminhos () com excec¢ao dos caminhos @Q);, ); que serdo
substituidos pelos caminhos R;, R;, onde o caminho R; inicia no vértice
B; seguindo o mesmo caminho de @); até chegar no vértice X e entao
segue pelo caminho @Q); até o vértice Cy(;) e R; inicia em B; seguindo
o mesmo caminho de @); até chegar no vértice X e entdo segue pelo
caminho @Q; até o vértice Cy;).

Perceba que os caminhos @;, Q; e R;, R; se intersectam no vér-
tice X e que ambos os caminhos percorrem as mesmas arestas, assim
temos que tanto o peso do sistema de caminhos () quanto o peso do
sistema de caminhos R sdo iguais, w(Q) = w(R).

E perceba também que ha uma transposicdo nesses caminhos
que foram alterados, dessa forma eles terdo sinais diferentes, pois, por
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construgdo, o sistema de caminhos R esta associado & permutagao (ij)o

o, e assim

sgn(R) = sgn((ij) o o) = sgn((ij)) - sgn(o) = —1-sgn(o) = —sgn(Q),

como desejado.
Como sgn(Q)w(Q) e sgn(R)w(R) sdo termos de

> sgn(Pyw(P)

percebemos que esses termos do somatoério se anulam, mais precisa-
mente, que os termos dessa soma quando forem de sistemas de cami-
nhos de vértices que nao sao disjuntos se anulam aos pares, restando
assim no somatoério para o calculo do determinante apenas os sistemas
de caminhos de vértices disjuntos como queriamos demonstrar.

A Figura 8 ilustra uma situagdo relatada para o vértice comum
X.

Figura 8 — Parte de um grafo com vértice comum

Bi Bj

Co() Coalj)

Fonte: elaborado pela autora.
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Exemplo 4.1. Considere o grafo orientado, ponderado, aciclico e fi-
nito de acordo com a Figura 9, com os sequintes pesos atribuidos as
arestas: w(a) = —4,w(b) = =2, w(c) = 1,w(d) = —1,w(e) = 2,w(f) =
1,w(g) =3 ew(h) = —3.

Figura 9 — Grafo orientado, ponderado, aciclico e finito

\"

.T

Fonte: elaborado pela autora.

Sejam B e C' conjuntos ordenados com dois vértices cada, dados
por: B={B1,B2} ={R,V} eC ={C1,Co} ={U,S}. A partir desses
dados podemos construir a matriz caminho de B para C, que serd uma
matriz Moy o, pois temos dois vértices em cada conjunto.

mip Mi2
M = .
ma1  M22
Para determinar o termo m;; da matriz caminho M primeiro
precisamos identificar todos os caminhos do grafo que conectam o vér-
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tice B; ao vértice C;. De acordo com o grafo da Figura 9 temos a
sequinte lista de caminhos que conectam cada par de vértices dos con-
juntos B e C':

De B; = R para Cy; = U temos: b, he,ae, fge.
De B; = R para Cy = S temos: h,a, fg.
De By =V para Cy = U temos: ge.

De B, =V para Cy = S temos: g.
Os pesos atribuidos a cada um desses caminhos sao:

w(b) = —2;

w(he) = w(h) -w(e) = (=3) -2 = —6;
w(ae) = w(a) - w(e) = (—4) -2 = —8;
w(fge) = w(f) w(g) wle)=1-3-2=6;
w(h) = =3;

w(a) = —4;

w(fg) =w(f) wlg) =1-3=3;

w(ge) = w(g) -w(e) =3-2=6;

w(g) =3

Lembramos que para cada i,j € {1,2},m;; é determinado pela
soma dos pesos dos caminhos do grafo que conectam B; para C;:

mij = Z ’U}(P)

Logo,

P:B1—C P:R—U

mig = Z w(P) = Z =-3+(-4)+3=-4,
P:B1—C> P:R—S

Mol = Z w(P) = Z =6,
P:By—C) PV —U

Mmoo = w(P): Z = 3.
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Assim encontramos a matriz M e podemos calcular seu determi-

nante:
_f mun miz \ _ [ 10 -4
M(m21 m22>(6 3)
E verificando quais sdo as permutagdes o € Sy, nesse caso temos:
= L2 = L2 Assim t = +1
o1 = 1 9 eor = | o5 | |- Assim temos que sgno; = e
que sgnos = —1. Portanto,

det M = —10-3+ (=1) - (—4) - 6 = —30 — (—24) = —6.

Agora usaremos o lema para calcular esse determinante. Para
1850 € preciso determinar quem sao todos os sistemas de caminhos de
vértices disjuntos que conectam B e C.

Para cada permutacdo o, temos vdrios sistemas de caminhos de
B para C; cada um deles consistird de dois caminhos, um que conecta
By com Cy(1y e outro que conecta Bz com Cy(3).

Para o1 precisamos de caminhos que conectem B; = R a C; =
e Bo =V aCy =S. Os sistemas de caminhos de B para C relatwos a
o1 8Qo:

Py = (b,g); P, = (he,g); Ps = (ae,g); Py = (fge,g).

Similarmente para oo teremos os caminhos que conectam By = R
aCo=85¢eBy=V aCy=U. Os sistemas de caminhos de B para C
relativos a oo sao:

Ps = (h, ge); Ps = (a, ge); Pr = (fg, ge).

O peso de cada um desses sistemas de caminhos € igual ao pro-
duto dos pesos dos caminhos do sistema, ou seja, serd o produto dos
pesos das arestas desses caminhos. Assim:

w(Pr) =w(b) w(g) =-2-3=-6
w(Py) = w(he) -w(g) = —6-3 = —18;
w(Ps) = w(ae) - w(g) = —8-3 = —24;
w(Py) = w(fge) - w(g) =6-3 =18;
w(Ps) = w(h) - w(ge) = —-3-6 = —18;
w(FPs) = w(a) - w(ge) = —4-6 = —24;

(Pr) = w(fg) -w(ge) =3-6 =18.

det M = Z sgn(P)w(P)

onde P percorre os sistemas de caminhos de vértices disjuntos, aqui
sgn(P) € o sinal da permutagdo associada ao sistema de caminhos P.
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Perceba que o sistema de caminhos de vértices disjuntos € apenas P;.
Deste modo,

det M = ngn(P)w(P) = sgn(o1)w(Py) = —6.
P

4.1 A FORMULA DE BINET-CAUCHY

O teorema de Binet, devido ao matematico francés Jacques Phi-
lippe Marie Binet, diz que o determinante de um produto de matrizes
quadradas é igual ao produto dos seus determinantes. No entanto neste
topico vamos aprimorar esse enunciado no teorema que segue onde se
apresenta a formula para o célculo do determinante de matrizes quadra-
das que sao descritas como o produto de duas matrizes nao quadradas.
A formula de Binet-Cauchy mostra como usar a informagdo contida
em cada uma das matrizes retangulares para obter o determinante da
matriz quadrada dada pelo produto das duas.

Teorema 4.2 (Férmula de Binet-Cauchy). Sejam r,s € N* com r < s,
P uma matriz r X s e Q wma matriz s X r, ambas com entradas reais.
Entao, tem-se que

det(PQ) =Y (det(Pz))(det(Qz)), (4.1)
z
em que Z percorre todos os subconjuntos com r elementos de {1, ..., s},

Pz € a submatriz v X r de P formada com as colunas indicadas por Z,
em ordem crescente, e Qz € a submatriz r X r de Q, formada com as
linhas indicadas por Z, em ordem crescente.

Demonstra¢do. A ideia da demonstracdo do teorema da propriedade
estendida do determinante do produto de matrizes é a utilizacao do
lema de Gessel-Viennot, onde deveremos relacionar as matrizes P e @
com um grafo concatenado como presente na Figura 10, assim, supomos
que o grafo bipartido em B e C corresponde a P e o grafo bipartido
em C e D corresponde a @, e ainda considere o grafo relacionado em
sequéncia conforme a Figura 10 e observe que a entrada i, j da matriz
caminho M de B para D é precisamente

mi; = Zpikaj~
k
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Dessa forma temos que M = P(@. E uma vez que os sistemas
de caminhos de vértices disjuntos de B para D no grafo relacionado
em sequéncia conforme indicado correspondem a pares de sistemas de
B para Z, e respectivamente de Z para D, o resultado do teorema
segue imediatamente do Lema de Gessel-Viennot, levando em conta

que sgn(or) = sgn(o) sgn(7).

Figura 10 — Grafo relacionado ao produto de matrizes

Fonte: elaborado pela autora.

O
. , 2 -1 -1 3

Exemplo 4.2. Sejam as matrizes P = < 3 4 ) eQ = < 5 _9 >
Vamos calcular det(PQ) por grafos de acordo com o enunciado do Lema

J.1.

Para isso vamos construir o grafo concatenado para as matrizes
P e Q conforme Figura 11, onde a matriz caminho M de B = {B1, B2}
até D = {D1, D>} equivale a matriz produto PQ.

Determinamos os caminhos de B para D:

e De By para D1: (p1q1); (p2q3);
e De By para Dy: (p142); (p2q4);
e De By para D1: (p3sq1); (pags);
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Figura 11 — Exemplo grafo relacionado ao produto das matrizes PQ

B1 B2
p2 p3
p1 P4
c1 G2
q3 q4
ql
D1 D2

Fonte: elaborado pela autora.

De By para Da: (p3q2); (paqa)-
Determinando o peso de cada caminho:

~ e~ N~~~
]
]
=)
=
I — — e

plql)

w(pr) - wlq) =2-(-1) = =2;
(p2) - wlgs) = (=1) -5 = =5;

w(pl) cw(g2) =23 =6;

w(pz) - w(ga) = (=1)- (=2) = 2;

w(ps) - w(qr) = (=3) - (=1) = 3;

w(pa) - w(gs) =45 = 20;

w(ps) - w(gz) = (=3) -3 = =9
(ps) - w(qs) =4-(-2) = -8
mutagoes para n = 2 sao:
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(12 (12
1=\ 1 92 )27\ 92 1

sgn(og) = —1.

Os sistemas de caminhos, com seus respectivos pesos, resultantes

de o1 sao:

Py ={(p1q1)(p3q2)}, w(P1) = w(p1g1) - w(psqe)
=418

Py = {(p1q1)(paqa) }, w(P2) = w(p1q1) - w(paqs) =
=416

Py = {(p2g3)(p3q2)}, w(Ps) = w(p2gs) - w(psqe)
=445

Py = {(p293)(paqa) }, w(Ps) = w(p2gs) - w(paqs) =
= +40.

Os sistemas de caminhos, com seus respectivos pesos, resultantes
de o9 sao:

Ps = {(p1g2)(psq1) }, w(Ps5) = w(p1ge2) - w(psqr)

Ps = {(p192)(pag3) }, w(Ps) = w(p1ge) - w(pagqs)

Pr = {(p2ga)(p3q1) }, w(Pr) = w(p2qs) - w(psqr)

Py = {(p2qa)(pag3) }, w(Ps) = w(p2qa) - w(pags)

Pelo Lema de Gessel-Viennot temos que:

det M = w(P1) + w(Ps) + w(Ps) + w(Py)

— w(Ps)

=184+16+454+40—-18—-120—-6 —40

= —65.

Determinando os elementos da matriz caminho M de B para D:

mi1 = w(p1q1) + w(p2qs) =
miz = w(p1ge) + w(p2qa) =
ma1 = w(psq1) +w(pags) =
Moz = w(p3qe) + w(psqa) =

24 (=5)=-T,;
6+2=S8;

2 +20 = 23;

-9+ (-8) =—17.

— w(Fs)

) , onde temos sgn(o1) =1 e

(~2) - (-9)

(=2)-(=8)

(=5)-(=9)

(=5)-(=8)

—w(Pr)

— w(Pg)
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Assim podemos verificar que a matriz caminho é M = ( g; _817
e seu determinante é: det(M) = 119 — 184 = —65.
Ou ainda podemos calcular diretamente que det(P) = 8 —(4+3) =

5 e det(Q) =2 — (+15) = —13 entao det(PQ) =5 (—13) = —65.

O que é interessante verificar no Teorema 4.2 é a extensao da
Foéormula de Binet do calculo do produto do determinante de matrizes
quadradas, o que ocorre é que podemos estender a féormula para matri-
zes quadradas que nao se originam de matrizes quadradas, desde que
satisfacam a condicao de que nimero de linhas da primeira matriz a se
multiplicar seja menor ou igual ao nimero de colunas da segunda.

Para visualizar essa extensao vamos analisar o exemplo na sequén-
cia:

1 2 3 L2
Exemplo 4.3. Sejam as matrizes P = eQ@Q=1 3 4
4 5 6 56

Vamos calcular det(PQ) por grafos de acordo com o enunciado do Lema
4.1.

Para isso vamos construir o grafo concatenado para as matrizes
P e Q conforme Figura 12, onde a parte do grafo de B para C equivale
a matriz P e a parte do grafo de C para D equivale & matriz Q, assim o
grafo total da matriz caminho M de B = {B1, B2} para D = {Dy, D2}
equivale & matriz produto PQ).

Determinamos os caminhos de B para D:

De By para Di: (p1q1); (p2q3); (p3Gs);
De By para Ds: (p1q2); (p2q4); (P3¢6);
De B; para D1: (psq1); (p5q3); (P6gs)

De B; para Da: (paqe); (p594); (Peds)-
Determinando o peso de cada caminho:

¢)=1-1=1,;

’

( (
w(p2qs) = w(p2) - w(gs) =23 = 6;
w(p3gs) = w(ps) - w(gs) =3 -5 = 15;
w(pi1g2) = w(p) - w(ge) =1-2 =2;
w(paqs) = w(ps) - w(qs) =24 =8;
w(psgs) = w(ps) - w(ge) =3-6 =18;
w(psqr) = w(ps) - w(q) =4-1=4;
w(psgs) = w(ps) - w(gs) =5-3 =15;

)
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Figura 12 — Exemplo grafo relacionado ao produto das matrizes PQ

Fonte: elaborado pela autora.

o w(pegs) = w(ps) - w(gs) =6 -5 = 30;
o w(psqz) = w(ps) w(gz) =4-2=8;

o w(psqs) = w(ps) - w(qu) =5-4 = 20;
e w(psgs) = w(ps) - w(gs) = 6-6 = 36.

1 2 2 1
onde temos sgn(o1) = 1, por ser permutagdo par e sgn(oz) = —1, por
ser permutacdo impar.

Os sistemas de caminhos, com seus respectivos pesos, resultantes
de o1 sao:
o P ={(p1q1)(p1g2) }, w(P1) = w(p1g1) - w(psg2) = 1-8 = 8;
o P ={(p1q1)(P5q4) }, w(P2) = w(p1q1) - w(psqa) = 1 - 20 = 20;
o Py ={(p1a1)(pegs)}, w(Ps) = w(p1q1) - w(psgs) = 1 - 36 = 36;

. . 1 2 1 2
As permutagdes paran = 2 sdo: o1 = < ) eog = ( > )



Py = {(p243)(paqz)}, w(Ps) = w(p2qs)
Ps = {(p2q3)(psq4) }, w(Ps) = w(p2qs3)
Ps = {(p293)(p6g6) }, w(Ps) = w(p2qs3)
Pr = {(p3¢5)(pag2) }, w(Pr) = w(psgs)
Py = {(p3g5)(p5q4) }, w(Ps) = w(psgs)
Py = {(p3g5)(p6ge) }, w(Po) = w(psgs) -

Os sistemas de caminhos, com seu
de o3 sdo:

Pio = {(p142)(paq1) }, w(Pro) = w(p1g2
Pi1 = {(p1g2)(p5q3) }, w(P11) = w(p1g2
Pra = {(p142)(p6qs) }, w(Pr2) = w(p1g2
Pr3 = {(p2q4) (paq1) }, w(P13) = w(p2qa
Pry = {(p2q4)(p5q3) }, w(Pra) = w(p2qa
Pis = {(p2q4)(p6qs) }, w(Pis) = w(p2qa
Pig = {(p3as)(paq1)}, w(Prs) = w(p3gs
Pr7 = {(p3q6)(p5q3) }, w(Pi7) = w(p3ge
Pig = {(p3q6)(peqs) }, w(Pis) = w(psge) -
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~w(page) = 6 - 8 = 48;

~w(psqs) = 6 - 20 = 120;
-w(pegs) = 6 - 36 = 216;
-w(page) = 15- 8 = 120;
~w(psqa) = 15 - 20 = 300;

w(psgs) = 15 - 36 = 540;
s respectivos pesos, resultantes

) w(paq) =2-4=38;

) - w(psgs) =2 - 15 = 30;

) - w(pegs) = 2 - 30 = 60;

) w(paqr) = 8- 4 = 32;

) - w(psgs) = 8- 15 = 120;

) - w(pegs) = 8 - 30 = 240;

) w(paqr) = 18 -4 = 72;

) - w(psgs) = 18 - 15 = 270;
w(pegs) = 18 - 30 = 540.

Pelo Lema de Gessel-Viennot temos que:

det(M) = w(Py) + w(P2) +
— (w(Plo) + ’w(Pll) +...

oA w(Ps) + w(Py)
+w(Pri7) + w(Pis))

=8+204 36 + 48+ 120 4 216 4 120 4 300 + 540
— (8430460 + 32 + 120 + 240 + 72 4 270 + 540)

= 1408 — 1372
= 36.

Vamos agora identificar os elementos da matriz caminho M de
B para D e calcular seu determinante diretamente:

w\p294s3
)
w(psq3) + w(peqs)
)

Assim podemos verificar que a mat

( (p2gs) +w(psgs) = 1+ 6 + 15 = 22;
= w(p1g2) + w(p2qa) + w(psgs) = 2 + 8 + 18 = 28;

( ( =4 +15+30=49;
22 = w(paq2) + w(psqa) + w(psgs) = 8 + 20 + 36 = 64.

22
49

28

riz caminho M é M = ( 64

e seu determinante é: det M = 1408 — 1372 = 36.

)
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Outra maneira de calcular o determinante dessa matriz produto
€ pelo enunciado do Teorema 4.2 onde as matrizes associadas a P e a
Q com seu respectivos determinantes serdo descritas a sequir:

As matrizes auziliares criadas a partir das colunas de P sdo:

12 13 2 3
Ple_(4 5>; PZI3_<4 6)5 P223_(5 6>'

Os determinantes dessas matrizes $ao:
det(Ple) = —3; det(PZl3) = —6; det(PZz3) = —3.

As matrizes auziliares criadas a partir das linhas de Q sdo:

Qzlz_(;)i>; QZ13_<é§); szs_( )

Os determinantes dessas matrizes $ao:

Tt W
[SrIEN

det(Qle) = _2; det(QZm) = _4; det(P223) =—-2.

Agora de acordo com a Equa¢io 4.1 enunciada no Teorema 4.2
temos que:

det(PQ) = " (det(P7)) - (det(Qz))

Z
= det(PZm) ’ det(QZm) + det(PZm) ’ det(Qzls) + det(Pzzs) ’ det(szs)
= (48)- (-2) 4 (-6) - (~4) + (-3) - (-2
=6+2446
= 36.
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5 CONSIDERACOES

Com esse trabalho buscou-se apresentar uma demonstracao aces-
sivel da féormula de Binet-Cauchy, para isso foi necessario um estudo
inicial sobre permutagoes e grafos.

O conteido permutagdes é um conteudo curricular da grade do
Ensino Médio, mas que nessa fase do ensino normalmente nao é abor-
dada com o rigor teodrico e suas propriedades como vista nesse trabalho,
no entanto, apés a realizacao desse trabalho acho importante que ao
ensinarmos esse contetido no Ensino Médio nao o vejamos apenas como
um conceito para cilculo de anagramas, mas que ao menos deixemos
claro o significado teérico do que é uma permutagdo em matemaética, e
até em turmas mais aplicadas, ou com alunos que participam de pro-
grama de iniciagao cientifica buscar trabalhar também algumas propri-
edades das permutacoes relatadas no primeiro capitulo desse trabalho.

Outra questdo que vejo ter relevincia para as aulas no Ensino
Médio é explicar a relacao entre permutacgoes e determinante, ou seja,
procurar apresentar aos alunos de Ensino Médio a definicao de determi-
nante por meio de permutacoes, pois muitas vezes a férmula do deter-
minante de matrizes é apresentada simplesmente de maneira expositiva
e nao explicada sua origem em certos livros didaticos.

Um conteudo do qual ja ouvia falar desde a graduagdo, mas no
entanto nao o tinha estudado em nenhuma disciplina e que me chamou
a atencao pelas diversas aplicagoes praticas e tedricas que acabei me
deparando ao realizar esse trabalho foi o conceito de grafo. Por ser
um conceito relativamente recente em relacao aos demais contetiidos
das grades curriculares dos cursos de Matematica, normalmente nao é
abordado como contetido disciplinar, no entanto sua ideia e conceitos
bésicos poderiam até ser j& inseridos para o estudo de algumas situagoes
problemas especificas no Ensino Médio.

Apos o estudo preliminar sobre os conceitos tedricos necessarios
sobre permutacoes e grafos foi possivel compreender o Lema de Gessel-
Viennot que permite apresentarmos a demonstracao de Binet-Cauchy
como vista no ultimo capitulo. O Lema de Gessel-Viennot apresenta
como ¢ realizado o calculo do determinante de uma matriz caminho
associada a um grafo orientado, ponderado, aciclico e finito. E sua de-
monstragao é sutil e elegante utilizando as propriedades de permutacoes
e grafos apresentadas nos primeiros capitulos.

Ainda no udltimo capitulo sdo apresentados alguns exemplos de
como ¢é possivel calcular determinantes aplicando o lema, a féormula de



54

Binet-Cauchy e faz-se a comparagao com o calculo de determinante
convencional.

Algo relevante que conseguimos com a prova do Teorema apre-
sentado nesse trabalho para o calculo do determinante do produto de
matrizes é a expansao da propriedade para o caso do produto de ma-
trizes nao quadradas que geram matrizes quadradas.

Como continuacao de estudos poderia se pensar em relatar outras
aplicacoes do Lema de Gessel-Viennot, como sua aplicacao ao coefici-
ente binomial ou para provar a equivaléncia dos polinémios de Schur.
[AIGNER, 2002] e [AIGNER, 2007].
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