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RESUMO

Este trabalho teve como objetivo principal apresentar uma contribuicao para o ensino
aprendizagem dos numeros racionais, destacando principalmente a relacao entre dizimas
peridédicas e progressoes geométricas. A metodologia utilizada permitiu a anélise da abor-
dagem e sequéncia didatica dos tépicos Dizima periddica e Progressao Geométrica Infinita,
contemplada nos livros didaticos aprovados pelo Programa Nacional do Livro Didético.
Nesta abordagem as fragoes e os niimeros decimais, especialmente os decimais infinitos e
periddicos, e por consequéncia o calculo de sua fracao geratriz, foram objetos de estudo
centrais e instigadores dessa pesquisa. Realizou-se um estudo mais detalhado sobre a re-
presentacao decimal dos niimeros racionais e analisado a compreensao destes niimeros em
nivel fundamental e médio. Foi ainda proposto uma abordagem das maneiras mais usuais
do célculo da fracao geratriz, bem como, explorado a relacao entre os decimais infinitos
e peridédicos e as progressoes geométricas. Durante o desenvolvimento deste trabalho, foi
possivel perceber que ha mais de uma abordagem didatica dos tépicos de ensino inerentes
ao tema central analisado. O reconhecimento de que a parte decimal das dizimas perié-
dicas pode ser expressa como uma soma infinita de parcelas que, a partir de certo ponto,
descreve uma progressao geométrica infinita de razao compreendida entre zero e um, é
um ponto chave na proposta de intervencao apresentada para a sala de aula. Diante desse
quadro, foi verificado a ordem atualmente seguida pelos professores do 1° Ano do En-
sino Médio, o que permitiu constatar que os contetidos Dizimas Periédicas e Progressoes
Geométricas Infinitas sdo tratados sem ligagdo significativa e, diante disso, foi proposta
uma alteracao na ordem de abordagem desses contetidos no Ensino Médio. Ao final foram
propostas algumas sugestoes de atividades resolvidas e outras para serem desenvolvidas

em sala de aula.

Palavras chave: Numeros racionais. Numeros decimais. Dizimas periédicas. Fracao

geratriz. Progressao geométrica.






ABSTRACT

The aim of this work was to present a contribution to the teaching of rational numbers,
emphasizing mainly the relation between periodic tithe and geometric progression. The
methodology used allowed the analysis of the approach and didactic sequence of the
topics Periodic Dizima and Infinite Geometric Progression, contemplated in textbooks
approved by the National Textbook Program. In this approach fractions and decimal
numbers, especially the infinite and periodic decimals, and consequently the calculation
of their generative fraction, were central objects and instigators of this research. A more
detailed study on the decimal representation of rational numbers was carried out and
the understanding of these numbers at the fundamental and medium levels was analyzed.
It was also proposed an approach of the most usual ways of calculating the generative
fraction, as well as exploring the relationship between infinite and periodic decimals and
geometric progressions. During the development of this work, it was possible to perceive
that there is more of a didactic approach of the teaching topics inherent to the central
theme analyzed. The recognition that the decimal part of the periodic tithe can be
expressed as an infinite sum of plots which, from a certain point, describes an infinite
geometric progression of ratio between zero and one, is a key point in the proposal of
intervention presented for the classroom. In view of this situation, we verified the order
currently being followed by teachers of the 1° Year of High School, which allowed to verify
that the Periodic Dictionaries and Infinite Geometric Progressions are treated without
significant connection and, accordingly, a change was proposed in order to approach these
contents in High School. At the end, some suggestions for solved activities and others to

be developed in the classroom were proposed.

Keywords: Rational numbers. Decimal numbers. Periodic tithes. Generation fraction.

Geometric progression.






© 00 ~J O O = W N =

LISTA DE ILUSTRACOES

Densidade do conjunto dos nimeros racionais . . . . . . . . . .. .. ... 41
Representagao de Numeros Racionais . . . . . . . . . .. ... ... .... 42
Representagdo na reta numérica . . . . . . . . ... 43
Processo pratico . . . . . . ... 46
Soma dos infinitos termos de uma progressao geométrica . . . . . . . . .. 49
Lista de exercicios progressao geométrica infinita . . . . . . . . . .. .. .. 50
Exploragao visual da soma infinita . . . . . .. .. .. ... o7
GeoGebra . . . . . . 62

Triangulos equilateros . . . . . . . . ..o 69






LISTA DE TABELAS

Proposta Curricular atual conforme CBC . . . . . . . ... ... ... ...

Sugestao de Proposta Curricular






SUMARIO

1 INTRODUGAO ..ttt ettt ittt e ettt ittt eeeiaeens 19
1.1 Contexto da pesquisa.......c.coiiiiiiiiiiiiinneenneenneenneennns 19
1.2 Justificativa da pesquisa ......... .. i i i i e 20
1.3 Metodologia aplicada . ........coiiiiiiiii i i e 21
1.4 L@ ] 0 11 732 Y= 21
1.4.1 Objetivo Geral .......... ..ottt innenennnns 22
1.4.2  Objetivos ESPecifiCoS .......couuuuiiininiiiiiiiinnenenenennnns 22
1.5 Estrutura e organizacao do trabalho .................. ... ... ..... 22
2 CONCEITUACAO DOS NUMEROS RACIONAIS............... 23
2.1 Representacao decimal dos niimeros reais .............. ..ot 26

2.1.1 Representacdo de uma dizima periodica por um nuamero ractonal

pertencente ao intervalo [0,1)........ccoiiiiiii ... 32
3 A SEQUENCIA DIDATICA PROPOSTA PELOS LIVROS AO
CONTEUDOS DiZIMA PERIODICA E PROGRESSAO GEOMETRICA
39
3.1 Em quais anos de escolaridade da educacao basica aparecem os
conteidos Dizima Periddica e Progressao Geométrica? ........... 39
3.2 Como é a proposta para o ensino do tépico Dizima Periddica,
inclusive, o calculo da fragao geratriz? ............... ... ... ..., 40
3.3 Como é a proposta para o ensino do tépico Progressao Geométrica
03 503 = Y 48
3.4 Os livros Didaticos estabelecem alguma relagao entre Dizima Pe-
ribdica e Progressao Geométrica? ........... ... oot 49
3.5 Da forma como aparece nos livros é possivel justificar ao aluno
porque a "férmula"para o calculo da fracao geratriz é valida? ..... 51
4 PROPOSTA DE INTERVENCAO . ...ttt 55
4.1 Exemplificando com o GeoGebra............... ... o il 61
4.2 Sugestao de atividades. .........coiiiiiiiiiiii it i i 63
4.2.1 Atividades Resolvidas ............ ... iiininininnnnnn.. 64
4.2.2  Atividade propostas para sala de aula ........................... 70

5 CONSIDERAGCOES FINAILS. ...ttt iiiieenieennnnenns 73



REFERENCIAS

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo



19

1 INTRODUCAO

Este trabalho apresenta uma anélise dos temas Dizimas Periodicas e Progres-
soes Geométricas, bem como a relagdo entre ambas. Nesta se¢do sera apresentado o
contexto e a justificativa da pesquisa, a metodologia aplicada, os objetivos e a estrutura

do presente trabalho, itens iniciais que integram os resultados obtidos.

1.1 Contexto da pesquisa

Com a intencao de contribuir para o ensino-aprendizagem dos niimeros racio-
nais, este trabalho apresenta uma andlise das abordagens e sequéncias didaticas propostas
pelos autores dos livros didaticos aprovados pelo Programa Nacional do Livro Didatico -
PNLD, afim de colaborar com a proposta do programa, conforme prevé alguns dos obje-
tivos e diretrizes do mesmo, bem como a avaliacao pedagbgica do programa destacado a

seguir:

Art.2° Sao objetivos do PNLD:
I- Aprimorar o processo de ensino e aprendizagem nas escolas ptblicas de edu-
cacao basica, com a consequente melhoria da qualidade da educagao;

V- apoiar a atualizacao, a autonomia e o desenvolvimento profissional do pro-
fessor;

Art. 3° Sao diretrizes do PNLD:

III- o respeito a autonomia pedagbgica das institui¢ées de ensino;

[-]
Art.10° A avaliacao pedagogica dos materiais didaticos no ambito
do PNLD sera coordenada pelo ministério da Educagao com base
nos seguintes critérios, quando aplicaveis, sem prejuizo de outros
que venham se ser previstos em Edital

ITI- a coeréncia e a adequacgao da abordagem tedrico-metodologica;
IV- a coeréncia e a atualizacdo de conceitos, informagoes e proce-
dimentos;

V- a adequacgao e a pertinéncia das orientacoes prestadas ao pro-
fessor;

VII- a qualidade do texto e a adequagao temética; (BRASIL, 2017,
p.7).

A escolha dos livros didéaticos teve como requisito inicial ter sido aprovado
pelo Programa Nacional do Livro de Didatico, haja vista que as diretrizes e objetivos do
programa asseguram uma analise confidvel tendo em vista as previsoes legais do mesmo
e a criteriosa andlise pedagogica por parte de especialistas da area.

Este trabalho tem como principio norteador analisar se as abordagens pro-

postas cumprem a funcao de oferecer uma sequéncia didatica adequada no tratamento
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dos topicos Numeros Racionais, dizimas periédicas e Progressoes Geométricas Infinitas.
Para tanto, é¢ importante definir neste ponto o que deve ser compreendido como sequéncia
didatica.

Uma sequéncia didatica é um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas
e articuladas para a realizagdo de certos objetivos educacionais, que tém um
principio e um fim conhecido tanto pelos professores como pelos estudantes.
(ZABALA, 2007, p.18)

Entao, conforme destacado acima, ressalta-se que, o que foi proposto neste
trabalho nao se restringe a andlise da ordem em que os topicos sao tratados nos livros
didaticos, mas analisar se a sequéncia didatica proposta, no que diz respeito a aborda-
gem, ordenacao das atividades e objetivos propostos, pode ou nao ser aprimorada em
algum aspecto que seja significativo para o ensino aprendizagem dos nimeros racionais,

enfatizando, inclusive, a relagdo entre dizimas periddicas e progressoes geométricas.

1.2 Justificativa da pesquisa

Numeros inteiros, nimeros decimais exatos, fragoes, nimeros com representa-
¢ao decimal infinita e periddica sao todos os tipos de niimeros encontrados no conjunto
dos nimeros racionais. A necessidade de representar partes ou quantidades nao inteiras
levou o homem a criagao dos nimeros racionais, desde muito tempo, largamente utilizados
no dia-a-dia quando ganham vida e significado, além de ser matéria basica destacada nos

programas de ensino fundamental, médio e superior do sistema de ensino na atualidade.

Os homens da idade da Pedra nao usavam fragdes, mas com o advento de cul-
turas mais avangadas, durante a Idade do Bronze, parece ter surgido a necessi-
dade do conceito de fragao e de notagao para fragoes. As inscrigoes hieroglificas
egipcias tém uma notacao especial para as fracdes unitérias, isto é, com deno-
minador um. O inverso de um nimero inteiro era indicado colocando sobre a
notagao para o inteiro um sinal oval alongado. Convém ressaltar que as fracoes
(positivas, é claro) surgiram antes dos nimeros negativos, que demoraram a
ser aceitos como nimeros (BOYER, 1996, p.9).

A representacao decimal dos niimeros racionais pode se apresentar sob duas
formas: finita ou infinita. A representacao decimal finita é exata e é, facilmente, re-
presentada na forma de fragdo. Ja a representacao infinita de qualquer niimero decimal
desperta atencao, devido as caracteristicas e variedade de formas de representagao exis-
tentes, sendo seu objeto de estudo tanto no Ensino fundamental como no Ensino Médio.
Por este motivo foi explorada a representacao decimal dos niimeros reais, inclusive, das
dizimas periddicas.

Para situar o tema central desse trabalho, uma contribui¢cdo para o ensino

aprendizagem dos nimeros racionais: a relacao entre dizimas periddicas e progressoes
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geométricas, no contexto dessa pesquisa, destaca-se alguns dos questionamentos que a
fomentaram, e vale destacar que a busca pelas respostas colaborou subsidiariamente para
o amadurecimento das ideias que aqui ganharam forma. Dentre outras foram levantadas

as questoes:

e Como é a proposta para o ensino do topico dizima Periodica e Progressao Geométrica

infinita nos livros didaticos?
e Os livros didaticos estabelecem alguma relacao entre eles?
e Existe outra forma de abordagem para dizimas peridédicas e progressoes geométricas?

e E possivel contribuir para o ensino aprendizagem dos nimeros racionais relacionando

esses topicos?

1.3 Metodologia aplicada

Na busca por respostas os questionamentos apresentados, foram analisados
dez livros didaticos. A metodologia aplicada foi a pesquisa bibliografica e andlise das
abordagens dos livros didaticos. Também foram consultadas outras fontes pertinentes aos
questionamentos levantados, como, por exemplo, os Parametros Curriculares Nacionais
para o Ensino fundamental e Médio, as Diretrizes Curriculares Nacionais para a Educacao
Basica, o Programa Nacional do Livro Didético e a Proposta Curricular - Curriculo Basico
Comum do Estado de Minas Gerais e, ainda, pesquisa através de busca eletronica que
proporcionou a analise de muitos trabalhos publicados que versam sobre o assunto.

A pesquisa se fundamentou-se, teoricamente, através do estudo de diversos

trabalhos, destacando-se as contribuic¢oes:

e Na construgao da representacdo decimal e fraciondria dos nimeros racionais: (FI-
GUEIREDO, 1996; ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014; AVILA, 2006) - Estes autores
contribuiram para que as definicbes e demonstragoes apresentadas pudessem ser

bem fundamentadas.

e Na analise da abordagem didatica dos topicos destacados no tema central, proposta
de intervengao e sequéncia didatica: (DANTE, 2015; GAY, 2014; ANDRINI; VAS-
CONCELOS, 2012; BIANCHINI, 2011; SILVEIRA, 2015; PAIVA, 2009) - Estes
autores contribuiram para que a andlise e comparacao das abordagens didaticas

fosse possivel e contribuisse para os resultado apresentados.

1.4 Objetivos

A seguir serao apresentados os objetivos do trabalho.
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1.4.1 Objetivo Geral

Apresentar uma contribui¢ao para o ensino aprendizagem dos niimeros racio-

nais, explorando a relacao existente entre dizimas peridédicas e progressoes geométricas.

1.4.2 Objetivos Especificos

e Enfatizar a relacao existente entre dizimas periédicas e progressoes geométricas.

e Analisar a abordagem proposta nos livros didaticos utilizados atualmente nas escolas

publicas.

e Favorecer a compreensao dos estudantes na abordagem dos temas dizimas periddicas

e progressoes geométricas.
e Explorar as sequéncias didaticas propostas nos livros didaticos.

e Sugerir atividades e/ou abordagens alternativas para o ensino de dizimas periédicas

e progressoes geométricas.

1.5 Estrutura e organizagao do trabalho

Este trabalho foi dividido em se¢oes com a seguinte ordem de estruturacao:
Introdugao - é apresentado o contexto e justificativa de realizagdo da pesquisa, a me-
todologia aplicada, os objetivos geral e especificos norteadores da pesquisa e por fim o
ordenamento e organizacao do trabalho; A secao 2 trata-se da conceituagdo dos niimeros
racionais, da representacao decimal dos nimeros reais e a representacao de uma dizima
periédica por um ntimero racional pertencente ao intervalo [0, 1) - nesta secdo sao des-
tacadas as defini¢oes e demonstragoes necessarias ao entendimento do leitor; Na se¢ao
3, ¢ apresentado o resultado da andlise das sequéncias didaticas propostas pelos livros
didaticos, no que se refere aos conteudos dizimas periddicas e progressoes geométricas
infinitas, quando sao analisados em que anos de escolaridade aparecem esses contetudos,
como ¢ a proposta de ensino para ambos e se os livros didaticos estabelecem relagao entre
ambas e, ainda, se é possivel justificar ao aluno por que a formula para o calculo da fracao
geratriz é sempre valida; Na secao 4, é apresentada uma proposta de intervencao, algumas
sugestoes de atividades resolvidas e propostas para sala de aula; E por fim, a ultima secao
contempla as Consideracoes Finais onde sdo pontuados os itens mais relevantes de acordo

com o que foi possivel obter através da pesquisa.
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2 CONCEITUACAO DOS NUMEROS RACIONAIS

Os Parametros Curriculares Nacionais para o ensino de Matematica, (BRASIL,
1998), destacam que o estudo do célculo com niimeros racionais na forma decimal pode
ser facilitado se os alunos forem levados a compreender que as regras do sistema de
numeracao decimal utilizadas para representar os niimeros naturais, podem ser estendidas
para os nimeros racionais na forma decimal. E ressaltado ainda que a localiza¢do na reta
numérica de nimeros racionais e reconhecimento de que estes podem ser expressos na
forma fracionaria e decimal, estabelecendo relagoes entre essas representagdes, é uma
forma de dar mais significado a esses niimeros.

A representacao decimal dos nimeros racionais esta muito mais contida no dia
a dia do aluno, dentre elas: o seu préprio rendimento escolar representado pela média, a
calculadora e o sistema monetario, dentre outros. Todos estes nimeros sao representados
na forma decimal e ndo na fracionaria.

De acordo com Dantas (2005) um Numero Racional é uma fragao irredutivel,
da forma %, onde a e b sdo numeros inteiros e b # 0. Em notacao de conjunto, temos:
Q= {% / a, b€ Z b=# 0}, conjunto dos niimeros racionais. A fragio % é irredutivel
se 0 maximo divisor comum! entre a e b, é igual a 1, que é comumente indicado por

mdc(a,b) = 1.

Definicao 2.1 Um numero decimal é representado por uma sequéncia, chamada deci-

mal, da forma x,ajasas... onde x € Z e a; € {0,1,2,3...9}, i =1,2,3....

. s . . a ,
Ao dividir o numerador a pelo denominador b, da fracao 7 € Q, esse nimero
fracionario passa a ser expresso por um numero decimal. Este nimero decimal pode ser

finito ou nao. Vejamos os exemplos:

1) = =0,5 finito;

WIN DN~

2) - = 0,666... infinito.

Defini¢ao 2.2 Uma sequéncia é uma fun¢io natural F : N — R tal que F(n) = ay,,
n € N.

Exemplo:

F:N—R

1
n+— F(n)=—
n

10 méximo divisor comum (abreviadamente, mdc) entre dois ou mais nimeros inteiros é o maior
numero inteiro que é fator de tais nimeros.
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Essa funcao fornece uma sequéncia de fragdes cujo numerador é sempre igual a um, e é

conhecida como a sequéncia das fracoes egipcias?.

Definicao 2.3 Uma dizima periodica é uma decimal na qual, apos um numero finito
de termos, aparece um bloco de termos (chamado o periodo) e a partir dai a decimal é
constituida pela repeticio sucessiva desse bloco, isto € x,aias...a,,b1bs...b,, onde a barra

sobre o bloco b1bs...b, indica que ele ird se repetir indefinidamente.

As dizimas periddicas podem ser classificadas em simples (quando é formada
apenas pelo periodo apds a virgula) ou composta (se possui uma parte que nao se repete

entre a parte inteira e o periodo). Exemplos:
a) 0,6 é uma dizima simples.
b) 2,35245 é uma dizima composta em que o bloco 45 se repete indefinidamente;

Ao efetuar a conversao de fragoes ordindrias em decimais, efetuando simples-
mente a divisdo do numerador pelo denominador, Avila (2006) destaca que se o denomina-
dor da fragao irredutivel s6 contiver fatores primos de 10 (2 e/ou 5), a decimal resultante
sera sempre finita; e é assim porque pode-se introduzir fatores 2 e 5 no denominador
em numero suficiente para fazer desse denominador uma poténcia de 10. A partir dai,
ele questiona o que acontece se o denominador de uma fracao irredutivel contiver algum
fator primo diferente de 2 e 5, e toma como exemplo a conversao de - em decimal, cujo
resultado é 0, 714285. Analisando a divisao realizada para obtencao deste resultado, ele
observa que na primeira divisao obtém-se resto 1. Depois, nas divisdes seguintes, resto 3,
2, 6,4 e 5 e que no momento em que € obtido o resto 5, que ja ocorreu antes. Sabe-se que
os algarismos do quociente voltarao a se repetir, resultando no periodo 714285, concluindo
que essa repeticao acontecera certamente, pois os possiveis restos da divisao de qualquer
numero inteiro por 7 sao 0, 1, 2, 3, 4, 5 e 6 e que o periodo terd no maximo seis algarismos.

Para Avila (2006), o exemplo anterior permite concluir que toda fragao irre-
dutivel, quando convertida a forma decimal, resulta numa decimal finita ou periddica,
ocorrendo este ultimo caso se o denominador ¢ contiver algum fator primo diferente de 2
e d.

, . . D -~ ~ . . .
Os ntimeros racionais = que ndo sdo fragdes decimais finitas podem ser desen-

volvidos em fragoes decimais infinitas realizando-se o processo elementar do
algoritmo da divisdo. Em cada etapa deste processo deve haver um resto nao-
nulo, porque, de outra forma, a fracdo decimal seria finita. Todos os restos

diferentes que surgem no processo de divisdo serdo inteiros entre 1 e ¢ — 1, de

?Denominacio dada pelos Egipcios as fracbes unitarias, ou seja, com o numerador igual a um, dividido
por um ndmero inteiro.
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tal forma que haja no maximo ¢ — 1 possibilidades diferentes para os valores
dos restos. Isto significa que, no maximo em q divisdes algum resto k apare-
cerd uma segunda vez. Mas entao todos os restos subsequentes se repetirdo na
mesma ordem em que apareceram apoés o resto k ter surgido pela primeira vez.
Isto mostra que a expressao decimal para qualquer nimero racional é peri6-
dica; apods algum conjunto finito de digitos ter aparecido inicialmente, o mesmo
digito ou grupo de digitos vai se repetir infinitamente (COURANT; ROBBINS,
2000, p.79).

No inicio da citagao acima, o autor destaca que os nimeros racionais b cuja
representacao decimal nao é finita pode sempre ser obtida pelo algoritmo da divisao que
ao ser sucessivamente aplicado permitira determinar a parte decimal infinita e periédica.
Portanto, pode se entender que, os niimeros racionais tem duas possiveis formas de repre-
sentacao: a decimal, que pode ser finita ou infinita e a fracionaria. Aqueles que possuem
uma representacao decimal infinita e periddica, podem ainda apresentar uma parte deci-
mal nao periddica, e, nestes dois tltimos casos esses decimais sao chamados de dizimas

periddicas. Vejamos alguns exemplos:
00,2

i) 1,23
iii) 5,1
iv) 28,97386

Vale ressaltar, que os autores (DANTE, 2015; BIANCHINI, 2011; SILVEIRA,
2015; GAY, 2014; ANDRINI; VASCONCELOS, 2012) também fazem o caminho inverso,
isto é, dada uma dizima periédica descobrir qual fracdo a originou, e esta fragdao é deno-
minada fracao geratriz da dizima.

Na secao seguinte, serd generalizada a idéia de que qualquer niimero real esta
associado a uma decimal, bem como conceituar o calculo da fragdo geratriz de uma dizima

periodica.
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2.1 Representacao decimal dos niimeros reais

O objetivo desta segdo ¢é fazer a representagdo decimal de um ntimero real
qualquer. Para isto, enfatiza-se a forma de representacao decimal dos niimeros reais no
intervalo [0, 1), pois, para representar um ntimero real « ¢ [0, 1) basta fazer uma translagao
conveniente. Por exemplo: ;7 =7 ¢ [0,1) e 25 = 100, 1518... € [0,1). Mas, pode-se fazer
as representagoes de 0,1415... e 0,1518... € [0,1) e, a seguir, adicionar 3 ao primeiro e
100 ao segundo, de forma que x; = 3 + 0,1415... e x5 = 100 + 0, 1518....

Esta parte decimal infinita denotaremos por .ajaqas..., a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
e a chamaremos por uma decimal infinita. Note que .ajasas... = 0, ajasaz... € [0,1) con-
forme Definigao 2.1 destacada na péagina 17.

Observe ainda que representar por uma decimal todos os ntimeros reais de
[0,1) significa estabelecer uma bijegao® entre [0,1) e, pelo menos um subconjunto de I,
onde D é o conjunto de todas as decimais.

Para definir a funcao que representara os decimais pertencentes ao intervalo

[0, 1) serd utilizado o conceito de somatério?.

F:D—[0,1)
> a, a a
.a10a9203... —> F(.CLlCLQClg...) = Z W — 1_(1) -+ 1_022 +

n=1

oo
. . . ~ a’n . 7z A
A discriminacao das parcelas de E To acima, torna perceptivel que a sequén-

n=1
cia dos termos forma uma Progressao Geométrica.

Progressao Geométrica: E toda sequéncia numérica em que cada termo
a partir do segundo, é igual ao produto do termo precedente (anterior) por
uma constante g. O nimero g é chamado de razao da progressdo geométrica
(PAIVA, 2009, p.228).

Destaca-se desta ultima definicio que quando essa sequéncia possui infinitos
termos e ainda a razao ¢ for tal que —1 < ¢ < 1 o limite da soma dos infinitos termos

pode ser calculada, ¢ quando se reconhece a sequéncia como uma série® geométrica con-

3Bijecdo de um conjunto A para um conjunto B é uma correspondéncia biunivoca entre A e B, isto é,
a cada elemento de A corresponde sempre um tnico elemento de B e reciprocamente.

4Somatério - é o operador matemético da soma de termos de uma sequéncia, é denotado pela letra
n

grega sigma () ), e é definido por Z Xi = Ty + Typp1 + ... + Ty, onde {xg }ren é uma sequéncia dada, i
i=m
é chamado de indice do somatdrio, m denota o m inicial (ou limite inferior) e n o indice final (ou limite
superior).
5Série ou série infinita é uma expressdo que generaliza o conceito de soma para uma sequéncia de
infinitos termos.
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vergente. A soma dos n termos de uma progressao geométrica pode ser calculada por
ar.(1—q" , ~ . .
S, = %, onde ¢ é a razao e a; o primeiro termo, com ¢ # 1, como lim ¢" = 0,
—q n—00

(1 — g™
tem-se lim S,, = lim o a") S

n—00 n—00 1—¢q 1—g¢q
o0
Uma série infinita é uma expressdo que pode ser escrita na forma E up =
k=1

u1 + ug +us + ... + ug +.... Os niimeros uq, ug, us, ... s4o chamados de termos
da série. Denotando por S,, a soma dos n primeiros termos da série, até o
termo de indice n, inclusive:

Sl = U

Sos = up+us

S3 = u; + us + ug
o0

S, = u1+uQ+u3+...+un:Zuk
k=1

O ntimero S,, é chamado de enésima soma parcial® da série, e a sequéncia
{Sn}32, é chamada de sequéncia das somas parciais. Quando n cresce, a
soma parcial S,, = uq + us + ... + u,, inclui mais e mais termos da série. Assim,
se S, tende a um limite quando n — oo, é razoavel que esse limite seja a
soma de todos os termos da série, o que sugere a seguinte defini¢do: Seja S, a
sequéncia das somas parciais da série uy +us + ug + ... + ug + ..., se a sequéncia
Sy convergir para um limite S, entdo diremos que a série converge para S e
que S é a soma da série.

(oo}

S = Z Uk
k=1

Se a sequéncia das somas parciais divergir, diremos que a série diverge. Uma
série divergente nao tem soma (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014, p.615,616).

-

E importante referenciar ainda o teste da comparacao entre séries, pois o

mesmo serd aplicado em sequéncia.

oo o0

Teste da Comparagao de Séries: Sejam Zak e Zbk séries de termos
n=0 n=0

nao negativos e suponha que a; < by, as < by, a3 < b3, ...ar < bg...

(a) Se a "série maior"i by convergir, entao a "série menor"i ar também
convergira. " =
(b) Se a "série menor"i ay, divergir, entdao a "série maior"i by também
divergira (ANTON: BIVENS; DAVIS, 2014, p.631).
- . - 9 9 9 :
Entao, analisando a expressao Z T = 1—0+1—02 +1—03+~ -+, pode-se verificar

n=1

5Enésima soma parcial quer dizer que sdo somadas apenas n parcelas, ou quantas for especificado.
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que a série converge para 1, veja:

9 9
ay 10 _ 10
l—gq 1_i 9
10 10

(0.9} oo
9 a
Como g o7 converge para 1, entao 5 # converge pelo teste da compa-

. — 9
ragao, pois, — < 10” Z Ton = Z Ton’ para todo n € N.
Observe que Prioé 1nJetlva pois F'(.a1az...aj_1(a;—1)99...) = F(.a1azas...a;00...),

sendo .ayas...a;—1(a; — 1)99... # .a1azas3...a;00.... De fato,

T Qj—1 a; — 1 9 9
(1) F(.a1a2a3 A 1( 1)999 )— 10+102+ +10j71+ 107 +10j+1+10j+2+”'
(2) F(.aiasas...a;_1a;000...) = 10 Ly 102 + 103 +...+ 10] -+ 10] L 4 040...
Calculando as somas parciais de (1) e (2), tem-se:

aq as a;_1 a; — 1 9 9
1) Sp=—=+— - L . —
(1) 10 * 102 T 105-1 i 107 N 107+1 e 10™

aq a2 Aj—1
2) T, =—+— — +0+0
2) 1O+102+ +1OJ1+10+++

1 9 9
Entao, S, — T, = ——+ +..+——. Tomandon = j+kparak > 1lej

105~ 104+1 107
suficientemente grande, pode-se aplicar o conceito de limite” visto que as séries convergem

para um mesmo resultado, dessa forma demonstra-se que lim (S, — 7T,) = 0, veja:
n—oo
lim (S, —7T,) = lim S,, — lim 7,, = S —T = 0, o que implica S =T.
n—00 n—00 n—00
Considere agora, 0; = .ajasas... € 09 = .bibabs..., tais que F'(61) = F(d2). Seja

J o primeiro indice tal que a] =+ b Sem perda de generalidade, vamos supor que aj < b;.

— by
Como Z 1o Z gn CORVErgem para o mesmo resultado, segue que ; o
converge para zero..
Sejam H,, a soma parcial gerada por Z o e L, a soma parcial gerada por
n=j
b,
Z , Ou seja,
107
n=j
= W2 Gt 0w
10 5+ 102 LAY 1()J + 107+1 ot 107

7O conceito de limite é usado para descrever o comportamento de uma funcio a medida que o seu
argumento se aproxima de um determinado valor, assim como o comportamento de uma sequéncia de
naimeros reais, & medida que o indice (da sequéncia) vai crescendo, tendendo para infinito.



29

b b b . b b,
=t Tt T Tt Tom

Calculando H,, — L,,, tem-se:

a; b " a,—b
H,—L,=|-—-"L—--—- —
(103 1OJ>+ Z 10

n=j+1

Conforme ja foi expresso Z anlgn " converge para zero, entdo, pode-se con-
n=1
cluir que
N a,—b, a;j—b; <=~ a,—b
0 — n no_ Y ' g n n
Z, 107 107 - Z 10m
n=j n=j+1
e, assim,
i an—bn . bj—aj
~ 10" 107
n=j+1
Logo,
1 b; —a; = a, — by
Y i _ n
100 = 107 Z o Z 10” 10/
n=j+1 n=j+1
D d 9 _ 9 0 tratar d ori ¢
escrevendo - W = W + W + ... por se tratar de um serie geome-
n=j+
1
trica de razao 0 pode ser calculada fazendo definido acima de forma que
—q
. 9 9
9 _ et e L
n=j+110n - 1—i - D R
10 10

Entao, b; = a; +1ea, —b, =9, para todon > j+1, ou seja, a,, =9 e b, = 0, para todo
n>j+1

A argumentacgdo acima prova o seguinte Lema:

Lema 2.1 F(a) = F(B) se, e somente se, o = .ajasas...aj_1(a; — 1)999... e f =

.alagag...aj_lajOOO...

Seja D* o subconjunto de D excluindo-se os decimais da forma .ajas...a;_1(a; —
1)999.... de acordo com o Lema 2.1 acima F' : D* — [0,1) é injetiva.

Deseja-se provar agora que F': D* — [0, 1) é sobrejetiva.

Demonstragao 2.1 Tomando ¢ € [0,1). Deseja-se mostrar que existe x € D* tal que
F(z)=c
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Considerando a funcao

F:D* — [0,1)

(e @]
a
ayazas... — F(ajaqas...) = Z —

Tomando ¢ € [0,1) e considerando a decomposi¢io desse intervalo em intervalos disjuntos

conforme destacado abaizo:

Esta notagcao demonstra que um intervalo pode ser decomposto numa juncao
de subintervalos que unidos formam o intervalo maior que foi decomposto. Desde que

c €[0,1), e considerando que c pertence a apenas um dos subintervalos acima. Pode-se
a; a;+1

100 10 /)°

Dessa forma, fazendo a decomposicao andloga para I tem-se:

dizer que c € I = [

9 . .
ax J ar  J+1

I, = e o )

! g}{10+102’10+ 102)

ay s aq a9

0 + 10%° 10 + 1—02) , por exemplo,

Novamente, ¢ esta em um unico destes, ¢ € I, = [
decompondo

ay a J @ as J+ 1)

9
L= |22, 2 0, %2
? JUOLOJ%(PJF103’10+102Jr 102

. ai Qg asz ai ) as + 1
t d - d 6 — J— JE—— [ — JE—— -
novamente poae-se consiaerar que cC Ig |:10 + 102 + 103, 1 + 102 103 ) € as

(o ¢]
sim sucessivamente. Observe que Iy D Is D ... D I, D ... ec € ﬂ I,,. Considere o
N=0

N
i 1
intervalo [an,by,| sendo a; < a, < b, < by. Nota-se que a, = Z 1%i e b, = a, + Ton-
n=1

Sendo (a,) a sequéncia dos extremos inferiores dos I, e (b,) a sequéncia dos extremos

superiores dos I,. Como lim a, = lim b, visto que lim — = 0, pelo Teorema dos
n—o00 n—o00 n—oo 107

Intervalos encaizados

%
n=1

degenera em um tnico ponto. Aqui, I, representa o intervalo fechado [ay,b,).
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Teorema dos Intervalos Encaixados: Seja Iy D Is D --- D I, D ---

uma sequéncia decrescente de intervalos limitados e fechados I, = [an,by]. A
o0

intersecgdo ﬂ I, nao € vazia. Isto é, existe pelo menos um numero real x
n=1

tal que x € I, para todo n € N. Mais precisamente, temos NI,, = [a,b], onde

a = Supremo de a,, e b= Infimo de b,.

Demonstracido:
Para n € N, temos I,+1 C I,, o que significa ap, < apt1 < bpy1 < by
Podemos entdo escrever:

a1 <az <--<ap <o <by <o <by < by

Chamando de A o conjunto dos a, e B o conjunto dos b,. A € limitado: a; €
uma cota inferior e cada b, é uma cota superior de A. Por motivo semelhante,
B ¢é também limitado. Sejam a = Supremo de A e b = Infimo de B. Como
cada by, € cota superior de A, temos a < b, para cada n. Assim, a € cota
inferior de B e, portanto, a < b. Podemos entdo escrever:

ar<az < <ap <a<b< - <by << by < by

Concluimos que a e b (podendo ser a = b!) pertencem a todos os I,,, donde
o0
[a,b] C I, para cada n. Logo [a,b] C ﬂ I,,. Mas ainda, nenhum x < a pode

pertencer a todos os intervalos I,,. Cor;n_lefeito, sendo x < a = Supremo de A,
existe algum a, € A tal que x < a,, ou seja, x ¢ I,. Do mesmo modo,
y > b=y > by, para algum m, donde ¢ I,,,. Concluimos entio que NI, = [a,b]
(LIMA, 2014, pp.85-86).

o0
Como c € ﬂ I, e indicando lim a, = lim b, = «, seque que o é a extremi-

n—oo n—oo
n=0
= a
. . . . n .
dade inferior de I, e « = ¢. Note ainda que lim a, = — = ¢, ou seja,
n—o00 10™

n=0

= a
n
c= F(.ajasas...) = —
( )= 1o

n=0

o que implica que F ¢é sobrejetora. O que encerra a prova do Teorema a sequir:

Teorema 2.1 Eziste uma correspondéncia biunivoca entre D* e o intervalo [0,1) dos

numeros reais.

Pelo Teorema 2.1, podemos associar a cada decimal do conjunto D* um
tinico ntimero do intervalo [0,1). Em particular, a cada racional do intervalo [0,1)® estd
associada uma unica decimal de D*. Na proxima se¢ao, serao apresentados quais tipos de

elementos do conjunto D* que est@o associados aos racionais contidos em [0, 1).

8Todos os outros niimeros decimais que pertencem a QN [0,1) podem ser representados a partir de
uma simples translacio ap6s representar os decimais que pertencem a [0, 1), conforme ja exemplificado
no inicio dessa secao
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2.1.1 Representacdo de uma dizima periddica por um niumero racional per-

tencente ao intervalo [0,1)

As dizimas periddicas representam nimeros racionais que podem ser escritos
tanto na forma decimal quanto na forma fracionaria. Sua representacao decimal pode
ser visualizada e decomposta como uma soma de parcelas que decrescem a uma razao
multiplicativa. A sequéncia dessas parcelas identifica-se como Progressao Geométrica,
que a partir deste ponto sera identificada por PG, e a soma das parcelas dessa sequéncia

define uma Série Geométrica convergente.

Séries Geométricas: Em muitas séries importantes, cada termo é obtido
multiplicando-se o termo precedente por alguma constante fixada. Assim se o

termo inicial da série for a e cada termo for obtido multiplicando-se o termo
o0

precedente por r, entdo a série terd a forma E art =a+ar+ar®+ar’+
k=0
. +ar® 4+ ... (a #0). Tais séries sio chamadas de séries geométricas, e

o0
o numero r é chamado de razao da série. Uma série geométrica E art =
k=0
a+ar+ar’+.. +ar®+..(a+#0) converge se |r| < 1 e diverge se |r| > 1. Se
oo

a série convergir, entdo a soma da série é Z ark = % (ANTON; BIVENS;
r

k=0 -
DAVIS, 2014, p.617).

Considerando a dizima periédica 0, 23574. Note que pode-se reescreve-la como:

235 T4 74 74
0,23574... = — + —+ —+ —+...
’ 1O3+1O5+107+109+ ’
onde se reconhece que, a partir da segunda parcela, as demais vao aparecendo de forma
que a parcela seguinte é igual a anterior multiplicada sempre por um mesmo valor. A
soma destes termos vem a ser uma Série Geométrica.

A fracdo geratriz que origina a dizima .23574 pode ser calculada por:

235 74 1
23574, = p
02357 107 1P 1P =1
_ 23574 — 235
23574 = 22~ =0
0,2357 99000
_ 23339
0,23574 = =222
’ 99000

O que acaba de ser feito para a dizima periédica 0,23574 é valido em geral.
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Teorema 2.2 Toda dizima periédica .aias...amb...b," é um niimero racional que pode ser

representado na forma:

a1 .0y, b1..b,, — aq...ap,

9..90..0 (1)

Prova 2.1 No numero decimal .aias...a,,b10s...b,,, b1by...b, € o periodo. FEsse nimero pode

ser expresso através da soma:

a1a9...Apm blbgbn blbgbn i blbgbn
10m 10m.10" 10m~102f T o10m.10m

a10a9...0m, 102...0p, 1
S = — et =+ ...
o 1om <10n HET R T )

A L S S
ETPTESSao 10" 1020 10”2

de razao — cuja soma, Sy serd calculada a sequir:
107 ’

€ uma progressao geométrica infinita

1
on 1
g — 10" _

R [
10"

a10s...Qpm, n b1bs...b, . 1

Bntd J ndicad _
ntao a soma S pode ser indicada por S o™ Lo 107 — 1

; que

efetuando os cdlculos necessarios, tém-se:

alag...am(l()” — 1) + blbgbn

5= 10m (10" — 1)

Nesta ultima expressao ao resolver ajas...a,, (10" —1) como 10™ é uma poténcia
de 10 com n zeros, o produto (ajas...a,,) - (10™) pode ser expresso por aiasas...a;0...0,

entao:

alagag...amO...O + blbgbn — a1039...m,
10m (10" — 1)

S:

E agora explicita-se que a expressio 10™(10™ — 1) € equivalente ao nimero
formado por n noves, resultado de 10" — 1 e m zeros resultado de 10™, ou seja 10™ (10" —
1) = 999...9000...0, sendo a quantidade de noves igual a n e a quantidade de zeros igual

am, e dessa forma,

alag...amblbg...bn — A10A9...0m

999...9000...0

S =

9Nesta notagdo m representa a quantidade de algarismos a; com i € {1,2,3,...9} e de maneira anéloga
n representa a quantidade de algarismos b; com i € {1,2,3,...9} também.
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S € chamada de fracdo geratriz.

Note que, a quantidade de algarismos iguais a 9 no denominador de S ¢ igual
ao tamanho n do periodo da dizima. E a quantidade de zeros do denominador de S é
igual a quantidade m de algarismos entre a virgula e o periodo da dizima.

Foi provado neste tltimo Teorema que toda dizima periédica .aqas...apn,.b1bs...b,
estd associada a um nimero x € [0,1) tal que z € Q, isto é, x € [0,1) N Q. Neste ponto
surge uma pergunta natural: todo ntmero z € [0,1) N Q é fragdo geratriz de alguma
dizima periédica? E facil verificar que a resposta é nio, pois basta tomar como exemplo
o0 nimero r = % € [0,1) N Q cuja representagdo decimal é 0,5 que é um ntimero finito
e nao periddico. A negativa a perguntar anterior induz a uma segunda pergunta: seria
possivel determinar qual ntimero x € [0,1) NQ é fracdo geratriz de uma dizima periédica?
A resposta agora é sim e sera expressa nos corolarios do Teorema 2.2, os quais serao

tratados a seguir.

Corolério 2.1 Toda dizima periédica simples € iqual a uma fracdo irredutivel'® cujo de-

nominador ndao € divisivel nem por 2 nem por 5.

Prova 2.2 referente ao Coroldario 2.1

Fazendo m = 0, eliminando toda parte da forma ayas...a,, na fragdo

alag...amblbg...bn — a1a9...Qyy,

, do Teorema 2.2, desta secdo tem-se:

999...9000...0

—— bibs...b,

bibg. b, = ———

2 10" — 1
Note que 2 nao divide 10" — 1, pois 10" —1 = 999...9 é um numero que termina em 9 e, 2
b1bs...b,
nao divide 9. Pelo mesmo motivo 5 nao divide 10" — 1, portanto ao simplificar %

obtém-se uma fracio cujo denominador é primo com 5 e com 2.

[ |

0Uma fracdo é chamada de Fracdo Irredutivel quando nio é possivel simplificar, ou seja, ndo existe
nenhum nimero que divida o numerador e o denominador ao mesmo tempo.
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Corolario 2.2 Uma dizima periodica composta com m termos na parte nao-periodica é
tgual a uma fragao irredutivel cujo denominador é divisivel por 2™ ou 5™, mas ndao por

poténcias mais elevadas de 2 ou 5.

Prova 2.3 referente ao Coroldario 2.2

Pelo Teorema 2.2 tem-se

a1 Qb1 by — 1@y a1..Qpbyby —ay.ay  p
q

9..90...0 - (10" —1).10m

.1Q3...Apmb1...b, = )
com £ ¢ 0,1).
Note que (10™ — 1) ndo é divisivel nem por 2 nem por 5. Logo, poténcias mais

elevadas que 2™ e 5™ ndo dividem (10" — 1).

S

Se mdc(p,q) = 1 nada hd a fazer, isto é, = ¢é irredutivel e 5™ ou 2™ dividem
q

Se mdc(p,q) = d, d € N, d > 1, entdo é possivel simplificar Do obter ZA,
4q 0

dessa forma p_n, mde(pr,q1) = 1.

Afirmacdo: 2 e b nldo dividem p simultaneamente.

De fato, suponha que 2|p** e 5|p. Dessa forma isso implicaria em 10|p, pois um nimero que
¢ divisivel por 2 e por 5 € divisivel por 10. Assim, p terminaria em zero, e isso acarreta que,
na expressao ay..am,mby..b, — ay..ay,, a., = b, e ainda a,, faria parte do periodo. Logo uma
contradicao com o fato de a dizima periodica considerada inicialmente ter essa estrutura

.A10s...Amb1by.. b, Portanto, ao simplificar p nao serd possivel encontrar poténcias de 10
q

em comum, ou melhor, o fator 10™ = 2™.5™ de q garante que 2™|q ou 5™|q.

Corolario 2.3 Uma fragao irredutivel P e [0,1), cujo denominador q nao seja divisivel

nem por 2 nem por 5, é igual a uma dizima periodica simples.

Prova 2.4 referente ao Coroldario 2.3

Por hipdtese, mde(q,10) =1, i.e., o mdzimo divisor comum de q € 10 é 1, ou
ainda, q e 10 sao primos entre si. Os possiveis restos das divisoes inteiras das poténcias
positivas de 10 por q sGo em nimero (no mdzimo) de q. Logo, existem ny > ngy tais que

ao se efetuar a divisio de 10™ e 10" por q obtém-se o mesmo resto, assim:

1O Sfmbolo | quer dizer “divide”.
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10" =ay.q+r (2)

10™ = as.q + (3)

onde ay, as e r sao inteiros ndao-negativos. Por um lado, fazendo 10™ — 10" = 10"2 -

(10"-1), com n = ny—ng. Por outro lado, seque-se de (2) e (3) que
10" — 10" = (a1-az).q

Portanto, como 10™ — 10" = 10"2.(10"-1) ¢ deve dividir 10"-1, uma vez que
mde(q,10") = 1. Isto €, existe b € N tal que

1 b
10"-1=bqg=—-=
1= T 10 —1
A il b 3 ltado d b + b + o + D
erpressao ¢ o resultado da soma: — ... Dessa
b 10" — 1 10" 102 108
forma,
I b b N b n n
g 10m—1 100 1020 103~ 7
multiplicando a primeira e a ultima igualdade por p, tem-se:
p_ bp b.p b.p _bp  bp
g 1om Tl T 1w T T =1 99,0

Portanto, demonstra-se que — é uma dizima periodica simples cujo periodo tem

n termos e € constituido dos algarismos do nimero b.p acrescidos por zero a esquerda, se

necessdrio, para completar os n digitos.

Corolario 2.4 Uma fragdo irredutivel d € [0,1), cujo denominador seja divisivel por
uma poténcia de 2 ou 5 (Sejam 2™ e 5™, e seja m = max(my, me) > 0), € uma dizima

periodica com m termos na parte nao-periodica.

Prova 2.5 referente ao Coroldario 2.4

Tem-se, por hipdtese, que ¢ = 2™ - 5™ - b, onde mdc(b,10) = 1. Logo,
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w0 Loy 8 (4)
q a1

onde a € NU {0}, b [0,1), com mdc(qi,10) = 1. Aplicando-se o Coroldrio 2.3 a

01
fracao &, temos:
o b1Ds...b
p p1 102...0n
10m- = = — = —_—
. 0L~|—q1 a+10"—1’
Entao:
P blbg...bn P a blbg...bn a(lO” - ].) + blbgbn
mn0om. == —_— = = = )
¢ ‘Tl —1 7 ¢ 107 T o —1).10m (10" — 1).10™

O resultado final obtido para b pode ser erpresso como:
q

CL<999> + blbgbn . (llag...amblbg...bn — aA1a9...Qy,
99..900..0 99...900...0

= .alag...amblbg...bn

A partir dos teoremas e corolarios demonstrados nesta seccao, ao se ensinar o
calculo da fracao geratriz no ensino bésico, é importante destacar para o estudante como
reconhecer se o niimero é ou nao racional, isto é, se possui representacao decimal finita ou
infinita e periédica. Caso seja infinita e nao peridédica deve ser comumente destacado que
nao se trata de niimeros racionais e sim irracionais. Pode-se argumentar que a uniao desses
dois conjuntos forma um conjunto maior, que é denominado de Conjunto dos Niumeros
Reais.

A titulo de ilustracao apresentamos os exemplos destacados a seguir.

a) a decimal .101001000100001..., onde o ntmero de zeros entre os nime-
ros 1’s vai aumentando gradativamente é reconhecidamente um ntimero
irracional.

b) a decimal .11101010001010..., onde o termo de ordem n é 1 se n for
primo, e zero em caso contrario. De fato, a decimal ndo termina, pois
a sucessao dos nimeros primos é infinita. Além disso, essa decimal nao
pode ser uma dizima periédica, porque isso implicaria que existissem m e
p inteiros positivos tais que m e m+kp, para todo k € N, fossem ntimeros
primos. Mas isso néo é possivel, bastando tomar k = m (FIGUEIREDO,
1996, p.45).

Como pode-se perceber nos exemplos acima, a ideia da existéncia de ntimeros

irracionais pode ser introduzida a alunos da Educacao Basica. No desenvolvimento desta
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secao, foi possivel perceber a estreita relacao entre dizimas periddicas e progressoes geo-
métricas. Na proxima secao, serao tratadas dividas e questionamentos que surgiram no

desenvolvimento das discussoes propostas neste trabalho.
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3 A SEQUENCIA DIDATICA PROPOSTA PELOS LIVROS AO CONTEU-
DOS DiZIMA PERIODICA E PROGRESSAO GEOMETRICA

Nesta secao sao apresentados os resultado da consulta aos livros didaticos
(DANTE, 2015; GAY, 2014; ANDRINI; VASCONCELOS, 2012; BIANCHINI, 2011; SIL-
VEIRA, 2015; PAIVA, 2009) na busca de respostas para alguns questionamentos descritos

a seguir:

1) Em quais anos de escolaridade da educagao béasica aparecem os
conteidos Dizima Periédica e Progressao Geométrica?

2) Como é a proposta para o ensino do tépico Dizima Periédica,
inclusive, o calculo da fracao geratriz?

3) Como é a proposta para o ensino do tépico Progressao Geométrica
infinita?

4) Os livros Didaticos estabelecem alguma relagio entre Dizima Pe-
riédica e Progressao Geométrica?

5) Da forma como aparece nos livros é possivel justificar ao aluno

porque a "férmula"para o calculo da fracao geratriz é valida?

Passaremos agora ao tratamento individual de cada questionamento.

3.1 Em quais anos de escolaridade da educagao basica aparecem os contetidos

Dizima Periédica e Progressao Geométrica?

Na busca por essa resposta, foi consultada a Proposta Curricular - Matematica
- Ensinos Fundamental e Médio onde foram definidos contetidos bésicos comuns (CBC)
para os anos finais do ensino fundamental e para o ensino médio no Estado de Minas

Geralis.

Os CBCs nao esgotam todos os conteudos a serem abordados na escola, mas
expressam os aspectos fundamentais de cada disciplina, que ndo podem dei-
xar de ser ensinados e que o aluno nao pode deixar de aprender. Ao mesmo
tempo, estdao indicadas as habilidades e competéncias que ele ndo pode deixar
de adquirir e desenvolver. No ensino médio, foram estruturados em dois niveis
para permitir uma primeira abordagem mais geral e semiquantitativa no pri-
meiro ano, e um tratamento mais quantitativo e aprofundado no segundo ano
(MINAS GERAIS, 2005, p.9).

Entao, foi possivel constatar que na Educagao Béasica, um dos topicos traba-
lhados dentro do programa de ensino do componente curricular Matemdtica é o céalculo

da fragao geratriz que originou o nimero decimal, objeto de estudo no 8° Ano do Ensino
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Fundamental e no 1° Ano do Ensino Médio. A progressao geométrica é integrante do
programa de ensino do 1° Ano do Ensino Médio com proposta de aprofundamento no 2°
Ano deste nivel de ensino conforme previsto no CBC - Curriculo Bésico Comum, porém

atualmente ele nao é abordado nos livros didéaticos do 2° Ano do Ensino Médio.

3.2 Como é a proposta para o ensino do tépico Dizima Periédica, inclusive,

o calculo da fracao geratriz?

Analisando a abordagem de (DANTE, 2015), (SILVEIRA, 2015), (BIAN-
CHINI, 2011), (GAY, 2014), (ANDRINI; VASCONCELOS, 2012) autores de livros de
matematica para o Ensino fundamental, especificamente no 8° Ano, pode-se verificar a
abordagem de cada autor para o ensino dos nimeros racionais e as dizimas periddicas.
A partir dessa analise, foi possivel constatar que a introdugao aos niimeros racionais de
maneira geral é feita primeiro abordando-se a localiza¢do de nimeros na reta numérica. E
importante destacar, que a densidade do conjunto dos niimeros racionais ¢ bem explorada
pelos autores, o que pode ser observado na Figura 1.

Conforme descreve Dante (2015), entre dois nimeros naturais, ou inteiros, nem

sempre hé outro nimero natural ou inteiro. J& entre dois niimeros racionais, podemos

encontrar muitos outros niimeros racionais. Por exemplo, entre 0 e 1, existem D) e muitos

3 3 1
outros, como 1= 0,75, T = 0,6, etc. Do mesmo modo entre 0 e —1, existem ) e
3
muitos outros, como 1= —0,75, = —0,6. Logo, pode-se escrever: “Entre dois

numeros racionais diferentes sempre existe outro niimero racional”. Essa é a propriedade
da densidade dos niimeros racionais, por isso, diz-se que o conjunto dos niimeros racionais

¢ denso'? no conjunto dos reais, o que é provado a seguir.

Um subconjunto A de R é denso em R se para quaisquer a, b € R com a < b
existe x € A tal que a < x < b. O conjunto @ é denso em R. Demonstragao.
Sejam a < b nimeros reais. Entdo b—a > 0 e podemos usar a propriedade
arquimediana'® dos ntmeros reais para b—a e 1 para garantir a existéncia de
um ndmero natural q de modo que q.(b—a) > 1. Isso nos diz que o intervalo
cujos extremos sdo os pontos g.a e q.b possui comprimento maior do que 1 e

assim existe um inteiro p com q.a < p < ¢.b. Daia < L < b e o niimero racional

procurado ¢ g (CORR@A, 2016, p.18).

2Intuitivamente falando dizer que Q é denso em R significa que os niimeros racionais estdo espalhados
por toda a reta real.

13Na 4lgebra abstrata, a propriedade arquimediana é uma propriedade possuida por alguns grupos,
corpos e outras estruturas algébricas. Intuitivamente falando, a propriedade arquimediana nos diz que
um conjunto nao possui nimeros infinitamente grandes ou infinitamente pequenos. O corpo dos ntimeros
reais é um exemplo de corpo com a propriedade arquimediana.
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Figural — Densidade do conjunto dos nimeros racionais

Fonte: (DANTE, 2015, p.24)

Na Figura 2, Gay (2014) ilustra como é explorada a representacao ou localiza-
¢ao de diversos niimeros na reta numérica. Nesta etapa, os autores exploram os conceitos
de forma decimal e forma fracionaria, apresentando exemplos de ntimeros, fragdes, que
possuem representa¢ao decimal finita e outros infinita e periddica. Gay (2014), especi-
fica que quando a representacdo decimal de uma fracao resulta em um decimal infinito e

periodico ha duas distingdes: quando o periodo aparece logo apés a virgula, a dizima é
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chamada simples e quando hé partes nao peridédicas e periddicas apds a virgula, a dizima

¢é chamada composta.

Figura2 — Representacdo de Niimeros Racionais

Fonte: (GAY, 2014, p.16)

Na Figura 3, pode-se visualizar a abordagem da representacao de ntimeros
racionais de Gay (2014) e relacionar com a abordagem de Andrini e Vasconcelos (2012),
que destaca que a forma decimal dos nimeros racionais é sempre um numero decimal
finito ou uma dizima periédica. Apos enfatizar que todo nimero que pode ser expresso
na forma de fracao é racional, é aberto um topico para explorar os niimeros racionais e

as dizimas periodicas.
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Figura3 — Representacao na reta numérica

Fonte: (GAY, 2014, p.17)

Continuando a andlise, Dante (2015) destaca que toda dizima periédica indica
um numero racional, pois pode ser transformado em fragdo e que essa fragdo ¢ chamada
de fracao geratriz, pois ela gera, d4 origem a dizima.

Em Bianchini (2011), é destacado que as representagdes indicam que 0, 3636...
e 2,1333... apresentam infinitas casas decimais e periddicas. No nimero 0,3636... as

reticéncias indicam que 36, chamado de periodo, continua se repetindo para sempre.
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2,1333... é uma representacao decimal peridédica de periodo 3 e reforga que a representacao
decimal periddica recebe o nome de dizima periddica.

A préxima fase explorada pelos autores é a obtencao da fracao geratriz, para
tanto, contaremos com a colaboragdo de Silveira (2015) que, assim como diversos autores,
apresenta o calculo da fracdo geratriz de forma equacionada, explorando trés exemplos
conforme segue:

Exemplo 1: Encontrar a fracao geratriz da dizima 0,777.... Para isso indica a dizima

periodica 0, 777... por x.

x=0,777... (5)

Multiplica os dois membros dessa igualdade por 10 para obter outro niimero na forma

decimal com o mesmo periodo.
102 =7,777... (6)

Fazendo, membro a membro, (6) - (5), eliminando a parte que se repete.

O~

7
Portanto, 9 é a fragao geratriz equivalente a (5)

Exemplo 2: Encontrar a fragao geratriz da dizima 4,151515... Indica a dizima periodica
4,151515... por x.

x = 4,151515... (7)

Multiplica os dois membros dessa igualdade por 100 para obter outro nimero na forma

decimal com o mesmo periodo.
100z = 415, 151515... (8)

Fazendo, membro a membro, (8) - (7), eliminando a parte que se repete

99z = 411
411

r = —
99

411
Portanto 99 é a fragao geratriz equivalente a (7)



45

Exemplo 3: Encontrar a fracao geratriz da dizima 0,04777... Novamente, indica a dizima

periddica 0,04777... por x
x=0,04777... (9)

Multiplica os dois membros dessa igualdade por 100 para obter uma dizima periédica

simples
100z = 4,777... (10)

Multiplica os dois membros da igualdade (10) por 10 para obter outro nimero da forma

decimal com o mesmo periodo.

1000z = 47, 777... (11)

Fazendo membro a membro, (11) - (10), eliminando a parte que se repete

900z = 43
43

900

Portanto 94% ¢ a fracdo geratriz equivalente a (9)

Essa forma de encontrar a fracao geratriz procurada é o método mais explorado
por todos os autores, mas hé ainda aqueles que exploram o que Dante (2015) denomina
de Processo Prético, e que Lima (2013) explicita: A geratriz de uma dizima periddica
simples é uma fragao cujo numerador é o periodo e cujo denominador é o nimero formado

por tantos noves quantos sao os algarismos do periodo. Por exemplo

921

0,521521521... = —
’ 999

Em particular, toda dizima periédica simples representa um ntimero racional.
Além disso, existem ainda as dizimas periddicas ditas compostas, que sdao aquelas que
depois da virgula tém uma parte que nao se repete, seguida por uma parte periodica.
A geratriz de uma dizima periddica composta é a fracdo cujo numerador é igual a parte
nao-periddica seguida de um periodo menos a parte nao-periédica e cujo denominador
é formado por tantos noves quantos sdo os algarismos do periodo, seguidos de tantos
zeros quantos sao os algarismos da parte nao periddica. Dessa forma tomando a =

0,35172172..., teremos que sua fragdo geratriz pode ser obtida conforme segue:

3517235 35137
99900 99900
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A Figura 4 ilustra como o processo pratico é abordado no livro didatico.

Figura4 — Processo pratico

Fonte: (DANTE, 2015, p.22)

Essa tltima forma de célculo da fragao geratriz propde uma regra simples de
ser aplicada pelos estudantes. Tal regra sempre funcionara, pois conforme demonstrado
secao onde foi tradada da representagao decimal dos niimeros reais, a estrutura das dizimas
periddicas, simples ou compostas, consistem na representacao decimal de uma fracao
geratriz cujo numerador e denominador podem sempre ser obtidos através desta regra.

No 1° Ano do Ensino Médio contamos com a colaboragdo de Dante (2005)
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, . a .
que destaca que um nimero racional 7 pode ser representado por um decimal exato ou

periodico, estes também podem ser escritos na forma

a .
7 que recebe o nome de fragao

geratriz do decimal. Ele demonstra como encontrar a fracao geratriz explanando quatro

exemplos conforme segue:

7503
075 = — = =
(a) O, Tt

(b) 0,222...

10z
10z
10z

9z

0,222...
2,222...
2+40,222...
2+

(12)

NN Gl

Tem-se que (12) é a fracao geratriz procurada.

(c) 0,414141...

100N
100N
100N

99N

0,414141...
41,414141

41+ 0,414141...
41+ N

41
41
99
(13)

Tem-se que (13) é a fracdo geratriz procurada.

(d) 0,1787878...

10N
10N

10N
990N

0, 1787878...
1,787878...
78

1+40,787878... ¢ 0, 787878 = —

99
78
1 -
99
99 4 78

177

990
(14)
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Tem-se que (14) é a fracdo geratriz procurada.

Em sintese, a sequéncia didatica de abordagem comum nos livros analisados,

pela ordem é:
e Explica como identificar se o decimal é ou ndo uma dizima periddica;

e Esclarece como reconhecer uma dizima periédica: um nimero decimal infinito e

periddico;
e Destaca que as fracdes podem ter representacao decimal exata ou nao exata;

e Enfatiza que a representacao dos decimais exatos possui regra simples de se calcular

a fracado geratriz;

e Explana as fragoes, cuja representacao decimal é ndo exata, demonstrando que estas
podem ser reconhecidas como dizimas periddicas, nimeros que podem ser expressos

na forma fracionaria, ou seja, nimeros Racionais.

3.3 Como é a proposta para o ensino do topico Progressao Geométrica infi-

nita?

O tépico s6 aparece nos livros didaticos do 1° Ano do Ensino Médio, sendo
abordado pelos autores (DANTE, 2005), (PAIVA, 2009), (SMOLE; DINIZ, 2013) e (SOUZA,

2010) na ordem destacada abaixo:

e Inicialmente é feita a apresentacao de diversas sequéncias de numeros destacando

quando sao reconhecidas como Progressao Geométrica;
e (Classificam as progressoes em crescente, decrescente, constante, oscilante;

e Destacam a férmula para o termo geral de uma progressao geométrica, depois a

soma dos n primeiros termos, chegando a soma dos infinitos termos;
e Trabalham questoes envolvendo progressoes de razao compreendida entre —1 e 1;

e Fazem a introducao ao conceito de limite apresentando algumas somas parciais ou

ilustrando graficamente;

e Exploram um exemplo de aplicagdo do calculo da fracao geratriz de uma dizima

periddica calculada através da soma dos termos de uma progressao geométrica;

e Explanam outras aplicagoes simples envolvendo equacoes de 1° Grau e construgao
de figuras geométricas cuja area e perimetro vao se desenvolvendo em progressao

geométrica infinita.
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A forma de abordagem destacada na Figura 5 é a mais comumente utilizada
pelos diversos autores. Nela apresenta-se as somas parciais de certa quantidade de termos
da série, demonstrando qual a tendéncia da soma indicada pela série, que vem a ser o

limite da soma.

Figurab5 — Soma dos infinitos termos de uma progressao geométrica

Fonte: (PAIVA, 2009, p.236)

3.4 Os livros Didaticos estabelecem alguma relagdao entre Dizima Periédica

e Progressao Geométrica?

O Contetdo Bésico Comum de Matematica, MINAS GERAIS (2005), para
0 1° Ano do Ensino Médio destaca no Eixo Tematico, tema 1: Numeros, ao abordar o
tema Numeros, contagem e probabilidade o primeiro tépico que deve ser ensinado é

Numeros Racionais e dizimas periddicas, prevendo que devem ser trabalhadas as seguintes
habilidades:
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(1) Associar a uma fracdo sua representacao decimal e vice-versa;

(2) Reconhecer uma dizima peridédica como uma representacao de um niimero racional.

Conforme estabelecido no programa de ensino, depois desse topico destacado,
sao trabalhados outros nove topicos diversos para entao iniciar a abordagem com o topico
Progressao Geométrica.

A Figura 6 exemplifica uma lista de exercicios com apenas uma questao envol-
vendo o calculo da dizima periédica. Essa é uma ocorréncia comum, constatada através

da andlise dos livros didaticos destacados.

Figura6 — Lista de exercicios progressao geométrica infinita

Fonte: (PAIVA, 2009, p.237)

O exercicio N°64 desta lista é o inico que aborda o calculo da fragao geratriz de

uma dizima periddica. Note que, o autor relaciona a dizima periddica com uma progressao
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geométrica infinita convergente, mas nao faz nenhuma referéncia a féormula de calcular a
fracdo geratriz ensinada desde o 8° do Ensino Fundamental. Nao aparece referéncia em
nenhum dos livros dos autores analisados, nenhuma justificativa da validade da férmula,
regra, ou método ensinado desde o 8° do Ensino Fundamental.

Da analise dos livros didaticos citados neste trabalho e programas de ensino
do 6° ao 9° ano do Ensino Fundamental e Ensino Médio, constata-se que a relagao entre
dizimas periddicas e Progressdes Geométricas s6 é estabelecida no 1° Ano do Ensino

Médio, tendo sido possivel comprovar que é pouco explorado a relacdo entre ambas.

3.5 Da forma como aparece nos livros é possivel justificar ao aluno porque a

"féormula"para o calculo da fragao geratriz é valida?

Nos livros didaticos, a grande maioria dos autores exploram o calculo da fracao
geratriz, equacionando a forma decimal e trabalhando com as operag¢oes de multiplicagao
e subtragdo entre equacoes equivalentes, para encontrar o “a” que vem a ser a fracdo
geratriz. O calculo através da féormula ou processo pratico é pouco explorado, sendo
abordado por apenas um ou dois autores, sem esclarecer por que ela sempre funciona.

Reforca-se que o processo pratico explorado, o qual se referem alguns autores
e conforme destacado na secao 4.1, sempre ird funcionar devido a estrutura do nimero
decimal apresentado, porque a parte infinita da dizima podera sempre ser escrita como
uma série geométrica convergente

As formas de se encontrar a fracao geratriz abordadas na se¢ao 5.2, ao equa-
cionar a dizima, utilizar dos processos de equagoes equivalentes e efetuar a subtracao
entre as equacoes, convenientemente subtrai-se a mesma parte infinita, restando apenas
um numero inteiro o que propicia encontrar facilmente a fracao geratriz. O que deve ser
justificado para aluno é que esse processo constitui uma estratégia para eliminar sempre
a mesma parte infinita do nimero. Caso contrario, nao seria possivel encontrar a fragao
geratriz por esse caminho, uma vez que, se a parte infinita nao puder ser eliminada nao
seria possivel obter um ntmero racional como resultado de sua representacao decimal.

Ressalta-se que, a possibilidade de subtrair uma quantidade infinita de outra
quantidade infinita, e, obter como resultado um nimero racional nao é regra geral. Exis-
tem somas infinitas que nao podem ser calculadas por serem divergentes, ou seja, nao é

possivel obter a soma de suas infinitas parcelas, como, por exemplo, a série harmonica.

Série Harmonica: Uma das mais importantes de todas as séries divergentes.

i1—1+1+1+1+1+
~k 23 4 5 7

que surge em conexao com os sons harmonicos produzidos pela vibracdo de uma
corda musical. Nao é imediatamente evidente que essa série diverge. Entre-
tanto, a divergéncia se tornara aparente quando examinamos as somas parciais
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em detalhe. Como os termos na série sdo todos positivos, as somas parciais

1 1 1 1 1 1

formam uma sequéncia estritamente crescente.
S1 <S8y <S3<..<8, <.

Podemos provar a divergéncia demonstrando que nao ha nenhuma constante M
que seja maior do que ou igual a cada soma parcial. Para isso, consideraremos
algumas somas parciais selecionadas, a saber, Sa, Sy, Ss, S32,.... Note que os
indices sao poténcias sucessivas de 2, de modo que essas sdo as somas parciais
da forma Sy». Essas somas parciais satisfazem as desigualdades

1 1 1 2
=1l4+=>=-+4-=-=
S t373T573
11 1 1 1 3
S4—SQ+§+1>SQ+(1+Z) SQ+§>§
1 1 1 1 11 1 4
Se=Si+ -4ttt —>S 4+ (=4 =5 =
s=Sitptetztg> NH8+8+8+8) it5>5
s—s+1+i+1+i+i+i+i+i
67287910 11 13 5 16
1 1 1 1 1 1 1 1 5

TR TR TR TR TR TR TR T R R

n+1

Son > 5

Se M for uma constante qualquer, podemos encontrar um inteiro positivo n

) n
que satisfaga

> M. No entanto, para esse n

n+1

Son > > M

de modo que nenhuma constante M é maior do que ou igual a cada soma parcial

da série harmonica. Isso prova a divergéncia (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014,
p.620).

Exempliﬁcando, considere as somas parciais descritas a seguir:
10 10 10 10 10

1 11 1
T, = 10 S b b — 08 = Y = Lo bt
g 2Tty ;k Tty

Observe que:

al 9 9 9
— 8, = Z =9 + A T R
3 4
k=1
ainda se trata da soma parcial de uma série harmonica. Portanto, passando ao limite,
temos:

lim (T, — S,) =

n—o0
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ou seja, diverge. O que nao ocorre no caso das dizimas periddicas, pois elas envolvem
séries convergentes.

Na tentativa de melhoria do ensino aprendizagem dos niimeros racionais, na
proxima secao sera apresentada uma proposta de reorganizacao da ordem de abordagem

de alguns contetidos do 1° Ano do Ensino Médio.
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4 PROPOSTA DE INTERVENCAO

Atualmente no programa de ensino vigente nas escolas publicas do Estado de
Minas Gerais, os topicos Dizima Peridédica e Progressao Geométrica aparecem conforme

proposta curricular disposta na Tabela 1.

Tabelal — Proposta Curricular atual conforme CBC

Ano Tépico Habilidades

8 Ano do | Conjunto dos Ntumeros | Operar com nimeros racionais
Ensino Fun- | Racionais em forma decimal e fracionaria:
damental adicionar, multiplicar, subtrair,

dividir e calcular poténcias e cal-
cular a raiz quadrada de quadra-
dos perfeitos.

Associar uma fracao a sua repre-
sentacao decimal e vice-versa.

Conjunto dos Numeros | Identificar ndimeros racionais

Reais com as dizimas periédicas.
1° Ano do En- | Ntimeros Racionais e | Associar a uma fracao sua repre-
sino Médio dizimas periodicas sentacao decimal e vice-versa.
(...) Reconhecer uma dizima perié-

dica como uma representacao de
um ndamero racional.

Progressao Geométrica | Identificar o termo geral de uma
progressao geométrica.

Resolver problemas que envol-
vam a soma dos n primeiros ter-
mos de uma progressao geomeé-
trica.

Fonte: (MINAS GERAIS, 2005, pp.44-47)

Na proposta curricular destacada acima pode ser que os estudantes nao esta-
belecam ligacao entre as dizimas periddicas e as progressdes geométricas, pois o estudo
dos assuntos é feito em momentos distintos. Nos livros didaticos analisados, (DANTE,
2005; SOUZA, 2010; SMOLE; DINIZ, 2013; PAIVA, 2009), foi possivel constatar que
apenas quando ¢ abordado o Toépico Progressao Geométrica, é que se apresenta um ou

dois exemplos que estabelecem ligacao entre eles.
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A proposta se limita a apontar os topicos e os objetivos de ensino, sem fornecer
indicativos em relagao a que caminhos metodologicos poderiam ser seguidos para aliar os
dois assuntos, ficando sob a responsabilidade do professor a escolha da abordagem que
sera feita.

Destaca-se a seguir a disposicao curricular e cronolégica dos tépicos iniciais
abordados, extraidos do CBC do 1° Ano do Ensino Médio:

Numeros Racinais e dizimas periédicas

Conjunto dos ntimeros reais

Poténcias de dez e ordem de grandeza

Principio multiplicativo

Probabilidade

Organizacao de um conjunto de dados em tabelas
Médias aritmética e geométrica

Fungéo do primeiro grau

© % NS w D

Progressao aritmética

._
e

Funcao do segundo grau

11. Progressao Geométrica

(MINAS GERAIS, 2005, pp.44-47)

A sequéncia curricular acima demonstra que s6 apds terem sido trabalhados
em sala de aula 9 (nove) topicos apés Numeros Racionais e dizimas periddicas é entdao
abordado o topico Progressao Geométrica. Entao, da forma como esta, o professor quando
for abordar o topico Progressao Geométrica infinita deve retomar o topico Dizima Peri6-
dica, recapitular como foi ensinado e explanar como pode ser calculado através da formula
da soma dos termos de uma progressao geométrica infinita, a nao ser que os estudantes
ja dominem os conceitos necessarios.

Na proposta de intervencao, defende-se a ideia de que o calculo da fracao
geratriz pode ser abordada, didaticamente, de forma aliada com o tépico limite da soma
dos termos de uma progressao geométrica infinita de razdo pertencente ao intervalo (0, 1),
apresentando ao aluno uma forma diferente das ja exploradas pelos livros didaticos no
Ensino Fundamental, podendo ser vista como uma aplicacao 1til de progressao geométrica.
Como a féormula ensinada desde o 8° Ano do Ensino Fundamental é eficaz o que se propoe
aqui € levar o aluno a fazer a associacao dos contetidos e ainda comprovar a validade dos
calculos efetuados desde esse ano de escolaridade e, ainda, demonstrar que uma progressao
geométrica convergente resulta em um nimero racional.

Para tanto, o conceito de infinito pode ser explorado de forma mais ludica e

principalmente visual conforme explorado por DANTE (2005), na Figura 7 quando ele

apresenta um sequéncia de area de quadrados que decrescem na razao 2 que inclusive
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Figura7 — Exploragao visual da soma infinita

Fonte: (DANTE, 2005, p.149)

pode ser ilustrado com os estudantes, de forma lidica através de dobraduras, quando
estard sendo apresentado uma sequéncia infinita de figuras cujas areas vao decrescendo a

uma razao decimal.

Com relagio as sequéncias, é preciso garantir uma abordagem conectada a ideia
de fungao, na qual as relagées com diferentes fungbes possam ser analisadas.
O estudo da progressdo geométrica infinita com razdo positiva e menor que 1
oferece talvez a tnica oportunidade de o aluno estender o conceito de soma

para um nimero infinito de parcelas, ampliando sua compreensdo sobre a adi-
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¢do e tendo a oportunidade de se defrontar com as ideias de convergéncia e
de infinito. Essas ideias foram e sdo essenciais para o desenvolvimento da ci-
éncia, especialmente porque permitem explorar regularidades (BRASIL, 2002,
p.118).

Para auxiliar os estudantes a compreender melhor a soma de parcelas infini-
tas, atualmente existem recursos computacionais avancados como o software GeoGebra'?

visualizar que é possivel calcular o resultado dessa soma, mesmo sendo infinita.

O ensino aprendizagem de Mateméatica em todos os niveis de escolaridade,
desde o Ensino Fundamental ao Ensino Superior tem sido foco de diversos
estudos. Os alunos frequentemente apresentam dificuldades na compreensao de
conceitos matematicos. Muitos deles ndo encontram sentido ou aplicagao dos
conteiudos abordados em sala de aula. Essas dificuldades nao se limitam apenas
aos conceitos basicos, uma vez que os contetidos dessa disciplina se encadeiam
e é necessaria a compreensao de uns para o aprendizado dos assuntos seguintes
(MOLON; FIGUEIREDO, 2013, p.13).

O pensamento acima reforca a ideia de que aliar os contetidos podera ser
uma oportunidade de apresentar a ligagao entre eles, demonstrando qual aplicacao e
utilidade da férmula da soma dos termos de uma Progressao Geométrica infinita, pode
ser inclusive uma forma de favorecer o nivel de compreensao dos estudantes, reforcando o
que é preconizado nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio destacado

a seguir.

Aprender Matemadtica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada
a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias e ha-
bilidades que sdo essencialmente formadoras, & medida que instrumentalizam
e estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o para compreender e in-
terpretar situacoes, para se apropriar de linguagens especificas, argumentar,
analisar e avaliar, tirar conclusoes proprias, tomar decisoes, generalizar e para

muitas outras agoes necesséarias a sua formagdo (BRASIL, 2002, p.108).

Ressalta-se que para utilizar a formula da soma dos termos de uma Progressao
Geométrica infinita os conhecimentos necessarios sdo: somar e ou subtrair e dividir fra-
¢oes, e no 1° Ano do Ensino Médio presume-se que o aluno ja domine os conhecimentos
necessarios, visto que sao vivenciados desde o 4° Ano do Ensino Fundamental, conforme

é reforcado a seguir.

A partir do 4° Ano, o estudo constante dos niimeros racionais se torna necessé-

rio, pois eles comegam a aparecer em diversas situagoes cientificas e do dia-a-dia

14GeoGebra é um software matematico que retine geometria, algebra e calculo. Ele foi desenvolvido por
Markus Hohenwarter da Universidade de Salzburg para educagdo matematica nas escolas, sua distribui¢ao
é livre, nos termos da GNU General Public License, e é escrito em linguagem Java, o que lhe permite
estar disponivel em vérias plataformas.
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que precisam ser compreendidas. Utiliza-se esse sistema numérico quando se
fazem medigGes e sobra uma parte que nao corresponde a uma unidade de me-
dida inteira, ao comprar meio quilo de algum mantimento, ao dividir a pizza
em pedagos iguais etc. Sdo momentos em que os naturais ndo ddao conta de
representar a realidade. Na historia da numeracao, as fragdes surgiram justa-
mente para resolver tais impasses. Conhecer o funcionamento e as regras dessa
classe numérica é fundamental para que o aluno continue a aprofundar os co-
nhecimentos ao longo da vida escolar em dlgebra e em férmulas de Fisica, por
exemplo. Por enquanto, porém, os alunos dos primeiros anos do Ensino Funda-
mental devem aprender a reconhecer as fragoes e as situagdes em que seu uso se
faz necessario e aprender a comparé-las e ordend-las. Além disso, precisa saber
realizar somas e subtracoes envolvendo as que tém o mesmo denominador ou
recorrer as equivalentes quando os denominadores forem diferentes. Os alunos

também devem saber reconhecer as que representam quantidades, principal-
111 1 1

s © 5 3 1 100 100
elas. A questao é como ensinar esse conteido aos estudantes, fazendo com que

mente as mais usadas, como etc., e a realizar calculos com

eles compreendam as caracteristicas e particularidades desse sistema numérico
diferente (PAULINA, 2008, p.10).

Nos Parametros Curriculares Nacionais para a disciplina matematica no Ensino
fundamental, dentre muitos objetivos é contemplado o desenvolvimento destas capacida-
des.

Construir o significado do nimero racional e de suas representagoes (fracionaria
e decimal), a partir de seus diferentes usos no contexto social (BRASIL, 1997,
p.55-59).

Nesta etapa de escolaridade sao trabalhados conceitos que colaboram para
o desenvolvimento do estudante no campo dos ntmeros racionais conforme destacado

abaixo.

e Reconhecimento de que os nimeros racionais admitem diferentes (infini-
tas) representagoes na forma fraciondria;

e Anadlise, interpretacdo, formulagdo e resolucdo de situagoes-problema,
compreendendo diferentes significados das operagoes envolvendo niimeros
naturais e racionais;

e Exploragao dos diferentes significados das fragoes em situacgoes-problemas:
parte e todo, quociente e razao;

e Observagdo de que os ntimeros naturais podem ser expressos na forma
fraciondria;

e Relacao entre representagoes fracionaria e decimal de um mesmo niimero

racional (BRASIL, 1997, p.55-59).

Retoma-se nesse ponto o pensamento de Valera (2003) destacado na secao 2,
quando a autora afirma que os nimeros racionais sdo contetidos que os alunos tanto do

ensino fundamental quanto do ensino médio sentem dificuldades para aprender, e que essa
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dificuldade estéa relacionada a pouca relacao entre o uso social dos niimeros racionais e a
forma como eles sao ensinados na escola.

Colaborando com esse pensamento, ressalta-se que no dia-a-dia os estudantes
tem pouco, ou quase nenhum contato com niimeros na forma fraciondaria, por ser privile-
giado o tratamento dos nimeros na forma decimal. E mais habitual e comum para todas
as pessoas, cotidianamente utilizarem os nimeros na forma decimal, o que se justifica
visto que por exemplo, as calculadoras simples largamente utilizadas em todo mundo nao
permite incluir nimeros na forma de fragoes, a inclusao dos digitos s6 permite a leitura
decimal por este dispositivo. Assim o uso social dos niimeros racionais é encontrado em
sua maior parte na forma decimal pois, no dia-a-dia nao é habitual lidar com os niimeros
na forma fracionaria e sim decimal. Enquanto na escola, os nimeros racionais sao tratados
com maior énfase na forma fracionaria.

Entao, a partir dos estudos realizados, foi elaborado pelo autor deste trabalho a
Tabela 2, que apresenta uma sugestao de proposta curricular para o ensino de Matematica

a ser seguida pelo professor do 1° Ano do Ensino Médio.

Tabela2 — Sugestao de Proposta Curricular

Ano Tépico Habilidades

1°  Ano | Progressao Geométrica | Identificar o termo geral de uma pro-
do En- gressao geométrica.

Sino

Médio

Resolver problemas que envolvam a
soma dos n primeiros termos de uma
progressao geométrica.

Identificar o limite da soma dos ter-
mos de um PG

Numeros Racionais, di- | Aplicar o limite da soma dos termos
zimas periodicas e Pro- | de um PG no calculo da fracao gera-
gressao Geométrica triz de uma dizima periddica.

Associar uma fracao a sua represen-
tacao decimal e vice-versa.

Reconhecer uma dizima periédica
como uma representacao de um nu-
mero racional.

Fonte: do Autor

A perspectiva de resultados positivos, com a implementacao dessa proposta de
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alteracao na ordem da abordagem dos contetdos, Dizimas Peridédicas e Progressao Geo-
métrica Infinita, no 1° Ano do Ensino Médio é consideravel, visto que, sera possivel aliar a
representacao decimal infinita de uma dizima periédica a uma progressao geométrica infi-
nita, demonstrando ao aluno a validade do processo pratico ensinado no 8° ano do Ensino
Fundamental, bem como, validar também a férmula para o calculo da soma dos infinitos
termos de uma progressao geométrica, visto que ao ensinar os conteidos na educagao
bésica, frequentemente, o professor é abordado com a pergunta: ”Pra que serve isso?”,
dessa forma o professor podera justificar que um contetido é aplicagao do outro.

Valera (2003) refor¢a que a multiplicidade de significados dos nimeros racio-
nais, e contexto em que eles se manifestam, constituem informagao essencial ao professor
sobre determinado conceito matematico que o instrui para pensar, e realizar um diversi-
ficado processo pedagogico em sala de aula relativamente a esse conceito.

Enfatiza-se que na sequéncia de contetiido e habilidades proposta acima, pretende-
se estabelecer uma abordagem didatica adequada ao nivel de desempenho e maturidade
dos estudantes, sinalizando a possibilidade de ligacao entre dizimas periédicas e Progres-
soes Geométricas. Dessa forma, abre-se perspectivas para subsidiar o professor a um
caminho metodolégico que, permita aplicacdo em qualquer rede de ensino, no 1° Ano do
Ensino Médio, tendo em vista que os conceitos estudados a partir do 4° Ano do Ensino
Fundamental contemplam o desenvolvimento das capacidades operacionais com fragoes e
numeros decimais necessarias. Também pode favorecer a compreensao intuitiva do con-
ceito de soma infinita necessarios a aplicagao da formula da soma dos infinitos termos de

uma progressao geométrica de razao compreendida entre 0 e 1.

4.1 Exemplificando com o GeoGebra

O uso do Geogebra como ferramenta de apoio ao trabalho em sala de aula, con-
tribui para que a aula fique mais atrativa, interessante e interativa, podendo proporcionar
maior entendimento ao conteido ensinado e favorecer a compreensao dos estudantes.

Para exemplificar o uso do GeoGebra, destacado nesta se¢do, apresenta-se o
exemplo ilustrado por (DANTE, 2005) na figura 7, quando é apresentado uma construgao
de areas de quadrados que vao se reduzindo pela metade, inciando com a pintura de
metade da area do quadrado inicial e em seguida, colorindo sempre a metade da area
que restou, demonstrando que isso pode ser feito indefinidamente, ilustrando a ideia de
infinito e a0 mesmo tempo mostrando que as areas no final preenchem o quadrado maior,
ou seja, podem ser somadas.

A figura 8 a seguir, exemplifica os passos acima. As duas imagens iniciais
ilustram o inicio e a tltima o resultado final.

Na sequéncia estao elencados os passos resumidos que devem ser seguidos no

GeoGebra para a construcao desejada:
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Figura8 — GeoGebra
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1) Constréi-se um poligono maior, quadrado, inicial;

2) Através dos pontos médios desse quadrado ele é subdividido em duas partes iguais,

quantas vezes isso for possivel na tela do GeoGebra;
3) Colorir as metades desejadas, com cores diferentes;
4) Criar um controle deslizante com um nimero inicial n = 0;

5) Acessar as propriedades de cada figura e programar cada uma na ordem em que se

deseja que eles aparecam, na aba "avancado'no item condi¢bes para exibir ponto;

6) Na ordem desejada para que aparecam as partes coloridas, as condigdes informadas

para cada exibicao devem ser n > 0, n > 1, n > 2 e assim sucessivamente;

7) Crie um icone de botdo escrito préximo, para cada vez que clicar nele, n seja igual
an-+1;

8) Crie outro botao, escrito "recomegar'que ird iniciar o processo apagando todos os

quadrados programados, de forma que ao clicar nele tenha-se n =0

4.2 Sugestao de atividades

Essa secao de sugestao de atividades vem para ilustrar como podem ser explo-
radas alguns tipos de questoes e como podem ser aliados os topicos principais envolvendo
dizima peridédica e progressao geométrica infinita, a fim de que, o contexto de apresen-
tagao, possa ser de melhor compreensao para os estudantes da educacao basica em sua
trajetéria escolar. A busca por contexto € significativa e preponderante no ensino aprendi-
zagem, quando se trata de contextualizar tépicos de matematica, maior destaque merece
ser dado a essa iniciativa.

A busca por novas metodologias de ensino da Matematica tem se tornado mais
intensa na atualidade. Sobretudo, no que diz respeito ao ensino aprendizagem, especial-
mente na disciplina matematica, tem evoluido nos tultimos anos, no que diz respeito a bus-

car estratégias variadas de ensino que sejam eficientes no processo ensino-aprendizagem.

A educacgao, processo de desenvolvimento essencial ao ser humano, nao é esta-
tica porque acompanha a evolugao e, portanto, é dindmica e adaptavel a cada
novo tempo que chega. Nao obstante, sdo criados modelos de se educar que
permanecem por determinado periodo, ds vezes longo, nas familias, escolas e
organizagdes. Ha uma constante preocupacgdo quanto a validade de cada mo-
delo, a sua obsolescéncia ou tempo de vida ttil, levando muitos estudiosos a
compreender o momento em que vive a sua sociedade e as novas demandas
educacionais (NETO, 2004, p.5).
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Para alcangar a perspectiva proposta, a forma como o contetido sera tratado é
decisiva, a sequencia da organizacao das atividades em sala de aula, a escolha de materiais
didéaticos apropriados e a metodologia de ensino, sao preponderantes para permitir um
desenvolvimento satisfatério dos contetidos e, ainda que a construcao de significados para
os nimeros racionais seja uma competéncia de possivel apropriacao para cada estudante.
As atividades propostas nesta secdo tem o objetivo de ilustrar didaticamente algumas
abordagens, que podem ser dadas as dizimas periddicas e progressdes geométricas infinitas.

E valido destacar que o processo pratico para o célculo da fracio geratriz de
uma dizima periddica, ou a resolucao através de equagodes, nao precisam e nao devem
ser abolidos. A sugestao proposta é aliar o estudo de Dizimas Periddicas a Progressoes
Geométricas infinitas de razao compreendida entre 0 e 1, no 1° Ano do Ensino Médio,
visto que, os processos citados ja foram explanados, e, espera-se ter sido desenvolvidas
as habilidades previstas através dos mesmos no 8° Ano do Ensino Fundamental, inclusive

por que o tépico Progressao Geométrica é objeto de estudo apenas no Ensino Médio.

4.2.1 Atividades Resolvidas

Serdo apresentadas em algumas atividades duas formas de resolucao:

e A Resolugao 1 sera desenvolvida conforme apresentado pelos autores dos livros dida-
ticos analisados, (ANDRINI; VASCONCELOS, 2012), (SILVEIRA, 2015), (DANTE,
2005), (BIANCHINI, 2011), (GAY, 2014) , sem estabelecer ligacao entre as dizimas

periddicas e as progressoes geométricas infinitas de razao compreendida entre 0 e 1.

e A Resolucao 2 sera desenvolvida estabelecendo a ligacao entre as dizimas periddicas

e as progressoes geométricas infinitas de razao compreendida entre 0 e 1

As atividades as quais nao foram apresentadas duas formas de resolucao é
por serem aplicacao direta da soma dos infinitos termos de uma progressao geométrica
infinita de razao compreendida entre 0 e 1, sendo neste caso, apresentadas com o objetivo
de contextualizar o tema.

Nesse ensejo e, na expectativa de colaborar para a apropriacao das capacida-
des necessarias, e favorecer o dominio das habilidades previstas no programa de ensino,
destaca-se nas atividades a seguir quais habilidades espera-se que sejam demonstradas no

desenvolvimento das questoes pelos estudantes.

Habilidades - Atividades 1, 2 e 3:
e Associar uma fragdo a sua representacao decimal e vice-versa;

e Reconhecer diferentes representacoes de um nimero racional e saber identifica-los

na forma fracionaria ou decimal;
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e Reconhecer uma dizima periddica como uma representacao de um ntmero racional;

e Efetuar calculos que envolvam opera¢des com nuimeros racionais com diferentes re-
presentagoes desses nimeros, envolvendo as operacoes basicas do conjunto dos nu-

meros racionais;

e Aplicar o limite da soma dos termos de uma progressao geométrica no calculo da

fracao geratriz de uma dizima periédica

Atividade 01

Transforme em fracdo irredutivel o niimero racional 3, 45
Resolucgao 1:

Nesta atividade pode-se explorar o calculo da fracao geratriz de dizima perio-

dica simples e composta seguindo a proposta de equacionamento:

Nesta dizima o periodo é formado por um tnico algarismo, 5, e é antecedido
por um ante-periodo também formado por um algarismo, 4. Denominando a dizima por
xr = 3,4555... e multiplicando ambos os membros da igualdade por 100 para obter uma

dizima periodica simples:
100x = 345, 555... (15)
A seguir multiplica-se ambos os membros da equagao inicial por 10, obtendo-se
10x = 34, 555... (16)

Entao, subtraindo (16) de (15) resulta:

90x = 311
311

r = —
90

311 _
Logo, 90 é a fragao geratriz correspondente ao nimero racional 3,45.

Resolucao 2:

Reconhecendo a dizima como a soma 3 + 0,4 4+ 0,05 + 0,005 + ... note que,
a partir da terceira parcela, a soma é uma série geométrica de razao 0,1. Calculando a

soma dos infinitos termos da série S = 0,05 + 0,005 + ... tem-se
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onsequentemente, 3 + 0,4 + + 10 + 18 90 90

Atividade 02

2, 1666...

Qual fragdo é equivalente ao resultado do quociente 0333

Resolucao 1:

Nesta atividade pode-se explorar o calculo da fragdo geratriz de dizima perio-

dica simples e composta.

A dizima 0, 333... possui como fracao geratriz 9= 3 aplicando a regra que é
simplesmente o periodo sobre tantos noves quantos algarismos formam o periodo.

A dizima 2,1666... pode ser obtida através do processo pratico que permite
calcular a fragdo geratriz indicando no numerador a subtragdo entre o niimero formado
até o periodo da dizima, subtraido do nimero formado até o ante-periodo da dizima.
O denominador serda o nimero formado por tantos noves quantos algarismos formam o

periodo e tantos zeros quantos sao a parte decimal que nao se repete. Assim,

216 —21 195 13
90 90 6

S 2 O
CBUE AU 7333

13

2,1666... ¢ 13 13
+ ==
3

Resolucao 2:

Com auxilio da aplicagdo da soma infinita o estudante deve reconhecer que o

quociente proposto é da forma:

Si=S g5 5y
' 10100 1000 T
Sy=hp Dy Oy
710 100 1000 T
3
3 3 3 10 1
Entao, a soma 0 + 100 + 1000 + ... serd indicada como S; = 1 _mi =3 por
10
tratar d inifinita d ~11°t A 21+6+6+
se tratar de uma soma inifinita de razao — e ermo —. A soma — 4+ —+——+ ...
10 10 10~ 100 ~ 1000 ’
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1
a partir do 3° termo é uma PG de razao 0 com 1° termo igual a 100 cuja soma sera
indicada por
6
21 100 21 1 13
S - T _— = — _ = —
? 10+1_i 10 15 6
10
13
Sy ¢ 13
LOgO S_l = T = ?
3

Atividade 03
Encontre o resultado de 1/2,7

Resolugao 1:

Inicialmente, nesta atividade pode-se explorar o calculo da fracao geratriz de
dizima periddica simples seguindo também a proposta de equacionamento, porém de

forma mais artificiosa:

Nesta dizima o periodo é formado por um tnico algarismo, 7, Denominando

a dizima por x = 2,777... e multiplicando ambos os membros da igualdade por 10 para
obter uma dizima peridédica simples

10x = 27,777... (17)

A seguir pode-se desenvolver os raciocinios abaixo:

10z = 25+42,777...
10z = 25+«
1000 —2 = 20+z—=x
9 = 25
25
r = —
9

— /25 5
Logo, v/2,7 = 9 =3 é o resultado procurado.

Resolugao 2:

Reconhecendo a dizima como a soma 2 + 0,7 + 0,07 + 0,007 + ... percebe-se

que a partir da segunda parcela a soma é uma série geométrica de razao 0, 1.

Entao, calculando a soma dos infinitos termos da série S = 0,7 + 0,07 + ... tem-se
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g B B B 7
S 1-0,1 0,9 9 1009 9
10
Entao a soma - 187 95
_l’_
245 =24 -= = —
+ +9 9 9
= 2
E\2,7= 55 = g é o resultado procurado.

Habilidades - Atividades 4, 5 e 6:

e Interpretar e reconhecer a sequéncia como uma série geométrica convergente;

e Compreender que pode ser calculado o limite da soma dos termos de uma PG

infinita;
e (Calcular corretamente o limite da soma dos termos de uma PG infinita;

e Efetuar os calculos necessarios ao aplicar o limite da soma dos termos de uma PG

infinita, envolvendo as operagoes basicas do conjunto dos ntimeros racionais;

Atividade 04

A medida do lado de um triangulo equilatero é 10. Unindo-se os pontos médios
de seus lados obtém-se um segundo tridngulo equilatero. Unindo-se os pontos médios dos
lados desse novo triangulo equilatero obtém-se um terceiro, e assim por diante, indefini-
damente. Vamos calcular a soma dos perimetros de todos esses triangulos, cuja ilustracao

dos 3 primeiros pode ser visualizada na Figura 9.
Resolugao:

Uma forma de se iniciar a resolugao dessa questao é destacando a sequéncia
dos perimetros dos triangulos que vao se formando:

Perimetro do 1° Tridngulo: 30

Perimetro do 2° Tridngulo: 15

15
Perimetro do 3° Triangulo: e}
15
E assim sucessivamente... Fornece a sequéncia: {30, 15, bR ...}. Aqui destaca-

se que se trata de uma série geométrica, ou seja, uma soma infinita de razao ¢ = 5 e cujo
1° termo pode ser denotado por a; = 30, assim aplicamos a féormula para o calculo da

soma infinita:
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Figura9 — Tridngulos equilateros

Fonte: do Autor

Entao

30 30
Sp = —— = 5 = 60.
1 1
1—= =
2 2

Portanto, a soma dos perimetros é 60.
Atividade 05

Uma bola é atirada ao chao de uma altura de 100m ao atingir o solo ela sobre
até uma altura de 50m, cai e atinge o solo pela segunda vez, subindo até um altura de
25m e assim por diante até cessar o movimento apds perder energia. Qual a quantidade

de metros percorrida pela bola?
Resolucao:

Verifica-se nesse problema que o estudante deve ter atencao quanto ao seguinte:
A bola é atirada de uma altura de 100m quando cai e atinge nova altura de 50, torna
cair e atinge a altura de 25m tornando a cair e assim por diante. Perceba que apods ser
atirada e percorrer os primeiros 100m a partir do segundo movimento de subir e descer a
bola percorre uma trajetoria dupla: 50m ao subir, 50m ao descer, 25m ao subir, 25m ao
descer e assim sucessivamente até parar.

De tal forma que é descrita a seguinte sequéncia de trajetérias a qual indicare-
mos por S = {100 + (50 + 50) + (25 + 25) + ...} que pode ser decomposta em duas somas
S1 = {100 + 50 +125 + ..} e Sy = {50+ 25+ 12,5 + ...}. Tratando-se de duas somas

infinitas de razao 3
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= 200 + 100 =

Dessa forma a Soma S = S7 4+ S5 ou seja S =

300m

Logo a bola percorrerd um total de 300m.
Atividade 06

(Adaptagao do Paradoxo de Zenao) Uma corrida sera disputada entre Aquiles,
grande atleta grego, e uma tartaruga. Como Aquiles é dez vezes mais rapido do que a
tartaruga, esta partird 10m a frente de Aquiles.Quando Aquiles chegou ao ponto em que a
tartaruga estava inicialmente, depois de percorrer 10m, a tartaruga, dez vezes mais lenta,
estava 1m a frente e assim sucessivamente. Repetindo esse raciocinio para os intervalos
de tempo seguintes, parece que Aquiles nunca alcancgara a tartaruga, pois ela sempre terd
percorrido 0 do que Aquiles percorrer.

a) Escreva a sequéncia das distancias percorridas por Aquiles enquanto tenta
alcancar a tartaruga.

b) Essa sequéncia é uma PG? Em caso afirmativo, qual a razao?

c¢) Calcule a soma das infinitas distancias percorridas por Aquiles até chegar
ao ponto em que se encontrava a tartaruga cada vez.

d) Quantos metros percorrera Aquiles até alcangar a tartaruga? Ou ele nao a

alcancara?
Resolugao:
1 1
S=10,1,—,—, ...
2) 10100
b) Sim é uma PG. ¢ = 1
10 10 100
¢)S=limS, =1 = = — =—m
n—00 1-¢q 1-0,1 0,9 9

. ) ., 100
d) Aquiles alcangara a tartaruga e nesse ponto tera percorrido ?m.

4.2.2 Atividade propostas para sala de aula

A seguir algumas sugestoes de questoes para serem trabalhadas em sala de aula

1) Determine, em seu caderno, a fragao irredutivel que representa o valor das expressoes.
Adaptado de Bianchini (2011, p.43)

a) 0,2+0,3

b) 0,27 +2,3



71

c) 0,38+1,45

2) Escreva na forma de fracio irredutivel o produto final 0,2 + 0, 23. Adaptado de Smole
e Diniz (2013, p.22)

V1,7
0,

3) Expresse na forma de fracao irredutivel o resultado de . Adaptado de Bianchini

—|

(2011, p.60)

4) O ntimero 0,9 ¢ racional ou inteiro? Adaptado de Andrini e Vasconcelos (2012, p.18)

3 9
1+ 1 + 16 + ...
5) Simplifique a expressao S = 1575 sabendo que tanto o numerador quanto

3+ 3 + 61 + ...
o denominador sdo séries geométricas convergentes. Adaptado de Souza (2010, p.250)

1 1 1
6) Qual a soma da série infinita 1+ R + % + o +...7 Adaptado de Longen (2004, p.139)

7) Em um quadrado cujo lado mede 2a, inscreve-se um circulo; neste circulo, um qua-
drado; neste quadrado, um circulo; e assim sucessivamente. Faca uma ilustracao inicial

da situagao para determinar. Adaptado de Smole e Diniz (2013, p.165)
a) A soma das dreas desses circulos.

b) a soma das areas desses quadrados.

8) Considerando-se, inicialmente, um tridngulo equilatero de lado [, forma-se uma sequén-
cia de triangulos equilateros, cada um tendo os vértices nos pontos médios dos lados do

tri engulo anterior. Obtenha o limite da soma das areas da infinidade de triangulos equi-
ERVE
1

lateros dessa sequéncia sabendo que a area do triangulo equilatero é dada por S =
Adaptado de Dante (2005, p.152)

9) Um motorista de caminhao avista repentinamente uma grande pedra no meio da estrada
e aciona os freios a 100m de distancia da pedra. Apods a freada, o veiculo percorre 20m no
primeiro segundo e, por mais alguns instantes, percorre em cada segundo 411 da distancia
percorrida no segundo anterior. Havera o choque entre o caminhao e a pedra? Justifique
sua resposta. Adaptado de Paiva (2009, p.237)
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10) Dispomos de uma fita de comprimento L. Resolvemos dividir a fita em 3 partes iguais
e retiramos a parte central. Procedemos de forma analoga com as duas partes restantes:
dividimos em 3 partes iguais e, a seguir, retiramos as partes centrais. Imagine que esse
mesmo procedimento sendo repetido sucessivamente com as partes restantes. Determine:
Adaptado de Longen (2004, p.136)

a) Qual a sequéncia formada pelos comprimentos retirados da fita?

b) O que acontecerd se continuarmos com esse procedimento indefinidamente?

¢) Qual o comprimento total da fita que sera retirado?
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Percebe-se ao final deste trabalho que as estratégias de ensino-aprendizagem
em sala de aula nao devem ser estaticas e tao pouco obsoletas. Toda disposicao metodo-
logica e didatica a que se propoe um educador é bem vinda para o desenvolvimento do
contetdo a que se propoe ensinar. Explanar o contetido dos livros didaticos, esgota-los
pela simples passagem ou cumprimento de um programa de ensino nao cumpre a fungao
de construcao continua e coletiva do processo-ensino aprendizagem em sala de aula, seja
no Ensino Fundamental ou no Ensino Médio, destacando o ensino de matematica com

vistas a formacao cidada.

E valido destacar que as atividades e a abordagem sugeridas neste trabalho
tem a intencao de auxiliar o professor em sala de aula a colocar em pratica as orientagoes
contidas nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Fundamental e Médio.
No que se refere ao trabalho com os contetidos relacionados aos nimeros e as operacoes,
merece ser enfatizado a importancia de se privilegiar atividades que possibilitem ampliar
o sentido numérico e a compreensao do significado das operagdes, pois permite que os
estudantes possam estabelecer e reconhecer as relagoes entre os diferentes tipos de nimeros

e entre as diferentes operagoes.

Nessa concepcao, o trabalho em sala nao pode se restringir apenas ao repasse
dos contetudos dispostos nos programas de ensino determinados pelos sistemas nos quais
se insere as unidades escolares. Assim, superando essa perspectiva e rompendo com
esse modelo pode emergir um ensino mais dinamico em que docente, aluno e objeto do

conhecimento se interrelacionam.

A proposta curricular apresentada visa ampliar as oportunidades de ligacao
entre os tépicos elencados, favorecendo uma aplicacdo do conhecimento adquirido e, di-
mensionando as oportunidades de trabalho em sala de aula voltados para uma apren-
dizagem efetiva e concreta, o que vai ao encontro das orientacoes pedagbgicas contidas
no CBC - Curriculo Basico Comum do Estado de Minas Gerais quando é reforcado que
o ensino da Matematica deve evidenciar o carater dinamico, em constante evolucao, do
conhecimento matematico. O CBC destaca ainda, que mesmo conhecimentos matema-
ticos muito antigos possuem ainda hoje aplicacoes, propondo desmistificar a tendéncia
existente que o considera como algo pronto e estatico, defendendo que o que ocorre na
atualidade é exatamente o contrario, a cada dia surgem novas questoes matematicas e até
novas areas de pesquisa.

A abordagem dos numeros racionais no desenvolvimento das aulas de mate-
matica deve proporcionar, nesse contexto, mais significado aos estudantes da educacgao
basica que, enveredados pelas formas de representagao decimal ou fracionaria possam de-
senvolver as habilidades necessarias ao seu desenvolvimento e apliquem de forma segura

os conhecimentos adquiridos, propiciando assim a associagao entre os topicos e contetidos
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que possuem aplicagao direta.

Nao podem existir muros que sejam capazes de cerrar o conhecimento a quatro
paredes, deve-se buscar incessantemente, dia apods dia, formas mais eficazes de se construir,
alicercadamente, conhecimento junto com o aluno e dessa forma tornar mais efetivo o
processo ensino-aprendizagem.

Apos toda andlise realizada, com o objetivo de estabelecer relagoes entre as
diferentes formas de resolver um problema através do uso correto das informagoes e con-
ceitos apresentados na sequéncia didatica sugerida, este trabalho se propde a contribuir
para o incentivo a criacao de estratégias e oportunidades diversificadas, voltadas para a
construcao de argumentacoes nas resolucoes de situacoes problemas envolvendo o tema
central.

Ao final da discussdo apresentada, ¢ importante ressaltar que essa nao é a
unica forma de abordagem para o tema central, espera-se ao final deste trabalho ter apre-
sentado realmente uma contribuicao para o ensino aprendizagem dos ntimeros racionais
ao enfatizar a ligacao entre dizimas periddicas e progressoes geométricas, evidenciando ser
primordial destacar que a atuagao docente assume papel fundamental no desenvolvimento

didatico em sala de aula, por ser essa uma tarefa intrinseca a docéncia.
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