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Resumo

Neste trabalho discutiremos sobre a nao existéncia de uma R-dlgebra de divisao,
associativa e de dimensao 3, usando o conceito de esferas paralelizaveis. Também é apre-
sentada uma classificagdo das R-dlgebras de divisao associativas de dimensao finita (Te-
orema de Frobenius). Ademais, exploramos a construgao formal dos naturais, inteiros,
racionais, reais e complexos, mostrando, o significado preciso da sequéncia de inclusoes
N cZ c Q c R c C. Por outro lado, analisamos os resultados obtidos a partir da
aplicagao de questionarios investigativos para estudantes egressos do ensino médio e para
professores licenciados em matematica e, com base nesta analise, propomos uma atividade

sobre o conteido de niimeros complexos, pautada na aprendizagem significativa.

Palavras-chave: R-algebras, quatérnios e octonios, nimeros complexos.






Abstract

In this work we will discuss about the non-existence of a R - associative and
3 division algebra, using the concept of parallelizable spheres. It is also presented a
classification of the R - associative division algebras of finite dimension (Frobenius the-
orem). In addition, we explored the formal construction of the naturals, whole number,
rational, reals, and complexes, showing the precise meaning of the inclusion sequence
NcZ c Qc R c C. On the other hand, we analyzed the results obtained from the
application of investigative questionnaires for high school students and teachers licensed
in mathematics and, based on this analysis, it was offered an activity on the content of

complex numbers, based on meaningful learning.

Keywords: R-dlgebras, quaternions and octonions, complex numbers.
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Introducao

A partir de um sistema de coordenadas, concebido por Gerolamo Cardano, hoje
conhecido como sistema de coordenadas cartesianas, sabemos que é possivel estabelecer
uma identificacdo dos numeros reais com os pontos de uma reta. Do mesmo modo,
sabemos que os nuimeros complexos podem ser identificados com os pontos de um plano.
De modo natural, surge a seguinte questao: ¢é possivel definir uma estrutura algébrica,
similar a apresentada para os nimeros complexos, que permita operar com vetores no
espaco? Esta questao foi formulada, no século X1.X, pelo matematico, fisico e astronomo
irlandés William Rowan Hamilton!, a qual, em linguagem atual, pode ser descrita como

abaixo:
Questao 1. Exziste uma R-dlgebra de divisao, associativa e de dimensao 37

E possivel formular a questao proposta por Hamilton em um contexto mais geral,

da seguinte forma:

Teorema. Nao existe uma R-algebra de divisao associativa de dimensao impar maior do
que 1. Em particular, nao existe uma R-algebra de divisao associativa de dimensao 3.
Uma vez obtida resposta para a questao proposta por Hamilton, uma outra dis-

cussao surge naturalmente, a saber:

Questao 2. Eziste uma classificacao para as R-dlgebras de divisdo, associativas e de

dimensao finita?

No presente trabalho, apresentamos o Teorema de Frobenius?, o qual caracteriza

as R-algebras de divisao, associativas e de dimensao finita. Explicitamente,

'William Rowan Hamilton (1805 — 1865) foi uma crianca prodigio; aos trés anos de idade lia perfei-
tamente inglés e aprendeu os rudimentos da aritmética. Aos quatro aprendeu geografia, aos cinco sabia
latim e hebraico e até os dez anos de idade aprendeu italiano, francés, arabe, sanscrito, persa, caldeu e
véarias linguas orientais. Aos doze interessou-se por matemética. Estudou entéo a Algebra Universalis de
Newton e, antes dos dezessete, estudou a monumental Mecanique Céleste de Laplace na qual descobriu

um erro e publicou a corre¢ao correspondente. ([22], p. 31, 2004).
2Ferdinand Georg Frobenius (Berlim, 26 de outubro de 1849 - Berlim, 3 de agosto de 1917)
1
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Teorema de Frobenius. Se A é uma R-dlgebra de divisao associativa, com dimensao
finita, entao A é isomorfa ao conjunto dos numeros reais, ou ao conjunto dos nimeros
complexos, ou ao conjunto de dimensao 4, denominado de quatérnios. Isto é, A tem

dimensao 1, 2 ou 4.

Uma outra abordagem que também nos remete ao Teorema de Frobenius e que

também serd explorada no presente trabalho ¢ a seguinte:

Dados os conjuntos numéricos: naturais (N), inteiros (Z), racionais (Q), reais
(R) e complexos (C). Sabe-se, dos conhecimentos advindos do ensino médio, que vale a
seguinte cadeia de inclusoes: N C Z C Q C R C C. A partir dai, é natural os seguintes

questionamentos:

Questao 3. FEuxiste algum conjunto numérico, digamos X, tal que N C Z C Q C R C
CcX?

Questao 4. Caso exista um conjunto X, tal como referido na questao anterior, questiona-

se: a sucessao de inclusoes N C Z C Q C R C C C X chegou ao “fim”?

Neste ponto, ressaltamos que para além de desenvolver uma discussao sobre tais
conjuntos numéricos, fornecendo aporte tedrico para a compreensao do presente trabalho,
também buscaremos discutir alguns elementos associados aos processos de ensino e apren-
dizagem destes conjuntos numéricos, de tal sorte que alguns obstaculos que o professor de
matematica possa encontrar ao ensinar tais contetidos possam ser minimizados, conforme

destaca Cezar, ao falar sobre o ensino desses conceitos:

“muitos desses obstaculos surgiram na formulacao de con-
ceitos matematicos, ou surgem até hoje durante o pro-
cesso de ensino e aprendizagem, que acabam por dificultar
a compreensao do conceito de numeros reais” ([4],2011,
p.22).

Na direcao de compreender alguns destes obstaculos inerentes aos processos de
ensino e aprendizagem, notadamente, no que tange ao ensino dos conjuntos numéricos, é
realizada uma pesquisa e, a partir dos resultados oriundos desta investigacao, é construida
uma atividade acerca dos numeros complexos, baseada na (re)significacao de conceitos,

com o aporte de um software de geometria dinamica, a saber: o Geogebra.

Objetivando cumprir os objetivos propostos, o presente trabalho foi dividido nos

capitulos descritos abaixo.

No capitulo 1 fomentamos a discussao sobre os processos de ensino e aprendizagem

dos conjuntos numéricos, apresentando, inicialmente, a analise realizada em [18], de livros
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didaticos, amplamente utilizados nas escolas brasileiras. E, em seguida, faremos algumas
reflexdes de dados obtidos de questionarios investigativos aplicados para professores da

rede basica de ensino e para estudantes concluintes do ensino médio.

No capitulo 2, inspirados nos resultados do capitulo 1, sao apresentados alguns
conceitos basicos sobre os nimeros complexos e, em seguida, é proposta uma sequéncia
didatica, acerca dos nimeros complexos. Esta sequéncia didatica culmina com a resolucao
de um determinado problema, utilizando o software livre de geometria dinamica: Geoge-

bra.

Ainda inspirados nos resultados do capitulo 1, mais especificamente, nos dados
dos questionarios aplicados para os professores, apresentamos, no capitulo 3, uma cons-
trucao dos conjuntos N, Z, Q,R e C. Em seguida, na diregao de responder a questao 3,
no capitulo 4 é apresentada a construcao de dois outros conjuntos numéricos, a saber:

quatérnios e octonios.

Face ao objetivo de classificar R-algebras, no capitulo 5 sao apresentadas algumas
estruturas algébricas, permitindo, oportunamente, classificar os conjuntos apresentados

no capitulo 3, com respeito a estas estruturas.

No capitulo 6 é apresentada, inicialmente, uma resposta a questao 1, usando o
conceito de esferas paralelizaveis. Em seguida, é discutida uma outra solugao para esta
questao, a partir do questionamento de quais esferas sao grupos. Finalmente, é discutido

o Teorema de Frobenius, respondendo as questoes 2 e 4.
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Capitulo 1

Os conjuntos numéricos na visao de

estudantes e professores

Neste capitulo faremos uma reflexao sobre o ensino dos conjuntos numéricos. Ini-
cialmente faremos uma reflexao sobre a abordagem dos conjuntos numéricos no ensino
bésico, a partir da referéncia [18]. Em seguida, apresentaremos os principais resulta-
dos de uma pesquisa realizada, através da aplicacao de questionarios, com estudantes e

professores do ensino basico.

1.1 Uma breve discussao sobre o ensino de conjuntos

Em [18], Lima faz a seguinte reflexdo ao analisar um livro didético, acerca dos
conteidos sobre conjuntos numéricos.

O capitulo sobre conjuntos é pequeno e pobre. Como nao
cita a relacao de inclusao entre conjuntos, perde a oportu-
nidade de fazer a conexao com a Logica e, em particular,
deixa de explicar o significado da implicagao e da equi-
valéncia. ([18], 2008, p.230).
Buscando orientacoes nos referenciais oficiais, a saber: “Parametros Curriculares
Nacionais (PCNs)” e “Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio”, de como ensinar os
conjuntos numéricos, identificamos, no primeiro, apenas trechos com comentarios gerais

sobre a utilizagao da nocao de conjuntos. Do segundo, destacamos o trecho a seguir:

Os nuimeros complexos devem ser apresentados como uma
histoérica necessidade de ampliacao do conjunto de solugoes
de uma equacao, tomando-se, para isso, uma equacao bem
simples, a saber, z* + 1 = 0. ([19], 2006, p.71)

Visando aprofundar uma aprendizagem ampla e significativa dos conjuntos numéricos,

o professor de matematica nao pode prescindir de apresentar ao estudante, em formacao,

elementos do formalismo matemadtico, sem exageros. Nesta diregao, em [18], os autores

b}
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sugerem que os conteidos mateméticos sejam tratados, considerando sua conceituacao®,
a manipulacao? e a aplicacao®, permitindo, deste modo a ampliacdo dos saberes. Para
exemplificar esta abordagem metodolégica que busca a ampliacao de saberes, destacamos

o trecho abaixo:

Os alunos que ingressam no ensino médio certamente ja
tiveram um longo contato anterior com nimeros naturais,
inteiros, racionais e até mesmo certos nimeros irracionais,
como o numero 7 e algumas raizes quadradas nao-exatas.
Reapresentar-lhes esses ntimeros sé tem sentido se o obje-
tivo for o de ganhar mais consisténcia tedrica, explicando-
lhes de forma mais convincente fatos que foram impostos
peremptoriamente antes e, a0 mesmo tempo, mostrar, me-
diante exemplos, problemas e outras aplicacoes, que essas
sucessivas ampliagoes do conceito de numero tém alguma

utilidade, na matemadtica ou fora dela. ([18], 2001, p. 7)
Motivados pelas discussoes apresentadas pelos autores em [18] e objetivando apre-
sentar uma contribui¢ao com a discussao sobre o ensino dos conjuntos numéricos, apresen-
tamos nas secoes 1.2 e 1.3, os resultados da analise investigativa, realizada com estudantes
de um curso pré-vestibular, situado em uma cidade no interior do estado da Bahia e com
professores licenciados em matematica e, em pleno exercicio da docéncia (no ato da rea-
lizagao da pesquisa), em municipios do estado da Bahia. A pesquisa foi dividida em duas
etapas. A primeira etapa consistiu da aplicagdo dos questionarios para alunos egressos
do ensino médio. Nesta etapa participaram 34 estudantes. A segunda etapa consistiu da
aplicacao dos questiondarios aos professores. Participaram 5 professores nesta etapa da
pesquisa. Aqui ressalte-se a representatividade da amostra, tanto no caso dos estudantes
quanto no caso dos professores, haja vista que os primeiros, por se tratar de uma classe
de pré-vestibular, apresentam formacao heterogénea, corroborando para a diversidade.
Quanto aos professores, destaca-se, o fato do nivel de qualificagao: todos possuiam espe-

cializagao latu sensu e atuavam em diversas séries do ciclo basico e em diversos municipios,
no ato da pesquisa.

Para uma melhor compreensao dos resultados obtidos, discutiremos os resultados
dos questionarios em duas secoes, apresentando, sempre que possivel, um comentario dos

resultados esperados para cada item analisado. Uma cépia completa dos questionarios

LA conceituacio compreende a formulacdo de definicoes, o enunciado de proposicdes, o estabelecimento
de conexoes entre os diversos conceitos, bem como a interpretacao e a reformulagao dos mesmos sob

diferentes aspectos.
2a manipulacao de cardter essencialmente (mas nao exclusivamente) algébrico, estd para o ensino e o

aprendizado da matematica assim como a pratica dos exercicios e escalas musicais esta para a Misica.
3aplicacao é o emprego de nocoes e teorias da matemdtica em situacdes que vao de problemas triviais
do dia-a-dia a questoes mais sutis provenientes de outras areas, quer cientificas, quer tecnoldgicas. Ela é

a principal razao pela qual o ensino da matematica é tao difundido e tdo necessario.
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encontrar-se-4 no Apéndice A.

1.2 Questionario dos estudantes

Nesta secao apresentaremos a andlise detalhada do questionéario aplicado para
os estudantes. Destaca-se que tal questiondrio tem por objetivo estabelecer o nivel de
formacao dos estudantes apenas no que tange a classificacao dos conjuntos numéricos,
os quais denominamos por conjuntos numéricos classicos, a saber: naturais, inteiros,
racionais, reais e complexos. Os conhecimentos avaliados estao em consonancia com o
disposto nas orientagoes curriculares para o ensino médio. Ademais, buscamos introduzir
os conteudos através de uma linguagem simplificada de modo a permitir a melhor com-
preensao por todos os estudantes alvos da pesquisa. Com o intuito de garantir o sigilo
e a confidencialidade desta pesquisa, ao mencionar algumas das respostas apresentadas,

utilizaremos a denominacgao “estudante” 1,2,8,9,15 e 26.

1.2.1 Questao 1 — Resultados e discussoes

A primeira questao do questionario

1) Sendo N,Z Q,R e € os conjuntos dos naturais, inteiros, racionais, reais e
complexos, respectivamente. Supondo que as caixas abaixo representam tais
conjuntos e que os seus elementos devem estar inseridos nas mesmas,
direcione os elementos abaixo, posicionando-os na(s) caixa(s) corretas.

0| 1|1+ i 1000 |0,353535... |m | —2

2 3
1 4

N Y/ Q R C

Figura 1.1: Questao 1 — Questionario dos estudantes

Analise dos resultados

Nesta questao o desempenho dos alunos foi analisado quanto ao posicionamento
correto dos elementos de cada conjunto numérico nas caixas correspondentes, sendo com-
putado como acerto, a situacao em que o aluno posicionou corretamente todos os elemen-
tos de uma determinada caixa. A partir da analise do grafico abaixo é possivel notar que
os alunos, em sua maioria, nao compreendem de forma clara as relagoes de pertinéncia e

de inclusdo.
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100
S0

70
60
50
40 H Preenchidas

30 corretamente
20
10

M Preenchidas de forma
incomreta

Figura 1.2: Resultados da questao 1 — Questionario dos estudantes

1.2.2 Questao 2 — Resultados e discussoes

A segunda questao do questionario

2) Resumidamente, as equacbes visam determinar através de processos
matematicos, determinados valores desconhecidos. Através dos seus
conhecimentos matematicos responda os itens abaixo sobre a equacéo:

2
x+1=8

a) Resolva a equacao acima descrevendo abaixo o método utilizado para tal.

b) Assinale abaixo as caixas que contém a solucdo da equacdo acima.

N Z Q R C

Figura 1.3: Questao 2 — Questionario dos estudantes

Nesta questao os estudantes deveriam resolver a equacao 22+ 1 = 0. Na préxima
secao discutiremos de maneira detalhada e qualitativa os resultados apresentados na
Questao 2. Para tanto, destacamos abaixo as respostas dos estudantes 1,2,89,15 e
26. Destacamos que estes exemplos, tomados como modelo, tem representatividade no

conjunto de estudantes analisados, com respeito aos erros cometidos.
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Anadlise dos resultados

Estudante 1

Resumidamente, as equagdes visam determinar através de processos
matematicos, determinados valores desconhecidos. Através dos seus
conhecimentos matematicos responda os itens abaixo sobre a equagéo:

X*+1=0
a) Resolvaa equagao acnrna descrevendo abaixo o\metodo utlluzgdop ra tal.
. T X (X +A)=0 Wee o
x;-ﬂkan'» \ . 5}
_ .Jj_tL o X=0 eemolas Uov,\\
7\‘—,"\-?:, = Y2 - oA K*i ©  rugaow do x?
§ o 2 =-

b) Assmake abaixo as caixas que contém a solugdo da equagao acima.

N Z Q RX C

Figura 1.4: Resolugao da questao 2 (Estudante 1)

Este estudante demonstra conhecer métodos variados para a resolucao de equacoes.
No entanto, o mesmo nao desenvolve tais métodos de forma correta. Chama a atencao a

forma como este estudante tenta utilizar a propriedade distributiva.

Estudante 2

Resumidamente, as equagbes visam determinar através de processos
matematicos, determinados valores desconhecidos. Através dos seus
conhecimentos matematicos responda os itens abaixo sobre a equagao:

>

x*+1=0

a) Resolva a equagéo acima descrevendo abaixo o método utilizado para tal.

g

X1

4 :“//r I
b) Assinale abaixo as caixas que contém a solugao da equagao acima.

b8

N Z Q R %

Figura 1.5: Resolugao da questao 2 (Estudante 2)

A resolucao deste estudante chama atencao pois o mesmo demonstra confusao,
quanto ao significado da unidade imaginéria ¢. Em principio, considera ¢ = —1. No

entanto, enquadra a solucao da equacao no conjunto dos niimeros complexos.
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Estudante &

Resumidamente, as equagbes visam determinar atraves de processos
matematicos, determinados valores desconhecidos. Através dos seus
conhecimentos matematicos responda os itens abaixo sobre a equagao:

x*+1=0
a) Resoclva a equagdo acima de§crevendo abaixo o método utilizado para tal.
X xd=0
2,
X =4

b) Assinale abaixo as caixas que contém a solugao da equagao acima.

i
X

N(j 7 1 Q & R 1 ||C

Figura 1.6: Resolugao da questao 2 (Estudante 8)

Chama a atencgao a dificuldade do estudante em detectar qual o simétrico do

elemento 1, o que contribui para a resolucao incorreta da equacao z? +1 = 0.

Estudante 9

Resumidamente, as equagtes visam determinar através de processos
matematicos, determinados valores desconhecidos. Através dos seus
conhecimentos matematicos responda os itens abaixo sobre a equagao:

s

x*+1=0

a) Resolva a equagao acima descrevendo abaixo o método utilizado para tal.
2

X _r'f:O

x =T
b) Assinale abaixo as caixas que contém a solugdo da equacéo acima.

N Z Q R C

Figura 1.7: Resolucao da questao 2 (Estudante 9)

Neste questionario o estudante embora demonstre um certo conhecimento nos
processos resolutivos de equacoes, ele nao identifica em qual conjunto numérico deve estar

posicionada esta solucao.

Estudante 15

Assim como o estudante 8, este estudante apresenta dificuldades na determinacao
do elemento simétrico, consequentemente afirma que 1 é solucio da equacao 2% + 1 = 0.
No entanto, a sua resposta para o item b) deixa evidente a deficiéncia quanto as nogoes
de inclusdo de conjuntos e/ou o entendimento da sucessdo de inclusoes dos conjuntos
numeéricos, uma vez que o mesmo afirma que o elemento 1 pertence aos conjuntos dos

naturais, reais e complexos e nao pertence ao conjunto dos inteiros e racionais.
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Resumidamente, as equagdes visam determinar através de processos
matematicos, determinados valores desconhecidos. Através dos seus
conhecimentos matematicos responda os itens abaixo sobre a equagao:

2

x*+1=0

a) Resolva a equagao acima descrevendo abaixo o método utilizado para tal.

x4=0
2

x=3

b) Assinale abaixo as caixas que contém a solug@o da equacgao acima.
N >< 7 Q RX «:X

Figura 1.8: Resolucao da questao 2 (Estudante 15)

Estudante 26

Este estudante resolve a equacao x? + 1 = 0 de maneira analoga ao estudante 9,
porém chama atencao o fato deste estudante caracterizar v/—1, simultaneamente, como

elemento do conjunto dos niimeros reais e do conjunto dos nimeros complexos.

Resumidamente, as equagdes visam determinar através de processos
matematicos, determinados valores desconhecidos. Através dos seus
conhecimentos matematicos responda os itens abaixo sobre a equagao:

2

x‘+1=0

a) Resolva a equagéo acima descrevendo abaixo o método utilizado para tal.

WAOHA RAIZ (F NUHERD ¢

b) Assinale abaixo as caixas que contém a solugéo da equagdo acima.

N Z Q R — |[€VT

Figura 1.9: Resolugao da questao 2 (Estudante 26)

Ainda sobre a questao 2, de maneira geral, apenas 10% dos estudantes partici-

d i i 1 aor?+1=04d i isfatéri
pantes da pesquisa conseguiram resolver a equacao x° + 1 = e maneira satisfatéria.
Este fato, evidencia uma possivel deficiéncia no que diz respeito ao ensino de nimeros

complexos e dos conjuntos numéricos de forma geral.



1.2. Questionario dos estudantes 12

1.2.3 Questao 3 — Resultados e discussoes

Nesta questao, objetiva-se investigar se os estudantes compreendem a sucessao

de inclusoes dos conjuntos numeéricos.

A terceira questao do questionario

3) Quando um conjunto A possui todos os elementos de outro conjunto, por
exemplo, B, dizemos que o conjunto A contém o conjunto B; ou que o
conjunto B esta contido no conjunto A. Denota-se este fato como A > B (A
contém B) ou B c 4 (B esta contido em A). Tomando como base a notagédo
apresentada acima, complete os espacos vazios com as respectivas
inclusdes entre os conjuntos numéricos.

N_zZ]|o zZ[z_ o@[R_QR_c¢

Figura 1.10: Questao 3 — Questionario dos estudantes

Analise dos resultados

Nesta questao foi computado como acerto as situagoes em que o aluno inseriu

corretamente, no espago indicado, os simbolos C e D.

90

80 -

70 o
B Corretas
B [ncorretas
T T T T
N__Z Q 7 Z_Q R_Q R_C

Figura 1.11: Resultados da questao 3 — Questionario dos estudantes

O grafico acima mostra que 50% dos estudantes identificam o conjunto dos
nimeros complexos como um subconjunto dos nimeros reais.
Uma conclusao para os resultados e discussoes apresentadas acima é a existéncia

de uma defasagem, com respeito aos conhecimentos sobre os conjuntos numéricos, de

forma geral.
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1.3 Questionario dos Professores

Nesta secao apresentamos os resultados dos questionarios aplicados a professo-
res do ensino bésico, em efetiva docéncia no estado da Bahia, buscando compreender
alguns aspectos das relagoes de ensino, concernentes aos conjuntos numéricos, bem como
a compreensao dos docentes com respeito a questao, a saber: se a sequéncia de inclusoes
N CZ c Q c R C C, apresentada no ensino médio, chegou ao fim?

Os professores participantes desta pesquisa possuem especializagoes em ensino de

matematica e lecionam em escolas e institutos no estado da Bahia.

1.3.1 Questao 1 — Resultados e discussoes

Nesta questao busca-se compreender os aspectos relacionados a motivagao dos
estudantes para aprender sobre o conjunto dos niimeros complexos, na visao dos docentes.
Ressaltamos que a motivagao dos estudantes é uma questao basilar no ambito das relagoes

de ensino-aprendizagem no ciclo basico de ensino.

1) Nas suas experiéncias como docente de matematica, os alunos apresentam
motivacdo para o estudo dos nimeros complexos?
a) Sim
b) Nao
¢) Raramente

Figura 1.12: Questao 1 — Questionario dos professores

O gréfico abaixo mostra que apenas 20% dos professores acredita que seus estu-
dantes se sentem motivados ao trabalhar com estes nimeros. Apresentaremos no capitulo
2 uma proposta de sequéncia didatica, a qual busca tratar a questao da motivacao dos

estudantes, através da insercao de um software de geometria dinamica.

70

60

50

40

0 B Valores em Porcentagem

20

10

Sim N3o Raramente

Figura 1.13: Resultados da questao 1 — Questionério dos professores
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1.3.2 Questao 2 — Resultados e discussoes

2) Os alunos conseguem identificar alguma aplicacdo dos numeros complexos
associada a realidade?
a) Sim
b) Nao
c) Raramente
Se sim, qual (is)?

Figura 1.14: Questao 2 — Questionario dos professores

O gréfico abaixo demonstra que 100% dos professores atestam que os seus alunos

nao identificam aplicagoes dos complexos associados a realidade.

120

100

80

60

B Valores em Porcentagem

a0

20

Sim Nao Raramente

Figura 1.15: Resultados da questao 2 — Questionario dos professores

1.3.3 Questoes 3, 4 e 5 — Resultados e discussoes

As questoes 3, 4 e 5 do questionario aplicado para os docentes estao inter-
relacionadas, por este motivo apresentaremos tais questoes, bem como a analise destas de

forma concomitamente.

3) Sendo N,Z @Q,R e C os conjuntos dos naturais, inteiros, racionais, reais e
complexos, respectivamente e motivado pela sucesséo de inclusdes N c Z
Q c R c C, vocé acredita que existe um conjunto X tal que € c X?
a) Sim
b) Nao

Figura 1.16: Questao 3 — Questionario dos professores

As questoes induzem a discussao, de forma paulatina, sobre a finitude ou nao

da sequéncia de inclusoes: N € Z € Q € R € C. Aqui, destaca-se, que, de forma
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4) Caso tenha respondido sim na questdo anterior, vocé acredita que existe um
conjunto Y tal que X c Y?
a) Sim
b) Néao

Figura 1.17: Questao 4 — Questionario dos professores

5) Caso tenha respondido sim na questdo anterior, vocé julga a sucessao
NeZcQcRclcXcYé:
a) finita
b) infinita

Figura 1.18: Questao 5 — Questionario dos professores

subliminar, indaga-se sobre o conhecimento do docente sobre a existéncia dos quatérnios
e octonios. Além disso, a questao 5 questiona sobre o conhecimento especifico do docente
com respeito a um teorema do tipo do que apresentaremos na secao 6.3.

Abaixo apresentamos as respostas dos docentes as questoes 3, 4 e 5.

90 90

80 -+

80

70

60

50 -

50

LVEE

40

30 -

30

20 <

20 4
10 A

10

Sim N3e N3o
Sim N3o responderam

Figura 1.19: Resultados das questoes 3 e 4 — Questionario dos professores

70

60

50

40

30

jE]IE

Finita Infinita N3o
responderam

Figura 1.20: Resultados da questao 5 — Questionario dos professores

A partir da anélise dos questionérios conclui-se que embora 80% dos professores,
tenham respondido corretamente as questoes 3 e 4, o quantitativo de 60% dos professores

afirmam, erroneamente, que a referida sucessao de inclusoes é infinita. Neste ponto,
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destaque-se que a questdo foi formulada com as hipéteses do teorema de Frobenius (veja

a secao 6.3).



Capitulo 2

Uma proposta de sequéncia didatica

2.1 Fundamentacao tedrica

Os resultados obtidos no capitulo 1, a partir dos questionarios aplicados para es-
tudantes e professores, reafirmam as informagoes/discussoes apresentadas na introdugao,
no que tange aos obstaculos oriundos das relagoes de ensino, os quais podem influenciar
no aprendizado dos estudantes. Também refor¢am as discussoes vistas em [18], face aos
livros didéticos analisados.

Assumindo como referéncia a analise dos questionarios apresentados no capitulo 1,
observa-se que existem varios pontos das relagoes de ensino e aprendizagem que merecem
uma atencao especial dos professores. No entanto, face aos objetivos do presente trabalho,
escolhemos um item desta lista de elementos, o qual merece uma atencao especial, a
saber: a motivacao dos estudantes para estudar os nimeros complexos (haja
vista que 80% dos alunos nao apresentam motivacao ou raramente apresentam motivacao
para o estudo dos nimeros complexos, na visao dos professores que participaram da
pesquisa), para apresentar uma contribuigao na direcao de trabalhar este aspecto, o qual
compreendemos de extrema relevancia, principalmente, no ciclo basico de ensino. Assim
sendo, apresentamos uma sequéncia didatica! estruturada a partir de um eixo central, a
saber: uma questao desafiadora/motivadora.

Para além das questoes de aprendizagem dos estudantes, referidas anteriormente,
buscamos contribuir com a discussao sobre os processos de ensino, inserindo o software
livre Geogebra? no desenvolvimento das atividades propostas, buscando contribuir, desta

forma, com o desenvolvimento dos conteidos procedimentais e atitudinais, favorecendo

Luma sequéncia didética é uma sequéncia de atividades as quais precisam ser sequenciadas de acordo

com uma proposta de progressao de desafios ou de problemas a serem resolvidos pelos alunos. ([21], 2006,
p. 34).
20 Geogebra foi criado por Markus Hohenwarter. Existem intimeros tutorais disponiveis para consulta

sobre o Geobebra, veja, por exemplo, [16].

17
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o aprendizado do estudante a partir da (re)significacdo dos conceitos. Neste contexto,
apresentaremos alguns conceitos sobre niimeros complexos e, em seguida, propomos o
estudo destes conceitos associados ao Geogebra. Ressalta-se que esta abordagem nao
visa construir uma lista de exercicios, ou mesmo esgotar todo o conhecimento sobre os
topicos apresentados, esta metodologia visa, tao somente, contribuir com a reflexao sobre
a importancia deste estudo, associado ao Geogebra. Assim sendo, apresentaremos, a
solugao de alguns exercicios como habitualmente sao resolvidos no ensino basico e, em
seguida, faremos a discussao das solucgoes destes exercicios usando o Geogebra, permitindo

uma reflexao sobre estas diferentes abordagens.

2.2 Conceitos basicos sobre niimeros complexos

Nossa principal referéncia para esta secao foi o livro [31].

Definicao 2.2.1. Definimos o conjunto dos niumeros complexos, e denotamos por C,
como sendo um conjunto no qual estio definidas as operagoes de adigdo (indicada pelo
sinal +) e de multiplica¢ao (indicado pela simples justaposicao de letras) satisfazendo as

sequintes propriedades:

(1) A adi¢ao e a multiplicagao sao comutativas, isto é, se z1 e zo $Go0 nimeros complexos,

entao 21+ 29 = 29+ 21 €21 29 = 29 - 21.

(2) A adi¢ao e a multiplicagcao sao associativas, isto €, se zy,z2, 23 SG0 NUMETOs com-

plezos, (21 +22) + 23 =21+ (22 + 23) € (21 22) - 23 = 21~ (22~ 23).

(3) A multiplicacao € distributiva relativamente a adi¢do, isto €, se zy, za, 23 SG0 nUMETOS

complexos, z1(za + 2z3) = 2122 + 21 23.

(4) Ezistem e sdao unicos os numeros 0 e 1 satisfazendo as condigoes: zy +0 = 2z e

z1 -1 = 21, para todo zy complexo.

(5) A todo complexo z; corresponde um tnico nimero complezo (—z1), e se z1 # 0, um

: 1 :
tnico numero complexo —, tais que z1 + (—z1) =0 ez - — = 1.
21 21
(a) Eziste um nimero complezo i € C com i* = —1;

(b) Todo nimero complexo pode ser escrito de uma maneira unica na forma z = a + bi
com a e b nimeros reais (a é chamado parte real e b parte imagindria do complezo

a+bi). Usa-se a notagao Re(a +bi) = a e Im(a+ bi) = 0.

Observagao 2.2.2. Decorre da definicao que todo niumero real é também um nimero

complexo.
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~ . . . w
Definicao 2.2.3. Dados dois complexos w, z # 0, definimos o quociente — como sendo
z

1
o produto w (—>
z

A partir desta definicao surge a seguinte questao:

Questao 2.2.4. Dado um numero complexo 0 # z = a + bi existem c,d reais, tais que

1 , . o ,
— = c+ di? Para responder a esta questdo, observe, inicialmente, que dado um nimero
z

complexo z # 0, deve existir um complexo — tal que z— = 1. Para determinar o complezo
z z

1 . .
P # 0, na forma c + di, convém definir:

(a) o conjugado de um nimero complezo z = a+bi como o nimero complexo Z = a— bi.

(b) o médulo de um nimero complexo z = a + bi, denotado por | z |, como sendo o

nimero real nao negativo | z |= va? + b2.

Observagao 2.2.5. Decorre de (a) e (b) acima que o produto de um complezo z pelo seu

conjugado € igual ao quadrado do mddulo de z. De fato, 2z = (a + bi)(a — bi) = a* + b.

Agora, com base nas discussoes acima, podemos responder a questio 2.2.4, da

sequinte forma.

1 z z
Note, inicialmente, que — = — = ——. Como z = a + bi, temos que
z 2z |z
1 a—bi a b .
= = — Q.
a+bi  a?+b a?+0b>  a®+b?

a b

Ou seja, nas condicoes da questao 2.2.4, temos que c = —— ed = —————.
/ ¢ 1 4 E a? + b2 a? + b?
Definicao 2.2.6. Sejam o« € R e z = a + i € C, definimos a multiplicacao o - z como

sendo -z =a-(a+bi)=a-a+«a-bi.

As questoes 2.2.7, 2.2.8, 2.2.9 e 2.2.10, a seguir, serao resolvidas com base nas
discussoes acima. As solugoes destas questoes exigem apenas a aplicacao direta das
definicoes. Apresentamos tais exercicios, pois na préoxima secao retomaremos com as
solugoes, utilizando o Geogebra, o que permitirda uma reflexao sobre os processos de en-
sino e aprendizagem, notadamente, no que tange a utilizacao, neste contexto, do software

Geogebra.

Questao 2.2.7. Sendo z; = -3+ 61 e 290 = 5 — 21, temos que:

(a) 21+ 20 =(=3+5)+ (6+(—2))i =2+ 4i.
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(b) 21 — 20 = (=3 = (+5)) + (6 — (—2))i = —8 + 8.
(c) z1-20 = (=3+6i)-(5—2i) = ((-3)-5—6-(=2))+((=3)-(-2)+6-5)i =
(=154 12) + (6 + 30)i = —3 + 36:i.
C15+18  —27 33

(-3)546-(-2)  65-(-3)-6 _-15-12 L3
52 + (—2)? 524 (—2)2  25+4 2%5+4 29 ' 29

(@) =

Questao 2.2.8. Sendo z1, 29,23 € z4 vetores obtidos no ewxercicio anterior, determine
Z1 22+ 23

24
ormente, sendo zy - zo = —3 + 36i. Posteriormente, deve-se calcular (—3 + 367) + z3. A

partir da defini¢ao de adi¢ao de complexos tem-se que (—3 + 367) + (2 + 4i) = —1 + 40i.
—1+4+400  —1+40:¢
Finalmente, deve-se calcular A 8—:— 8_Z. A partir da definicao de divisao de
Z4 — ]
complezxos, tem-se que e Tk =2,56+2,44-1
Z4

Inicialmente, deve-se calcular zy - z5. FEsta etapa jd for cumprida anteri-

Questao 2.2.9. Sendo z =14 21 e w = —2 + 3i, temos que:

1 1
(142i) (—i) = —i =22 =i +2=2+1.

(b) (—2+3i)-i=—2i+32=—-2i—3=-3-2i
—243i-(—i)=2i — 32 = —2i+3=3—2i.

Questao 2.2.10. Dados os complexos z =1+ 21 e w = —2 + 3i, temos que

(a) (1+2i)-(=1)=1-(=1)+2i-(—1)=—-1—2i.
(142)-0=1-0+2i-0=0.
1 1 1 1
14+2) - ==1-2+42 ===+,
(1+ 2d) 5 2—|— 05 2—|—z
(1+2i)-3=1-3+2i-3=3+6i.
(b)) (—2+3i)-(=1)=—-2-(=1)+3i-(—1) =2 — 3i.
(=2+3i)-0=—2-0+3i-0=0.
(<2430) s = —2. 243 o 143
7 2— 9 1 2— 22.
(—=2+3i)-3=—-2-3+3i-3=—6+9:.

E possivel associar o nimero complexo z = a + bi como o ponto (a,b) do plano,
cujas coordenadas sao a e b, com isto, temos que o complexo z pode ser representado pelo

%
vetor 0z.2 Veja a figura abaixo.

30 ponto (a,b) é chamado de imagem do complexo z = a + bi e os niimeros a e b sdo chamados

—
componentes do vetor Oz.
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b 0z

Figura 2.1: Representacao geométrica de complexos

As figuras 2.2 e 2.3 representam, geometricamente, a soma e a diferenga dos

nimeros complexos z; = a + bi e z5 = ¢+ di.

D oe s e mony epe s amew | s ousames

Figura 2.2: Interpretagao geométrica da adicao de complexos

Figura 2.3: Interpretacao geométrica da subtracao de complexos

A figura 2.4 nos dd uma interpretacao geométrica do médulo de um numero

complexo z.

Observacgao 2.2.11. Ainda do ponto de vista geométrico, € facil ver que dado uwm nimero
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Z=a—bhi

Figura 2.4: Interpretagao geométrica do conjugado de um complexo

complexo z o seu mddulo, | z |, mede o mddulo do vetor que representa este complezo.

E também possivel estabelecer um interpretacao geométrica para a multiplicacao
de nidmeros complexos.* Para tanto, consideremos o nimero complexo z = a + bi e
r =| z |= va? + b o seu mddulo, o qual vamos supor nao nulo. Consideremos, ainda, o

angulo positivo 0, conforme a figura abaixo.

Figura 2.5: Complexo e coordenadas trigonométricas

: : a b : .
Da trigonometria, sabemos que — = cosf) e — = sinfl. Com isto, podemos
r r
escrever:

z = a-+bi
= rcosf +irsinf
= 71(cosf +isind)

A representacao z = r(cosf + isinf) é chamada forma trigonométrica do com-

plexo z.

Observacao 2.2.12. Observe que substituindo 6 na expressao acima 6 + 2k, em que k
¢ um inteiro positivo, negativo ou nulo, o complero z nao se altera. Em muitos casos é

conveniente usar esta expressao mais geral: z = r(cos(0 + 2km) + isin(0 + 2kn)).

4Para maiores detalhes, veja, por exemplo, os capitulos 6 e 7 de [31].
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A partir da forma trigonométrica dos niimeros complexos é possivel estabelecer
uma interpretacao geométrica da operacao de multiplicacao de complexos. Para tanto,

consideremos, inicialmente, dois complexos unitarios z e w. Desta forma, temos que:

zw = [cos(by) + isin(6y)] - [cos(0s) + isin(6s)]
= cos(b) cos(fz) + i cos(0;) sin(bs) + isin(6;) cos(fz) — sin(6;) sin(6s)
= cos(by) cos(fz) — sin(6y) sin(6s) + i(cos(6;) sin(fz) + sin(6;) cos(6s))
= cos(ty + 0y) +isin(0; + 65)

A figura abaixo ilustra a multiplicagao de dois complexos unitarios z e w.

sin(#) + 6,
sin(fl)
sinfdy)

cos(f + d,) cos(fa) tuHI{Hl]

Figura 2.6: Multiplicacao de complexos unitarios

Conclusao: multiplicar dois complexos unitarios w;, e wsy significa, geometrica-
mente, dar a um deles uma rotagao positiva de angulo igual ao angulo do outro.

No caso de dois complexos nao serem unitarios, z; e zo escrevemos z; = riw; €
Zy = Tows, com | wy |=| wy |= 1, e o produto serd simplesmente: z1zy = riwrowy =
mMrawiwa.

As questoes 2.2.13 e 2.2.14 serao resolvidas com base nas discussoes acima. Apre-
sentamos tais exercicios, pois na proxima se¢ao retomaremos com as solugoes, utilizando
o Geogebra, o que, conforme ja mencionado, permitira uma reflexao sobre os processos
de ensino e aprendizagem, notadamente, no que tange a utilizacao, neste contexto, do

software Geogebra.
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Questao 2.2.13. Encontre as novas coordenadas do ponto A(3,4) apds uma rotag¢ao de
90° no sentindo anti-hordrio em relagdo a origem. Denotemos por A'(x,y) o ponto obtido
apds esta rotagdo. Para resolver esta questao, observe, inicialmente, que o ponto A(3,4)
representa geometricamente o complero z; = 3 + 41. Dai, uma rotacao de 90° no sentido
anti-hordrio significa uma multiplicacdo de zy por i, como visto anteriormente. Portanto,
A =@B+4i)-i=—-4+43i=(-4,3).

Questao 2.2.14. Encontre as novas coordenadas do segmento AB com A(2,2) e B(4,5)
apos uma rotacao de 90° mo sentido anti-hordrio em torno do ponto A. Procedendo
como na questao anterior, observa-se que o ponto A(2,2) e o ponto B(4,5) representam
geometricamente os compleros zy = 2 + 21 e zo = 4 + b, respectivamente. Como a
rotacao ocorrerd em relacdo ao ponto A devemos realizar a rotacao apenas do complexo
t equivalente a diferenca entre zo e z1, ou seja, t = (44 5i) — (2 + 2i) = 2+ 3i e por
fim somart a z. Através dos exemplos anteriores nota-se que rotacionar 90° em sentido

anti-hordrio corresponde a multiplicar t por i. Assim,

B, = tl)"‘Zl

(

= [(z2—21) 1]+ 2
[(2+3i) 1]+ 2
(

34 20) + 242
= —1+4i

Dessa forma, o segmento AB rotacionado em torno de A em 90° se tornard o

segmento AB’, em que A =(2,2)=2+2ie B =(—1,4) = -1+ 4i.

2.3 Sequéncia didatica

Segue abaixo uma proposta de sequéncia didatica que visa auxiliar no ensino
aprendizado das operagoes com numeros complexos. No desenvolvimento da sequéncia

didatica serd apresentada a solucao de cada atividade com o auxilio do Geogebra.

2.3.1 Roteiro da sequéncia didatica

e Tema: “Movimentos complexos”;

e Publico Alvo: 3° ano (ensino médio);



2.3.

Sequencia didatica 25

Problematizacao: Sabendo que os complexos admitem uma representacao geométrica,
¢ natural a indagagao quanto a interpretacao geométrica das operagoes com com-

plexos®;
Pré-requisitos de conteido: Nocoes basicas do Geogebra;

Objetivos: Analisar o efeito rotacao no plano complexo, de forma contextualizada,
possibilitando ao estudante o desenvolvimento de intuigao sobre o comportamento
das operacoes com os numeros complexos, as quais poderao ser apresentadas na

sequéncia a esta atividade, pelo professor da disciplina;
Estimativa de Tempo de Duracao desta atividade: 1, 5h (uma hora e trinta minutos);

Avaliacao: A cada passo da atividade, o professor acompanha o desenvolvimento
e realiza as intervencoes necessarias, por meio de observacao e registros variados,
tendo como referéncia o aluno por ele mesmo. Conforme o andamento, o professor
avalia a necessidade de replanejamento e/ou disponibilidade e organizacao do tempo

e das atividades;

Desenvolvimento: A atividade consiste na realizacao dos exercicios de iniciagao apre-
sentados abaixo, seguidos de uma atividade que visa induzir os alunos a investigar
a interpretacao geométrica da multiplicagao de complexos nao-nulos pelo complexo

1 e, finalmente, a resolucao de uma situacao problema proposta.

2.3.2 Atividade 1 - Exercicios de iniciagao aos nimeros comple-

XO0Ss

Conforme mencionado anteriormente, retomaremos os exercicios apresentados na

segao anterior, agora resolvendo-os com o auxilio do Geogebra. Assim sendo, considere os

nuameros complexos z; = —3 + 67 e 29 = 5 — 2¢, vamos determinar z; + 2o, 21 — 29, 21 - 29

21
e —, usando o Geogebra.

22

Solucao utilizando o Geogebra 2.3.2.1. Introduzir no Geogebra, especificamente no

“campo de entrada” os complexos z1 e zo. Para tanto, siga os sequintes passos:

(1) Digitar no campo de entrada o comando

¢

‘—3 + 617, para introduzir zi;

(2) Digitar no campo de entrada o comando ‘5 — 2i”, para introduzir zs;

SRessalte-se que esta indagacdo esta intimamente relacionada com a motivacio do William Rowan

Hamilton, ao iniciar os estudos sobre os quatérnios
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Ja com os complexos z1 e zy expostos no Geogebra, para realizar as operagoes

solicitadas, basta introduzir no campo de entrada os comandos exibidos nas aspas abaizo.
(a) 214+ 20 =253 ="21+22";
(b) 21 — 20 =24 =21 —22";
(c) z1-20 =25 =2 1% 2z2";
21

(d) — =26 ="21/22".
22

40
Z =-3 + 360

30

20

7y =-8+8]

z,=-3+6 o3~

0 10 2, =093 {052 g 10 20 30 40 50 80

Figura 2.7: Operagoes com complexos

Retornaremos ao exercicio 2.2.8, agora, resolvendo-o com o auxilio do Geogebra.

Solugao utilizando o Geogebra 2.3.2.2. Parte do trabalho ja foi executado anterior-
mente, pois jd temos os vetores zi, zo, 23 € z4 inseridos. A partir dai, digite no campo de

entrada o comando “(z_1% z2+ 23)/z_.4”, obtendo o vetor z5 = 2,56 + 2,44 - i.

Compare as solugbes apresentadas acima com as solugoes analiticas (Questoes
2.2.7¢2.238).

2.3.3 Atividade 2 - Analise investigativa da multiplicacao de
complexos nao-nulos pelos complexo 1 e —1
O exercicio abaixo busca desenvolver aspectos de investigacao quanto a inter-

pretacao geométrica da multiplicagao de complexos nao-nulos pelo complexo i e —i. Os

complexos apresentados serao os mesmos da questao 2.2.9.
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104
7,=-B+8i
o4 g
21:-3+6\’
L ] 6
Z.=2+4
4 e 3
2
0 T
a 6 4 2 0 2 4 6 a 10
2 .22:5 2
Z. =256 - 244
-4 4
-6 4

Figura 2.8: Operagoes com complexos

Questao 2.3.1. Usando o Geogebra, determine (1 + 2i) -4, (14 2i) - (—i), (=24 3i) -
e—2 + 3i - (—i).

Solucao utilizando o Geogebra 2.3.3.1. Para obter o resultado da multiplicagao por
1 e —1i, sequiremos passos semelhantes aos expostos no exercicio anterior. Mais especi-
ficamente, digite no campo de entrada do Geogebra 1 + 2i e —2 + 3i para para inserir
0s complexos desejados como zy e zy. Posteriormente, para efetuar a multiplicacao por
1, digitemos no campo de entrada os comandos abaizro, efetuando a multiplicacdo por i e
—1i. Os vetores z3, 24, 25 € zg Tepresentaram, respectivamente, (1+ 2i) x i, (1+ 27) % (—1),
(=24 3i)*xi e (—2+ 3i) * (—1) .

(a) “z5=2z1%1"

«24 — Zl * (—Z) ”

(b) o=z %i”

“2’6 = Z9 * (—Z) 7

Para complementar o exericio utilize a opcao “Vetor”, demarcando os vetores
associados aos complexos zy, 2o, 23, 24, 25 € 2. Ao fim destes passos, a imagem obtida

deverd ser semelhante a imagem abaizo.

Questao 2.3.2. Agora, vamos investigar, usando o Geogebra qual foi a rota¢ao propor-
cionada pela multiplicacao por i e por —i, aferindo o angulo formado entre os vetores z;

€ 23, 21 €24, 22 € 25, 29 € Zg.

Solucao utilizando o Geogebra 2.3.3.2. Para aferir o menor angulo entre os respec-

tivos vetores deve-e utilizar a opcao “Angulo”. Por exemplo, clicando no par de vetores



2.3. Sequeéncia didatica 28

Figura 2.9: Operagoes com complexos

z1 e z3 a imagem obtida serd como abaixo e a informacao de que o angulo o entre z e z3
¢ tgual a 90°. De maneira andloga, pode-se obter o menor angulo formado pelos vetores

associados a zy e z4, 23 € 25, Zo € 2. lais angulos sao, respectivamente, iguais a 90°.

Observagao 2.3.3. De modo andlogo, pode-se utilizar zs, z5 e zg. Além disso, um

exercicio natural seria investigar quanto a multiplicacao de z, e zo por outros comple-
1 . . L .

xos como por exemplo 3 2i e outros. Neste caso, se observard a variacao do modulo e a

rotagao proporcionada ao efetuar tais multiplicagoes.

A figura abaizo ilustra a forma a qual deve-se obter o angulo entre z; e zs.

Figura 2.10: Operagoes com complexos
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2.3.4 Atividade 4 - Analise investigativa da multiplicacao de

complexos nao-nulos por niimeros reais

O exercicio abaixo visa auxiliar na interpretacao geométrica da multiplicacao de

complexos nao-nulos por niimeros reais.

Questao 2.3.4. Usando o Geogebra, realize a multiplicacdo dos nimeros complexos z =
1
1+2iew=-2+4+3 por—1,0,§ e 3.

Solugao utilizando o Geogebra 2.3.4.1. Para obter o resultado da multiplicacao por
1

—1,0, 3 € 3, digite no campo de entrada do Geogebra 1+ 2i e —2 + 3i para para inserir

os complexos desejados como z1 e zy. Posteriormente, para efetuar a multiplicacao por

—1,0, 3 e 3, digita-se no campo de entrada os comandos abaizo, efetuando a multiplicacdo
1
por —1,0, 3 e 3. Os vetores z3, z4, 25 € zg Tepresentaram, respectivamente, (14 2i)-(—1),
1
(1424)-0,(1424)- 5 € (1424)-3. Analogamente os vetores zz7, zg, z9 € 210 representaram,

1
respectivamente, (—2 + 3i) - (—1), (=2 +3i) - 0,(—2+ 3i) - 3¢ (—2+3i) - 3.

(a) “z3 =2z %(—1)"
4:24 =2 07
“25 — Zl * 577
“,2'6:21*3”
(b) “z7 =z9%(—1)"
“ZS:Z2*0”
“Zg = 2 % ~»

2
“210 = 29 %x 37

Depois de introduzidos os respectivos comandos, serao obtidas as imagens abaixo
com os complexos resultantes das multiplicagoes. A primeira imagem apresenta os com-
plexos resultantes do item a) e a segunda imagem apresenta os complexos resultantes do
item b). Segue abaixo outra sugestao de exercicio a ser construida apenas com o auxilio do
Geogebra. O exercicio busca despertar a percepao sobre a “influéncia” da multiplicacao
de complexos aleatorios por nuimeros reais também aleatérios, para tanto sera utilizada

uma das ferramentas do Geogebra: “o controle deslizante”.

Questao 2.3.5. Utilizando o Geogebra observe o que ocorre com os compleros 1+ 2i e

—2 + 3i quando multiplicamos 0s mesmos por respectivos niumeros reais a e b aleatdrios?

Para investigar as multiplicacoes citadas acima, vamos introduzir os comandos

abaixo no campo de entrada. O préprio Geogebra ird sugerir a criacao de controles
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204
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o
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Figura 2.11: Operagoes com complexos - item a)

204

20

Figura 2.12: Operagoes com complexos - item b)

deslizantes. Apés a criacao de tais controles, questiona-se: “Qual(is) modificagoes podem

ser notadas no complexo ao multiplicar o mesmo por numeros reais variados?

Solugao utilizando o Geogebra 2.3.4.2. As respostas para a indagacdo proposta podem

ser obtida através da construcao abaizo.

a) Introduza no campo de entrada o comando “zy = 1+ 21" para introduzir o complexo
215
Digite no campo de entrada o comando “zy x a” e aceite a criacdo do controle des-
lizante a, obtendo um complexo z3;

Habilite o “rastro” do afizo referente ao complexo zs.

b) Introduza no campo de entrada o comando “zy = —2+31" para introduzir o complexo

22
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Digite no campo de entrada o comando “zo x V" € aceite a criacao do controle desli-
zante b, obtendo um complexo z4;

Habilite o “rastro” do afizo referente ao complexo z4.

Por fim movimente os controles deslizantes e responda 0s questionamentos. A

imagem obtida serd semelhante a exibida abaixo, apos a inser¢ao dos comandos citados

acima.
.
-
L
o 3 .
Z,=-2+3i
2 » .
L ]
25
L] .
L]
L ]
2 o) :
- - =1+
L]
L] 1.5
-
. L]
1 -
L] .;3
- [
05
L]
L]
L ]
. 0
3 -25 -2 -15 -1 -05 & 1] 04a 1 15 2
L]
-
051
L] L]
. >
a=04 - o t
L ] L ]
b=-03
L]
® -15 .
-

Figura 2.13: Operagoes com complexos - item b)

2.3.5 Atividade 4 - Situacao Problema

Neste ponto, atingimos a culminacia da sequéncia didatica, apresentando uma
situacao problema, resolvendo-a, inicialmente, com o auxilio do Geogebra e, em seguida,

apresentando sua solucao analitica.

Situacao Problema 2.3.5.1. Um jovem, chamado José, ao casar-se com Luane, ganhou
de presente do seu pai, uma drea de terra, na qual passava o rio Esperanc¢a do Sul. Tal
rio era rico em peizes. Dai, José decidiu tornar-se pescador. Para facilitar seu trabalho,
José costumava demarcar sua drea de pesca com varetas de madeira. No entanto, em
certa ocasido, devido a uma forte tempestade, a correnteza, associada aos fortes ventos,
arrancarrou duas dessas varetas.

Sabendo-se que a drea de pesca do José tem formato quadrangular, cujas marcacoes
das varetas representam dois vértices consecutivos deste quadrado. A questdo do José € a

sequinte: como descobrir a posicao das varetas arrancadas?
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Seja o segmento AB um lado de um quadrado determinado pela drea de pesca
cujas coordenadas de A e B sdo A = (1,1) e B = (3,2). Determine os outros vértices do

quadrado para que os pescadores voltem a ter determinada a sua drea de pesca, sabendo

que a drea se encontra ao norte da ponte. A situacao proposta pode ser ilustrada na figura
6

abaizo.

Figura 2.14: Tlustracao do rio

6 Apenas uma curiosidade: este problema é baseado em um situacdo real vivenciada pelo autor do

N

presente trabalho, em uma viagem a uma cidade do baixo sul do estado da Bahia. Evidenciando as

caracteristicas de significado que a atividade buscar promover ao estudante.



2.3. Sequeéncia didética 33

Solugao utilizando o Geogebra 2.3.5.1. A solucdo da questao usando o Geogebra serd

feita em 3 etapas.

Primeira etapa

Inicialmente, os alunos irao reproduzir a situa¢ao proposta no software Geogebra.
Esta etapa pode ser realizada através de comandos simples. Os mesmos sao apresentados

abairo, numa sequéncia de passos.
(1) Marcar o ponto (1,1);
(2) Marcar o ponto (3,2);

(8) Com o auzxilio da ferramenta auxiliar “Renomear”, renomear o ponto (1,1) como A

e o ponto (3,2) como B.

Apds a realizagao dos passos citados acima, os alunos devem obter uma imagem

semelhante a apresentada abaizo.

Figura 2.15: Ilustracao da primeira etapa do problema
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Segunda etapa

Nesta etapa o aluno ird rotacionar, em 90°, o ponto B em torno do ponto A.

Para tanto, o mesmo deve sequir a sequéncia de passos abaixo.

(1) Marcar o segmento AB;

(2) Utilizar a opgao “controle deslizante” para criar um dangulo « variando entre 0°
e 360° (Esta ferramenta possibilitard o aluno visualizar a rotag¢dao do ponto B em

torno do ponto A a partir de qualquer angulo entre 0° e 360°);

(8) Utilizar a op¢ao “rotagao em torno de um ponto” e rotacionar o ponto B em torno
do ponto A, em « graus, no sentido anti-hordrio, obtendo o ponto B'. FEste ponto
¢ um dos quais sao buscados no problema proposto. (Solicite aos alunos que variem
o valor de [ utilizando o controle deslizante e indague-os a respeito de qual angulo

o controle deslizante 8 deve ser fizado);
(4) Fizar o controle deslizante [3 no valor de 90°;

(5) Marcar o segmento AB'.

Apds a realizacao dos passos citados acima, os alunos devem obter uma imagem

semelhante a apresentada abaixo.

-3

-4

Figura 2.16: Ilustracao da segunda etapa do problema
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Terceira etapa

De maneira andloga a anterior, o aluno ird rotacionar, em 90°, o ponto A em

torno do ponto do ponto B. Nesta etapa, ficard evidente a regido associada a drea de

pesca, quando, ao fim da construcdao, o aluno marcar os lados restantes do quadrado.

Para tanto, o mesmo deve sequir a sequéncia de passos abaixo.

(1)

(3)

(4)
(5)
(6)
(7)

Utilizar a opgao “controle deslizante” para criar um angulo B variando entre 0°
e 360° (Esta ferramenta possibilitard o aluno visualizar a rotagdo do ponto A em

torno do ponto B a partir de qualquer angulo entre 0° e 360°);

Utilizar a opcao “rotacdo em torno de um ponto” e rotacionar o ponto A em torno
do ponto B, em B graus, no sentido hordrio, obtendo o ponto A’. Este ponto € um
dos quais sao buscados no problema proposto. (Solicite aos alunos que variem o
valor de a utilizando o controle deslizante e indague-os a respeito de qual angulo o

controle deslizante « deve ser fizado);

Fizar o controle deslizante o mo valor de 90°;
Marcar o segmento BA!;

Marcar o segmento B'A’;

Utilizar a ferramenta “Poligono” para evidenciar o quadrado ABA'B’, o qual repre-

senta, justamente, a drea de pesca.

Apds a realizacao dos passos citados acima, os alunos devem obter uma imagem

semelhante a apresentada abaixo.

Figura 2.17: Tlustracao da terceira etapa do problema

Sobrepondo a solucao acima, na drea correspondente, no esperanca do sul, temos

a figura acima.
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Figura 2.18: Figura conclusiva do problema

Para complementar a atividade, sugere-se que a atividade seja resolvida usando
os conteudos sobre nimeros complexos apresentados anteriormente, como a seguir. Pri-
meiramente rotaciona-se em 90° o ponto B em torno de A, obtendo um ponto D que sera

um dos vértices do quadrado. Para tanto, seguiremos os seguintes passos:

e Encontrar um ponto C = B — A;”

e Rotacionar C' em 90° no sentido anti-horario obtendo C’, para tanto iremos multi-

plicar C' por i;
e O ponto D = "+ A serd um dos vértices do quadrado.

Analogamente, rotacionaremos em 90° o ponto A em torno de B obtendo um

ponto F' que serd o ultimo vértice do quadrado. Para tanto basta sequir os passos abaizo:

e Encontrar um ponto £ = A — B,

e Rotacionar E' em 90° no sentido horario obtendo E’, para tanto iremos multiplicar

E por —i;
e O ponto F = E’ + B seré o vértice que restava ao quadrado.

De fato, C = B—A = (2,1) = C" =C-i=C = (-1,2) = C+A =
(-1,2) + (L) = (0,3) =D, e, E=A—B = (~2,-1) = E' = C - (—i) = E' =
(-1,2)=E'+B=(-1,2)+(3,2) = (2,4) = F.

7Como mencionado anteriormente, um ponto do plano estd associado & um complexo. Desta maneira,

faz sentido tal subtracao.
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2.4 Reflexoes sobre a Sequéncia Didatica

Uma sugestao para a realizagao da atividade envolvendo a situacao problema
seria apresentar, inicialmente, um video (ou foto) ilustrativo de um rio.

Uma outra recomendacao que consideramos importante é que, inicialmente, o
professor descreva a situacao problema usando o maximo possivel de uma linguagem
visual, em outras palavras, ao invés de dizer que uma darea de pesca tem o formato
quadrangular e que a marcacao de seus vértices é feita através de pequenas varetas de
madeira, como é feita no problema, ele construa um desenho (que pode ser no quadro de
giz), conjuntamente com os estudantes e, a partir dai, concluam que a figura geométrica
que (melhor) corresponde a esta descrigao é a de um quadrado.

Para concluir, acrescentamos a importancia de o professor oferecer a turma a
oportunidade de discutir/refletir sobre a atividade, por exemplo, permitindo a discussao
sobre a solugao obtida da forma analitica com a solucao obtida com o Geogebra. Também
é relevante questionar sobre as principais dificuldades ao usar o Geogebra para encontrar
a solucao?

Aqui ressalte-se que, nao ha reducionismo da complexidade que envolve os pro-
cessos de ensino e aprendizagem, o que se propos foi, tao somente, estabelecer o vinculo
com resultados oriundos de uma pesquisa com os contetidos que serao tratados no pre-
sente trabalho. A divisao da sequéncia didatica em atividades com diferentes objetivos

visa possibilitar ao aluno o avanco em niveis. Tem-se ainda que,

A inclusao dos niimeros complexos nos parametros curricu-
lares para o ensino médio e suas relagoes com o conteudo de
outras disciplinas como a Fisica, a Engenharia, os Circui-
tos Elétricos, a Topografia, a Informatica e a Cosmologia
apontam para a importancia destes conteidos na formagao
matematica do aluno. ([1], 2006, p. 17-18).

Assim sendo, fica claro que tratar os nimeros complexos, apenas, como ferramen-
tas matematicas abstratas, sem aplicagoes, é, sim, um reducionismo das potencialidades
que podem ser apresentadas para este conteido. A aplicabilidade dos niimeros complexos
e das especificidades envolvidas neste viés mateméatico pode se dar em torno do mesmo. O
processo de ensino-apredizagem construido a partir das etapas propostas suaviza e sugere
ao aluno a resolucao da situacao problema tomando como base as atividades anteriores e
portanto o conhecimento de niimeros complexos associado a utilizagao do Geogebra como
ferramenta auxiliar do processo.

Apresentar os numeros complexos a partir de uma situacao problema, desta
forma, faz com que a atividade se torne desafiadora e atraente para o estudante, de modo

que ele desenvolva habilidades procedimentais e atitudinais, favorecendo o seu aprendi-

zado e buscando uma significagao dos conceitos.
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Acrescentamos, ainda, a possibilidade natural que o professor tem de explorar,
neste ponto, as questoes referentes a existéncia de outros conjuntos numéricos. Apenas

propondo o seguinte questionamento aos estudantes.

Questao 2.4.1. Vocés usaram os numeros complexos para resolver problemas de rotacao
no plano. Vocés acham que eles podem ser usados para resolver problemas no espago

tri-dimensional?

A andlise das respostas apresentadas pelos estudantes ao questionamento anterior,
pode sugerir um trabalho, como, por exemplo, uma atividade transversal versando sobre
o tema: rotagoes no espaco tri-dimensional, como fazer? Como veremos, esta discussao
esta intimamente ligada com os quatérnios de Hamilton, tratada no capitulo 4. Também
acrescentamos como uma proposta de atividade, que pode ser desenvolvida pelo professor,
visando estimular os estudantes, leituras relacionadas sobre o tema: rotacoes no plano e
no espaco. Na secao 4.3 apresentamos algumas aplicagoes do tema, que podem servir
como referéncia de leitura. Apds a leitura escolhida, sugerimos uma reflexao com a turma

sobre a atividade desenvolvida.



Capitulo 3

Conjuntos numeéricos: dos naturais

aos complexos

Neste capitulo apresentaremos a construgao dos nimeros naturais, inteiros, raci-

onais, reais e complexos. As principais referéncias utilizadas foram [10, 15].

Antes da construcao formal dos conjuntos aos quais nos referimos antes, des-
tacamos o seguinte fato (curioso, e talvez surpreendente) sobre os bebés. As pesquisas
mostram que os bebés possuem certas habilidades matematicas de contagem. De fato,
as pesquisas nesta diregdo ndo afirmam que os participantes envolvidos (os bebés) te-
nham consciéncia do conceito formal de nimero, mas possuem uma certa compreensao
do tamanho de pequenos conjuntos, denominada por alguns pesquisadores de numero-
sidade. Diante disso, nao é absurdo afirmar que nascemos com uma certa capacidade
matematica ja previamente estabelecida, ou ainda que sabemos contar antes mesmo de
aprender a falar.! Com o desenvolvimento de um idioma, os individuos podem dedicar-se
com o aprendizado formal do conceito abstrato de nimero, o qual ocupa, certamente,
um lugar de destaque na matematica. Naturalmente a evolugao do tempo permite que
este individuo aprenda conhecimentos matematicos mais complexos (claro, respeitando as
capacidades, habilidades e o tempo de cada individuo), como por exemplo, o conceito de
classificacao. Aqui em destaque: a classificacao de niimeros em colecoes, denominadas de

conjuntos numéricos.

Agora a construgao (formal) dos conjuntos numéricos.

IPesquisadores constataram que bebés de dois dias de vida podem fazer operacoes mateméticas de

adigdo e subtragdo (para detalhes veja, por exemplo, [7]). “grifo nosso”.

39
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3.1 Os numeros naturais

A construcao do conjunto dos nimeros naturais apresentada aqui é atribuida a
Giussepe Peano (1858 —1932). Nesta construgao, Peano exibe uma lista com trés axiomas,
denominados posteriormente de Axiomas de Peano, a partir dos quais, o conjunto dos
numeros naturais serd visto simplesmente como qualquer conjunto de simbolos que atenda

a tals axiomas.

Axiomas de Peano: Existe um conjunto N (o qual serd chamado de conjunto dos
numeros naturais) e uma func¢ao s : N — N (a qual serd chamada de funcao sucessor),

tal que:
(A1) A fungao s ¢ injetora;

(As) Existe um elemento no conjunto N, o qual serd denotado por 0 (16-se “zero”), que

nao estd na imagem de s. Simbolicamente, 0 ¢ Im(s);

(A3) Se X C N é um subconjunto tal que 0 € X e, para todo, n € X, tivermos também
s(n) € X, entdo X = N. Este axioma é referido como o Principio ou Axioma da

Inducao.
O préximo teorema nos permitird compreender a igualdade N = {0,1,2,3,--- }.
Teorema 3.1.1. Seja s : N — N a fungao sucessor, entao:

(i) s(n) # n, para todo n € N.

(i) Im(s) =N\ {0}.
Demonstracao. De fato,

(i) Seja X = {n € N : s(n) # n} C N. Pelo axioma A,, temos que 0 € X pois
0 # s(0). Pelo axioma As, resta-nos mostrar que para todo n € X, temos s(n) € X.
De fato, dado um elemento n de X, temos que s(n) # n, dai, aplicando a fungao
s em ambos os membros desta desigualdade, e usando o axioma A;, obtemos que

s(s(n)) # s(n) e, portanto, segue que s(n) € X, como querfamos mostrar.

(ii) Seja X C N, tal que X := {0} U Im(s), queremos mostrar que X = N. De fato,
0 € X e, além disso, para todo n € X, tem-se que s(n) € I'm(s) C X. Dessa forma,
pelo axioma da inducdo, X = N e, portanto, Im(s) = N\ {0}, como querfamos

mostrar. O

Observacao 3.1.2. O item (i) do teorema anterior estabelece que nenhum elemento de
N € sucessor de si mesmo, enquanto que o item (ii) diz que 0 € o unico elemento de N

que nao € sucessor de nenhum outro elemento de N.
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Como uma consequéncia imediata do teorema anterior, temos que:

N = {0,5(0), 5(5(0)), s(s(s(0))), - - }-

A partir dai, podemos dar significado aos simbolos um, dois, trés, quatro e, assim
sucessivamente, tal qual conhecemos, hoje, da seguinte forma: s(0) = 1 (lé-se “um”);
s(1) = 2 (le-se “dois”); s(2) = 3 (lé-se “trés”); s(3) = 4 (lé-se “quatro”); s(4) = 5
(lé-se “cinco”) e assim por diante. Dessa forma, N = {0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))),---}
{0,1,2,3,--- }.

Neste texto, dado um conjunto numérico A, denotaremos A* como sendo A\ {0}.

3.1.1 Operacgoes com naturais

Definigao 3.1.3 (adicao de naturais). Definimos a adi¢do de dois nimeros naturais, m

e n, de maneira recursiva, do sequinte modo:
(+): NxN — N
m+0=m
(m,n) — m+n:=
m + s(n) = s(m +n)

Equivalentemente,

(+): NxN — N
m—+0=m
(m,n) = m+n:= m+s(0)=s(m+0)=s(m)
m+ s(s(0)) = s(m + s(0)) = s(s(m)),
e assim por diante.

Observagao 3.1.4 (apenas esclarecendo um pouco da natureza recursiva da defini¢ao
anterior). Observe que existem duas possibilidades para adigdo de dois niumeros naturais
m e p. A primeira possibilidade € p = 0, neste caso, pela definicao da adi¢ao no conjunto
N, temos que m +p = m. A outra possibilidade € p # 0, neste caso, temos que p é
sucessor de algum natural, digamos n, ou seja, p = s(n). Dessa forma, pela definicio da

adi¢ao no conjunto N, seque que m +p =m+ s(n) = s(m +n).
Proposicao 3.1.5. A adigcao de nimeros naturais estd bem definida.

Demonstragao. Consideremos o conjunto S, = {m € N; m + n estd definida} para cada
m € N fixado arbitrariamente. Note que 0 € S,,, pois m + 0 = m, por definicao da
operacao de adicao dos naturais. Além disso, para todo n € S,,, pela construcao do
conjunto S,,, temos que m-+n estd bem definida. Sendo assim, s(n) € S,,, pois m+s(n) =

s(m + n) estd bem definido. Logo, pelo Principio da indugao, S,, = N. O
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Proposigao 3.1.6. Para todo natural m, tem-se s(m) = m+1 e s(m) = 14+m. Portanto,

m+1=1+m.

Demonstracao. De fato, m +1 = m + s(0) = s(m + 0) = s(m). Por outro lado, para
mostrar que s(m) = 1+m, serd utilizado um conjunto A = {m € N;s(m) = 1+m}. Sera
utilizada a indugao para mostrar que A = N. Tem-se que 0 € A pois s(0) =1 =1+0.
Sendo m € A, tem-se que s(s(m)) = s(1 4+ m) =1+ s(m). Dessa forma, se m € A entao

s(m) € A e pelo principio da indugao conclui-se que A = N. O]

Defini¢ao 3.1.7 (multiplicagao de naturais). Definimos a multiplica¢ao de dois nimeros

naturais, m e n, designada por m -n, da sequinte forma:

(): NxN - N

m-0=0
(m,n) — m-n:=
m-(n+1)=m-n+m

Usualmente, sera utilizada a notacao de justaposicao para a multiplicacao. A

(132

utilizagao da notagao serd feita apenas quando for conveniente ou necessario.

Proposicao 3.1.8. Para todo m € N, tem-se que Om = 0.

Demonstracao. De fato, sendo m um natural fixado arbitrariamente e A = {m € N; Om =
0} tem-se que 0 € A, pois por definicdo 0-0 = 0. Além disso, supondo que k € A tem-se
que 0-k=0entao 0-s(k) =0-(k+1) =0-k+0=0-k =0 (na ultima igualdade
foi usada a hipdtese de indugao). Sendo assim, 0 - s(k) = 0 e tem-se que se k € A entao
s(k) € A. Assim, A = N e, como m foi fixado arbitrariamente, a propriedade é valida

para qualquer natural m. O
Proposicao 3.1.9. Sejam m e n naturais quaisquer. Se m +n =0, entao m =n = 0.

Demonstra¢ao. Supondo por absurdo que n # 0, entdo n = s(n;) = ny; + 1, assim
m+n=m+(ng+1)=(m+ny)+1=s(m+ny). Contradigao, pois 0 ndo é sucessor

de nenhum natural. O

Para a construcao dos conjuntos Z e Q sera necessario a introdugao do conceito

de relacao de equivaléncia, o qual trataremos a seguir.

3.2 Relacao de equivaléncia

Classificar os objetos de uma certa colecao é um importante problema na ma-
tematica moderna. Em geral, tal classificacao visa estabelecer condigoes sobre as quais

dois objetos desta colecao sao essencialmente os mesmos. Uma ferramenta bastante ttil e
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amplamente utilizada pelos matematicos para classificar elementos de um dado conjunto

fixado é a relacao de equivaléncia.

Definigao 3.2.1 (relagao de equivaléncia). Uma relagdo bindria R € dita ser uma relagao

de equivaléncia em um conjunto A, se R for:
(i) reflexiva, isto é: aRa, para todo a € A;
(ii) simétrica: isto é: se a,b € A e aRb, entao bRa;
(111) transitiva: isto é: para a,b,c € A, se aRb e bRc, entao aRc.

Dada uma relacao de equivaléncia R em um conjunto A, tal que aRb, a,b € A,
diz-se que a é R-equivalente a b ou, simplesmente, a é equivalente a b, quando nao houver

perigo de confusao, com respeito a relacao de equivaléncia R.

Definicao 3.2.2. Sejam R uma relagdo de equivaléncia num conjunto A e a € A um
elemento fizado arbitrariamente. O conjunto @ = {x € A; xRa} chama-se classe de equi-
valéncia de a pela relacio R. Ou seja, a € o conjunto constituido por todos os elementos
de A que sao equivalentes a a. O conjunto quociente de A por R, denotado por i serd
usado para significar o conjunto constituido de todas das classes de equivaléncia em A

pela relagao R, ou seja, = {@;a € A}.

Teorema 3.2.3. Sejam R uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A e a e b ele-

mentos quaisquer de A, entao:
(i) a € a;
(i) @ = b < aRb;

(i) a#b=anb=0.

Demonstragao. Sejam R uma relacao de equivaléncia em um conjunto A e a e b elementos

quaisquer de A.

(i) Temos, por defini¢ao, que @ = {z € A; xRa}. Queremos mostrar que a € @, ou seja,
que aRa, mas, R é uma relagao de equivaléncia, dai, qualquer que seja a € A vale

a propriedade reflexiva e, portanto, a € a.
(ii) Sejam @ = {x € A; 2Ra} e b= {x € A; xRb}.

(=) Pelo item (4), temos que a € @, mas, por hipétese da ida, @ = b, dai, tem-se

que a € b, logo aRb.
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(<) Supondo aRb, para mostrar que a = b é necessario mostrar que a C be que a
O b. De fato, seja a € a. Por hipétese aRb, entdo a € b, ou seja @ C b. Por
outro lado, seja b € b. Por hipétese aRb e, além disso, R é uma relacdo de

equivaléncia, portanto é simétrica. Dal bRa, consequentemente b € @;

(iii) Vamos provar por reducao ao absurdo, ou seja, que sendo @ # b, ocorra que aNb # ().
Mas, se existe ¢ € a N b, entao ¢ € @ e ¢ € b, mas isto acarreta que cRa e cRb. Do
fato que R é uma relagao de equivaléncia, e, portanto, transitiva e simétrica, temos

que aRb. Dai, do item (ii), segue @ = b, o que contraria a hipétese, do absurdo. =

A propriedade (i) do teorema anterior garante que qualquer elemento de uma
referida classe de equivaléncia pode ser o representante da mesma, ja o item (iii) eviden-
cia que duas classes de equivaléncia distintas sao disjuntas e, portanto, uma relacao de
equivaléncia determina uma particao num determinado conjunto e vice-versa. Além disso,
as classes de equivaléncia determinadas por uma relacao sao justamente os subconjuntos

disjuntos da referida particao.

Exemplo 3.2.4. Seja A um conjunto e A=A UAs UA3U---U A, uma parti¢ao finita
de A, isto é, decomposi¢cio de A como unido finita de uma familia de subconjuntos de A
que sao dois a dois disjuntos e nao vazios. Para x ey € A, definimos a sequinte relagcao
R: xRy quando x ey pertencem ao mesmo elemento da particao. Em simbolos: xRy <

existe 1 € {1,--- ,n} tal que z,y € A;.

A relagao R € uma relacdo de equivaléncia em A. De fato, a relagdao citada acima

€ de equivaléncia, pois €
(i) reflexiva: se x € A, claramente x € A; e assim, xRx;
(i) Simétrica: se v,y € A e xRy, entao x,y € A;, portanto, yRzx;

(iii) transitiva: sejam x,y,z € A, xRy e yRz. Dessa forma, x,y € A; e y,z € A;
comi,j € {1,---,n}. Como y estdi em A; e em A;, e sabemos que o0s conjuntos
sao disjuntos dois a dois, concluimos que © = j e portanto, x e z estao no mesmo

conjunto A;—;, logo, xRz.

O proximo exemplo tem um interesse especial no presente trabalho, pois sera
usado na definicao do conjunto dos ntimeros inteiros. Por este motivo, denotaremos a

relacao de equivaléncia pelo simbolo ~.

N x N
Exemplo 3.2.5. A relagao ~ em el definida por (a,b) ~ (¢,d) quando a+d =b+c
¢ uma relagdo de equivaléncia. De fato, sejam (a,b), (c,d), (e, f) € N x N, nota-se que ~

é:
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(i) reflexiva: (a,b) ~ (a,b), pois a+b=b+a jd que a adi¢ao de naturais é comutativa;

(ii) transitiva: (a,b) ~ (c,d) e (¢,d) ~ (e, f) = (a,b) ~ (e, f), pois, por hipdtese,

a+d=b+cec+ f=d+e. Dai, Somando as equacoes membro a membro:

(a+d)+(c+f) = (b+c)+(d+e)=
(d+a)+(f+c) = (c+b)+(e+d) =
d+(a+f)+c = c+(b+e)+d=
(a+f) = (b+e)=
(a,0) ~ (e f).

(111) Simétrica: (a,b) ~ (¢,d) = (¢,d) ~ (a,b), poisa+d=b+c=c+b=d+a, ji

que a adi¢cao € comutativa em N.

Abaixo alguns exemplos de classes de equivaléncia da relacao ~ definida acima.

Exemplo 3.2.6.

¢ (0,3) = {(1,4),(2,5),(3,6),--- },
e (0,2) = {(1,3),(2,4),(3,5),--- };
e (0,1) ={(1,2),(2,3),(3,4),-- };
¢ (0,0) ={(1,1),(2,2),(3,3),--- };
e (1L0)={(21),(32),43),---};

2’0) = {(3’ 1)7 (47 2)7 (5a3>a T };

[ ]
—~

e (3,0)={(4,1),(5,2),(6,3),--- }, e assim por diante.

Observagao 3.2.7. Note que a notagao (a,b) expressa essencialmente a —b. De fato,
(a,b) ~ (¢,d) & a+d=b+csa—b=c—d. (3.1)

Para a primeira equivaléncia usa-se a definicao da relagao ~, ja para sequnda, usa-se a

nog¢dao de elemento simétrico (defini¢ao 5.2.17).
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3.3 Os numeros inteiros

Diferentemente da apresentacao usual realizada no ciclo escolar basico, nesta
secao, o conjunto dos numeros inteiros sera definido como um conjunto de classes de
equivaléncia, o que nos permitira evidenciar que este nao se caracteriza como um mero

“espelho” do conjunto dos nimeros naturais (detalhes na se¢ao 3.8).

Definigao 3.3.1. Seja a relagao ~ definida no exemplo 3.2.5. Definimos o conjunto dos

numeros inteiros, o qual denotaremos por Z, como sendo:

_NXN_

~Y

7 :

{(a,b); (a,b) € N x N}.

A partir da observacao (3.2.7) podemos associar as classes de equivaléncia do

exemplo 3.2.6, com a apresentacao usual do conjunto dos numeros inteiros. De fato,

(0,3) = =3; (0,2) = —=2; (0,1) = —1 e assim por diante. Com isto, podemos escrever

Z=4--,-3,-2,—1,0,1,2,3,--- }.

3.4 (Os numeros racionais

Definicao 3.4.1. Considere o conjunto Z X Z e a relacao de equivaléncia R definida por

(a,b)R(c,d) < ad = be. Definimos o conjunto dos nimeros racionais, Q, como sendo:

— L X
= {Tm e 5 R }. (3:2)
Se (a,b),(c,d) € Z x Z*, entao % = CEZ se, e somente se ad = be. Em particular, dado

7 X 1*

(a,b) € , denotaremos por % (le-se a sobre b) a classe de equivaléncia (a,b) pela
relacao R. Ou seja,
a Y/

3.5 Os numeros reais

Existem algumas maneiras de notar que o conjunto Q dos niimeros racionais nao
atende a uma ideia de “completeza’, no sentido de que existem determinadas medidas que
nao podem ser expressas como racionais. Tal situagao pode ser observada, por exemplo,
ao tentarmos obter a medida da diagonal de um quadrado de lado 1, a qual pode ser
obtida, mediante aplicacdo direta do teorema de Pitdgoras, como sendo v/2, o qual nio é

P . . a . .
um numero racional. De fato, suponha que exista 7 com a e b primos entre si, tal que
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(%)2 = 2. Neste caso, a? = 2b?, portanto a? é par pois é o dobro de b?. Para que a? seja
par é necessario que a seja par, ou seja, a = 2s, s € Z. Dessa forma, (25)? = 2b% e de
maneira andloga conclui-se que b? é par e portanto b é par. Porém, sendo a e b pares ha
uma contradi¢ao com a hipdtese de que a e b sao primos entre si.

A ideia intriseca da construcao dos nimeros reais é justamente completar o con-
junto dos numeros racionais criando um sistema continuo de nimeros. Usualmente o
estudo/construgao dos nimeros é feito via cortes de Dedekind ou sequéncias de Cau-
chy. Embora ambas as construgoes guardem uma riqueza de detalhes matematicos que
merecam ser explorados, neste trabalho sera feita a construcao dos reais via Cortes de De-
dekind. A nocao de corte foi introduzida por R. Dedekind, mas as ideias gerais remontam
a Eudoxio (408-353 a.C.).

Definicao 3.5.1. Um conjunto o de numeros racionais diz-se um corte se satisfizer as

sequintes condicoes:

(i) 0 #a#Q;
(ii)) Sere€a, s€Q es<r entio s € a;

(11i)) Em « nao existe elemento mdzimo.

Exemplos 3.5.2. Sequem abaizo alguns exemplos de conjuntos e as respetivas avaliagoes

Se 08 mesmos sao cortes ou nao.

2
(a) cy = {m €eQr< 5}’
De fato, oy é um corte, pois:

(i) E notdvel que o, # () pois 0 € ay. Além disso, oy # Q pois 1 & ay;

g 2 , 2 _
(ii)) Ser € ag, s € Q e s < r tem-se que r < 3 sendo assim, s < 3 e assim,

S € aqy

(111) Suponha que oy possua elemento mdximo m. Dessa forma, m > r, qualquer

‘ ;o , r+y
que seja r € ay. Porém, € possivel provar que: © <y = x < 5 <y (ver
2
m+
(m+3)

[?]). Consequentemente, m < <3 Isto contradiz a mazimalidade

2
de m. Logo, ay nao possui elemento mdzimo.

3
() 0z = {re Qi > 2}
Note que ay ndo € um corte, pois nao atende ao item (ii) da definicao de corte. De
fato,

4 2 2 4 2
(i) Note que 5 € o, R €eQ e < R porémg & ay.
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3
(¢) as={r e Qz < 2};
Note que aig nao é um corte, pois nao atende ao item (iii) da defini¢io de corte. De
fato,

(111) ag possui elemento mdzimo o

8
(d) Q4:{ZE€@,—3<1’< g},
Note que oy ndo é um corte, pois nao atende ao item (i) da defini¢do de corte. De
fato,

(i) Note que —2 € oy, —3 € Q e —3 < —2 porém —3 & ay.

(@) Q5 = Q*;
Note que a5 ndo é um corte, pois nao atende ao item (ii) da defini¢do de corte. De

fato,

(1) Note que 1 € a5, 0 € Q e 0 < 1 porém 0 & as.

3
(f) Qg = {1747 3}7
Note que ag nao é um corte, pois nao atende aos itens (ii) e (iii) da definicio de

corte. De fato,

(i) Note que 4 € o, 3 € Q e 3 < 4 porém 3 & ag;

(111) o possui elemento mdzimo 4.

Observacao 3.5.3. O corte « = {z € Q;z < r, com r € Q} é denominado corte
racional, representado por r* e o corte a = {x € Q,;x* < 2} U Q7 € denominado corte

rracional.

Definicao 3.5.4. O conjunto formado por todos os cortes, racionais ou irracionais, €
chamado de conjunto dos niumeros reais e seus elementos de niumeros reais e denotado

por R.

Note que, de acordo com as defini¢bes acima, um numero real é um corte. Além
disso, um nimero racional é um corte racional e um nimero irracional é um corte irraci-

onal.

3.6 Os numeros complexos

Definigao 3.6.1. Sejam (a,b), (c,d) € R2. Definimos o conjunto dos nimeros comple-
zos, e denotamos por C, como sendo o conjunto R? munido das operacoes de adigdo e

multiplicacao, definidas da sequinte forma:
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(+) : R? x R? — R?
((a,0); (¢,d)) = (a,b) + (¢, d) := (a+ ¢, b+ d)

() : R? x R? — R?
((a,b); (¢,d)) — (a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc)

Um elemento z € C serd denotado por z = a + bi.

Cabe ressaltar que a notagao a + bi nao representa verdadeiramente uma soma,
ja que a e bi nao podem ser adicionados.

No século XTX o matematico irlandés, William Rowan Hamilton mostrou que os
nimeros complexos e o conjunto R? sao isomorfos. Tal fato, justifica a identificacao usual
de um ndmero complexo z = a + bi com o par ordenado (a,b) € R%. De fato, a defini¢io
aqui apresentada (3.6.1) é baseada neste resultado provado por Hamilton. Mais ainda,
esta identificagao no permite observar, de forma natural, um elemento z € C, como um
elemento do conjunto R + Rs.

No que segue nos proporemos a mostrar as inclusces N C Z € Q C R C C. Para

tanto, precisaremos do conceito de relagao de ordem, o qual apresentamos a seguir.

3.7 Relacao de ordem

Nesta secao, trataremos de um outro importante conceito em matematica, a
saber: relacao de ordem, o qual serd necessario para formalizar as inclusoes de conjuntos
com certas propriedades algébricas importantes no contexto de estudo deste trabalho.

Intuitivamente, uma relagao de ordem é uma relacao binaria que pretende captar

o sentido de maior e menor, em um dado conjunto. Precisamente,

Defini¢ao 3.7.1 (relacdo de ordem). Uma relagao bindria R em conjunto nao vazio A
diz-se uma relacdo de ordem em A quando satisfizer as condi¢des sequintes, para quaisquer

x,y,z € A:

(i) reflexiva: xRx;

(ii) antissimétrica: Se xRy e yRx, entao x = y;
(111) transitiva: Se xRy e yRz, entdo vRz.

Se um conjunto nao vazio A for munido de uma relacdo de ordem, diz-se que o

conjunto A € ordenado.

Exemplo 3.7.2. Seja A um conjunto qualquer e P(A) o conjunto das partes de A. A
relagdo de “inclusao” sobre P(A) é uma relagao de ordem. De fato, sejam X,Y,Z € P(A),

tem-se que C é:
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(i) reflexiva, pois todo conjunto estd contido nele mesmo;
(i) transitiva, pois X CY eY C Z implica que X C Z;

(111) antissimétrica, pois X CY eY C X implica que X =Y.

3.7.1 Relagao de ordem em N

Definicao 3.7.3. Sejam m,n € N, diremos que m € menor do que ou igual a n e indica-
mos por m < n, se existir p € N tal que n = m+p. No caso em que, m < n, mas m # n,

diremos que m € menor que n e indicamos por m < n.

Observacao 3.7.4. Dizer que m é menor do que ou igual a n € equivalente a dizer que

n € maior do que ou igual a m. Analogamente, se n < m diz-se que m € maior do que n.

Proposicao 3.7.5. A relacao < citada na definicao acima é uma relacao de ordem em
N.

Demonstracao. Para que a relagao < seja uma relacao de ordem é necessario que a mesma

seja: reflexiva, antissimétrica e transitiva. De fato,

(i) < é reflexiva: Seja m um natural qualquer, tem-se que m = m + 0. Sendo assim,

m < m.

(ii) < é antissimétrica: Sejam m e n numeros naturais quaisquer. Se m < nen <m
entao existem p; e po, também naturais, tais que n = m + p; e m = n + py. Sendo
assim, m = m+p; + ps = p1 +p2 = 0. Ja foi mostrado que, neste caso, p; = ps =0

e consequentemente m = n.

(iii) < é transitiva: Sejam m,n, [ naturais quaisquer. Se m < n e n < [ entdo existem
p1 € p2, também naturais, tais que n = m + p; e [ = n + po. Sendo assim, [ =

m+p1+ps =1 =m+ppara p =p; + ps € N. Dessa forma m <.
Dessa forma, < é uma relacao de ordem em N, como queriamos mostrar. O

Proposicao 3.7.6 (tricotomia dos naturais). Para quaisquer m,n € N, uma, e apenas

uma, das sequintes situagdes pode ocorrer: ou (i) m < n; ou (ii) m = n; ou (iii) m > n.

Demonstracao. Para demonstrar a proposicao acima, sera evidenciado que duas delas nao
podem ocorrer de forma simultanea e que obrigatoriamente uma delas deve ocorrer.

De fato, supondo que (i) e (ii) ocorrem ao mesmo tempo, n =m+p (p € N*) e
m = n. Dai, m = m+p (p € N*),e consequentemente p = 0, o que é contradigao. De

forma andloga, (i7) e (#i7) nao podem ocorrer simultaneamente. Caso (i) e (7ii) ocorressem
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ao mesmo tempo, n. = m+p; (p1 € N*) e m =n+py (p2 € N*) entdom = (m—+p;)+ps =

m + (p1 + p2). Assim, p; + ps = 0 = p; = p2 = 0 0 que é contradigao, pois p1,ps € N*.
Seja M = {n € Nym < noum =mnoum > n}, entdo 0 € M pois 0 = m ou

m # 0. Caso m # 0, entao, como mostrado anteriormente, m > 0. Se k € M entao

m < k oum =k ou m > k. Analisando os trés casos separadamente:

(1) Se m < k entao k = m+p (p € N*). Sendo assim, s(k) =k+1=(m+p) +1=
m+ (p+1) = k+1=m+ pi(p1 = s(p)), consequentemente, k + 1 > m e dessa
forma, s(k) € M;

(2) Se m =k entdao m+ 1 = k + 1. Sendo assim, k + 1 > m e dessa forma, s(k) € M,

(3) Sek <mentaiom="k+p (peN*). Sendo assim, p=p' +1=m=k+(p'+1) =
k+(1+p) = (k+1)+p". Sep’ =0entdo m = k+1 e consequentemente, s(k) € M.
Se p’ # 0, entdo m < k + 1 e dessa maneira, s(k) € M.

Dessa forma, pelo principio da indugao, M = N. Assim, a Lei da tricotomia é valida para

todos os naturais. O

Assim como nos naturais, serd estabelecida uma relacdo de ordem nos inteiros.
Para tanto serao utilizadas as mesmas nocoes e motivagoes usadas nas defini¢oes de adicao

e multiplicacao.

3.7.2 Relacao de ordem em Z

Defini¢ao 3.7.7. Dados os inteiros (a,b) e (c,d), escrevemos (a,b) < (c,d) (lé-se (a,b)
¢ menor do que ou igual a (c,d)), quando a+d < b+ c.

Teorema 3.7.8. A relacao < definida anteriormente € uma relagdo de ordem em Z, ou

seja, para o = (a,b), 8 = (¢,d),y = (e, f) € Z, tem-se que < é:
(i) reflexiva: a < a;
(ii) antissimétrica: « < e <a=a=0;

(11i) transitiva: a < B e <vy=a<7.

Demonstracao.

(i) De fato,a+b=0+a = (a,b) = (a,b) = a=a=a < a;

(ii) Por hipétese, (a,b) < (¢,d) e (¢,d) < (a,b). Sendo assim, a+d <b+cec+b < d+a.

Dessa forma, pela tricotomia dos naturais, tem-se que a + d = b + ¢, ou seja, a = f3;
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(iii) Tem-se, como consequéncia da hipétese, que a +d < b+ ce c+ f < d+ e. Sendo

assim, existem p e ¢ naturais tais quea+d+p=b+cec+ f+q=d+e. Dal,

at+d+p+e = bt+tct+e=
a+p+d+e = b+c+e=

atp+c+f+q

a+ f+p+q
a+ f

(a,b)

IA

IN

b+c+e=
b+e=

b+e=
(e, f).

]

E importante observar que a relacao de ordem em Z esta bem definida. A pro-

posicao abaixo ira evidenciar isto.

Proposicao 3.7.9. Sejam (a,b), (¢,d), (a', V), (¢',d') € Z e p € N tais que (a,b) = (a/, V)

e (c,d) = (c,d). Se (a,b) < (c,d) entdo (a', V) < (¢, d').

Demonstracao. Por hipotese, tem-se que:
eat+b=b+d=a=b+d-V;
ect+d=d+d=c=d+—d;

ea+d<b+c=b+c=a+d+p.

Dessa maneira, o/ — b +p=¢ —d =d +d <+ = (V) < (c,d).

Analogamente,

o [@h) > (c.d) = (@.V) > @, d)

e (a,b) > (c,d) = (a/,V) > (¢, d');

e (a,b) < (c,d) = (a,¥V) < (c,d).

]

Teorema 3.7.10. A relacao < é compativel com as operacoes em 7, isto €, para o =

(a,b), 8 = (c,d) ey = (e, f) inteiros, vale:
(1)) a<B=a+ty< B+

(i) a<Bey>(0,0)=a-y<B-7.

Demonstracao.
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(i) De fato, tem-se que a +d < b+ ¢. Consequentemente a+d+e+ f <b+c+e+ f,
entaioa+e+d+ f <b+ f+c+e ouseja, (a+eb+ f) < (c+ed+ f). Sendo
assim, (@,5) + (&, 1) < (6.d) + (¢, J) e assim, a +7 < #+7.

(ii)) Tem-se que a+d <b+cee+0> f+0=¢e> f. Dai, existem p e ¢ naturais, tais

que:
(1) b+c=a+d+p=0bf +cf =af +df +pf
(2) b+c=a+d+p=be+ ce =ae+ de+ pe

(3) e=f4+qg=pe=npf+pq

Somando o primeiro membro da equagao (1) com o segundo membro da equagao

(2) e vice-versa tem-se que:
ae+bf +cf +de+pe=be+ce+af +df +pf =

Substituindo a equagao (3) na equagao anterior, tem-se que:

ae+bf +cf +de+pf+pqg = be+ce+af+df +pf =

ae+bf +cf + de + pq be +ce+af +df =

ae+bf +cf +de
(ae +bf,af + be) (ce +df,cf + de) =
(a,0) (e,f) < (e.d)-(e.f)=
-y B-. [

Proposigao 3.7.11. Para o = (a,b) inteiro arbitrdrio, apenas uma das situagoes ocorre:

IN

af +be+ ce+df =

INIA

IN

a=(0,0) ou a < (0,0) ou a > (0,0).

Demonstra¢ao. Suponhamos que a < (0,0) e a = (0,0) simultaneamente. Dessa forma,

tem-se a < b e a = b, respectivamente. Isto é uma contradicao devido a tricotomia dos

naturais. Analogamente, supondo « < (0,0) e o > (0,0), tem-se a < b e a > b e supondo
ainda o > (0,0) e a = (0,0), tem-se a > b e a = b. As duas possibilidades supostas
sao contradigdes pois de forma semelhante a primeira sao contrarias a tricotomia dos

naturais. O

Proposicao 3.7.12 (tricotomia nos inteiros). Para o = (a,b) e f = (c¢,d) inteiros,

ocorre: o =3 ou a < 3 ou a > f3.

Demonstracao. Suponhamos que o < e a = 3 simultaneamente. Dessa forma, tem-se
a+d<b+cea+d=b+c, respectivamente. Isto é uma contradicao devido a tricotomia

dos naturais. Analogamente, supondo oo < S e a > 3, tem-se a+d < b+cea+d > b+ce
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supondo ainda a > f e o = 3, tem-se a+d > b+ce a+d = b+ c. As duas possibilidades
supostas sao contradigoes pois de forma semelhante a primeira sao contrarias a tricotomia

dos naturais. O

3.7.3 Relacao de ordem em Q

S|

« ~ . a C ’ . .
Definigao 3.7.13. Sejam — e — numeros racionais com b,d > 0. FEscrevemos — <

b d
a c
quando ad < bc e dizemos que 7 € menor do que ou igual a 7

S
Ul o

Os simbolos >, < e > definem-se de forma andloga ao feito com os naturais e

inteiros.

Proposicao 3.7.14. A relagcao < apresentada na definicao 3.7.13 estda bem definida.

/

a a c
Demonstracao. De fato, se 7= ou seja, ab' = ba e 7 < 7 ou seja ad < bc, entao
adb) < beb', ja que b > 0. Sendo assim, ab'd < beb' = bd'd < beb = d'd < b =
a c c d a c

add < Ve = 7 < 7 De forma anéloga, se =7 e i < pi entao: a'd < bc e

/ /

cod =dd = ddd <Ved < ddd <Vdd = dd <V = % < %.

. a _c a ¢ a . . a _c
Dessa maneira, 7 < p = i < p = 7 < 7 Concluindo assim que 3 < p =
a/ C/

i < 7 ou seja, < esta bem definida. n

Proposicao 3.7.15. A relacdo < apresentada na defini¢ao 3.7.13 € uma relagao de ordem

em Q.

Demonstracao. Deseja-se provar que < é reflexiva, antissimétrica e transitiva. De fato,

& € . . s ~
= — e t = — racionais arbitrarios, entao:

T

sejam 1 =

. , ) a
(i) < éreflexiva: r <r;r<r <& i

(i) < é antissimétrica: r <ses<r=r=s.

(a) r<s= = ad < be

Qlo ol e
AN
S e Qlo

(b) s<r=-<-=cb<da

. . . . . . a & .
Sendo assim, pela tricotomia dos inteiros, ad = bc. Entao it ou seja, r = s.

(iii) < étransitiva: r <ses<t=r<tir<s<ad<bces<t<scf <de= adf <
bef e bef < bde = adf < bde = af <be=r<t.
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Proposigao 3.7.16. (compatibilidade da ordem com as operagoes em Q) Sejam r,s,t €
Q, wvale:

(1) r<ser+t<s+t;

0
(2)T§S€t212>7“t§8t;

0
(3)7"§set§1:>7"t23t.

a c e
Demonstracdao. Sejam r = 7 s=—-et=—

d f
< ad < bc < adf <bef < adf + dbe < bef + dbe < d(af + be) <

s}

(1)7"§3<i)—<E

b — d
af +be cf+de a e ¢ e
b d d be) < b d < T G
(cf +de) < df (af +be) < bf(cf +de) < T @b f_d—l—f<:>
r+t<s+1;
0 ae ce
(2)rﬁsetzI(:)adgbceezO@aedfgbecf(:)aedfgbfce@w§E(:)
95<EE<:>rt<st'
bf —df -
0 ae ce
(3)rﬁsetﬁI(:)adgbceegO@aedfzbecf(i)aedfzbfce@b—2E(:)
ae _ ce '
3?23—@7"t28t, n

Teorema 3.7.17. (tricotomia nos racionais) Dados r,s € Q uma, e apenas uma, das

sequintes situagoes ocorre: our = S; ou T < S; OU T > S.

c
Demonstracdo. Sejam r = — e s = p com b,d > 0 tem-se que:

SalS

o r=s5<ad =bc
o r<s&ad< be
o > s&ad> be

Porém, a validade de uma das afirmagoes acima exclui as outras pela tricotomia

dos inteiros. 0

3.7.4 Relacao de ordem em R

Definicao 3.7.18. Sejam o, € R diz-se que o € menor do que 3 e escreve-se a < f3
quando 8 — o # ()

Definicao 3.7.19. Se a € C' e a > 0%, a chama-se corte positivo. Caso a < 0, «
¢ dito negativo. Se a > 0%, « € dito corte nao-negativo. Caso a < 0*, a € dito corte

nao-positivo.
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Se a, B € R é possivel mostrar quea < f & a C fea# fequea< < aC f.

Além disso, vale o seguinte resultado.

Teorema 3.7.20 (tricotomia nos reais). Sejam «, € R, uma, e somente uma, das

possibilidades abaizo ocorre: ou o= 3; ou o < [B; ou v > f3.

Demonstragao. A demonstracao desta proposigao pode ser encontrada em ([10], p. 89).

O
Teorema 3.7.21. A relacao < € uma relagao de ordem.
Demonstracao. De fato, < é:
(1) reflexiva: Seja o € C' tem-se que o = « logo a < a.

(2) antissimétrica: Sejam a, f € C'tem-seque a < feff<a=aCfefCa=a=
s.
(3) transitiva: Sejam o, 3,7 € C tem-se que a < feff<y=>aCfef Cy=>acC

Y= asY. 0

3.8 Copias algébricas
O préximo resultado mostra precisamente o significado da afirmacao N C Z C Q.

Teorema 3.8.1. Sejam as fungoes f: N — Z dada por f(m) = (m,0), para todo m € N,
g:7Z — Q tal que g(n) = % para todon € Z e j: Q — R dada por j(r) = r*, para todo

r € Q. Entio f, g ej sio injetoras. Além disso,

(N1) f(m+n) = f(m)+ f(n);

(N2) f(m-n) = f(m)- f(n);

(N3) m <n= f(m) < f(n);

(Z1) g(m+n) = g(m) +g(n);

(22) g(mn) = g(m)g(n);

(23) m <n = g(m) < g(n);

(Q1) j(p) +i(a) = j(p+4q), ou seja, p"+¢" = (p+q)*;

(Q2) j(p)-j(q) = j(p-q), ou seja, p* - q¢* = (p-q)*;
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(Q3) j(p) < j(q) & p < q, ou seja, p* < ¢* & p < q;

(Q4) j(p) =j(q) & p=gq, ou seja, p* = ¢* & p=q.

Demonstragao. De fato, supondo m,n € N, tal que f(m) = f(n), entao (m,0) = (n,0) =

m+0=0-+n=m-+n. Sendo assim, f é injetora. Além disso,

(N1) f(m+mn) = (m+n,0) = (m,0) + (n,0) = f(m) + f(n);

(N2) f(m-n)=(m-n,0)=(m-n+0-0,m-0+0-n)=(m,0)-(n,0)=f(m)- f(n);

(N3)y m<n=m+0<n+0= (m,0) < (n,0)= f(m) < f(n).
Por outro lado, sejam m,n € Z, suponha que g(m) = g(n) = ?
1-n = m =n. Sendo assim, g é injetora.

Além disso,

(Z1) g(m+n) = mf" = m'llfll'n :%+%:g(m)+g(n);
(22) glmn) = " = 25 = g(m)g(n);

(Z3) mgn:>m-1§n-1:>?§%zﬁq(m)ﬁg(n);

Tem-se ainda que, supondo m,n € Q, j(m) = j(n) = m* = n* = m = n. Sendo

assim, j é injetora. Além disso,

Q1) p*+q¢* =+ 9%
De fato,

(a) Sejaa € p*+ ¢ entdoa=r+s,r €p*es € g, ouseja, r<pes<gq. Sendo
assim, a =1+ s < p—+ ¢, ou seja, a € (p+ q)*%;

: ¥ s : _ _ hoo g h

(b) Sejabe (p+¢q)* entdo b <p+q. Sejamh=p+q—b,s=p—35et=q—3,

tem-se que s < pet <q,ouseja, s €p*eteqt. Assim,b=s+1t € p*+ g

(Q2) p*-q* = (p-q)*; A demonstracao sera feita para p* > 0 e ¢* > 0. Os outros casos

sao demonstrados de maneira analoga.

(a) Seja a € pg* entao a < Ooua=rs;r € p*, s € g, r>0es > 0. Assim,
r < pes < q, consequentemente, rs < pq, ou ainda, rs < 0. Sendo assim,
r € (pg)*;

(b) Seja b € (pg)* entdo b < 0 ou 0 < b < pg. Se b < 0 entdo b € p*¢* pela
definicao de produto de cortes. Se 0 < b < pg entao existem p; e ¢; racionais,
tais que 0 < p; <p, 0 < q1 < q, 7 < p1q1 < pq. Dessa forma, p Epeq €Eqe
consequentemente p1q; € p*q* = b € p*q*;
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(Q3) ' <q"ep<g
De fato,

(=) Se p* < ¢* entdo existe r € ¢* tal que r & p*, ou seja, r < g e r > p. Dessa
maneira, p <r < qg=p < q.

(<) Se p < q entdo p € ¢*. Como p & p* entao tem-se que (¢* — p*) # 0, ou seja,
pr<q

(Q4) p"=q¢ = p=q.

De fato,

(=) Se p* = ¢*, tem-se que p € p* = p & ¢* = p > q, analogamente, ¢ € ¢* = q &
p* = q > p. Consequentemente, pela tricotomia, tem-se p = q.

(<) Se p = ¢ entao é notédvel que p* = ¢*;

Exemplo 3.8.2. Sequem alguns exemplos do fato evidenciado no teorema acima.

e 3+ 10 = 13 corresponde a (3,0) + (10,0) = (13,0) (via f);

e 310 =30 corresponde a (3,0) - (10,0) = (30,0) (via f);

e 3 <10 corresponde a (3,0) < (10,0).

Com base no Teorema 3.8.1 concluimos que o conjunto f(N) = Z, mantém a es-
trutura algébrica de N j& que tem-se um homomorfismo injetor?. A preservaciao da ordem
confirma a ideia de que a ordem em Z é uma extensao da ordem em N. Assim, diferen-
temente do citado no ensino médio, tem-se que N nao é subconjunto de Z. Na verdade,
N e Z, sao semelhantes no que diz respeito as estruturas algébricas e ao ordenamento,
no entanto, estes conjuntos sao de “naturezas” diferentes. Dessa forma, considera-se Z,
uma copia algébrica de N. Sendo assim, Z, esta contido em Z.

Analogamente, o conjunto g(Z) = {%,n € Z} é uma copia algébrica de Z em
Q. Assim, novamente, fazendo um comparativo com o ensino basico, tem-se que Z nao é,
propriamente, subconjunto de Q. De fato, Z e g(Z) sdo semelhantes no que diz respeito
as estruturas algébricas e ao ordenamento.

Note ainda que existe um homomorfismo injetor entre o corpo ordenado de todos
os numeros racionais e o corpo ordenado de todos os cortes racionais, isto é, 7(Q) é uma
copia algébrica de Q em R. Isto permite identificar o corte racional 7* como nimero

racional r, ou seja, no que diz respeito as operacoes de adicao, multiplicacao e da relacao

2Um homomorfismo é uma aplicagio que preserva a estrutura entre duas estruturas algébricas (como

por exemplo grupos, anéis, espagos vetoriais ou algebras)
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de ordem, nao ha distingao entre Q e o conjunto dos cortes racionais. Claramente r e r*
nao sdo o mesmo elemento, mas as propriedades que interessam (aritméticas e de ordem)
sdo as mesmas nos dois corpos ordenados. Por fim, note que (R —5(Q)) # 0, pois existem

cortes nao racionais em R.
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Capitulo 4

Conjuntos numéricos: quatérnios e

octonios

Neste capitulo apresentaremos os conjuntos numéricos, a saber: os quatérnios e
os octonios, denotados por H e O, respectivamente. Como veremos, tais conjuntos repre-
sentarao duas extensoes para a sequéncia de inclusoes: N C Z C Q C R. Explicitamente,
mostraremos que NCZ CQCRcCcCcCHcO.

Inicialmente, apresentaremos um breve histérico quanto ao surgimento de tais
conjuntos, em seguida, formalizaremos suas construgoes.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [8, 20, 23, 28|.

4.1 Os quatérnios

No século X1X, ao mostrar que um nimero complexo a + bi nada mais é do
que um par ordenado (a, ), Hamilton criou uma algebra, que possibilitaria tratar com os
vetores no plano. Uma questao natural surge a partir desta formulacao apresentada por
Hamilton para os ntimeros complexos, a saber: é possivel definir uma estrutura algébrica,
similar a apresentada para os numeros complexos, que permita operar com vetores no
espaco? Ele trabalhou durante dez anos com este objetivo, e primeiramente criou uma
estrutura ao qual denominou “Hipercomplexos”, os quais poderiam ser representados
através de ternas. No entanto, a estrutura algébrica das ternas continha um problema ao

qual relata em uma carta enviada ao seu filho Archibald em outubro de 1843:

Toda manha, quando descia para o café, teu irmao William
Edwin e vocé mesmo costumavam perguntar-me “Bem,
pai, vocé jd pode multiplicar ternas?” A isso eu sempre me
via obrigado a responder, com um triste balanco de cabega,
“Nao, eu apenas posso somd-las e subtrai-las”. ([22], p 34,
2004).

61
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Na tentativa de tornar viavel a multiplicacao daquilo que denominava “ternas”,
Hamilton as representou de forma analoga aos complexos, acrescentando a estes uma outra
“unidade imaginéria” (7). A partir dai, ele tentou desenvolver o produto (a+bi+cj)(x+yi+
z7) e representar 0 mesmo como uma terna, sem sucesso. Além disso, Hamilton buscava
que o comprimento do produto dos vetores fosse igual ao produto dos comprimentos, ou
seja, [(a+bi+cj)(z + yi+ zj)| = [(a + bi + cj)||(x + yi + 2zj)|, sendo que o médulo ou
comprimento das ternas era obtido no sentido euclidiano. Hamilton chamava isto de “Lei
dos Mdédulos”.

Supondo verdadeira a Lei dos Mddulos, uma expressao consequente ilustra o

principal questionamento de Hamilton,

[(a+bi+cj)la+bi+ci)| = |[(a+bi+ch)ll(a+bi+cy)
I +bi+ i)l = [l(a+bi+c)l?
|a® — b* — ¢ + 2abi + 2acj + beij + cbji|| = (Va2 + b2+ 2)?
|a* — b% — ¢® + 2abi + 2acj + 2bcij|| = (Va2 + b+ c2)?

V(a2 — b2 — )2+ (2ab)2 + (2ac)? + (2bc)2 = a* +b* + ¢

at +b' + ct + 2070 + 207 + 2a° P + 4V = (a® + b7+ )P

Note que esta igualdade sé é verdadeira se o termo 4b%c? for nulo. Numa primeira
analise, Hamilton decidiu tornar ij = 0 para assim tornar o respectivo termo nulo, no
entanto, esta tentativa nao o satisfez. Numa nova tentativa, Hamilton faz 17 = k e

ji = —k, dai,

la® — b* — ¢* + 2abi + 2acj + beij + cbji|| = (Va2 + b2+ ¢2)?
la? — b* — ¢ + 2abi + 2acj + bck — cbk|| = (Va2 + b2+ c2)?
(Va2 + b2 + c2)?

V(a2 =02 —2)? 4 (2ab)2 4 (2ac)? = a® + 0>+ 2

|a* — b* — & + 2abi + 2acj|| =

a4+ bt 4+ 2070 + 2% + 2d°F = (a® + b7 4 P)?

O que torna valida a “lei dos médulos”. Os trechos abaixo evidenciam a decisao

de Hamilton em acrescentar o termo k.
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da descoberta final.

“Eis-me, portanto, tentado por uwm momento a imaginar
que 1y = 0. Mas isso pareceu-me estranho e desconfortavel,
e percebi que a supressao do termo a mais, pode ser obtida
supondo o que me pareceu menos chocante, isto €, que 1j =
k,ji = —k, reservando-me a perqunta se k era ou nao 0.
([8], 2013 apud [5],2012, p.197).

[...Je transferindo este paradozxo para a dlgebra devemos
admatir um terceiro simbolo imagindrio k, que nao deve
ser confundido com i ou j --- e fui assim conduzido a in-
troduzir quatérnios tais como a+bi+cj+dk ou (a,b,c,d)”.
([22], p 34, 2004).

Em mais um trecho das cartas enviadas a seu filho, Hamilton relata o momento

“Mas no dia 16 do mesmo més [outubro de [843] - que era
uma sequnda-feira e dia de reuniao do Conselho da Real
Sociedade da Irlanda - eu ta andando para participar e
presidir, e tua mae andava comigo, ao longo do Royal Ca-
nal, --- , embora ela falasse comigo ocasionalmente, uma
corrente subjacente de pensamento estava acontecendo na
minha mente, que finalmente teve um resultado, cuja im-
portancia senti imediatamente. Pareceu como se um cir-
cuito elétrico tivesse se fechado; e saltou uma faisca, o he-
raldo de muitos anos vindouros de pensamento e trabalho
dirigidos, por mim, se poupado, e de qualquer forma por
parte de outros, se eu vivesse o suficiente para comunicar
minha descoberta. Nesse instante eu peguei uma libreta
de anotacoes que ainda existe e fiz um registro naquela
hora. Nao pude resistir ao impulso - tao nao filosofico
quanto possa ser - de gravar com wm canivete numa pe-
dra da ponte de Brougham, quando a cruzamos, a formula
fundamental dos simbolos i, j, k/[...].

P2 =52 =k =ijk=—1

[...] que contém a solugio do problema”.([22], p 34, 2004)

Hamilton considerava Jhon Graves o seu melhor amigo e foi a ele que relatou sua

descoberta, mencionando o acréscimo do k e a sua relagao com os calculos com as ternas

ou ternos, como o proprio se referia:

“[...] e ali me dei conta que temos de admitir, em certo
sentido, uma quarta dimensao do espago, para se consequir
calcular com ternos”.([8], 2013 apud [5], 2012, p.197).

Através da maneira como Hamilton define £ fica claro que nao é valida a comuta-

tividade nos quatérnios. Posteriormente sera visto que o anel dos quatérnios configura-se

como o primeiro anel nao comutativo com divisao. Vale ressaltar que a forma como se

calcula k evidencia a validade da propriedade associativa para os quatérnios. De fato,

K = (i) (i) = i(3i)j = —i(ij)j = —i%% = —1
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Com isto, temos a seguinte tabua multiplicativa para os elementos 1, j, k.

1] 2 7
1117 2 7
1|1 | —1 —9

Tabela 4.1: Tabua multiplicativa

Na pratica, usa-se ao invés da tabua multiplicativa acima, o diagrama circular

abaixo, no qual as setas indicam se o sinal da multiplicacao sera positivo ou negativo.

\ /

k

Figura 4.1: Diagrama multiplicativo dos quatérnios

Abaixo, apresentamos uma formulacao atual para a definicao dos quatérnios.

Definigao 4.1.1. Dados a; = (wy,x1,y1,21) € as = (W, T2, Yo, 20) elementos do R* e
a € R, definimos o conjunto dos quatérnios, e denotamos por H', como sendo o conjunto

R* munido das operacoes de adicio, multiplicacdo e da multiplicacdo por escalar:

(+):R*xR* - R* 'Rx R — R?
(ay; ag) — (wy + we, 1 + T2, Y1 + Yo, 21 + 22) (ov; a1) = (Qwy, azy, oy, azy)
()R x Rt — R?
(a1, as) = (wyws — (109 + Y1y2 + 2122); WL + T1Ws + Y122 — 21Yo;

WiYs — T129 + Yr1Ws + 21T2; W12 + T1Y2 — Y1T2 + 21W2).

Note que a partir da definicao podemos identificar um quatérnio w, como sendo

um elemento do conjunto C + Cj.

lo H utilizado para denotar os quatérnios foi escolhido em homenagem a Hamilton
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4.1.1 Um argumento para a regra da multiplicacao dos quatérnios

Usando a tabua multiplicativa e o fato que dados 1 = (1,0,0,0), i« = (0,1,0,0),
7 =1(0,0,1,0) e k = (0,0,0, 1) elementos de R*, podemos escrever quaisquer elementos a,

e as de R* da seguinte forma:

al:w1-1—l—w1-z'—l—yl-j—l—zl-k:w1+a:1i+y1j+z1k
g =wy -1+ X 1+ yp-j+ 20k =wy+ 220 + yoJ + 22k.

Temos que

a;-az = (w1,$1,y1721) : (w27$2;yz722)

Aplicando a propriedade distributiva para as coordenadas dos vetores da igual-

dade anterior, temos que:

ay -y = Wi We+W1-To-i+W1 Yo J+wWr-29-k+ +21-1-Wo+T1-1-To- 1411 Yo- ]+ X101 22-k+
Fy1 g wet Y- J iy Y2 Y- J 2kt Fa ke wet 2k ezg i
Zl‘k‘yQ'j+21']€'22*k:>

a1 -y = Wiwy + U)liL’Qi + wlygj + w122k+ +x1w2i — X129 + .legl{i — $122j+

+y1We] — Y1Tok — Y1y + Y1201+ +21Wok + 21T0] — 21yt — 2129 =

ay - ay = WiWy — T1T2 — Y1Y2 — 2’122+ —|—’LU1£L‘27: + l‘lwgi + y122’i — 21y2i+

+w1y2j — $122j + ylng + 21$2j+ —|—w1z2k + l’lygk — yl.Tgk + leQk =

ar - az = wiwy — (T122 + Y12 + 2122)+ +H(w122 + 1w + Y122 — 21Y2)i+

+<w1y2 — T129 + Y1Ws + le‘g)j—i‘ +(U}122 + T1Y2 — Y122 + leUg)kZ.

4.2 s octonios

A descoberta dos octonios é atribuido a Jhon Graves (1806 — 1870). Os octonios
sao tao intrigantes quanto os quatérnios, no entanto, a operacao de multiplicacao nao é
comutativa e nem associativa.

Inicialmente, nao se percebia uma aplicagao geométrica para os octonios o que
justifica o desinteresse de Hamilton por este conjunto, ja que para ele a matematica deveria
estar associada a realidade. Este fato contribuiu para que as ideias de Graves nao fossem
amplamente divulgadas na época. Somente no ano de 1845, Arthur Cayley (1821 — 1895)
mostrou como descrever rotacoes usando multiplicacao de octonios. Por essa razao os

octonios sao conhecidos como numeros de Cayley.
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Ha& de se notar algo quanto a relagao entre Graves e Cayley. Ambos foram foram
matematicos e advogados e durante a conferencia de Hamilton sobre os Quatérnios em que
os dois assistiram em Dublin, eles se conheceram e passaram a trocar ideias matematicas
por muitos anos. Graves estava ansioso para que Cayley avangasse os estudos e descobrisse
algo sobre os Octonios. Cayley e Graves eram contatos do University College.

A seguir apresentaremos a construcao formal dos octonios.

Definicao 4.2.1. Dados v = (x1, T3, T3, T4, Ts, T, T7, Tg) €Y = (Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Ve, Y7, Us)
elementos do R® e o um elemento qualquer do conjunto dos nimeros reais, definimos
como sendo o conjunto dos octonios, e denotamos por @, 2 o conjunto R® munido das

operacoes de adicao, multiplicacao e da multiplicacao por escalar:

(4):RExRE SRS ():RExR® RS R xRS —s RS
(x,y)r—>x—|—y (I,y)'-)l‘y (Oz,x)f—>04'1'

A fim de compreendermos a definigdo da multiplicacao de octonios (por nao ser,
em principio, tdo natural), somente na préxima segao é que apresentaremos as definigoes
de adicao e multplicacao por escalar, de octonios, conjuntamente com a definicao de
multiplicacao de octonios, seguida de um argumento para esta regra de multiplicacao.

Antes, porém, observemos que sendo x um octoénio, podemos denotar, xr = x; +
Tot + x3] + T4k + wsil + x6jl + w7kl + x8l, em que 1, 29,23, , 23 € R (21 é chamado
parte real de x e x9t + 37 + x4k + x50l + 2651 + 27kl + 23] é chamada parte imaginaria de
x). Além disso, dados dois octonios = x1 + x9i + x3j + w4k + w5il + wejl + 27kl + 25l €
Y =1y + Y2l +y3J + ysk + ysil + ysjl + y7kl + ysl eles serao iguais, quando x,, = ¥, com
m € {1,2,3,---,8}.

4.2.1 Um argumento para a regra da multiplicagcao dos octonios

A adigao de octonios e a multiplicacao por escalar seguem os mesmos “padroes”

estabelecidos nos quatérnios. A definicao das mesmas segue abaixo:

r+y = (x14+y)+ (wa+y2)i + (w3 +y3)j + (x4 +ya)k +
+(z5 + ys)il + (26 + y6)jl + (x7 + yr)kl + (1 + 1)1
a-r = ar)+ argl + axsj + argk +

+axsil + argjl + axrkl + axgl.

Ja a manipulacao da regra de multiplicacao acima é um mero exercicio de contas,

que a priori nao tem sentido. No entanto, é possivel justificar o porqué da definicao

2também conhecidos como ntimeros de Cayley
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se apresentar como tal, da seguinte forma: segundo [?], para construirmos a algebra de
multiplicagao dos octonios é possivel observar que sao necesséarios os elementos i, j, k,
tal qual definidos para os quatérnios, e uma outra componente, denotada por [, a qual
obedece as seguintes condigoes: 2 = —1 e (i1)? = (j1)* = (kl)> = —1. A multiplicacao

dos elementos que compoem a base é ilustrada pelo diagrama e pela tabela abaixo:

Kkl

il p il

Figura 4.2: Diagrama multiplicativo dos octonios

De maneira anédloga ao diagrama apresentado nos quatérnios, tem-se que os pon-
tos do diagrama sao os elementos da base dos octonios e as setas indicam o sinal do

multiplicacgao.

1 1 J il gl | Kkl l
111 7 Ji il gl kl l
|1 | —1 —5 | =l | —=klL| gl | il

il |l | 1 =k gl =1 =k |G| =
Gilgil k| 1 =i k| =1 =i | —j
B KL| —gi |l | 1 | =5 | & | =1k
Dl =it | =i =kt| | 5| & | -1

Tabela 4.2: Tabua multiplicativa dos octonios

Desta forma, a adi¢ao, a multiplicacao por escalar e a multiplicacao de octonios
segue 0 mesmo principio empregado nos quatérnios. De fato, sejam o € R e x = x1 +
Tt + 23] + x4k + x50l + 267l + 27kl + 28l € Yy = Y1 + Y2t +y3] + yak +ysil +ys 7l + yrkl + ysl

dois octonios quaisquer, tem-se que:
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T4y = x1+ T2l + x3) + x4k + w50l + 26750 + 27k + 281 4
+y1 + Yot + ysj + yak + ysil + yegl + yrkl + ysl
= (m14+wy)+ (w24 y2)i + (x5 +y3)j + (24 + ya)k +
+(ws + y5)il + (w6 + ys)jl + (7 + y7)kl + (x1 + y1)l

a-x = ary + x9i + x3] + x4k + x50l + 265l + 27kl + 28])

= ax + arel + axsj + axsk + axsil + axejl + axrkl + axgl

Ty = Xy + T1yet + r1y3) + T1yak + 21ysil + 21y6jl + 1y7kl + 2198l +
+x91Y1 + TolYot + T21Y3] + T2lYsk + x21Ys5il + To1ys)l + xotyrkl + xo1ysl +
+x3Jy1 + T3JY2t + T3JYs] + T3jyak + x35ysil + x35y6jl + w3jyrkl + x3jysl +
+wskyr + vakyoi + wakysy + xakysk + xwakysil + xakyejl + xakyokl + x4kysl +
+x5ilyy + x50lyst + x5tlys) + xsilysk + xsilysil + xsilysgl + xsilyzkl 4+ xsilysl +
+xejlyr + x6jly2i + wejlysj + wejlysk + x6jlysil + wejlysjl + e jlyrkl + wejlysl +
+x7kly, + xrklyst + x7klysy + xrklysk + xrklysil + x7klysgl + x7kly-kl + x7klysl +
+aslyr + xslyai + xslys) + xslysk + xslysil + xglysjl + vslyrkl + xslysl =

-y = (T1y1 — ToYo — T3Ys — TalYs — TsYs — TeYe — TrY7 — TsYs) +
H(@1Y2 + Toy1 + T3Ys — TaYs — TsYs + TeYs — Trys + Tgyr)i +
+(T1Y3 — ToYs + T3y1 + Tay2 — TsY7 + TeYs + T7Ys — TsYs)J +
T(T1Ya + T2Ys — T3Y2 + TaY1 — TsYs — TeYr + T7Ye + TaYs

]

+

T1Ys + ToYs + T3Y7 + TaYs + Ts5Y1 — TelY2 — TrYs — TgYa

_I_

T1Ye — ToYs — T3Ys + Taly7r + T5Yo + TeY1 — TrYa + TgY3))

+

T1Y7 + ToYs — T3Ys — Tale + TsYs + TeYa + T7y1 — xgy2)Kl +

( )J
( )k +
( )il
( )Jl
( )
( )

+(21Ys — T2Y7 + T3Ys — TalYs + TsYs — TeYs + T7y2 + 28y ).

4.3 Aplicacoes

Existe uma ampla literatura sobre aplicagoes dos quatérnios e dos octonios, apre-
sentamos abaixo uma pequena lista de trabalhos que debatem aspectos das aplicagoes

destes conjuntos.
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Em [23] é feita uma apresentacdo sobre o trabalho de Hamilton dando énfase
para a interpretacdo da multiplicacdo desses objetos via rotacdo no espago. Em [12]
¢é feita uma abordagem alternativa ao problema de planejamento de trajetorias empre-
gando quatérnios como operadores espaciais, além disso é feita uma revisao da algebra
de quatérnios objetivando formar uma base solida para a implementacao de uma algebra
computacional equivalente, com o intuito de utilizar algoritmos para aproximar trajetorias
de robds em coordenadas cartesianas. Ainda em [2], [6] e [26], a rotagao ¢ feita através
dos quatérnios e suas operagoes, assim como em [25] onde a rotagao também é tratada,
porém associada a um estudo comparativo baseado em critérios de custo computacional,
operacionalidade e qualidade grafica.

Em [11] é feita uma abordagem sobre a resolugao de equagoes algébricas com
coeficientes quatérnios, com énfase nas equagoes quadraticas. J4 em [29], além da abor-
dagem tedrica sobre os quatérnios, é feita uma extensao a suas formas menos usuais,
como a forma matricial e com vetores. Sao apresentadas ainda importantes aplicagoes
dos quatérnios como a rotagao, computacgao grafica e jogos digitais, geragao de fractais,
analise de circuitos elétricos, aerodinamica e biomecanica.

Em [27] sao listadas aplicagoes diretas dos quatérnios e rotagdes como estudo
de atividades esportivas e lesoes causadas pelas mesmas. De forma mais especifica é
apresentada uma “Descricao do Movimento de Rotacao do Tornozelo Durante o Chute
no Futebol Via Quatérnions e Angulos de Euler” e “Simulacoes de movimentos para a
associacao dos quatérnions a nomenclatura clinica dos movimentos articulares”. Em [§]
os quatérnios sao associados a Astronomia.

Em [28] sao apresentadas, além de outros itens, a relagao entre os quatérnios e a
aerondutica, além de aplicagoes dos mesmos na fisica. Seguindo um viés semelhante, [20]
cita que a teoria dos octonios em suma contribui fortemente para a Fisica Tedrica, mais

precisamente a mecanica quantica.



4.3. Aplicacoes

70




Capitulo 5
Estruturas Algébricas

Neste capitulo apresentaremos algumas estruturas algébricas abstratas, classifi-
cando os conjuntos numeéricos apresentados nos capitulos anteriores, com respeito a estas
estruturas. Para além do exercicio matematico salutar de classificar objetos, esta aborda-
gem serd essencial para o desenvolvimento que serd realizado no préximo capitulo. Nossas

principais referéncias para este capitulo foram [15, 24].

Definicao 5.0.1. Seja X um conjunto nao vazio. Uma estrutura algébrica em X € o par
[T

(X, %), em que “«” é o simbolo usado para representar operagdo bindria em X. Diz-se

ainda que X € o suporte da estrutura (X, *).

Para que os conjuntos possam ser classificados como estruturas algébricas, serao

apresentadas a seguir as defini¢oes das operagoes, seguindo a formalidade matematica.

5.1 Operacgoes nos conjuntos numéricos

5.1.1 Operacoes com inteiros

Definigao 5.1.1 (adicao de inteiros). Dados (a,b) e (c,d) em Z, define-se adicao de

inteiros da sequinte forma:

(+): ZxZ > Z
((a,0);(c,d)) = (a,b)+ (c;d) = (a+cb+d)

Uma vez que a definicao da adicao de inteiros envolve classes de equivaléncia,
faz-se necessario verificar que esta nao depende dos representantes da classe escolhidos, o

qual demonstraremos no teorema 5.1.2 abaixo.

Teorema 5.1.2. Se (a,b) = (a/,V) e (¢,d) = (¢, d") entdo (a,b) + (¢,d) = (a’, V) + (¢, d')

Demonstracdo. Tem-se, por hipdtese, que:
71
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(i) a+b =b+d

i) c+d =d+¢

Por definic¢do, (a,b) + (¢,d) := (a+ ¢, b+ d) e (a/,V) + (¢, d') == (a' + ¢,V + d').
Note que, por (i) e (ii) tem-se que (a+c¢c)+ (V' +d) = (b+d)+ (¢ +) &
(a+c,b+d)=(d+,V+d) < (a,b)+ (c,d) = («, V) + (¢, d'). O

Exemplo 5.1.3. Note que, pela defini¢ao acima: (4,1) + (5,2) = (9,3). Como (6,3) =
(4,1), (7,4) = (5,2) € (6,3)+(7,4) = (13,7). Além disso, (13,7) = (9,3) jd que 13+ 3 =
74+9.

Defini¢ao 5.1.4 (multiplicacao de inteiros). Dados (a,b) e (¢,d) em Z, define-se multi-
plicacao de inteiros como abaixo:
():  ZxZ = T
((a,b); (¢, d)) — (a,b)-(c,d):= (ac+ bd,ad+ bec)

Exemplo 5.1.5. Seguindo a defini¢cao de multiplicacao de inteiros apresentada acima,
tem-se que (3,5)-(10,7) = (3-104+5-7,3-7+5-10) = (65,71) = 65 — 71 = —6. Note

ainda que (3,5) - (10,7) =2 (—3) = —6.

5.1.2 Uma motivagao para a definicao das operacoes com intei-

ros

No capitulo 3, mais especificamente na observacao 3.2.7 foi exposto que (a,b)

expressa “essencialmente” a — b, ou seja, pode-se dizer que (a,b) =a—be (¢,d) =c—d.

Dai, pretendo-se definir:

(a) a adigao (a,b) + (¢, d), procedemos como a seguir.

(a,b) + (¢,d) = (a+c¢c)— (b+d) = (a+c,b+d).

E, portanto, é conveniente definir a adi¢ao (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b + d).

(b) a multiplicagao (a,b) - (¢, d), procedemos como a seguir.

(a,0) - (¢,d) = (a=b)-(c—d)
= (a—b)-c—(a—0)-d
= ac—bc—ad+ bd
= ac+bd — (ad + be)
= (ac+bd,ad + be).

E, portanto, é conveniente definir a multiplicacao (a,b) - (¢,d) como sendo (a,b) -
(¢,d) = (ac + bd,ad + bc).
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5.1.3 Operagoes com racionais

.~ .~ KT ~ . . . a c . .
Definigao 5.1.6 (adicao e multiplicagao de racionais). Sejam 3 € g numeros racionais.

Definem-se as operagoes chamadas de adicao e multiplicacao, respectivamente, por:

(+):Q@xQ—=Q (1):QxQ—=Q
a ¢ a c‘_ad—l—bc a c a ¢ _ac
<E’8)HZ+ZJ'_ b (b’d)Hb i bd

Observacao 5.1.7. Na multiplicagcao dos racionais também serd utilizado a notac¢ao por

. o o a ¢ . _ ) ac
Justaposicao, ou seja, 37 em determinadas oportunidades serd denotado por T h

Exemplo 5.1.8. Sequindo a definicao de adi¢ao e multiplicagao de racionais exposta

acima, sequem alguns exemplos:
1 4 1-242-4 248 10

° + - =

279 2.2 4 4
1 2 1:-342.2 3+4 T
*2737 723 T 6 @
14 1-4 4
*92 790 1
12 1.2 2
*337 2.3 6

A verificacao que as operacoes de adi¢ao e multiplicacao em Q estao bem definidas

¢ imediata e, por isso, omitiremos.

5.1.4 Operacoes com reais

Serao definidas a seguir as operagoes de adicao e multiplicacao no conjunto dos

numeros reais.

Defini¢ao 5.1.9 (adigao de nimeros reais). Para o, 5 € R, define-se a +  como sendo
o corte y ={r+s;r € a e s € B}, ou seja,

(+):RxR—=R

(,f)»y=a+B:={r+srcaescf}

Defini¢ao 5.1.10 (multiplicacdo de reais). Sejam o, € R, define-se a operacao de
multiplicagao, como sendo o corte af3, da sequinte forma:

():RxR—=R

(o, ) = afs
em que, aff = Q* U{re Q;r=pg comp € a, g€ p,p>0eq >0}, quando o, f > 0*
—(|e|B]), se a < 0" e 5> 0"

ou aff := —(la|B]), se a > 0% e B < 0%, quando «, f > 0%, sendo

lal|B], se a < 0% e B <0
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a, se a > 0*
|af ==
—a, se a < 0*.
A adicao e multiplicagdo de complexos, quatérnios e octonios ja foi apresentada
neste trabalho nos capitulos anteriores. A seguir serao apresentadas algumas estruturas

algébricas e os conjuntos serao utilizados para exemplificar tais estruturas.

5.2 Relacoes entre as estruturas algébricas e os con-

juntos numéricos

Os conjuntos apresentados nos capitulos 3 e 4 serao os modelos utilizados nesta
se¢ao, para exemplificar algumas estruturas algébricas. Os referidos conjuntos serao sem-
pre associados as suas respectivas operacoes de adicao e multiplicacao apresentadas na

secao 5.1.

5.2.1 Magmas

Definicao 5.2.1. Seja X um conjunto ndao vazio e * uma operacao qualquer que possua
X como suporte. Chama-se magma e denota-se por (X, x) o conjunto X munido com esta

operacao.

Decorre imediatamente do fato que nao ha nenhuma caracteristica ou propriedade
associada a operacao inserida na definicao de magma, que todos os conjuntos assinalados

na tabela abaixo sao exemplos de magma.

operagao/conjunto | N |Z | Q | R|C | H | O

adicao X | X | X |x|x|X|[X

multiplicagao X | X|x|x|x|x|X

Tabela 5.1: Exemplos de magmas

5.2.2 Semigrupos

Definicao 5.2.2. Uma operacao x que tem um conjunto X como suporte é dita associativa

quando, para todos a,b,c € X tem-se a* (bxc) = (a*b) *c.
Proposicao 5.2.3. A adicdo e a multiplicacao de naturais € associativa. Explicitamente,

(i) Sejam m,n e p naturais quaisquer, tem-se que m + (n+p) = (m +n) + p;
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(ii) Sejam m,n e p naturais arbitrdrios, tem-se que m(np) = (mn)p.
Demonstracao.

(i) Sejam m e n dois naturais fixados arbitrariamente e A,,,, = {p € Nym + (n +p) =
(m +n) + p}, tem-se que 0 € A,,,, pois m + (n+ 0) = (m + n) + 0, pela defini¢ao
de adigao. Supondo que k € A,,, entdo m + (n+ k) = (m +n) + k, como a fungao
s é injetora, tem-se que s(m + (n+k)) = s((m+n) + k). Aplicando a defini¢ao de

adicao:
m+(n+sk)=m+sn+k)=sm+(n+k)=s((m+n)+k)=(m+n)+s(k)

Portanto, A,,, = N. Como m e n foram fixados arbitrariamente, entao a proprie-

dade (i) é valida para quaisquer naturais m,n e p.

(ii) Sejam m e n naturais fixados arbitrariamente e S,,,, = {p € N;m(np) = (mn)p}.
Tem-se que 0 € S,,,, pois m(n-0) =m-0=0e (mn)-0=0. Se k € S, entao
m - (nk) = (mn) - k. Dessa forma, m(n-s(k)) =m-(n-(k+1)) = m(nk+n) =
m - (nk) + mn = (mn)k +mn -1 = mn(k +1) = (mn) - s(k). Sendo assim,
m(n - s(k)) = (mn) - s(k), ou seja, s(k) € Spn. Consequentemente, através do
principio da indugdo, S,,,, = N e, como m e n foi fixado arbitrariamente, m(np) =

(mn)p é vélido para quaisquer m,n e p naturais. 0

Proposicao 5.2.4. A adicao e a multiplicacao de inteiros € associativa. Fxplicitamente,

(i) Dados (a,b),(c,d) e (e, f) inteiros, tem-se que: [(a,b) + (¢,d)] + (e, f) = (a,b) +

[(c,d) + (e, /)];

(ii) Sejam a = (a,b), s = (c,d) ey = (e, f) inteiros, tem-se que ac- (5 -7) = (a- 5) - 7.

Demonstracao.

(i) De fato, [(a,b)+(c,d)]+ (e, f) =(a+c,b+d)+ (e, f)=((a+c)+e (b+d)+ f) =
(a+(c+e)b+(d+[)) = (a,b) + [(c,d) + (e, )];

(ii) Sejam m e n naturais fixados arbitrariamente e S,,,, = {p € N;m(np) = (mn)p}.
Tem-se que 0 € S, ,, pois m(n-0) =m -0 = 0e(mn)-0=0. Se k € S,,,, entao
m - (nk) = (mn) - k. Dessa forma, m(n-s(k)) =m-(n-(k+1)) =m(nk+n) =
m - (nk) + mn = (mn)k +mn -1 = mn(k +1) = (mn) - s(k). Sendo assim,
m(n - s(k)) = (mn) - s(k), ou seja, s(k) € S,,,. Consequentemente, através do
principio da indugao, Sy,,, = N e, como m e n foi fixado arbitrariamente, m(np) =

(mn)p é vélido para quaisquer m,n e p naturais. ]
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Proposicao 5.2.5. A adicdo e a multiplicacdo de racionais € associativa. Fxplicitamente,

sejamrste(@comr—% zgetzﬁentdo,

(i) (r+s)+t=r+(s+1);

(ii) r(st) = (rs)t.
Demonstracao.

, _[a ¢ e  (ad+bc e  (ad+bc)f +bde
(i) De fato, (r+s) +1t = <E+8)+f_( bl )+?— bif =
adf+22;+bde:%+<cfc—i{]—cde):%+<§+§>:T+(s+t);
. afce ace ace acy e acy e
(11) Defato, 71(825):5(8?)ZEE:@:(@>?:(EE>?:<TS)IS n

Proposicao 5.2.6. A adicio e a multiplicacdo de reais € associativa. FExplicitamente,

sejam «, B,y € R, tem-se que:
(i) (a+B)+y=a+(B+7);
(ii) a(By) = (af)y.

Demonstra¢ao. A demonstracao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [10] (p. 90).

[]

Proposicao 5.2.7. A adicio e a multiplicacio de complexos € associativa. Explicita-

mente, sejam (a,b), (c,d), (e, f) € C, tem-se que:
(i) (a,b) + [(c,d) + (e, )] = [(a,b) + (¢, d)] + (e, [);
(i) (a,b)-[(c,d)- (e, )] = [(a,b) - (c,d)] - (e, [).

Demonstracao.

(i) De fato,
(@,b) +[(c,;d) + (e, /)l = (a+ (c+e), b+ (d+ [)) =
=((a+c)+e (0+d) + f)=[(a,b) + (c,d)] + (e, f).
(ii) De fato,
(a,0) - [(¢,d) - (e, )] = (a,b) - (ce —df , cf + de) =
= (a(ce — df) — b(cf + de),a(cf + de) + b(ce — df)) =
= (ace — adf — bef — bde, acf + ade + bce — bdf) =
((ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + bc)e) =
= (
[

ac —bd,ad + bc) - (e, f) =
(a,6) - (e, d)] - (e, f).
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]

A demonstracao das proposigoes 5.2.8 e 5.2.9, a seguir, é analoga a demonstracao

da proposicao 5.2.7, por isso serd omitida.

Proposigao 5.2.8. A adicao e a multiplicagio de quatérnios € associativa. FExplicita-

mente, sejam a,b,c € H, tem-se que:
(i) (a+b)+c=a+ (b+c);

(ii) (ab)c = a(bc).

Proposicao 5.2.9. A adi¢ao de octonios é associativa. Ezxplicitamente, sejam a,b,c € O,

tem-se que (a +b) +c=a+ (b+c).

Decorre imediatamente da definicao anterior que todo magma associativo é um
semigrupo. Note que o magma (O, -) ndo é um semigrupo, uma vez que a multiplicagao
de octonios nao é associativa, conforme evidenciado no capitulo 4. Na tabela abaixo todos

os conjuntos assinalados sao exemplos de semigrupos.

operagao/conjunto | N |Z | Q | R|C |H | O

adicao X | X| x| X|x|x|X

multiplicagao X | x| xX|xX|x|X

Tabela 5.2: Exemplos de semigrupos

5.2.3 Mondides

Definicao 5.2.10. Seja x uma operacao que tem como suporte X e seja e € X tal que
rxe=exx =ux, sendox um elemento qualquer de X. Diz-se que e € elemento neutro

dessa operacao.

Proposigao 5.2.11 (elemento neutro nos naturais). Seja m um natural arbitrdrio, tem-se

que:
(i) m4+0=0+m =m, isto € 0 € o elemento neutro da adi¢gao em N.
(i) 1-m=m-1=m, isto é 1 é o elemento neutro multiplicativo em N.

Demonstracao.

(i) Por definicao m + 0 = m, resta mostrar que 0 +m = m. Seja A ={m € N;0+m =

m}, tem-se que:
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(a) 0 € A, pois 0+0=0, por definigao.

(b) Seja k € A, ou seja, 0+ k = k, tem-se que 0 + s(k) = s(0 + k) = s(k). Sendo
assim, s(k) € A.

Dessa forma, através do principio da indugao tem-se que A = N. Assim, m + 0 =

0+ m = m para todo m € N.

Note que m -1 = m(0+ 1) = m -0+ m = m. Sejam m um natural fixado
arbitrariamente e S = {m € N;1-m = m} tem-se que 0 € S pois 1-0 = 0 por
definigdo. Se k € S entdo 1 -k = k. Dessa forma, 1-s(k) =1(k+1)=1-k+1=
k+ 1 = s(k) (na penultima igualdade foi utilizada a hipétese de inducao). Assim,
1-s(k) = s(k), ou seja, s(k) € S. Consequentemente, através do principio da
inducao, S = N. E, como m foi fixado arbitrariamente, para qualquer natural m,

l-m=m-1=m. O

Proposicao 5.2.12 (elemento neutro nos inteiros). Seja (a,b) inteiro arbitrdrio, tem-se

que:
(1)
(i)

A adigao apresenta elemento neutro (0,0).

A multiplicagcdo apresenta (1,0) como elemento neutro multiplicativo.

Demonstracao.

(i)
(i)

De fato, (a,b) + (0,0) = (a+0,b+ 0) = (a, b);

De fato, (a,b)-(1,0) =(a-1+b-0,a-0+0b-1) = (a,b).

O
Proposicao 5.2.13 (elemento neutro nos racionais). Seja r € Q, com r = %, entao:
L, 0 .
(i) 7 €0 elemento neutro aditivo;
N .
(11) 7 €0 neutro multiplicativo.
Demonstracao.
0 a 0 a-14b0-0 a
(i) eao,r—l—l b+1 b1 ;=
1 1 -1
(ii)Defato,r-I:%-I:Z.—l:%:r. -

Proposicao 5.2.14 (elemento neutro nos reais). Seja a € R, tem-se que:

(i) 0* € o elemento neutro da adigao, ou seja, o+ 0* = «;
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(ii) 1* € o elemento neutro da multiplicagdo, ou seja, o - 1* = a.
Demonstracao.

(i) Deseja-se provar que o + 0* = o; Voo € R, ou seja,a +0* C a e a C a+ 0*. De
fato, sejar € a+0*entaor =p+q; p € aeq € 0", ouseja, g < Oedair <p
e assim r € a. Portanto, o + 0* C «a. Por outro lado, seja r € v e s € « tal que
s>rentdor =s+ (r—s); r—s < 0eassimr—s € 0" Consequentemente
r=s4(r—s) € a+ 0" Portanto, @« C a4 0*. Sendo assim, a + 0* = a.

(i) Sejar e a-1*er <0. Sea=0"tem-ser € v ja que r <0 =1r € 0* = a.

Seja agorar € a-1"er > 0 tem-se que r = pg; p € a,q € 1*,p > 0,q > 0. Como
g € 1entao g <1 = pqg < p-1=r < p. Consequentemente r € «, ji que « é

corte. Sendo assim, a - 1* C a.

Supondo r € a e r < 0 tem-se que, r € o - 1*, por definicao de produto. Caso r € «

e r > 0, tem-se que existe p € « tal que 0 < r < p pois, como « é corte, a nao
. , . . r ~ .

possui elemento maximo. Seja ¢ = — entao 0 < ¢ < 1 e assim ¢ € 1*. Dessa forma,

r=pgpea,qgeclp>0q>0, ojlglseja, aCa-1%
Assim, o - 1* = a. 0
Proposicao 5.2.15 (elemento neutro nos complexos). Seja (a,b) € C, tem-se que:
(i) A adig¢io tem (0,0) como elemento neutro, ou seja, (a,b) + (0,0) = (a,b);
(i) A multiplicagao tem (1,0) como elemento neutro, ou seja, (a,b) - (1,1) = (a,b).
Demonstracao.
(i) De fato, (a,b) + (0,0) = (a+0,b+0) = (a, b);

(ii) De fato, (a,b)-(1,0)=(a-1—0-0,a-0+b-1)=(a—0,0+b) = (a,b). u

Note que os quatérnios apresentam 0 = (0,0,0,0) como elemento neutro aditivo
el =(1,0,0,0) como elemento neutro multiplicativo. De maneira andloga, os octoénios
apresentam 0 = (0,0,0,0,0,0,0,0) como elemento neutro aditivoe 1 = (1,0,0,0,0, 0,0, 0)
como elemento neutro multiplicativo. A demonstracao deste fato é construida de forma

analoga ao feito com os complexos, por isso, serd omitida.

Definicao 5.2.16. Seja X um conjunto nao vazio munido de uma operagao bindria as-
sociativa %, ou seja, T * (yx z) = (x xy) * z, para todo x,y,z € X. Diremos que X é um

monoide, se x tem elemento neutro em X.

Todos os conjuntos assinalados na tabela abaixo sao exemplos de mondide.
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operagao/conjunto | N |Z |Q |R|C |H | O

adicao X [ X|X|x|xX|x|X

multiplicacao X | X | X |x|X|X

Figura 5.1: Exemplos de mondides

5.2.4 Grupos

Definigao 5.2.17. Considere um conjunto X ndo vazio, um elemento x € X e % uma
operacao que tem X como suporte. Diz-se que x € invertivel se, e somente se, existe
y € X tal que xxy = e. Neste caso, y € o inverso a direita de x. Caso yxx = e diz-se que
y € o wnverso a esquerda de x. Em particular, na adi¢ao é comum chamar “simétrico” ao
mverso aditivo y de x € X e representar y = —x. Ja na notacao multiplicativa, se y € o

inverso de x denota-se y = x~ L.

Proposicao 5.2.18. Seja X um semigrupo, se x € X tem inverso a direita y, e inverso

a esquerda z , entdo y = z.

Demonstracao. De fato, por hipdtese tem-se que z x e = z, % é associativa, ou seja,
zx(xxy) = (zxx)*y, vxy = ee z*xx = e. Sendo assim, tem-se que z *xy = e =

zx(zxy)=z= (z*xx)xy=z=exy=2z=y=2z. O

Observagao 5.2.19. A partir de agora iremos nos referir ao inverso aditivo como simétrico

e ao nverso multiplicativo apenas como inverso.

Proposigao 5.2.20 (elemento simétrico nos inteiros). Seja (a,b) € Z. Existe um tnico
(c,d) € Z tal que (a,b) + (c,d) = (0,0). Neste caso, diz-se que (c,d) é o simétrico de
(a,b) e (¢,d) = (b,a).

Demonstracao. De fato, sendo (¢, d) = (b, a), tem-se que:

(a7 b) + (C’ d) = (6, f) =
(a’ b) + (b> a) = (67 f) =
(a+bb+a) = (e f) =

(a+b)+e = (b+a)+ f=
et+0 = f+0=
(e.f) = (0,0).

Supondo que, além de (¢, d), exista (¢, d’) tal que (a,b) + (¢,d) = (0,0) = (a,b) +
(¢, d') e que (¢,d) # (¢, d"), tem-se que:
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(a,b) + (¢,d) = (a,b)+ (d,d") =
(a+c,b+d) = (a+d,b+d)=
(a+c)+(b+d) = b+d)+(a+)=
c+d = d+d=
(c,d) = (¢,d).

O que é uma contradicao, logo o simétrico de (a,b) é (b,a) e é unico. O

.~ T . . . . a
Proposicao 5.2.21 (elementos simétrico e inverso nos racionais). Sejar € Q com r = 7

tem-se que os itens abaixo sao verdadeiros.

. . S, . . —a
(i) Todo racional possui simétrico ou oposto, ou seja, existe r' € Q com r' = — tal

quer—l—r':r’—l—rzi;

(ii) Todo racional ndo nulo possui inverso multiplicativo, ou seja, existe r” € Q com

1
r" = — tal quer-r" = =.
a 1

Demonstracao.
. . , , 0 ,  —a ,  a  —a
(i) De fato, existe 7’ tal que r + 1" = 1¢7 =5 Note que, r + 1" = g"‘T =
b+ (—ab b—ab 0 0
a4 +b(b ab) S bba =0 =T Denota-se o oposto ou simétrico de r = % como
—a
—r=—.
b
.. 0 : i 1 1 3 Z b
(ii) De fato, se r # T existe r” tal que r - r” = T Seja r”" = —, note que:
a
g @ b _ab_ab 11 1
b a ba ab 11 1
Denota-se o inverso multiplicativo de r = a4 como r~t = —. -
a

Proposigao 5.2.22 (elemento simétrico nos reais). Seja o € C. Eziste um unico f € R
tal que o+ 8 = 0*. Como nos inteiros e racionais, [ € denotado por —a e € chamado de

simétrico, oposto ou inverso aditivo de .
Demonstra¢ao. A demonstragao desta proposicao encontra-se em [10], p. 91. ]

Abaixo um caso particular da proposicao anterior, para elucidar a ideia de simétrico

de um corte.
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Exemplo 5.2.23. Seja o = 10*, o simétrico de o é —(10)* = (—10)*.

De fato, tem-se que 10 = {z € Q;z < 10}, (-10)* = {y € Q;y < —10} e
10* + (-10)* = {x + y;x € 10* ey € (—10)*}. Note que, 10* + (—10)* C 0*. Seja
t € 10"+ (—10)* entio t = x +y; x € 10* e y € (—10)*, sendo assim x < 10 e y < —10.
Consequentemente, v +y < 10 + (—10), ou seja, v +y <0 e assimt = x +y € 0

Tem-se ainda que 0* C 10* 4+ (—10)*. Seja t € 0* entao t < 0. Analisando um
caso particular, tomando-se t = —3, pelo lema anterior existe x € 10* e y &€ 10* com
y # 10* tais que y — x = 3, ou seja, —3 = x + (—y). Como y > 10 entdo —y < —10, ou
seja, —y € (—10)* e dai —3 € 10* + (—10)*.

Dessa forma, ao generalizar o caso particular citado acima tem-se que 10* +
(—10)* = 0.

Definicao 5.2.24 (elemento inverso nos reais). Seja « um corte tal que o # 0*. Se

1

a > 0%, entao o corte 8 do teorema anterior € denotado por o™ e chamado de inverso

de . Se a < 0%, entdo define-se o inverso de o como —|a|™ .

Teorema 5.2.25. Seja a € R tal que o # 0% entdo o - ot = 1*. Além disso, o inverso

de o € unico.

Demonstra¢ao. A demonstracao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [10] (p. 97).

[]

Proposicao 5.2.26 (elementos simétrico e inverso nos complexos). Sejam (a,b) € C,

tem-se que o0s itens abairo sao verdadeiros:

(i) Todo complexo possui simétrico ou oposto, ou seja, eziste (—a,—b) € C tal que
<a7 b) + (_a7 _b) = (07 0)7

(ii) Todo complexo ndo nulo possui inverso multiplicativo, em outras palavras, existe

¢ - )ECtalQue(a,b)-( - - ):(1,0>-

a2+b2’a2+b2 a2_|_b2’a2+b2

Demonstracao.

(i) De fato, (a,b) + (—a,—b) = (a + (—a),b+ (=b)) = (0,0);

. a —b a? b? —ab ab
(ii) De fato, (a,b) - (a2+b2’a2—|—b2> = (a2+b2+a2+b2’a2+b2+a2+52> -
(1,0). O]

Proposicao 5.2.27 (elementos simétrico e inverso nos quatérnios). Sejam a,b,c € H.

As operacoes em H tém as sequintes propriedades:

(i) O simétrico de a existe e € —a;
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(ii) Se a # 0 entdo o inverso de a existe e é a™'.
A demonstracao do Teorema acima é feita de maneira analoga ao feito com os

nimeros complexos.

Definigao 5.2.28. Dado um conjunto X ndo vazio, diremos que (X, *) € um grupo se as

sequintes condigcoes sao satisfeitas:
(1) Dados a,b,c € X entdo (axb)*c=ax(bxc) (associatividade);

(2) Existe elemento e € X tal que, para todo a € X, axe = a = e *xa (existéncia do

elemento neutro);

1

(3) Para todo a € X, existe elemento a™' € X tal que, axa™ = e =a"'*a (existéncia

de elemento inverso referente @ operagao ).

Decorre imediatamente da definicao acima que um grupo também pode ser ca-

racterizado como um mondide que atende a condicao (3) da defini¢ao 5.2.28.

Exemplo 5.2.29. Note que os mondides (N,+) e (N,:) ndao sdo grupos, uma vez que
o conjunto dos naturais ndo apresenta simétrico (elemento inverso aditivo) tampouco

inverso (elemento inverso multiplicativo).

Exemplo 5.2.30. O mondide (Z,-) nao é um grupo, pois nem todo inteiro apresenta

1mwverso multiplicativo.
Exemplo 5.2.31. Seja A ={-1,1}, (A,-) € um grupo.

Note que os unicos elementos invertiveis de Z sao 1 e —1 e que (Q,-) , (R,-),
(C,+), (H,-) ndo sao grupos. Os mesmos serao classificados como grupo quando excluso
0s seus respectivos elementos neutros aditivos, ja que estes elementos nao sao invertiveis.
Dessa forma, a tabela abaixo avalia quais conjuntos associados a operacao de adi¢ao ou
multiplicagao sao caracterizados como grupo. Para que a mesma fosse mais efetiva, os

conjuntos inseridos foram substituidos.

operagao/conjunto | N | Z | Q* | R* | C* | H* | O*

adicao X| x | X | x| x| X

multiplicagao X | X | x| X

Tabela 5.3: Exemplos de grupos
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5.2.5 Grupos abelianos

Definicao 5.2.32. Uma operacdio * que tem um conjunto X como suporte € dita comu-

tativa quando Ya,b € X tem-se axb=bx*a.

Proposicao 5.2.33 (comutatividade nos naturais). Sejam m e n naturais quaisquer,

tem-se que:
(i) m+mn=n+m (propriedade comutativa da adi¢io);
(i) nm = mn (propriedade comutativa da multiplicagdo).
Demonstracao.

(i) Seja m natural fixado arbitrariamente e A,, = {n € N;ym +n = n + m}. Tem-se
que 0 € A,,, pois m+0 = 0+ m. Supondo que k € A,, entao m+ k = k+m. Dessa

forma,

m+s(k)=sm+k)=s(k+m)=Fk+m)+1=k+(m+1)=k+(1+m)=
(k+1)+m = s(k) + m.

Assim, A,, = N e, como m foi fixado arbitrariamente, tem-se que a propriedade 1)

¢é valida para quaisquer naturais m e n.

(ii) Sejam m um natural fixado arbitrariamente e S,, = {n € Nymn = nm} . Tem-se
que 0 € S,, pois m -0 = 0 por definicao e, tem-se que 0-m = 0. Se k € S,, entao
m -k =k-m . Dessa forma, m-s(k)=m-(k+1)=m-k+m=km+1-m=
(k+1)-m = s(k) - m, assim s(k) € Sp,. Logo, S, = N e, como m foi fixado de

forma arbitraria, mn = nm é valido para quaisquer m e n naturais. 0

Proposicao 5.2.34 (comutatividade nos inteiros). Sejam (a,b) e (c,d) inteiros, tem-se

que:

(i) (a,b) + (¢,d) = (¢,d) + (a,b) (propriedade comutativa da adi¢do);

(ii) (a,b) - (c,d) = (¢,d) - (a,b) (propriedade comutativa da multiplicacao).

Demonstracao.

(i) De fato, (a,b) + (¢,d) :== (a4 ¢,b+d) = (c+ a,d+b) = (¢,d) + (a,b);

(ii) De fato, (a,b)-(c,d) := (ac+ bd, ad + bc) = (ca + bd, da + ¢b) = (ca + db, cb + da) =

<67 d) ’ (CL, b), N
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Proposicao 5.2.35 (comutatividade nos racionais). Sejam r,s € Q com r = % es= g
entao:

(i) r+ s =s+r (propriedade comutativa da adi¢do);

(ii) rs = sr (propriedade comutativa da multiplica¢ao).
Demonstracao.

) a ¢ ad+bc cb+da ¢ a

(i) Defato,r+s:g+zi.: D - b :C—i—l—g:s—irr.

.. ac ac ca ca

(ii) Defato,rs:gc—l:@:%:agzsr. B

Proposigao 5.2.36 (comutatividade nos reais). Sejam «, 5,7 € R, tem-se que:
(i) o+ B = p+ « (propriedade comutativa da adi¢ao);
(ii) aff = Ba (propriedade comutativa da multiplicagdo).

Demonstracao.

(i) Vamos mostrar que o+ C f+ae f+a C a+ 5. Com efeito, sejaa = r+s € a+p.
Como r e s sao racionais, segue que r + s = s + r, assim, a = s + r. E, portanto,
a € B+ a. De forma analoga, tem-se que 8 + o C a + . Consequentemente,

b+ a=a+ [, ou seja, a adicao de cortes é comutativa.

(ii) Temos dois casos a considerar:

(1) se r < 0. Neste caso, pela defini¢cdo de produto, se r € a3, entdo r € fa.

(2) se r > 0. Neste caso, podemos reescrever r = pg, com p € a, ¢ € 3, p >0 e
q>0,comor =qp,comqgéef,pea,q>0ep>0,desde que p e q sao

racionais. Logo, af C fa. A inclusao contraria é andloga. n
Proposigao 5.2.37 (comutatividade nos complexos). Sejam (a,b), (¢,d) € C, entao:
(i) (a,b) + (¢,d) = (¢,d) + (a,b) (propriedade comutativa da adi¢ao);
(ii) (a,b) - (c,d) = (¢,d) - (a,b) (propriedade comutativa da multiplicagdo).
Demonstracao.
(i) De fato, (a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d) = (c+a,d+b) = (c,d) + (a,b).

(ii) De fato, (a,b) - (¢,d) = (ac — bd,ad + bc) = (ca — db, cb + da) = (¢, d) - (a,b). B
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Proposicao 5.2.38 (comutatividade da adigao nos quatérnios e octonios). Sejam a,b € H
ec,de O

(i) a4+ b=>b+ a (propriedade comutativa da adigdo nos quatérnios);
(ii) ¢+ d = d+ c (propriedade comutativa da adi¢io nos octonios).

A demonstracao da proposicao acima segue os mesmos principios do feito com os
nimeros complexos, por isso a mesma foi omitida.
Além disso, como nos quatérnios e octonios tem-se ij = k e ji = —k, fica claro

que (H,-) (O, -) nao atendem & propriedade comutativa da multiplicacao.

Defini¢ao 5.2.39. Um grupo (X,x*) é dito grupo abeliano quando a opera¢dao x € comu-

tativa.

ObSEI‘V&géO 5.2.40. Como (Na +)7 (N7 '); (Zv '): (Qa '): (Ra ')7 (C7 ')7 (H7 ) € ((0)7 ) nao se
caracterizam como grupos entao nao cabe avalid-los como grupo abeliano. Ainda assim, €
valido ressaltar que alguns destes possuem a propriedade comutativa em relagao a adi¢ao

e a multiplicacao como serd evidenciado abaizo.

As tabelas abaixo evidenciam em quais casos a associagao dos conjuntos as respec-
tivas operagoes caracterizam um grupo abeliano. Ainda assim, vale lembrar que (Q*,-),
(R*,-) e (C*,-) sdo grupos abelianos, ja que neste caso estd sendo excluido o elemento

nulo de cada um destes conjuntos.

operagao/conjunto | N |Z | Q | R|C | H | O

adicao X | x| x| x|x|X

multiplicacao

Tabela 5.4: Exemplos de grupos abelianos

operagao/conjunto | N | Z | Q* | R* | C* | H* | O*

adicao X| X | x| x| x| X

multiplicacao X | x| X

Tabela 5.5: Exemplos de grupos abelianos
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5.2.6 Anéis

Definicao 5.2.41. Sejam + e - operagoes definidas num conjunto suporte X. Diz-se que

- € distributiva em relagdo a + quando Va,b,c € X tem-se (a+b)-c=a-c+b-c.

Proposicao 5.2.42 (distributividade da multiplicagao em relagao a adigao nos naturais).

Sejam m,n e p naturais arbitrdrios, entao m(n +p) = mn+mp e (m+n)p = mp + np;

Demonstracao. Sejam m e n naturais fixados arbitrariamente e S, ,, = {p € Nym(n+p) =
mn+mp}. Tem-se que 0 € Sy, , pois m(n+0) = mn e mn+m-0=mn. Se k € S,,,, entao
m(n + k) = mn + mk. Dessa forma, m(n + s(k)) =mn+ (k+1)) =m((n+k)+1) =
m(n + k) +m = mn+mk+m = mn+m(k+1) = mn+m - s(k). Sendo assim,
m(n+s(k)) = mn+m-s(k), ouseja, s(k) € Sy,n. Consequentemente, através do principio
da inducao, Sy, ,, = N e, como m e n foram fixados arbitrariamente, m(n+p) = mn+mp
é valido para quaisquer m,n e p naturais.

Por outro lado, sejam m e n naturais fixados arbitrariamente e S,,,, = {p €
N; (m+n)p = mp+np}. Tem-se que 0 € Sy, , pois (m+n)-0 =0=m-0+n-0. Sek € Sy
entdo (m+n)k = mk+nk. Dessa forma, (m+n)s(k) = (m+n)-(k+1) = (m+n)-k+(m+
n) = mk+nk+(m+n) = (mk+m)+(nk+n) =m(k+1)+n(k+1) =m-s(k)+n-s(k).
Sendo assim, (m + n)s(k) = m - s(k) + n - s(k),ou seja, s(k) € S, ,. Consequentemente,
Smn = N e, como m e n foram fixados arbitrariamente, (m + n)p = mp + np é valido

para quaisquer m,n ep naturais. ]

Proposicgao 5.2.43 (distributividade da multiplicacao em relacao a adigao nos inteiros).

Sejam o = (a,b), 5 = (c,d) ey = (e, f) inteiros. A multiplicacio em Z é distributiva em

relacao a adicao.

Demonstragao. Deseja-se demonstrar que: a-(5+7) = a-f+a-ve (+7)-a = f-a+vy-a.
De fato,

(i)

a-(B+7) = (a,b)-((c,d)+ (e f))
a,b) - (c+e,d+ f)
(c+e)+b-(d+ f,ald+ f)+b-(c+e))

ac+ ae +bd + bf,ad + af + bc + be)

ac+ bd + ae + bf,ad + be + af + be)

(
(
(a
(
(
(

ac + bd,ad + bc) + (ae + bf, af + be)
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(i)

B+7)-a = ((6d)+(ef))-(ab)
c+ed+ f)-(a,b)

(
(
= ((c+e)-a+(d+f)-b(d+ fla+ (c+e)b)
(
(

ca+db+ea+ fb,cb+ da+ eb+ fa)
ca + db,cb + da) + (ea + fb,eb+ fa)

= B-at+7 «
m
Proposigao 5.2.44 (distributividade da multiplicagao em relacdo a adigdo nos racionais).
_ a c e . L P .
Sejam r = 7 5 = p et = ? racionais. A multiplicacio em Q € distributiva em relacdo

a adicao.

d d d
Demonstragao. De fato, r(s+t) = % §+§ = % Cfc—l; e) = a(cj;;; °) - acfb;il—fa ‘=

acf +adel _ acf+adeb _ acfb+adeb _ acbf + bdae ac  ae ac ae

bif 1 bdf bbb bdbf  bd bf bd bf
rs+rt.

Além disso, (s +t)r = sr + tr. A demonstragao é anéloga. O

Proposicao 5.2.45 (distributividade da multiplicagdo em relagdo a adi¢do nos reais).

Sejam «, 8,7 € R entio a(f + ) = aff + ar.

Demonstra¢ao. A demonstracao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [10] (p. 97).
]

Proposicao 5.2.46 (distributividade da multiplicagao em relagao a adigdo nos comple-
x0s). Sejam (a,b), (c,d), (e, f) € C. A multiplicagdo € distributiva em relagdo a adigao,

ou seja, (a,b) - [(c,d) + (e, f)] = (a,b) - (¢,d) + (a,b) - (e, ).

Demonstracao. De fato, (a,b) - [(¢,d) + (e, f)] = (a,b) - (c+e,d+ f) = (a(c+e) — b(d +
f),ald+ f)+blc+e)) = (ac+ae—bd—bf,ad+ af +bc+ be) = (ac — bd + ae — bf, ad +
be+ af + be) = (ac — bd,ad + be) + (ae — bf,af + be) = (a,b) - (¢,d) + (a,b) - (e, f). O

Observacao 5.2.47. Analogamente aos complexos, verifica-se que a distributividade da

multiplicacao para a adicao € valida para os quatérnios e octonios.

Definicao 5.2.48. Um anel A é um conjunto nao vazio munido de duas operagoes
bindrias, denotadas por + (adi¢ao) e - (multiplicagcdo) tais que, para todos a,b,c € A

verificam-se as sequintes propriedades:

(i) (a+b)+c=a+ (b+c) (associatividade da adi¢do);
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(ii) Existe elemento 0 € A tal que, para todo a € A, a+0 = a = 0+ a (existéncia de

elemento neutro aditivo);

(11i) Para todo a € A, existe elemento —a € A tal que, a + (—a) = 0 = (—a) + a

(ezisténcia de elemento simétrico aditivo);
(iv) a+b=0b+ a (comutatividade da adi¢ao);
(v) (ab)e = a(be) (associatividade da multiplicagao);
(vi) (a4 b)c = ac+ be (distributividade da multiplicagio em rela¢ao a adigdo).

Observagao 5.2.49. Um anel também pode ser caracterizado como um conjunto A nao
vazio munido de duas operagdes bindrias, denotadas por + (adigdo) e - (multiplica¢ao)

tais que, (A,+) € um grupo abeliano, (A,-) é um semigrupo e é vdilida a propriedade (vi).

Definicao 5.2.50. Seja A uma anel. Diremos que A é um anel com unidade, se eziste
um elemento 1 € A tal que, para todo a € A, a-1=a=1-a e, neste caso, diremos que

existe um elemento neutro multiplicativo.

Os anéis utilizados neste trabalho sao de forma indistinta anéis com unidade,
portanto a nomenclatura anel serd usada invariavelmente para indicar anéis com unidade.
A notagao utilizada para um anel A, dotado das operagoes de + (adi¢ao) e - (multiplicacao)

serd (A, +,-).

Definicao 5.2.51. Seja A um anel. Dados a,b,c € A, define-se o comutador de a e b
por [a,b] = ab — ba e o associador de a e b por A(a,b,c) = (ab)e — a(bc). Diz-se que um

anel é comutativo se [a,b] = 0 e associativo, caso, A(a,b,c) =0, para todo a,b,c € A.
Observacao 5.2.52. Note que todo Anel é Anel associativo.

Exemplos 5.2.53. Tomando como base as defini¢coes acima, seque a andlise dos “con-

jguntos cldssicos” quanto a caracterizacao como anel e anel comutativo.
e Sao anéis: (Z7 +, ')7 (@7 =+, ')7 (Ra =+, ')7 <C> =+, ) € (Ha +, )
e Sao anéis comutativos: (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,").

e Note que o anel das matrizes (M,(R),+,-), com + e -, sendo as operagoes usuais
entre matrizes, e o anel dos quatérnios (H,+,-), sendo + e - as operagioes entre
quatérnios definidas por Hamilton, nao sao anéis comutativos. Efdcil perceber que,
dadas duas matrizes A e B, o produto AB # BA e ja foi mostrado neste trabalho que
a multiplicacdo de quatérnios nao € comutativa. Além disso, o anel dos quatérnios

€ o primeiro exemplo de anel nao comutativo.
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Observacao 5.2.54. O conjunto dos naturais associado as operacoes de adicao e multi-
plica¢ao usuais nao se caracteriza como anel, uma vez que nao atende a propriedade (ii7)

da definicao de anel. Além disso, ndao € grupo abeliano, tampouco grupo.

5.2.7 Dominios de Integridade

Definicao 5.2.55. Sejam A um anel comutativo e a,b € A. Se ab =0, implica que a = 0

ou b=0, diremos que A € um dominio de integridade, ou simplesmente um dominio.

Definigao 5.2.56. Sejam a,b € A com a,b # 0, tais que ab = 0, diz-se que a e b sao

divisores de 0.

Dessa forma, pode-se definir dominio de integridade de outra maneira.
Definicao 5.2.57. Um dominio é um anel comutativo sem divisores de zero.
Exemplo 5.2.58. (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-) e (C,+,-) sdo dominio de integridade.

Exemplo 5.2.59. Note que (H,+,-) ndo é dominio de integridade. Apesar de (H,+,-)

ser anel, o mesmo nao € anel comutativo.

5.2.8 Corpos

Definigao 5.2.60. Seja A um anel. Um elemento a € A € invertivel se existe um outro

elemento b € A tal que ab = 1 = ba. Neste caso, b € dito inverso de a e usualmente

indicado por a™*.

Observagao 5.2.61. Note que a definicao de invertivel acima se refere a opera¢do multi-
plicativa. A andlise da existéncia do elemento inverso quanto a multiplicacao jd foi feita
em 5.2.4, o que facilitard a classificagao dos “conjuntos cldssicos” quanto a definicao de

Corpo.

Definigao 5.2.62. Um anel A ¢ dito de divisao, se todos os seus elementos nao-nulos

sao invertiveis.

Exemplo 5.2.63. Sdo anéis de divisio: (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,-) e (H, +,-).
Definicao 5.2.64. Um corpo €, por defini¢cao, um anel de divisao comutativo.
Exemplo 5.2.65. Sao corpos: (Q,+,), (R,+,-) e (C,+,-).

Observagao 5.2.66. O anel de divisao dos quatérnios nao ¢ um corpo jd que a respectiva

multiplicagao nao é comutativa.

Proposicao 5.2.67. Todo corpo é dominio de integridade.
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Demonstracao. Com efeito, seja R um corpo e x # 0 € R. Supondo que xy = 0, entao
0=2"1-0=2"1l2y =y, analogamente, se y # 0 € R, conclui-se que x = 0. Assim, R

nao possui divisores de zero, ou seja, R é dominio de integridade. O

Entretanto, nem todo dominio de integridade é corpo: basta notar que Z é um

dominio de integridade, mas nao é corpo, pois seus unicos elementos inversiveis sao 1 e
—1.
5.2.9 Espaco vetorial

Definicao 5.2.68. Seja um conjunto A ndo vazio. Diremos que A € um espaco vetorial
sobre R se, para todos os elementos a,b,c € A e Va € R, estao definidas as operacoes de

adicao e produto por escalar, satisfazendo as sequintes condi¢oes:
(1) a+ (b+c)=(a+0b)+c;
(2) a+b=b+a;
(3) existe 0 € A tal que a+0=0+a = a;
(4) existe (—a) € A tal que a + (—a) = 0;
(5) a(fa) = (af)a;
(6) (a+ B)a = aa+ Pa;
(7) ala+b) =aa+ ab;
(8) 31 € K tal que 1 -a = a.

Exemplo 5.2.69. Z, Q, R, C, H e O sao espagos vetoriais sobre o corpo R.

5.2.10 Algebra

Neste ponto é conveniente introduzir a definicdo de algebra (associativa) sobre
um corpo, ao qual neste trabalho, iremos considerar, por conveniéncia como o corpo dos

numeros reais. De maneira mais especifica iremos tratar de algebras de dimensao finita.

Definicao 5.2.70. Sejam R o corpo dos niumeros reais e A um conjunto nao-vazio. Diz-
se que A € uma R-dlgebra (dlgebra sobre o corpo R), se em A estiverem definidas as

operacoes de adicao e o produto por escalar:

AxA—= A RxA—A
(a,b) —a+b (a,a) — aa
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de tal modo que A seja um espago vetorial sobre o corpo R. Além disso, que a operagao

de multiplicacao:

AxA— A
(a,b) —a-b

satisfaca as sequintes condigoes:
(i) a(ab) = (aa)b = a(ab);
(ii) (a+ ab)e = ac+ abe e a(b+ ac) = ab + a(ac),
todas as condig¢oes acima, valendo para todos a,b,c € A e a € R.

Definicao 5.2.71. Sejam a,b,c € A e a R-dlgebra definida acima. Diz-se que:

Uma R-dlgebra é comutativa se [a,b] = 0;

Uma R-dlgebra é associativa se A(a,b,c) = 0;

Uma R-dlgebra € dlgebra com unidade, se existe e € A tal que ae = ea = a.

Uma R-dlgebra € dlgebra alternativa, se A(a,a,b) = A(a,b,b) =0, ou seja, a(ab) =

a’b e (ba)a = ba®.

Decorre imediatamente que se A é uma R-dlgebra associativa, entao A é também

R-algebra alternativa.

Exemplo 5.2.72. Note que Ms(R) é uma R-dlgebra sendo as operagées: a multiplicagdo
por escalar, a soma de matrizes e a multiplicagao de matrizes. My(R) é uma dlgebra

associativa e com unidade.

Definicao 5.2.73. Seja A uma R-dlgebra, com unidade denotada por e. Dado x € A, se
existe y € A tal que xy = yr = e, diz-se que y € o elemento inverso de x, sendo que y €

tinico e denotado por v~ *.

Definigao 5.2.74. Seja A uma R-dlgebra com unidade. Diremos que A é uma dlgebra de

divisao*, se todo elemento x # 0 de A possuir um elemento inverso.
Exemplo 5.2.75. Sequem alguns exemplos de dlgebras de divisdo:

e O conjunto dos numeros reais (R) é uma R-dlgebra de divisao comutativa com a

adicao, multiplicacao e produto por escalar usuais dos niumeros reais;

1O primeiro exemplo conhecido de algebra de divisdao sdo os ntimeros reais. Somente, por volta de
1572, o matemadtico italiano Rafael Bombelli formalizou a aritmética dos ntimeros complexos dando-lhes

também a estrutura de algebra de divis@o e os utilizou em seu livro L’Algebra para resolver equacoes.
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e O conjunto dos nimeros complexos (C) € uma R-dlgebra de divisao comutativa com

a adicao, multiplicacao e produto por escalar usuais dos niumeros complexos;

e O congunto dos quatérnios (H) € uma R-dlgebra de divisdo ndo-comutativa com a

adicao, multiplicacao e produto por escalar dos numeros quatérnios;

e O conjunto dos octonios (Q) é uma R-dlgebra de divisio ndo-comutativa e ndao

associativa com a adicao, multiplicacao e produto por escalar dos octonios.

Observacao 5.2.76. O conceito de dimensdo de uma R-dlgebra € andlogo ao conceito
de dimensao visto em dlgebra linear para o caso de um espago vetorial, uma vez que R-
algebra €, de fato, um espaco vetorial sobre o conjunto dos nimeros reais. Para detalhes

veja, por exemplo, [9]. Nosso interesse € por R-dlgebra de dimensao finita.
Abaixo a definicao de isomorfismo R-dlgebras.

Definigao 5.2.77. Sejam A e A’ duas R-dalgebras. Diz-se que A e A" sdo isomorfas ou
equivalentes quando existe uma correspondéncia biunivoca a — a' entre A e A’ de forma

que,

(a+0) =d +V
(a) = ad

(ab) = d'b',

em que a,b € A, a',b € A" e a € R.
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Capitulo 6

A questao proposta por Hamilton

6.1 A questao proposta por Hamilton: Quais esferas
sao paralelizaveis?

Para respondermos a questao 1 introduziremos algumas ferramentas geométricas.
Aqui ressaltamos que, para além de responder a questao proposta pelo Hamilton, esta
breve discussao estabelecera relacoes entre a estrutura algébrica dos conjuntos e sua geo-
metria, a partir do conceito de paralelizavel, no caso de esferas n-dimensionais.

Antes de definir esferas paralelizaveis, lembremos o conceito de uma esfera n-

dimensional no espaco euclidiano R".

Defini¢ao 6.1.1. Sejan > —1 e seja || — || a norma euclidiana sobre R™. A n-esfera € o

sub-espago topoldgico S™ := {a € R™; ||la| = 1} C R

Definicao 6.1.2. A esfera n-dimensional S™ €, por definicdo, o sequinte subconjunto
S* ={z e R |z|| = 1}.

Exemplo 6.1.3. A esfera S* = {(z,y) € R?* 2*> +y*> = 1} e a esfera S? = {(x,y,2) €
R3; 22 4y + 2% = 1}.

O conceito de paralelizavel, a seguir, é relevante para a existéncia de algebras de
divisao, conforme estabelece a proposicao 6.1.5, a qual apresentamos sem demonstracao.

Para maiores detalhes, sobre esta discussao, veja, por exemplo, [13, 3, 14, 9].

Definicao 6.1.4. A n-esfera € dita ser paralelizdvel, se existem n+1 aplicacoes continuas
G0, D1, O = ST — S™, com ¢y = Idgn e tal que para todo a € S™, as imagens

bo(a),p1(a), -, ¢n(a) sdo linearmente independentes em R,

Proposicao 6.1.5. Suponha que para todo n > 0, existe uma n-dimensional A-dlgebra

de divisao sobre R, entdo a (n — 1)-esfera € paralelizavel.

95
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Assim, de acordo com a proposicao 6.1.5, para mostrarmos que nao existe uma
algebra de divisao sobre R de dimensao 3 é suficiente mostrarmos que a 2-esfera nao é

paralelizavel. No entanto, é possivel mostrar um resultado mais geral, como a seguir.
Proposigao 6.1.6. Seja n € N par. Entao a n-esfera nao é paralelizdvel.
Para provar o resultado anterior, precisamos das seguintes definigoes.

Definicao 6.1.7. Sejam S™ uma n-esfera e as funcoes continuas f, g : S™ — S™. Diremos

que f € homotopica a g e escrevemos f ~ g se existe uma funcao continua

7. S"x [ — S*
| (@t » F(at)

tal que:
(a) F(z,0) = f(z);
(b) F(z,1) = g(z), Yz € S",
em que I =[0,1].

Proposicao 6.1.8. Sejam f,g : S — S™ continuas tal que f(x) # —g(z), Vo € S™,

entao f é homotdpica a g.

Demonstragao. Se f(x) # —g(z), Vo € S™ (hipétese), entao o segmento de reta
tf(z)+ (1 —-t)g(z), 0 <t <1,

nao passa pela origem de R"*!. Assim, podemos considerar a aplicacao

F:8"x]— 8" cRetl
@) + (1 ()
(.8 = @) = o v (1= Dg(a)

Note que F' estd bem definida, desde que tf(z) + (1 —t)g(x) # 0 e é continua, pois f,g

sao continuas (hipdtese). Além disso,

F(z,0) = 9(z) = g(z), pois |g(x)| =1, pois g : S — S"
|9()]
e
Pla,1) = 28— f(2), pois | ()] = 1, pois f : 5" — &
|f ()]
Portanto, f ~ ¢, como queriamos mostrar. ]

Decorre imediatamente proposicao anterior o seguinte resultado.
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Lema 6.1.9. Seja f: S™ — S™ uma aplicacao continua, n > 1.
(a) Se f(x) # —x, entao [ ~ Idgn (Idsn(x) =z € a fun¢ao identidade).
(b) Se f(z) # x, entao f ~ —Idgn (—Idgn(z) € chamada aplicagdo antipodal).

Para completarmos os ingredientes necessarios para a demonstracao da proposicao

6.1.6, vamos assumir a existéncia de uma funcao ¢, que cumpre as seguintes propriedades.

Observagao 6.1.10. Sejam n > 1 e f,g : S™ — S™ aplicagoes continuas. E possivel

mostrar que existe uma funcao ¢, satisfazendo as sequintes propriedades.
(a) e.(ldsn) =1;
(b) ¢.(Idgn) = (=1)"*".

Para detalhes sobre a fun¢ao ¢, e suas propriedades, consulte por exemplo, [14],

no tépico sobre grau de Browner de uma aplicagao.

Agora, podemos provar a proposi¢ao 6.1.6.

Demonstragao. [da proposigao 6.1.6]. Suponhamos que uma n-esfera seja paralelizével.
Entao, existe uma aplicagao ¢ : S™ — S™ tal que para todo a € S™, os vetores a e ¢(a)
sao linearmente independentes, o que é equivalente a afirmar que ¢(a) # a e ¢(a) # —a.
Dai, de acordo com o lema 6.1.9, temos que ¢ ~ Idsn ¢ ¢ ~ —Idgn, e, portanto, pela

observagao 6.1.10, segue que

o que para n par nao ¢ verdadeiro. O que completa a prova da proposicao 6.1.6. O

Face ao exposto ja é possivel provar o seguinte resultado.

Teorema 6.1.11. Nao existe dlgebra de divisao sobre R de dimensao impar maior do que

1. Em particular, nao existe uma dlgebra de divisao sobre R de dimensao 3.

Demonstracao. Para n > 1, decorre da proposicao anterior que, sendo n um ntmero
par, entao a n-esfera nao é paralelizavel. Sendo assim, o resultado segue da proposi¢ao
6.1.5. u
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6.2 A questao proposta por Hamilton: Quais esferas
sao grupos?

Nesta secao discutiremos uma outra abordagem para solucionar a questao 1. De
fato, veremos que esta questao surge, naturalmente, na discussao sobre quais esferas n-
dimensionais sdo grupos (questao 5, abaixo). Para detalhes sobre as demonstracoes dos
resultados e sobre as demais discussoes desta segao, veja, por exemplo, [3, 9, 13].

Para introduzir a discussao lembre-se que a esfera S™ := {a € R"™! : |ja|| =
1} € R™! Temos que para n = 0, a esfera S° = {—1,1} C R. Ademais, usando o
ismorfismo existente entre R? e C, podemos escrever a esfera S' como o subconjunto
St = {e? 6 € [0,27)} de C. Observemos que tanto S° quanto S* sdo grupos, com

respeito a operacao de multiplicacao. A partir desta discussao, cabe a seguinte pergunta:

Questao 5. A n-esfera S™ € um grupo, para qualquer n € N? Se ndo, quais esferas sao

grupos?
Antes de responder a questao acima, observe o seguinte.
)

(a) A esfera S° ¢ um subconjunto de R cujos elementos tém norma unitdria. Além

disso, para qualquer t,s € R, temos que ||ts]| = ||¢]|||s]]-

(b) A esfera S' é um subconjunto de C cujos elementos tém norma unitdria. Além

disso, para quaisquer z,w € R, temos que |[zw|| = ||z||||w]|.
A discussao acima, motiva a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 6.2.1. (dlgebra de divisio normada) O conjunto A é uma dlgebra real de

divisao normada de dimensao n, se A satisfaz as sequintes condigoes:
(a) A € um espago vetorial de dimensao n, com uma norma: || ||.

(b) A tem uma estrutura de anel com identidade, e qualquer elemento nao-nulo é in-

vertivel.

(c) A norma e a multiplicacdo sao compativeis, no sequinte sentido:

labll = l[alll[ol], Va,b e A.

Decorre imediatamente da definicao que toda algebra de divisao normada é uma
algebra de divisao. Além disso, sendo A = R, temos que Sg = S, e sendo, A = C, temos
que Sc = S!, sao grupos, com j& vimos. Sendo A = H, é possivel mostrar que a esfera

unitaria Sy = S% é também um grupo.
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De modo geral, é possivel mostrar o seguinte resultado, o qual responde a questao

“Quando A é uma dlgebra associativa, a esfera unitaria S,, = {a € S™; |a| = 1}

¢ uma (n — 1) esfera que também é um grupo.”

De fato, vale também a reciproca, ou seja, se S*~! é um grupo, entao esta induz
uma estrutura de uma algebra real de divisao associativa normada em R"™. Portanto,
se S? é um grupo, entdo deve existir uma estrutura de dlgebra real de divisao normada
associativa em R3. Mas, é possivel mostrar que nao existe uma tal estrutura, logo S? nao
pode ser um grupo.

A partir destas discussoes recuperamos de um outro ponto de vista, ou melhor,
de um outro ponto de partida, uma resposta para o questionamento do Hamilton (questao
1), uma vez que S? nao sendo um grupo, implica, em particular, a nao existéncia de uma
estrutura de algebra real de divisao associativa em R®. Mais ainda, as unicas esferas que

sao grupos sao SV, St e S3.

6.3 O Teorema de Frobenius para R-dlgebras de divisao associativas de di-

mensao finita

Nesta secao, uma classificacao das R-algebras de divisao, associativas e de di-
mensao finita (teorema 6.3.8) é apresentada. A principal referéncia utilizada foi [24].
Outros detalhes também podem ser vistos em [9, 13, 14, 17, 30].

Antes, porém, serao necessarias algumas definicoes e resultados que apresentare-

mos a seguir.

Proposigao 6.3.1. Seja A uma dlgebra de divisao associativa de dimensao finita sobre o

corpo R. Se x € A, entdo 2> € R + Rx.

Demonstracao. O conjunto de poténcias 1, z, 22, --- de um elemento o € A é linearmente
dependente. Entao, existem ay, -« - , a,, ndo todos nulos, tais que p(x) = ag+- - -+ a,z™ =
0. Como todo polinémio em R[X] pode se fatorado com fatores de grau no méximo 2,
segue que p(x) = bo(z — by) -+ (x — bg) - -+ (2> + c1x + dp). Como A nao possui divisores
de zero, existe um certo indice, digamos k, tal que  — b, = 0 ou 2% + ¢ + dj, = 0, logo,
7?2 € R+ Rua. O

Proposigao 6.3.2. Se A # R, entao:
(a) Eriste um elemento i € A tal que i* = —1.

(b) C =R+ Ri € um corpo isomorfo ao conjunto dos nimeros complexos e C := {z €
A xi =ix}.
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Demonstragao. Inicialmente, observe que se A # R, entao, existe um elemento = € A, tal
que = ¢ R. Pela proposicao 6.3.1, vale que 22 € R + Rz, ou seja, existem a e b em R, tal

que 2% = ax + b, equivalentemente,

xQ—ax:b<:><x—g)2:b+a—. (6.1)

2
Afirmacgao 6.3.3. Se b — az >0, entao z € R.

Demonstracao. De fato, da equacgao 6.1 e da hipdtese, segue que

(9= (+5) o

2 2
Reescrevendo <b~|— %) = ((b+ %)5) . A equacao 6.2 pode ser reescrita da seguinte
forma:
a2 a2 1\?
— ) —((p+ 2z ) = :
(x 2) <( + 4)2> 0 (6.3)
E, portanto,

Logo, x € R, desde que a,b € R e b+— > 0, o que conclui a prova da afirmacao 6.3.3. [

a?
4
a2
Decorre da afirmagao 6.3.3 que se = ¢ R, entao b+ 1 < 0 e, portanto, existe um
2
a
c € R tal que ¢ > 0 de tal sorte que podemos escrever b + 1 —c2
Demonstragao. (Prova do item [(a)]). De fato, do exposto acima, se  é um elemento de
A, tal que z ¢ R, entdo, existem a e b em R, tal que
2 2
r— =) =—c, 6.4
(=-3) (64

o que implica que
an 2
(=-3)
N 27 g, (6.5)

Faca i2 = —1. Assim, temos que

m 2. (6.6)

€ R, desde que (x—%)2 = b+‘ﬁl—2 € R, pois a,b,c € R. E,
2r —a

2c

Agora, note que,

an 2

(=-3)

N2/
2

portanto, para concluir a prova do item [(a)], basta tomar i =

, na equacao 6.6. [
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Demonstragao. (Prova do item [(b)]). Vamos mostrar que x € R + Ri. De fato, usando
o fato que x é um elemento qualquer de A que comuta com o elemento i e que i2 = —1,

podemos escrever:

Donde segue que
2
0 = <x - g) — (ic)?
= <x—g+ic> (:L'—g—ic>
2 2

E, portanto, <x—g—|—ic> =0 ou (x—%—ic) = 0. Ou seja,x:g—iceR—HRi ou

a . . ,
Tr = 5 +1c € R 4+ Ri, como queriamos mostrar. ]

Claramente, C' = R + Rz é um corpo. O que conclui a prova da proposicao

6.3.2. 0

Proposicao 6.3.4. Seja C~ = {x € A; xi = —ix}, entao C~ € um subespaco vetorial
de A tal que CNC~ ={0} e A=CadC".

Demonstragao. Note que 0 € C~. Além disso, se z,y € C~ e a,b € R, entao (ax +by)i =
axi+ byi = —aiz — biy = —i(ax + by). E, portanto, ax + by € C~. Sex € CNC~, segue
que ix = xi = —iz, o que implica que (z =0 ou 1 = —1) = x = 0. Para mostrarmos que

A = C + C7, inicialmente, mostremos a seguinte afirmacao.

1 1
Afirmacgao 6.3.5. §(I —izi) € C e 5(9{5 +ixi) € C™.

Demonstragao. (Prova da afirmagao) De fato, decorre da comutatividade e da associati-

vidade em A, que:

(x —izi)i = wxi— (izi)i
= —(*)(xi) — [(ix)i]i
= —ili(xi)] — (iz)(i*)
= —i(izi) + iz

= i(x —ixi)
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e
(x +ixi)i = xi+ (ixi)i

= —(*)(xi) + [(ix)i]i

= —ifi(zi)] + (iz)(i*)

= —i(izi) —ix

= —i(x +ixi)
Logo, %(x —ixi) € Ce %(:c +ixi) € C™. O

Como x = %(w — ixi) + %(w + ixi), segue que A = C' + C~, como querfamos

mostrar. ]

Proposicao 6.3.6. Se x,u € A anticomutam, entio x* e u comutam.

Demonstracao. Decorre da comutatividade e da associatividade em A. O

A demonstracao do préoximo resultado segue a mesma ideia da proposicao 6.3.4,
por isso, omitiremos esta demonstracao. O leitor interessado podera consultar, por exem-
plo, [24].

Proposicao 6.3.7. Se A & C, entao:
(a) Eziste j € C™ tal que j? = —1.

(b) O subespago 4—dimensional C' 4+ Cj é uma dlgebra de divisao associativa sobre R

1somorfa aos quatérnios de Hamilton.
Com isto, prova-se o Teorema de Frobenius:

Teorema 6.3.8 (Teorema de Frobenius). Se A é uma R-dlgebra de divisao associativa,

com dimensao finita, entao A € isomorfa a R, ou a C, ou a H.

Uma continuacao natural do Teorema de Frobenius consiste em enfraquecer a
hipotese da associatividade, por exemplo, substituindo-a pela condicao de que a algebra
de divisao ¢ alternativa, a qual é condi¢ao necessaria para a associativade. Nesta direcao,
temos o Teorema de Hurwitz (Ver, por exemplo, [24]), o qual garante que, a menos de
isomorfismo, existem apenas as seguintes R-algebras de divisao alternativas: R, C, H ou
0. Note que os octonios tem dimensao 8 é nao-associativo e é nao-comutativo.

Face ao exposto questiona-se, imediatamente, se extensoes em dimensoes mais
altas existem? De fato, é possivel mostrar que, preservando a estrutura de dlgebra de
divisdo, estes sdo as unicas possibilidades, conforme provado em [3].

Finalmente, espera-se que este trabalho tenha evidenciado a riqueza de aborda-

gens e técnicas presentes nas discussoes em torno do conhecido Teorema de Frobenius.



Apeéendice A

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM
REDE NACIONAL (PROFMAT)

O presente instrumento objetiva consubstanciar A
dados para o desenvolvimento da pesquisa de Mestrado A A
Profissional em Matematica em Rede Nacional
(PROFMAT) da Universidade Federal do Recbncavo da P RO F M AT
Bahia (UFRB).

Na primeira parte, solicitamos alguns dados de identificacdo com o intuito de
classificar os grupos pesquisados. Na segunda parte, apresentamos questbes
especificas, visando melhor compressé&o do objeto da pesquisa.

Apesar de solicitar a identificagdo no presente formulario, a mesma nao sera
divulgada dentro da pesquisa, sendo meramente elemento pratico para a distingao
na analise dos dados. A pesquisa tera carater confidencial no que diz respeito as

informacdes apresentadas no presente instrumento.

Sua colaboragao é de fundamental importancia.
Antecipo meus agradecimentos pela sua valorosa colaboragéo.

José Carlos Leal do Valle Junior
Estudante de Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional (PROFMAT)

PRIMEIRA PARTE
(DADOS DE IDENTIFICACAQO)

Nome:

Idade:

Instituicao de Ensino:

Série/Ano:

Figura 6.1: Questionario aplicado aos alunos - p.1
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SEGUNDA PARTE
(QUESTOES ESPECIFICAS)

1) Sendo N,Z Q,R e C os conjuntos dos naturais, inteiros, racionais, reais e
complexos, respectivamente. Supondo que as caixas abaixo representam tais
conjuntos € que os seus elementos devem estar inseridos nas mesmas,
direcione os elementos abaixo, posicionando-os na(s) caixa(s) corretas.

0|1 |1+ i 1000 |0,353535... | T | —2

2 3
1 4

2) Resumidamente, as equagdes visam determinar através de processos
matematicos, determinados valores desconhecidos. Através dos seus
conhecimentos matematicos responda os itens abaixo sobre a equagao:

2
x“+1=0

a) Resolva a equagéao acima descrevendo abaixo o método utilizado para tal.

b) Assinale abaixo as caixas que contém a solugao da equagao acima.

N Z Q R C

3) Quando um conjunto A possui todos os elementos de outro conjunto, por
exemplo, B, dizemos que o conjunto A contém o conjunto B; ou que o
conjunto B esta contido no conjunto A. Denota-se este fato como A > B (A
contém B) ou B c A (B esta contido em A). Tomando como base a notagéo
apresentada acima, complete os espagos vazios com as respectivas
inclusdes entre os conjuntos numericos.

N_7 |Q_Z|Z_QR_QR__C

Figura 6.2: Questionario aplicado aos alunos - p.2
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MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM
REDE NACIONAL (PROFMAT)

O presente instrumento objetiva consubstanciar
dados para o desenvolvimento da pesquisa de Mestrado A A
Profissional em Matematica em Rede Nacional
(PROFMAT) da Universidade Federal do Reconcavo da P RO F M AT
Bahia (UFRB).

Na primeira parte, solicitamos alguns dados de identificagao com o intuito de
classificar os grupos pesquisados. Na segunda parte, apresentamos questoes
especificas, visando melhor compressao do objeto da pesquisa.

Apesar de solicitar a identificagdo no presente formulario, a mesma néo sera
divulgada dentro da pesquisa, sendo meramente elemento pratico para a distingao
na andlise dos dados. A pesquisa terd carater confidencial no que diz respeito as

informacdes apresentadas no presente instrumento.

Sua colaboragéo é de fundamental importancia.
Antecipo meus agradecimentos pela sua valorosa colaboragao.

José Carlos Leal do Valle Junior
Estudante de Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional (PROFMAT)

PRIMEIRA PARTE
(DADOS DE IDENTIFICACAQO)

Nome:

Idade:

Instituicao de Ensino:

Formacao:

(1)
(2)
(3)
(4)

Figura 6.3: Questionario aplicado aos professores - p.1
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SEGUNDA PARTE
(QUESTOES ESPECIFICAS)

1)

2)

Nas suas experiéncias como docente de matematica, os alunos apresentam
motivagao para o estudo dos nimeros complexos?

a) Sim

b) Nao

c) Raramente

Os alunos conseguem identificar alguma aplicagdo dos nimeros complexos
associada a realidade?

a) Sim

b) Nao

c¢) Raramente

Se sim, qual (is)?

3)

4)

5)

Sendo N,Z @Q,R e C os conjuntos dos naturais, inteiros, racionais, reais e
complexos, respectivamente e motivado pela sucesséo de inclusées Nc Z c
@ c R c C, voceé acredita que existe um conjunto X tal que C c X?

a) Sim

b) Nao

Caso tenha respondido sim na questdo anterior, vocé acredita que existe um
conjunto Y talque X c Y?

a) Sim

b) Nao

Caso tenha respondido sim na questdo anterior, vocé julga a sucessdo
NcZcQcRcCcXcYé:

a) finita

b) infinita

Figura 6.4: Questionario aplicado aos professores - p.2
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