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Resumo

A analise € um dos ramos mais férteis da matemaética, com seu rigor traz funda-
mento para novos conceitos desenvolvidos. O presente trabalho tem como objetivo
principal, o estudo das fungoes de n-variaveis reais, fornecendo ao leitor um primeiro
contato com a matéria. Introduzimos definicoes e teoremas importantes para o seu
estudo, dando énfase as nocoes de topologia. Passando a estudar algumas aplicagoes
continuas e diferencidveis, chegando a desigualdade do valor médio.
Palavras-Chave: Analise, Topologia, Desigualdade do Valor Médio.



Abstract

Analysis is one of the most fertile branches of mathematics, with its rigor brings
foundation for new concepts developed. The objective of this work is to study of
the n-variables real functions, providing the reader a first contact with the matter.
We have introduced important concepts and theorems, emphasizing the notions of
topology. Moving on to studying some continuous and differentiable applications,
reaching the mean value inequality.

Keywords: Analysis, Topology, Mean Value inequality.
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Introducao

Ao estudarmos o Calculo Diferencial, e analisarmos problemas que envolvem uma,
variavel, é bastante intuitivo fazer a associacao de um valor numérico a um ponto na
reta real. Quando consideramos mais de uma variavel, isto é, espagos com maiores
dimensoes, surge a necessidade de criar um novo ente matemaético que faca o papel
de um ponto neste novo espaco. No presente trabalho abordamos a estrutura do
espaco R", dentre as principais diferencas entre a Analise de uma e a de n variaveis
tém origens em dois fatos. O primeiro é que a topologia dos subconjuntos de R" fica
muito mais complicada quando n > 1. Em segundo lugar, a Algebra Linear, que em
dimensao 1 é desnecessaria, torna-se indispensavel para formular os conceitos e de-
monstrar os teoremas do Calculo Diferencial das fun¢oes com mais de uma variavel.
A infinita variedade de tipos topologicos de subconjuntos do espago R”™, que servirao
de dominios para as fungoes que estudaremos, nos fornece uma contetdo bastante
geométrico, e nos leva a dedicar todo o primeiro capitulo a topologia do espago
euclidiano. Os conceitos ali apresentados e o ponto de vista adotado situam-se no
contexto da Topologia Geral. Salvo a circunstancia de serem mais complexas em
dimensao maior do que um, estas no¢oes nao diferem muito das suas homonimas
em dimensao 1.

E de se esperar que vetores, matrizes, transformacoes lineares, etc. constituam a
linguagem natura para tratar o Calculo Diferencial pois, afinal de contas, este se
basei na ideia de aproximar, na vizinhanca de cada ponto de seu dominio, uma
fungdo "arbitraria"por uma funcdo linear (chamada sua derivada) e, a partir das
propriedades desta, obter informacgoes sobre aquela.

Apenas a circunstancia de que, em dimensao 1, uma transformacao linear se con-
funde com um ntimero real é que leva a considerar a derivada como sendo um niimero.
Em dimensoes superiores a verdade se revela: a derivada é uma transformacao li-
near. Com base nesta observacdo, os resultados e métodos da Algebra Linear sio
indispensaveis no tratamento do Célculo Diferencial.

No capitulo 2, tratamos das aplicagoes continuas, passando pela continuidade uni-
forme e definimos o que vem a ser um Homeomorfismo. No mesmo capitulo mostra-
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mos o que sao conjuntos conexos e a conexidade por caminhos, mais ainda provamos
que dado um aberto no R™ ele s6 podera ser conexo se, e somente se for conexo por
caminhos.

No capitulo 3, abordamos as aplicacoes diferenciaveis dando alguns exemplos e mos-
trando o que sao classes de diferenciabilidade chegando até a desigualdade do valor
médio.



Capitulo 1

Nocoes de Topologia

Neste capitulo, iremos introduzir algumas defini¢oes e provar alguns fatos que
serao necessarios para o desenvolvimento do restante do manuscrito. Mais precisa-
mente, faremos uma introducao a topologia do espaco R™.

1.1 O espaco Euclidiano n-dimensional

Seja n € N, o espaco Euclidiano n-dimensional R é o produto cartesiano de n
conjuntos iguais a R, ou seja, R® =R x ... xR . Seus elementos, sao as sequéncias
N——

n vezes
ou listas de n nameros reais * = (z1,...,x,). Para cada i = 1,2,...,n, o termo x;

chama-se a i-ésima coordenada de x. Se x = (z1,...,2,) e y = (Y1,.-.,Yn), €ntao
xr =1y <= Vi,x; =1y;. Assim, toda igualdade entre dois elementos do R"™ equivale
a n igualdades entre elementos de R.

Temos que R! = R; R? & o plano cartesiano, cujos elementos serdao denotados por
(z,y) ao invés de (xq,75); R3 é o espago euclidiano tridimensional, cujos elementos
serao denotados por (z,y, z) ao invés de (xq,x2, z3).

O R™ é um espacgo vetorial sobre R com as operagoes:

a) Soma: dados x = (xy,...,2,) e y = (y1,...,Yn), uma soma x + y é dada por:

r+y=(r14+ys, ., Tn+Yn)

b) Multiplicagao por escalar: Seja o € R, e x = (xy,...,2,), entao:

ar = (axy,...,qx,)

O vetor 0 = (0,...,0), chama-se origem do R".



1.1. O ESPACO EUCLIDIANO N-DIMENSIONAL

Ve € R",z = (v1,...,2,), 0 vetor —x = (—z1,...,—x,) chama-se o oposto ou
simétrico de x.
Dados quaisquer x,y,z € R", a, f € R, temos:

r+y=y+z; z4+0=2; —x+x=0;
r+y+z)=(@+y +z  offr)=(af)
(a+ B)r = ax + Pux; alx+y) =ar+ ay
1-x=u=x.

Os vetores e; = (1,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,1), consti-
tuem o que chamamos de base canonica do R™. Assim, z = (zy,...,,) é equiva-
lente a £ = zie; + ...+ z,e,.

Existe ainda uma operagdo que associa a cada par de vetores x = (z1,...,x,) e
y=(Y1,---,Yn), 0 nimero real

(T, y) = 21y1 + . .. + TpYn.

Essa operacao é chamada de produto interno entre x e y.

Segue entao que

(x.y) =(y,x);  (zy+2)={zy) +(r2);
(az,y) = alz,y); (xz,x) >0ex #0.

Dessas propriedades, temos que (z +y, z) = (z,2) + (y, 2) ; (z,ay) = a(zx,y); e
(x,0) = 0.

Dizemos que x e y € R" sao ortogonais, e escrevemos =Ly, se (x,y) = 0. Por
exemplo, e; Le;, se i # j.

(z,9)

-x é
(z,z)

Exemplo 1.1. Seja x € R", x # 0, entao Vy € R", o vetor z = y —

ortogonal a x. Basta observar que,

(z,y)

(z, )

(x,2) = (x,y) — Az, zy = 0.0

(z,y)

(z, z)

tor y € R" se escreve como a soma de um miltiplo de £ com um vetor ortogonal a x.

- x + z, vemos que dado um vetor z # 0 € R”, todo ve-

Escrevendo y =



1.1. O ESPACO EUCLIDIANO N-DIMENSIONAL

Esta decomposicao é tnica. De fato, se y = ax + 2z, com z 1Lz, temos que,

R
O vetor ar = gy’ x;x chama-se a projecao ortogonal de y sobre x.
T,
O nitimero nao-negativo |r| = /(z,z) chama-se a norma do vetor z. Se x =
(1,...,2,), entdo:
2| = /2t +... + a2,

Quando |z| = 1, dizemos que z é um vetor unitario.

Vo # 0,u := — é unitario.

|z
Teorema 1.1 (Pitagoras). Se x Ly, entio |z + y|* = |x|* + |y|*.
Demonstragao:
z+yl* = (z+y,2+y) = (2,2) + 2z, 9) + {y,y) = (z,2) + (y,9) = 2 + [yI*.
]

Teorema 1.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Vz,y € R”, tem-se que [{x,y)| <
|z|-|y|, valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores x,y € maltiplo do outro.

Demonstragao: O resultado é claro se = 0. Supondo x # 0, e escreva y = ax + z,
(z,y)

[z

Por Pitagoras, [y[? = a?laf? + |2[2, da, [y[? > a?laf?, donde [y[? = a?[2[ < y = aa.
Assim,

comzlzea=

((z,y))?

e (o, 9))? < |2* - [yl & [{z,p)| < J2] - [yl

y)* > o®lz]* & |y]> >

Valendo a igualdade se, e somente se, y = az. O]
A norma possui as seguintes propriedades:
1. |z| > 0, valendo |z| = 0, somente se z = 0;
2. |- xf = |a - |2[;

3. |z +y| <|z|+ ]yl



1.1. O ESPACO EUCLIDIANO N-DIMENSIONAL

A 1ltima desigualdade equivale a:
&+ y[* < (l=] + |y])*
Mas, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
e +y* = (e ty o t+y) = (o,2)+20@,y) +(yy) < | +20a]- | +]yl* = (] + |y

Mais geralmente, qualquer funcao de R™ — R, que associe a cada vetor z € R", um
namero |z| com as trés propriedades acima, chama-se norma.

A norma |z| = /(x,x), chama-se norma euclidiana.
Outras normas usuais do R" sao:
1. |z|apr = maz{|z1],...,|zs|} (norma do maximo);
2. |z|s = >0 _, |z;| (norma da soma);
E facil ver que essas normas sio, de fato, cumprem os requisitos de uma norma.
Além disso, é facil mostrar que, V € R",
|z <[] < zlg < n-faa,

onde |z| é a norma euclidiana.

Podemos também denotar em alguns momentos |z|y ou |z|s apenas por |z|, por
simplicidade.

Para toda norma, vale a desigualdade:

] = [yl < |z —yl.

De fato, como x = (x —y) +y, temos que |z| < |z —y|+ |y| = |z|—|y| < |z —y|.
Analogamente, temos |y| — |z| < |z — y|. Dai, ||z| — |y|| < |z — |
Uma norma em R", fornece a nogao de distancia d(z,y) entre dois pontos do R™.
Parax =z = (z1,...,2,) ey =y = (y1,...,Yn) POmMoOS

d(z,y) = |z —y|
A distancia satisfaz as seguintes propriedades:
1. d(z,y) >0, com d(z,y) =0 < = =y;
2. d(z,y) = d(y,z);
3. d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) (Desigualdade triangular).
Note que |z — y| = |y — | entdao por (2), temos

[z =2l =]z —y+y—z[<|r—yl+]y—=2[= )

4



1.2. BOLAS E CONJUNTOS LIMITADOS

1.2 Bolas e Conjuntos Limitados

Dados o ponto a € R™ e o ntimero real > 0, a bola aberta de centro a e raio r
é o conjunto B(a,r) dos pontos = € R"™ cuja distancia ao ponto a é menor do que r.

Em simbolos:
B(a,r) ={x e R";|x —a| <r}

Analogamente, a bola fechada de centro a e raio r, é o conjunto:
Bla,r] ={x € R"; |z —a| <}

Por sua vez, a esfera de centro a e raio r é o conjunto
Sla,r] ={z € R";|x —a| =71}

Temos que, Bla,r] = B(a,r) U S[a,r|.

A bola fechada Bla,r] C R" também é chamada de disco n-dimensional de centro
a e raio 7.
Em particular, o disco B[0, 1] de centro O e raio 1 é chamado o disco unitario de
R™.
Uma notacao especial é reservada para a esfera unitaria de dimensao n — 1:

Sl ={z eR": |z| =1}

Assim, S™7! é a esfera de centro na origem e raio 1.
Acima, estamos admitindo que a norma adotada é a euclidiana, ja que nao foi men-
¢ao em contrario.

Convém observar que a forma geométrica das bolas e esferas em R™ depende da
norma que se considera.

Observacgao 1.1. Note que as desigualdades |z|y < |z| < |z|s < n - |x|py implicam
que
r
By [a, E] C Bsla,r] C Bla,r] C By la,r].

Diz-se que o X C R™ é limitado quando esta contido em alguma bola Bla,r].

Como Bla,r| C B0, k], onde k = r+ |al, dizer que X ¢é limitado equivale a dizer
que existe k > 0 tal que

Ve e X, |z| < k.

Para mostrar que Bla,r] C B[0,r+|a|], note que |[x—a| <r = |z| = |[r—a+a| <

lr —al +|a| <r+|al.

Assim, « € Bla,r] = z € B[0,7 + |al].



1.2. BOLAS E CONJUNTOS LIMITADOS

Uma aplicacao f : X — R" diz-se limitada no conjunto X C R"™ quando sua
imagem f(X) C R"™ é um conjunto limitado, isto é, quando existe ¢ > 0 tal que
|f(z)| < ¢, para todo = € X.

Observacgao 1.2. Considere By[a,r] C R", definida pela norma do méximo.
Entao,

Byla,r] = {x € R";max{|x; —a;|} <r}
{r e R |1 —aq| <7,y |2p —ay| <71}

n

= H(ai—r,aer)

=1

Note ainda que as desigualdades |z|y < || < |z|s < n - |z|py, mostram que um
conjunto X C R"™ é limitado em relacao a uma dessas normas se, e somente se, é
limitada em relacao a qualquer das outras duas.

Para cada ¢ = 1,2,...,n, a i-ésima projecao m; : R™ — R ¢é definida como
mi(x) = x; = i-ésima coordenada de z.

Teorema 1.3. Um conjunto X C R™ € limitado se, e somente se, suas proje¢oes
Xy =m(X),..., X, =m(X), sao conjuntos limitados em R.

Demonstrag¢ao: Comece notando que se
Ci,...,C,, CRe X C R" sao conjuntos.

Entao,
XCCx...x(C, <= m(X) CCj, para todo i.

Para demonstrar o teorema, podemos escolher qualquer uma das 3 normas usuais.
Tomemos a do méaximo. Assim, X é limitado <= dc > 0 tal que

X C By[0,¢] = [—¢,¢] X ... x [—¢, (]
— m(X) C[-c¢cd,...,m(X) C[—c, (]
< m(X),...,m(X) sdo limitados em R.

]

Um conjunto X C R", chama-se convero quando o segmento de reta que une
dois pontos quaisquer de X esta inteiramente contido em X.
Ou seja, X é convexo se

Va,be X eteRcom 0<t<1,(1—-t)a+tbe X.

6



1.3. CONJUNTOS ABERTOS

Exemplo 1.2. Toda bola (aberta ou fechada) é um conjunto convexo. Considere-
mos, por exemplo, a bola fechada B = B[z, r]. Dados a,b € B, temos

la — x| <7 e|b— x| <r Paratodot € |0,1],
Temos xg = (1 — t)zg + txg dai,

(1—=t)a+th—z9] = |(1—1t)a— (1 —1t)xg+ tb— txy
= |(1 —t)(a—xz)+t(b— z0)|
< (I—=t)a—ao| +tb—ao| < (1 —t)r+tr=r.

Exemplo 1.3. Seja X = {(z,y) € R%y < z?}. O conjunto X C R? ndo ¢ conexo.
De fato,

a= (—1,1)e X
b= (1,1)e X

1 1
Mas, §a+ Eb: (0,1) ¢ X

1.3 Conjuntos Abertos

Seja a € X C R™. Dizemos que o ponto a é interior ao conjunto X quando existe
r > 0 tal que B(a,r) C X.
Isto significa que todos os pontos suficientemente proximos de a também pertencem
a X. O conjunto int(X) dos pontos interiores a X chama-se o interior do conjunto
X.

E claro que int(X) C X. Quando a € int(X), dizemos que X é uma vizinhanca
de a.

Exemplo 1.4. Seja X = {(z,y) € R*y > 0} o semi-plano superior fechado. Se
p = (a,b) com b > 0, entdo p € int(X). De fato, B(a,b) C X, pois

(r,y) e B=+(x—a)?+(y—0b2<b= (y—0b)?><b
= 9% — 20y + b < b? = 3? < 2by
=y >0(poisb>0)=(z,y) € X.

Note ainda que os pontos da forma g = (a,0), pertencem a X, porém nao sao
interiores a X.
De fato, nenhuma bola de centro ¢ pode estar contida em X, pois o ponto (a, —%) €
B(q,r), mas (a,5") ¢ X.
Segue-se entdo que int(X) = {(x,y) € R*y > 0}.

7



1.3. CONJUNTOS ABERTOS

Definigao 1.1. Um conjunto A C R" chama-se aberto quando todos os seus pontos
sao interiores, isto ¢, quando A = int(A).

Exemplo 1.5. Toda bola B = B(a,r) é um conjunto aberto. De fato, seja = € B.
Entao, |z —a| < r, dai, s = r — |z — a| > 0. Afirmamos que B(x,s) C B. De fato,
y € B(z,s) = |y — x| <r — |xr — al. Portanto,

yeEBx,s)=|ly—a|<|r—y|+|lz—a|<r—|z—a|l+|z—0a|=r
=y € Bla,r).0

Definigao 1.2. A fronteira de um conjunto X C R"™ é conjunto fr(X) formado
pelos pontos de X que nao sao interiores a X, juntamente com os pontos de R™\ X
que nao sao interiores a R™\ X.

Resumindo, x € fr(X) quando toda bola de centro z contém pontos de X e
pontos de R™\ X.

Exemplo 1.6. Seja X = {(x,y) € R%*y > 0}. Da mesma forma que no exemplo
anterior, mostra-se que todo ponto de R"\ X = {(x,y) € R?*y < 0} é ponto interior
de R™\ X. Concluimos que, R"\ X é aberto. Assim, nenhum ponto de R™\ X
pertence a fr(X). Portanto, fr(X) = {(z,0);z € R}.

Teorema 1.4. a) Se Ay, Ay sao abertos em R™, entao A; N Ay € aberto.

b) Se (Ax)rer € uma familia arbitrdaria de abertos Ay C R"™, entao |J Ay € um
AEL
conjunto aberto.

Demonstragao: a) Se x € A; N Ag, entdo v € Ay e x € Ay. Como A; e Ay sdo
abertos, 3 r1,ry > 0 tais que B(z,r) C Ay e B(x,ry) C As. Seja r = min{ry,ra},
entao B(x,r) C B(xz,r) C Ay e B(z,r) C B(x,ry) C Ay = B(x,r) C A N As.
Assim, todo x € A; N A é ponto interior. Ou seja, A; N Ay é aberto.

b) Se x € A = Uyer Ay, entdo existe A € L tal que z € Ay. Como A, é aberto,
3 r > 0 tal que B(z,r) C Ay C A, logo todo ponto de A é interior, ou seja, A é
aberto. O

Segue direto do Teorema 4 que a intersecao finita A = A; N...N Ay de conjuntos
abertos Ay, ..., Ay, é ainda é conjunto aberto.
No entanto, a intersecao de infinitos abertos nao é necessariamente aberta:

fle (a, %) — {a}.

Seja X C R™. Dizemos que um subconjunto A C X é aberto em X, quando cada
ponto a € A é centro de uma bola aberta B(a,r), tal que B(a,7) N X C A. Isto

8



1.4. SEQUENCIAS EM RN

significa que os pontos de X que estao suficientemente proximos de cada a € A,
pertencem a A.

A uniao de todas essas bolas é um aberto U tal que A = UNX. Assim, um conjunto
AC X éabertoem X <= A =UnNX onde U é aberto em R". Por exemplo,
(0, 1] é aberto em [0, 1], pois (0,1] = (0,2) N[0, 1].

1.4 Sequéncias em R”

Uma sequéncia em R™ é uma funcao x : N — R", que associa a cada nimero

natural k£, um ponto x; € R".
As notagbes usuais para uma sequéncia sao (1, Ta,...,Tg,-..), (Tk)ren, OU Sim-
plesmente (xj). Note que Vk;z, = (z},2%,...,27), entao para cada k, temos n
sequéncias de nimeros reais. Diz-se que a sequéncia (xj)keny € limitada quando
existe uma bola em R" que contém todos os termos x;. Isto equivale a dizer que
existe ¢ > 0 tal que |zx| < ¢, para todo k € N.

Note que, em virtude das desigualdades entre as 3 normas, ser limitada ¢ uma
propriedade de sequéncias que independe da norma que estamos adotando.

Se a sequéncia (zy) é limitada entdo, para todo ¢ = 1,...,n, a sequéncia (zy, )ken,
das i-ésimas coordenadas de xj, também é limitada, pois |x%| < |zj|. Vale também
a reciproca.

Para prova-la, adotaremos a norma do maximo. Entao, se

k| < en,l2g] < oo faf] < e,
para todo k € N. Tomemos ¢ = max{cy,...,c,},
|zk|ar = mazx{|zp, ..., |2}|} < c para todo k € N.

Assim, se cada (z)ren,? = 1,...,n, ¢ limitada, entdo a sequéncia (zj)ren €
limitada.
Uma subsequéncia de (xp)ren € a restricao desta sequéncia a um subconjunto
infinito
N={k<k<..<kn,<..}CN

As notagoes (x)gen, (Tk,, )men sa0 usadas para indicar subsequéncia. Diz-se que o
ponto a € R™ é o limite da sequéncia (xj) quando

Ve >0, 3k €N, tal que, k > ko = |z, — a] < e.

Ou seja, k > ko = x € B(a, ). Escreve-se entao klim T = a.
—+00

Temos que lim z; = a <= lim |z —a| = 0. Dizer que lim z; = a,
k—+o0 k—+o0 k—+o0
significa que para todo € > 0, {x1,z2,...} \ B(a,¢) é finito. Ou seja, qualquer bola
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de centro a contém todos os x; com a excecao de um nimero finito de valores de

k. Uma sequéncia diz-se convergente quando existe a = klim . Segue que toda
——+o00

sequéncia convergente é limitada. Outra consequéncia é que toda subsequéncia de
uma sequéncia convergente é também convergente e tem o mesmo limite.

Teorema 1.5. A sequéncia (xy) em R"™ converge para o ponto a = (ay,...,a,) se,
se somente se,
Vi=1,...,n, temos lim x} = a;,
k—o00

1sto €, se e somente se, vale a convergéncia coordenada a coordenada.

Demonstragao. ¥i =1,...,n, temos que |z} — a;| < |71 — alar,
portanto, lim z; = a = lim z} = a;.
k—o00 k—o0
Reciprocamente, se V7 klim T, =a; entaoV € > 0,3 ky,..., k, € N, tais que
— 00
k>k =z, —al<e (i=1,...,n)
Tomando kg = maz{ky,..., k,}, vemos que k > ko

= |z, —aly < e.
Logo, lim z, = a. O]
k—o0

Corolario 1.6. Se lim x;, = a, lim y, = b em R" e lim a; = a em R. Entao,
k—o0 k—o00 k—o00
lim oy +ypr =a+be lim o -z = - a.
k—o00 k—o00
O corolério segue das propriedades do limite em R.

< |xg — al, segue que

Além disso, klim (g, yr) = (a,b), e da desigualdade ‘|xk| — |a|
—00

lim |z = |al.
k—o0

Teorema 1.7 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada em R™ possui uma
subsequéncia convergente.

Demonstragao. Seja (rj) uma sequéncia limitada em R". Temos que (z}) é uma

sequéncia limitada em R, dai, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass em R, 4 Ny C N,
infinito, tal que

lim z;, = a;

keN;
Por sua vez, a sequéncia (x2)ey, ¢ limitada em R. Assim, 3 Ny C Nj infinito, tal
que

lim 22 = ay
k
keNy

10
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Repetindo o processo, temos n conjuntos infinitos:
NON; DNy D...DN,

e m nimeros reais ai,...,a, taisqueV 1 =1,2,...,n, vale

lim 2 = a;.
ken, k"

Assim, colocando a = (ay, as, . .., a,), temos pelo teorema anterior que klé%l Ty =
n

a. O

Uma sequéncia de pontos x;, € R™ chama-se sequéncia de Cauchy quando, V & >
0, existe ky € N tal que k,r > Ky = |z — x| < . Toda sequéncia de Cauchy (x)
é limitada.
De fato, tomando ¢ = 1 temos que existe ky, tal que para todo k& > kg, xp €
B(zy,+1,1). Portanto, o conjunto {xy,..., Tk, ...} é limitado.
A condicao para que (1) seja de Cauchy pode ser escrita como:

lim |z — .| =0.
r,k—o00
Teorema 1.8 (Teorema de Cauchy). Uma sequéncia em R™ converge se, e somente
se, € uma sequéncia de Cauchy.

Demonstrag¢ao. Seja (xy) uma sequéncia de Cauchy em R"™. Como é limitada, possui
uma subsequéncia convergente (zy,, ).
Seja a = lim xy,,.
m—0o0
Tome ko, tal que se k,s > ko, entao |z, — x4 < §
Tome my, tal que se m > my, entao |ry,, —al < 3
Escolha k = maz{km,, ko}, entdo para k > k, tome k,, > k

£ €
|z —a| < — g, |+ |2k, —a| < =+ = =¢.

2 2
Reciprocamente, se (x) é convergente, com ]}1_{20 r = a, entdo, |ry — x| < |zp —
al + |z, — a|, concluimos que lim |z — z,| = 0. Ou seja, (x) é de Cauchy. O
5 o
Dizemos que duas normas arbitrarias |- | e || - || sdo equivalentes se existirem

a, B > 0 tais que
lz| < oflz| e ||z|| < B|z|, para todo = € R".

Note que normas equivalente dao origem a mesma nocao de limites de sequéncias
em R".
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Teorema 1.9. Duas normas quaisquer em R™ sao equivalentes.

Demonstracio. E facil notar que a equivaléncia entre normas é uma relacdo de
equivaléncia. Assim, por transitividade, basta mostrar que qualquer norma do R"™ é
equivalente & norma da soma:
n
EEDME
i=1

Seja b = max{|lei]|,. .., |len]|}. Entdo, ¥V z = (z1,...,x,) € R", temos
[zl = llzrer + .+ znen|l < o] - fleall + . 4 [zl - flea]l < 0[]

Resta mostrar que existe a > 0 tal que |z| < a - ||z| para todo z € R™.

Suponha, por absurdo, que nao existe tal a. Entao, para todo k € N, existe
z, € R™, tal que |zg| > kx|

T , [l | .

Defina u, = —. Dali, |ux|]| = ~—F+ < — e |ux| = 1, para todo k. Assim, uy

o E ET ,
é limitada em relacao a norma da soma, e pelo teorema de Bolzano-Weierstrass,
possui uma subsequéncia convergente, digamos ug; elim u,, = u € R". Por um

Jj—o0

lado, |u| = lim u, = 1, donde u # 0. Por outro lado, V j € N, temos
j—00

1
lull < Tew; = vl + [l || < b Jug; = ul + o=
j
Como ,
JliI&b’ |y, —u|—i—k—j =0,
concluimos que |lu]| = 0 = u = 0. Esta contradicdo demonstra o teorema. O

Este teorema mostra que a nocao de conjunto limitado, de limites de sequéncias
de conjuntos abertos, e varios outros resultados, independem da norma escolhida.

1.5 Conjuntos Fechados

Dizemos que o ponto a ¢ aderente ao conjunto X C R"™ quando existe uma

sequéncia de pontos x; € X, tais que klim 2, = a. Chamaremos de fecho do conjunto
—00

X C R, o conjunto X = {z € R™;x é aderente a X}. Portanto,

aeX < a= lim x, com x;, € X.
k—o00
Um conjunto F C R” é dito fechado quando F = F, isto é, quando o limite de
toda sequéncia convergente de pontos de F' é ainda um ponto de F. Todo ponto
x € X éaderente a X pois é limite da sequéncia constante (z,z,...). Assim, X C X
qualquer que seja X C R™. Além disso, X CY = X C Y.

12
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Exemplo 1.7. Se || = r, entdo x ¢ B = B(0,r), porém z € B. De fato, &
1 _
facil ver que x, = (1 — —) x, satisfaz, x, € B e lim x, = z. Logo, x € B.
k k—o00
Reciprocamente, se x € B entdo x = lim z, com |x;| < r para todo k € N, portanto
|z| = klim |zx| < r. Portanto,
— 00

v € B < |z|<r, ouseja, B= B[0,7].
O fecho de um conjunto satisfaz as seguintes propriedades:

Teorema 1.10. a) O ponto a € X onde X C R" se, e somente se, toda bola de
centro a contém algum ponto de X.

b) Um conjunto ' C R™ ¢ fechado se, e somente se, seu complementar R™\ F ¢é
aberto. Equivalentemente: A C R™ € aberto se, e somente se R™\ A ¢é fechado.

¢) O fecho de qualquer conjunto X C R™ € fechado. Ou seja, para qualquer
XCcR" X =X.
Demonstracao.

a) Se a é aderente a X, entdo a = khm xr com xp € X, para todo k € N. Assim,
— 00

dada uma bola qualquer B(a,r), temos que ela contém pontos de X, a saber,
todos os 2}, € X, com k suficientemente grande, tal que |z — a| < r, donde a
existéncia desses pontos ¢ garantida pela definicao de limite. Reciprocamente,
se toda bola de centro a contém pontos de X, escolha, para cada k, z, €

1 1 _
Bla,— ) NX, dai, |z —a|] < —. Entao, lim z; = a, logo a € X.
k k k—o0

b) As afirmagdes sao equivalentes:

1. F' é fechado;

2. Se x € R™\ F, entdo = nao é aderente a F;

3. Se x € R™\ F, entdo existe r > 0 tal que B(z,r) C R"\ F (pela letra a);
4. R™\ F é aberto.

Assim, F' é fechado <= R"\ F aberto. Escrevendo, A = R" \ F, donde
R™ \ A, esta tltima conclusao é: A é aberto <= R"\ A ¢é fechado.

¢) Se x € R"\ X (isto é, x ndo é aderente a X) entdo, por (a) existe uma bola
B = B(z,r) que nao contém pontos de X, ou seja,

X CR"\ B, logo X C R*\ B.
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Mas, pela parte (b) acima, R™ \ B ¢ fechado, portanto, X C R"\ B, ou
equivalentemente, B C R" \ X. Assim, todo ponto z € R" \ X é ponto
interior, logo R™ \ X é aberto. Segue que X é fechado.

O

Alguns conjuntos X C R™ nao sao abertos nem fechados, como X = B(a,r)U{b},
com |b—a| =r. Ou, por exemplo X = Q". Chama-se a distancia do ponto a € R™
ao conjunto X C R™ ao ntimero

d(a,X) =inf{|lr —al;x € X}

Pela definicao de infimo, para cada k € N, existe x; € X tal que

1
d(a,X) <|zp —a| < d(a,X)%—%,

portanto, klim |z, — a] = d(a, X). Note que a sequéncia (zy) é limitada |xg| <
—00

|z, — a| + |a|, portanto possui uma subsequéncia convergente (zy, ). Assim, existe
o € R™, tal que, rg = lim zy,, e além disso, |xg — a| = d(a, X). Tem-se xy € X.
m—oQ

Se X for fechado, entao xg € X. Desta forma, temos que vale o:

Teorema 1.11. Seja F' C R™ um conjunto fechado. Dado qualquer a € R™, existe
xo € F tal que, |xog — a| < |x — al, para todo x € F.

Ou seja, se F' C R™ é fechado entao, para a € R™ qualquer, a funcao f: ' — R
dada por f(z) = |z — al, assume seu valor minimo em algum ponto de zy, € F.
Entao, tem-se d(a, F') = |zg — al.

Se X C Y C R”, com Y fechado, diz-se que X é denso em Y quando X =Y. Por
exemplo, B(a,r) é denso em Bla,r|, e Q" é denso em R™.

De forma geral, se X C Y C R", mas Y nao é necessariamente fechado. Dizemos
que X é denso de Y se Y = X NY. Ou seja, se X CY C X.

Definicao 1.3. Dizemos que a € R" é ponto de acumulagao do conjunto X C R"
quando toda bola de centro a contém algum ponto de X diferente de a, ou seja,
quando a € X \ {a}.

Um ponto de acumulagao de X pode pertencer a X ou nao. Se a € X nao é
ponto de acumulagao de X, dizemos que a é um ponto isolado de X. Isto significa
que 3r > 0 tal que B(a,r) N X = {a}. Quando todos os pontos de X sdo pontos
isolados, dizemos que X ¢ discreto.

Exemplo 1.8. Todos os pontos de uma bola sao pontos de acumulagao. O conjunto
Z, ¢ um conjunto discreto.

14



1.5. CONJUNTOS FECHADOS

Teorema 1.12. Sejam a um ponto e X um subconjunto de R". As sequintes afir-
macoes sao equivalentes:

1. a € ponto de acumulacao de X;
2. a € limite de uma sequéncia de pontos xy € X \ {a};

3. Toda bola de centro a contém uma infinidade de pontos de X.

Demonstragao.
(1) = (2). Se a é ponto de acumulagao de X, entao a é aderente ao conjunto

X \ {a}. Portanto, existe uma sequéncia de pontos xp € X \ {a} tal que
lim z;, = a.

k—o0

(2) = (3). Para todo ny € N, o conjunto {x,,,n > ng} é infinito. Pois, se fosse
finito, existiria algum termo x,, que se repetiria infinitas vezes. Desta forma,
poderiamos tomar a subsequéncia constante igual a z,,, que convergiria para
Zn,. Como a sequéncia é convergente, a sequéncia também deveria convergir
para x,,. Como a sequéncia é formada por elementos em X \ {a}, temos que
Zn, 7# a. Portanto, klggo T = Tp, # a. Esta contradi¢gao mostra que o conjunto

é infinito.

(3) = (1). Para cada k € N, tome x; € B(a,1/k) N X, com zy # a (isto é
possivel, pois B(a,1/k) contém uma infinidade de pontos de X). Dai, temos
que 7 € X \ {a} e klim xp = a. Portanto a é aderente a X \ {a}.

— 00

]

Teorema 1.13. Todo conjunto infinito limitado X C R", admite pelo menos um
ponto de acumulacao.

Demonstragao. Seja X C R™ infinito limitado. X possui um subconjunto enumeréa-
vel {x1,29,..., 2, ...}. Fixando essa enumeracao, temos uma sequéncia de termos
dois-a-dois distintos, pertencentes a X, portanto, uma sequéncia limitada, a qual,
pelo teorema de Bolzano-Weierstrass possui uma subsequéncia convergente.
Desprezando os termos fora da subsequéncia e mudando a notacdao, podemos
assumir que (x) converge. Seja a = ’}Lrglo(xk) Como os termos (xy) sao todos

distintos, no maximo um deles pode ser igual a a. Descartando-o caso exista, temos
a como limite de uma sequéncia de pontos (x;) € X \ {a}, logo a é ponto de
acumulacao. O]

Teorema 1.14. a) Se F| e Fy sao subconjuntos fechados de R™, entao, Fy U Fy
também € fechado.
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b) Se (F))aer € uma familia arbitrdria de conjuntos fechados, entao a intersegdao
() F\ € um conjunto fechado.
XeL

Demonstrag¢ao. Basta notar que se F' é fechado, R™ \ F é aberto. O

Note que (a) implica que a unido finita F; U ... U Fj de conjuntos fechados
Fy, ..., F, ainda é um conjunto fechado. Note que este resultado nao vale para a
unioes infinitas.

De fato, B(a,r) = |J Bla,r — 1].
k=1

Segue entao, que o fecho do conjunto X é formado acrescentando-lhes os pontos de
acumulacao que nao pertencem a X.
Seja x C R™. Dizemos que F' C X é fechado em X quando F' contém todos os seus
pontos aderentes que pertencem a X.
Assim F é fechado em X <= F = F N X. Mais precisamente, F é fechado em
X quando, e somente quando, FF = GN X, onde G C R™ é fechado. De fato, se
F =GNX, com G fechado, entdo F C G, logo, F=FNX CFNXCGNX =F.
Donde F = FN X e F & fechado em X.
O conjunto F' C X é fechado em X se, e somente se, X \ F' (complementar em
relagao a X)) é aberto em X.
Analogamente, A C X é aberto em X se, e somente se, X \ A é fechado em X, pois,
A=UNX <= X\A=R"\U)N X, eU éaberto <= R"\ U é fechado.
Finalmente, temos que fr(X) = X N (R"\ X). De fato, se z € fr(X), temos que
toda bola de centro z possui pontos de X e pontos de R" \ X. Assim, tome a
sequéncia de bolas B, = B(z, ).
Para todon € N, 3 z, C X ey, € R\ X tal que z,,y, € B,.

Segue, trivialmente, que x, — z e que ¥, — 2. Logo, z € X e z € (R"\ X) =
z€ XN(R"\ X).
Reciprocamente, se z € X N (R*\ X), 3 2, C X e y, € R"\ X tais que z,, — z e
Yn — 2.
Tome B(z,r) uma bola aberta qualquer em torno de z. Vamos mostrar que In €
N; 2,y € B(z,7). De fato, tomando ¢ = £, existem n,m tais que

T, — 2| <eely, — 2| <e= zp,yn € B(z,7).
Logo, toda bola aberta de centro z contém pontos de x e pontos de R™ \ X. Como
consequéncia temos que fr(X) = fr(R"\ X).
1.6 Conjuntos Compactos

Definicao 1.4. Um conjunto X C R" chama-se compacto quando é limitado e
fechado.

16



1.6. CONJUNTOS COMPACTOS

Exemplo 1.9. Toda bola fechada B[a,r] é compacta.

Nenhuma bola aberta é compacta.

O conjunto Z" é fechado mas nao é limitado, logo nao é compacto.
Toda esfera S[a, 7’} é compacta.

Teorema 1.15. As sequintes afirmagcoes sobre o conjunto K C R™ sao equivalentes:
1. K € compacto;

2. Toda sequéncia de pontos x,, € K possui uma subsequéncia que converge para
um ponto de K.

Demonstragao.

(1) = (2).

Se K é compacto entao toda sequéncia de pontos z,, € K é limitada, pois K é
limitado. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequéncia (z,,;) tal
que glggo Ty, =a € R". Como K ¢ fechado, temos que a € K.

(2) = (1)

Se vale (2), entao K é limitado, pois caso nao fosse, Vm € N 3 z,, € K, tal que
|zm| > m. A sequéncia (z,) assim obtida nao possui subsequéncia limitada, logo
nenhuma de suas subsequéncias converge.

Além disso, K é fechado, pois se a = WILI—I}})O T, com (x,,) € K, para todo m € N.

Entao, por (2), existe uma subsequéncia de (x,,) convergindo para um ponto de K.
No entanto, toda subsequéncia de (z,,) converge para a. Portanto, a € K, e K é
fechado. O

Definicao 1.5. Dados os conjuntos X,Y C R", podemos definir a distancia entre
eles colocando:

d(X,Y) :inf{]x—y];x e X,ye€ Y}.

Nesse ponto ¢ valida o seguinte pergunta: Se X e Y sao fechados existem xy € X
e Yo € Y tais que d(X,Y) = |xg — yo|? A resposta é que nem sempre isso acontece,
por exemplo:
Tome X,Y C R?, com X = {(z,0);z € R} e Y = {(z,1);z € R}.
Temos que X e Y sao fechados, e que X e Y sdo disjuntos, mas que d(X,Y) = 0.
No entanto, temos que vale o teorema abaixo (note que é uma extensao do
Teorema basta tomar K = {a}).

Teorema 1.16. Sejam K C R"™ compacto e I C R"™ fechado. FExistem xo € K e
y € F, tais que |xg — yo| < |z — y|, para todo x € K ey € F.
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Demonstragao. Da definicao de infimo, segue que existem sequéncias de pontos z,, €
K ey, € I tais que

d(K,F)= lm |2, — Yml.

m—00

Passando a uma subsequéncia, se necessario, a compacidade de K nos permite ad-
mitir que limz,, = o € K. Temos que a sequéncia y,, é limitada, pois, |y,| <
|Tm — Ym| + |zm|, onde |z,, — ym| é limitada pois é convergente e |z,,| é limi-
tada pois x,, € K. Logo, passando novamente a uma subsequéncia, se necessé-
rio, podemos admitir que limy,, = vy, onde yy € F, pois F' é fechado. Entao,
|zg — yo| = lim |z, — Y| = d(K, F) < |z — y|, para todo z € K e y € F. O

Corolario 1.17. Sejam K C U C R", onde K é compacto e U é aberto. Entao
existe € > 0 tal que Vo € K; B(x,e) C U.

Demonstragao. Sejam xg € K e ygp € F = R™\ U, tais que |xg — yo| < |z — y|, para
todos x € F ey € F. Chamemos ¢ = |xg—1o|. Como K C U, temos que KNF =),
portanto, o # yo e dai, € > 0. Assim, se z € K e y ¢ U, temos que |z — y| > «.
Em outras palavras, se = € K, entdao B(x,e) C U. O

Se Fi D Fy,D...D F, D...éuma sequéncia decrescente de fechados nao-vazios

o]
em R", pode ocorrer que () F,, = 0.
m=1
Tome, por exemplo, F,, = [m,+o0c) em R. No entanto, se para algum m, F), é

limitado, e portanto todos os seguintes sao, isto nao pode acontecer.

Teorema 1.18 (Cantor). Seja K1 D Ky D ... D K, D ... uma sequéncia decres-
cente de compactos nao-vazios em R™. Ezxiste pelo menos um ponto de a € R"™ que
pertence a todos os K,,. Ou seja,

o

() K # 0.

Demonstrag¢ao. Ym € N, escolha z,, € K,,. Note que z,, € K; para todo m e,
portanto esta sequéncia ¢ limitada. Logo, existe uma subsequéncia z,,,, tal que z,;

converge para a = lim x,,,. Vamos mostrar que Vm € N temos que a € K,,. De
j—00

fato, dado m, temos que K, C K,, se r > m. Assim, Vr > m, z, € K,,, e em

particular, para j suficientemente grande, z,,; € K,,.

Como K,, é fechado, segue-se que a = lim z,,, pertence a Kp,. O
Jj—o0

Vamos agora caracterizar a compacidade por meio de coberturas. Comecemos
com um lema:
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Lema 1.19. Todo conjunto X C R” contém um subconjunto enumeréavel E, denso
em X.

Demonstragao. Considere:

B={B(q,7);q€Q",r €Q,r >0}

Temos que B é enumerével, assim,
B — {Bl,Bg,. . }

Para cada i € N, escolha ; € B;N X. Se B,N X = (), z; ndo existira. E claro
que o conjunto E dos pontos obtidos desta forma é um subconjunto enumeravel de
X. Mostraremos agora que E ¢ denso em X. Tome x € X e ¢ > 0 quaisquer.
Tome r € Q, tal que 0 < 2r < . Como Q" é denso em R", existe ¢ € Q™ tal que
|z —q| < r. Assim, 3 i€ N tal que B; = B(q,r). Além disso, x € B;, donde temos
B,NX #0.

Existe, portanto, x; € E. Assim, x e x; pertencem a B;. Dai

|z — x| <l|z—q|+|¢g—xi] <2r<e.

Fica provado entao que toda bola aberta B(z,e) com centro em algum ponto de X
contém um ponto x; € E. Entao, F é denso em X. O]

Defini¢ao 1.6. Uma cobertura de um conjunto X C R™ é uma familia (C))xcr; de

conjuntos C, C R"™ tal que X C |J C,.
AEL

Isto significa que Vo € X, 3 X € L tal que x € C).
Uma subcobertura é uma subfamilia (Cy)xer, L' C L, tal que ainda se tem X C

U Ch.

AeL!

Dizemos que a cobertura X C |J C) é aberta, quandos os C) forem todos abertos;
AEL

finita se L é um conjunto finito; enumeravel se L for enumeravel.

Teorema 1.20 (Lindeldf). Seja X C R™ um conjunto arbitrdario. Toda cobertura

aberta X C |J C\ admite uma subcobertura enumerdvel
AEL

XCO,\IU...C)\MU...

Demonstragao. Seja E = {xy,...,z;, ...} C X, um subconjunto enumerével denso
em X.
Defina:
B={B(z,r);x € E;r€Q; 3 XN€ L;B(x,r) C Cy}
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1.6. CONJUNTOS COMPACTOS

Como F e Q sao enumeraveis, temos que B é enumeravel. Afirmamos que as bolas
B € B cobrem X.

De fato, dado x € X, 3 X € L, tal que x € C).

Como C), é aberto, 3 r > 0, racional, tal que B(z,2r) C C. Como E é denso em X,
existe ; € E, com |x —z;| < r. Entao x € B(x;,r). Para mostrar que B(x;,r) € B,
temos que mostrar que B(z;,r) C Cy. De fato, y € B(x;,r) = |y — x| <r

=ly—z| <|ly—xz|+ |z, — x| <2r =y € B(x,2r) C Cy.

Assim, B é uma cobertura de X. Tome uma enumeragio B = {By, By,...}, e
escolha, Vi € N, um indice )\; € L tal que B; C C),.

o0
Concluimos entao que X C |J C),.
=1

Finalmente, temos que:

Teorema 1.21 (Borel-Lebesgue). Seja K C R"™ compacto, entdo, toda cobertura

aberta K C |J Cy, admite uma subcobertura finita K C Cy, U...UC)
AeL

Demonstracao. Pelo Teorema de Lindel6f, obtemos uma subcobertura enumeravel

KCO)\lu...UC)\mU...

Defina K; = K N (R"\ (U C’A]) >, para cada i € N. Isto nos da uma sequéncia
=1

decrescente de compactos (pois R™\ C), é fechado e K' N (R" \U C’,\i) ¢ limitada).
Dado qualquer x € K, 3 ¢ € N tal que x € C), e desta forma = ¢ K.
Isto mostra que nenhum x € K estd em todos K;. Ou seja, (| K; = (. Se-
i=1

gue do Teorema de Cantor que algum dos compactos K; é vazio (pois caso to-
dos fossem nao-vazios, a interse¢do deles seria nao-vazia). Se K; = (), temos que

KN (R”\ U (CAJ.)> =0,

7=1
=K C LZJ C)\Z..

=1

Além disso, vale a reciproco do teorema de Borel- Lebesgue:
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Teorema 1.22. Se toda cobertura aberta do conjunto K C R"™ admite uma subco-
bertura finita, entao K € compacto.

Demonstrag¢ao. Vamos mostrar que K é fechado e limitado.
Para mostrar que é limitado, tome a cobertura

X c | B(,1).

reX

Assim, K admite uma subcobertura finita:

m

K c | JB(x:,1)

=1

Logo, K é limitado. Por exemplo: K C B (0, (Z |:1c2|> + m) . Para mostrar
=1

que K é fechado, mostraremos que R" \ K ¢é aberto. De fato, tome z € R"\ K e
considere a sequéncia de bolas fechadas:

Como

ﬂ B; = {x} temos que

=1

R"\ (nBi) —J® \B)=R"\{2} > K.

i—1

[e.9]
Assim, |J (R™\ B;) é uma cobertura aberta de K, e admite uma subcobertura
i=1

finita:

Kc|J®R"\B)=R"\ (ﬂBz) =R"\ By,
i=1 i=1
= B,, CR"\ K. Ou seja, B (ZB; %) C R*"\ K, e R"\ K é aberto. E, portanto, K é

fechado. O
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Capitulo 2

Aplicacoes Continuas e Conexidade

Neste capitulo iniciamos o estudo das aplicagoes continuas e analisamos alguns
exemplos de aplicagoes. Vemos ainda o que vem a ser conjuntos conexos e conexos
por caminhos.

2.1 Aplicacoes Continuas

Uma aplicagao f : X — R", definida no conjunto X C R™, associa a cada ponto

r € X sua imagem f(z) = (fi(z),..., fu(2)).
As funcoes fi,..., fn : X = R, chamam-se funcoes-coordenadas de f.

Definicao 2.1. Dizemos que f : X — R" é continua no ponto a € X, quando:
Ve>0; 36>0xeX,0<|z—a|<d=|f(z)— fla)] <e
Ou seja, Ve > 0; 3 6 > 0; f(B(a;0) N X) C B(f(a);e).

Note que, pela equivaléncia de normas, continuidade nao depende de qual norma
se utiliza. Diremos que f : X — R" é continua em X, quando f for continua em
todos os pontos de X.

Teorema 2.1. Sejam X CR™ Y CRP, f: X - RP, com f(X)CY eg:Y — R"
Se f € continua em a € X e g é continua em f(a). Entao, gof : X — R" € continua
no ponto a. Ou seja, a composta de duas aplicagoes continuas € continua.

Demonstragao. Fixe € > 0. A continuidade de g no ponto f(a) implica que 3 A >
0, tal que y € Y|y — f(a)| < A= |g(y) — g(f(a))| < e. Por sua vez, dado A > 0, a
continuidade de f em a implica que 3 § > 0, tal que

veXilr—al <d=[f(x) = fla)] < A= lg(f(x)) —g(f(a))] <e.

Logo, g o f é continua no ponto a. O
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2.1. APLICACOES CONTINUAS

Teorema 2.2. Valem as propriedades:

a) A aplicagiao f : X — R"™ € continua no ponto a € X se, e somente se, para
toda sequéncia de pontos xy € X, com klim x = a, temos klim f(zx) = f(a).
— 00 — 00

b) A aplicagio f: X — R™ é continua em a € X se, e somente se, suas fungoes-
coordenadas fi,..., f,: X = R"™ sao continuas neste ponto.

Demonstracao.

a) Seja f : X — R" continua no ponto a e considere uma sequéncia zy € X, com
a= kh_}rgo xr. Como f é continua em a, segue que para todo € > 0, existe 6 > 0 tal
que

f(B(a;6) N X) C B(f(a);e).

Correspondente a este J, segue da convergéncia da sequéncia (xy) que existe
ko € N, tal que se k > kg, entao
|z, —al <6 = x, € B(a,0) N X.

Logo,
k> ko= x € B(a,0) N X = f(xx) € B(f(a));e),

ou seja, k > ko = |f(zx) — f(a)] <e.

Isto mostra que klim f(zx) = f(a).
—00

Reciprocamente, suponha, por absurdo, que exista uma sequéncia (zy) tal que

lim 2y = a= lim f(zx) = f(a),
k—ro0 k—ro0

mas que f seja descontinua no ponto a. Entao, 4 e > 0 com a seguinte propriedade:
1
VEkeN; 3 z,eX, com |z —al < z e |f(zx) — f(a)] > e.

Logo, temos lim x; = a, mas ndo temos lim f(zx) = f(a). Absurdo!
k—o00 k—o00

b) Segue da letra (a), e do fato de que o limite de sequéncias equivale ao limite das
sequéncias coordenadas. O

Teorema 2.3. Seja X C R™. Se as aplicagoes f,g: X - R" e a : X — R sao
continuas no ponto a € X, entao sao também continuas neste ponto as aplicagoes

fg: X =>R" (f,g) : X =>R; |f|: X > Reaf: X - R"

Definidas por:
(fr9)(@) = (f(x), 9(x)); [fl(x) =f(2)]; (af)(z)=alz)f(2).
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2.1. APLICACOES CONTINUAS

Demonstragao. Segue do teorema anterior juntamente com as propriedades de sequén-
cias. 0

Teorema 2.4. A imagem f(K) do conjunto compacto K C X pela aplicagio con-
tinua f : X — R"™ € também um conjunto compacto.

Demonstragio. Seja (y;) uma sequéncia de pontos em f(K). Assim, para todo
j €N, 3x; € K tal que f(z;) = y;. Como K é compacto, (z;) possui uma
subsequéncia convergente (x;,), onde li}n z;, =a € K. Como f é continua segue que

lim (z3) = f(a) € F(K)
Logo, toda sequéncia (y;) em f(K) admite uma subsequéncia (y;,) convergente em
f(K). Logo f(K) é compacto. O

Corolario 2.5 (Weierstrass). Seja K C R™ compacto. Se f: K — R é uma fungao
real continua. Entdo 3 x¢,z1 € K, tais que f(z9) < f(x) < f(x), para todo
x € K. Ou seja, toda funcao real definida num compacto assume seu méximo e
minimo em pontos de K.

Demonstragao. Como f(K) é compacto, y; = sup f(z) e yp = in}f{f(ac) sao atingidos
TE

zeK
em f(K), assim, 3 xo,z1 € K; f(x0) =yo e f(71) = 1. u

Teorema 2.6. Seja X C R™. A aplicacio f : X — R™ € continua se, e somente
se, a imagem inversa [~1(A) de todo subconjunto aberto A C R™ é um subconjunto
aberto em X.

Demonstragao. Seja f continua. Se A C R™ é aberto, entao para todo x € f~1(A),
existe € > 0, tal que B(f(z),e) C A. Pela continuidade de f, 3 J, > 0 tal que

F(B(2,6,) N X) € B(f(x);2) C A,
Dai,
B(z,0,) VX C [~ (f(B(x,0,) N X)) C [7H(A),
onde isto vale para todo = € f~!(A). Tomando U = |J B(z,d,), temos que
zef~1(A)

A cUnX c (A= f"(A)=UnX.

Logo, f~1(A) é aberto em X.

Reciprocamente, suponhamos que para todo aberto A C R™, f~1(A) seja aberto em
X, isto é, f71(A) =UN X, onde U ¢é aberto em R™.

Entao, dado 2 € X e ¢ > 0, tomamos A = B(f(x);€) e obtemos U aberto em R™

tal que
UNX = f"(B(f(x);e))
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Como f(z) € B(f(z);e) = x € f1(B(f(z);¢)),logo 3 § > 0, tal que B(x,d) C U.
Logo,
B(z,0)NX cUNX = f1(B(f(x);¢)).
Dai,
f(B(z,0)nX) C f(f 1 (B(f(z),e))) C B(f(=),e).

Resumindo, f(B(z,0)NX) C B(f(x),¢e). Portanto, f é continua em todos os pontos
xr e X. O

Corolario 2.7. Seja X C R™. A aplicacao f : X — R"™ é continua se, e somente
se, a imagem inversa de todo conjunto fechado F' C R™ é um subconjunto f~1(P)
fechado em X.

Demonstragao. Segue que A = R™\ F é aberto em R™, e f~1(F) = X\ f~}(A) é
fechado em X, pois f~1(A) é aberto em X. O

Teorema 2.8. Sejam ¢ : K — R™ continua no compacto K C R™, e L = ¢(K)
a imagem (compacta) de @. Para que uma aplicagao f : L — RP seja continua é
necessdario e suficiente, que a composta f o p: K — RP seja continua.

Demonstragao. Se f é continua, entao f o ¢ é continua. Reciprocamente, supondo
f o ¢ continua, entdo, para todo conjunto fechado F' C RP, a imagem inversa (f o
o) Y F) = o [fHF)] é fechado em K, logo é um subconjunto fechado de K.
Portanto, é compacto.

Como ¢ é sobrejetiva, o[~ (f~(F))] = f~1(F), o que implica que f~!(F) ¢ imagem
de compacto por ¢, logo é compacto, em particular, f~'(F) é fechado. Logo, f ¢é
continua. O]

Exemplo 2.1. Tomemos K = [0,27] C R, L = S' = {(z,y) e R:; 2> +¢y> =1} e
¢ : [0,27] — R?, dada por
o(t) = (cost,sent).

Temos que [0, 27] e S* sdo compactos e ¢ : [0, 27] — S! & continua e sobrejetiva. Seja
agora g : [0,27] — R" continua tal que g(0) = g(27). Vamos definir f : S — R”
a partir de g como: f(cost,sent) = g(t), como g(0) = g(27), f estd bem definida.
Note ainda que g = f o ¢ é continua. Segue do teorema anterior que f é continua.
Assim, para definir uma aplicagao continua no circulo S!, basta defini-la em [0, 27]
de modo que seja continua nesse intervalo e assuma valores iguais nos extremos 0 e
2.

2.2 Continuidade Uniforme

Definicao 2.2. Dizemos que uma aplicacao f : X — R" com X C R™, é uniforme-
mente continua se, Ve >0, 3 0> 0;z,y € X, |z —y| <d=|f(z)— f(y)] <e. Ede
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extrema importancia entender a diferenca desta definicao, com relacao a definicao
de continuidade usual. A diferenca é que no caso de continuidade uniforme, para
um € > 0 fixado, devemos encontrar um ¢ > 0 tal que a condigao

v,y € X, v —yl<d=|[f(z) - fly) <e

funciona para todos os pares z,y € X, tais que |z —y| < §. Ou seja, o 4 encontrado
nao depende da escolha dos pontos = e y. Observe que no caso de continuidade
usual em um ponto x € X, o d > 0 encontrado pode depender de .

Exemplo 2.2. Dizemos que uma aplicagao f : X — R" é Lipschitz se, 3 k£ > 0,
tal que Vr,y € X, temos

[f(2) = f(y)| < klz =yl

Afirmacao: Toda aplicacao Lipschitz é uniformemente continua. De fato, dado
e > 0, tome § = £, entdo
E _

2 E.

fl@) = fy)| <k-|o—yl <k-

Teorema 2.9. Uma aplicacao f: X — R™ € uniformemente continua se, e somente
SE€, V(xk), (yk‘) € X; com

lim (2, —yx) = 0, temos lim (f(zx) — f(yx)) = 0.

k—o00 k—ro0

Demonstragao. Seja f uniformemente continua e considere duas sequéncias (zy) e
(yx) tais que klim (xx —yr) = 0. Entdo, dadoe >0, 3 0 >0;z,y € X, |[z—y| <=
—00

|f(z) — f(y)| <e. Como klim (xx —yr) =0, 3 neNtal que Yk > n, |z, — yx| < 0.
—00

Dai, |f(z) — ()| < & = Tim (F(2) = f) = 0.

Reciprocamente, se f nao for uniformemente continua,

Fe>0V0>0; Fr,ye X;lxe—y|<del|flx)— fly)|>e.

Dai, klim (xx — yr) = 0, porém liminfy(f(xx) — f(yx)) > € > 0. Logo, nao vale
—00

limy (f(zx) — f(yx)) = 0. Esta contradi¢ao prova a reciproca.
[l

Teorema 2.10. Toda aplicagao continua f : X — R™ definida num compacto X C
R™ € uniformemente continua.

Demonstra¢ao. Se f nao for uniformemente continua, 3 & > 0; e (zx), (yx) € X
tais que klim (xr —yr) = 0, mas | f(zx) — f(yx)| > € para todo k.
—00
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Como X ¢é compacto, hd uma subsequéncia (zy,) tal que limz,, = a € X. Além
j
disso,
limyy, = im(yx, — 2%, +28,) = @
J J
Da, i e1,) — () = f(a) — f(a) = 0.
Contradicao com |f(xx;) — f(yx;)| > €. O

Exemplo 2.3. Existem fun¢oes uniformemente continuas que nao sao Lipschitz:
Tome

f:[O,l]—>R,f(m):\/§.

Como f é continua e [0, 1] é compacto, f é uniformemente continua, mas,

V= Vil =

1
— |z 1yl
gy Ty
Logo, uma aplicagao direta do Teorema P.9nos mostra que f nao pode ser Lipschitz.

Exemplo 2.4. Toda aplicacao linear A : R™ — R"™ é continua, pois Vi = 1,--- ,n,
a i-ésima funcao coordenada é a funcao continua

(X1, s Tm) a1 + -+ Qi T,

onde [a;;] é a matriz de A. Como S™ ! = {z € R";|z| = 1} é compacta, A(S™!) é
compacto, em particular limitado, e chamamos

1Al = sup{|Az|;> € S™'}

a norma de A.
Temos que Yo € R™, |Av| < ||A]] - |v|. De fato, se v = 0, vale a igualdade. Se v # 0,

temos:
v v
o] A (—)\ v ]A (—)\ < JIAIl - ol
o] o]

Assim, Vz,y € R™, como A é linear:

| Av| =

| Az — Ay| = [A(z —y)| < |[A]] - |z =yl

Logo, A é Lipschitz.

2.3 Homeomorfismo

Definigcao 2.3. Um homeomorfismo do conjunto X C R™ sobre um conjunto
Y C R™ é uma bijecdo continua f : X — Y cuja inversa f~! : Y — X, tam-
bém é continua. Se existe um homeomorfismo entre X e Y dizemos que X e Y sao
homeomorfos.
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Exemplo 2.5. Os conjuntos [0, 27) e S* nao sao homeomorfos, pois S é compacto
e [0,27) ndo, ainda que seja possivel uma bije¢ao continua f : [0,27) — S*.

Exemplo 2.6. A bola aberta B := B(0,1) C R™ é homeomorfa ao R". De fato, as
aplicacoes:
f:R"—-+Beg:B—R"

dadas por
€ )
flz eg(y) = —~
=T Y T Ty
sao continuas e g(f(z)) = flg(y)) = vy, para todo z € R* e y € B. Logo,
g=1r"

Exemplo 2.7 (Projecio Estereogrifica). Sejam S™ = {x € R"™;|z| =1} e N =
(0,...,0,1) € S™, seu polo norte. A projecao estereografica

7 =S5"\{N} = R",

é definida de tal forma que para todo z € S" \ {N}, m(z) é o ponto em que a

semi-reta N:c encontra o hiperplano {z,.; = 0}. Este hiperplano sera identificado
com o R™ através do isomorfismo (x1,...,z,,0) — (z1,...,2,).

Observe que os pontos da reta sao da forma N +¢- (x — N), com t > 0. Este
ponto pertence ao hiperplano x,.; = 0 quando sua tultima coordenada é igual a

1 1
zero: 1+ t(zp1 —1) =0 =t = ——. Logo, m(x) = — - (Z), onde
— Tp41 I —2pp
T = (x1,...,2,). Note que utilizamos o isomorfismo acima.
Assim, 7 : ™\ {N} — R" é continua. Sejz|1 |a2gora ¢ : R —» S"\ {N} dada
2y ylI© —
or, = x, onde T = e Tpyl = . Segue que ¢ é continua e
) ( )) , para todo = € R™ e ¢(mw(z)) = z, para todo x € S™ \ {/N}. Portanto,

¢ =

Exemplo 2.8 (Dominio o Gréfico de fungao continua). Seja f : X — R" uma
aplicagao continua, X C R™.
Seu grafico é o conjunto

G={(z, f(x));xr e X} e R" x R* = R™*"

Afirmacao: X e G sao homeomorfos.

Considere f: X — G, definida por f(z) = (x, f(z)).

Temos que f é continua, pois suas coordenadas sao continuas. Suainversa g : G — X
é dada por g(z, f(z)) = x e é continua pois é a restri¢ao da projegao Iy : R+ — R™
ao conjunto G.
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2.4 Limites

Definicao 2.4. Sejam f: X — R” uma aplicagdo, X C R™ e a € R™ um ponto de
acumulagao de X. Dizemos que b = lim f(z) quando:
Tr—a

Ve>0; 36>0xeX,0<|z—a|l<d=|f(z)—0b <e.

Como a é ponto de acumulacao a nao precisa pertencer a X. Além disso, perceba

que a defini¢ao de limite exige que a seja um ponto de acumulacao, pois isto é o que

torna possivel a aproximacao de a por pontos pertencentes a X diferentes de a.
Note que, trivialmente, se o ponto de acumulagao a pertencer a X, entao

f: X — R" é continua em a <= lim f(z) = f(a).

Tr—ra

Teorema 2.11 (Permanéncia do sinal). Sejam a € R™ ponto de acumulagao de
XCR™ef:X — R Seb=limf(x) >0, entao 35 > 0, tal que x € X e

O0<|z—al<d= f(x)>0. o
Demonstra¢ao. Como b > 0, tome € = b. Dai, 30 > 0, tal que
O<l|z—a|<d=|flx)=b<b=-b< f(z)—b<b=0< f(z) < 2b.
O

Teorema 2.12. Sejam a um ponto de acumulagcao do conjunto X, f: X — R™ uma
aplicagao e fi,..., fn : X — R as funcoes coordenadas de f. Entao,

lim f(x) =b=(b1,...,b,) se, e somente se, Vi =1,...,n, lim f;(x) =b;.
T—a T—ra

Demonstragio. Defina f : X U {a} — R", como f(a) =besez € X, f(z) = f(z).
Assim, f é continua em a, e obtemos o resultado desejado para f. Como a definicio
de limite de f nao depende do valor de f no ponto a, e sim em X N (B(a,0) \ {a}),
e f coincide com f nesse conjunto, o resultado é valido para f. O]

Teorema 2.13. Seja a um ponto de acumulag¢ao do conjunto X C R™. Entao,

lim f(z) =b <= V(x) € X\ {a} com lilgnxk =a

Tr—a
Temos lilgn f(zy) =b.
Demonstragao. Analoga, as fungoes continuas acrescida da caracterizacao de pontos

de acumulacao por sequéncias. O
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Teorema 2.14. Sejam a um ponto de acumulagcao de X C R™, b e Y C R" e
f: X =Y. Suponha ainda que lim f(z) =b e g:Y — RP continua em b. Entao
Tr—a

lim g(f(x)) = 9(0).

Demonstragio. Defina f : X U {a} — Y, o que torna f continua em a. Podemos
entao aplicar a versao do resultado acima para funcoes continuas. Finalmente, o
resultado segue do fato de f coincidir com f em X \ {a}. O

Teorema 2.15. Sejam f,g: X = R" ea: X — R definidas em X CR™ e a ponto
de acumulagao de X. Se lim f(z) = b, lim g(z) = ¢ e lim a(z) = ayp.
r—a T—a r—a
Entao:
lim (f(a:) + g(x)) =b+g¢ lim a(z) f(z) = apb
Tr—a

lim ( f(2),9(x)) = (b.¢) e I | ()| =,

Demonstragao. Segue de forma analoga as demonstracoes anteriores. Ou seja, es-
tendemos para X \ {a} para tornar as funcoes continuas, e aplicamos a versao deste
resultado para fungoes continuas. O]

Teorema 2.16 (Permanéncia da desigualdade:). Sejam f,g: X — R definidas em
X C R™ ea ponto de acumulagao de X. SeVz € X, f(z) < g(z) e existem lim f(z)
Tr—a

e lim g(z). Entao, temos que
r—a
lim f(z) < lim g(z).
T—a z—a
Demonstrag¢ao. Se lim f(x) > lim g(x), entao, lim <f(x) — g(x)) > 0. Assim, apli-
Tr—a Tr—a Tr—a

cando o Teorema de permanéncia do sinal, obtemos que existe o > 0 tal que se
re€Xel<|r—a|l<d,temos f(x)— g(xz) > 0. Dai, f(x) > g(z). Absurdo! O

Teorema 2.17. Se lima(x) =0 e f: X — R"™ € limitada, na vizinhanga de a, isto
r—a

é,35>0eM >0, tal que, |x — a| < 6 implica |f(z)| < M, entio

lim a(z) f(z) = 0, mesmo que lim f(x) néao exista.
Tr—a r—a

Demonstra¢ao. Basta observar que |a(z)f(x)| < M|a(z)| para |z — a] < 4. Assim,

dado ¢ > 0, existe 6; > 0 tal que 0 < |z —a| < §; = |a(x)| < ¢/M. Fazendo

d2 = min(d, 41 ), obtemos que 0 < |z — a| < ds = |a(z)f(x)| < M|a(z)| < Me/M =

€. [
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2.5. CONJUNTOS CONEXOS

%y

Exemplo 2.9. Seja g : R?\ {0} — R dada por g(z,y) = o
T Y

Temos que

=x- < i . Dai,
o= () ()

) = —— -
Y /22 4 42 /22 4 42
Como |f(z,y)| < 1e lim z =0, obtemos,
z,y—0

2

ry
1un 5 3
z,y—0 T° + Yy

2.5 Conjuntos Conexos

Definigao 2.5. Uma cisao do conjunto X C R" é uma decomposi¢ao X = AU B,
onde ANB = AN B = (), isto & nenhum ponto de A é aderente a B, ¢ nenhum
ponto de B é aderente a A.

Um exemplo imediato ¢ a cisao trivial X U (.
Temos que R\ {0} = (—00,0) U (0, +00) é uma cisdo nao-trivial.

Observacao 2.1. Se X = A U B é uma cisao, entao os pontos de X que sao
aderentes a A nio pertencem a B, pois ANB = (), logo pertencem a A, e A = ANX.
Analogamente, B = BNX. Assim, A e B sdo ambos fechados em X, como A = X\ B
e B= X\ A, segue que A e B sdo ambos abertos em X. Resumindo, numa cisao
X =AU B, A e B sao ambos abertos e fechados em X.

Reciprocamente, se A C X é aberto e fechado em X, entdo, fazendo B = X \ A
temos que X = AU B é uma cisao. De fato, nenhum ponto aderente a A pode
pertencer a B, pois A é fechado em X, e, analogamente, nenhum ponto aderente a
B pode pertencer a A, pois B também é fechado em X.

Assim, se X C R” é aberto, e X = AU B é uma cisao, entao A e B sao abertos
disjuntos em R". Se X é fechado e X = AU B é uma cisao, A e B sao fechados
disjuntos em R"”, finalmente, se X é compacto, A e B sao compactos.

Observacgao 2.2. Temos que det : R™ — R ¢ o tinico funcional multilinear em R™,
alternado, tal que det(I) = 1.

Exemplo 2.10. Seja GL(n) o conjunto de todas as matrizes n X n invertiveis.
Afirmacao: GL(n) é um subconjunto aberto e desconexo de R™. De fato, temos
que GL(n) = det ' (R \ {0}), como a fungio determinante é continua, temos que
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2.5. CONJUNTOS CONEXOS

GL(n) é aberto, além disso, GL(n) = det ' ((—o0,0)) U det™*((0, +00)) é uma ci-
sao. De fato, det—1((—o0,0)) = det™!((—00,0]) e det=((0, +00)) = det ([0, +00)).
Dai, det—1((—oc,0)) N det™1((0,+0)) = det™*((—o0,0]) N det™1((0,+x)) = 0 e
det™((—00,0)) Ndet=1((0, +00)) = det~((—00,0)) Ndet ([0, +00)) = 0.

Observacao 2.3. Se X = AU B é uma cisao, entao para todo Z C X, Z =
(ANZ)U(BNZ) éuma cisao.

Definicao 2.6. Um conjunto X C R™ é dito conexo quando s6 admite a cisao
trivial. Caso contrario dizemos que X é desconexo.

Teorema 2.18. O conjunto dos nimeros reais R é um conjunto conexo.

Demonstrag¢ao. Suponha, por absurdo, que R = A U B seja uma cisao nao-trivial.
Tome a € Ae b € B, e digamos que a < b. Seja X = {z € A;x < b}. Inicialmente,
X # 0, pois a € X. Além disso, b é uma cota superior para X, entao existe
¢ = supX. E claro que ¢ < b. Pela definicdo de supremo, ¢ € X (e portanto
pertence a A), como A é fechado, ¢ € A. Como b € B, temos que ¢ < b. Como
A é aberto, 3¢ > 0; (¢ — e,c+ &) C A, entao todos os pontos do intervalo (¢, c+ ¢)
pertencem a A, contradizendo que ¢ seja o supremo de X. O

Teorema 2.19. A imagem do conjunto conexo X C R™ por uma aplica¢ao continua
f: X — R"™ € um conjunto conexo.

Demonstrag¢ao. Se f(X) = AU B é uma cisao da imagem de X, entdo A e B sdo
abertos e fechados em f(X) e disjuntos. Dai, f~1(A) e f~!(B) sao disjuntos abertos
e fechados em X, portanto X = f~!1(A)U f~1(B) é uma cisao, que é trivial, pois X
¢ conexo. Como A, B C f(X), temos que A= f(f~'(A)) e B= f(f~'(B)), dai, A
ou B ¢é vazio e a cisao f(X) = AU B é trivial. Entdo, f(X) é conexo. O

Corolario 2.20. Se X C R" e Y C R sao homeomorfos e X é conexo, entao Y é
Conexo.

Corolario 2.21. Todos os intervalos da reta sao conexos.
Demonstragao. Consideremos as fungoes abaixo:
e Pela funcao tangente temos que (—%, %) e R sdo homeomorfos;

e Considerando a funcao seno temos que [—1,1] = sen(R);

1

e Para [ = (0, 1], temos que f(R) =1, onde f(z) = 1+ a2
Xz

e Para I = [0, +00), tome f(x) = x?;
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2.5. CONJUNTOS CONEXOS

e Para I = [0, +00), tome f(x) = x>

Qualquer outro intervalo da reta é trivialmente homeomorfo a um deles. O
Reciprocamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.22. Os unicos conexos da reta sao os intervalos.

Demonstrag¢ao. Suponha que X C R seja um conexo que nao é intervalo. Entao, 3
a<c<bondeabeXec¢g X. Tome A={re X;z<cteB={reX;z>c}
Como A={r € X;x<cleB={x¢€ X;x>c},éfacil ver que X = AU B ¢ uma
cisao. Além disso, essa cisao nao é trivial, pois a € Ae b € B. O

Corolario 2.23 (Teorema do Valor intermediario). Se X C R™ é conexo, entdo a
imagem de toda funcao continua f : R™ — R é um intervalo. Assim, se a,b € X sao
tais que f(a) < f(b), entdo V d € R tal que f(a) < d < f(b), existe ¢ € X tal que

f(e) =d.

Teorema 2.24. Se X C R™ ¢ conezo e X C Y C X, entio Y é conexo. Em
particular, o fecho de um conexo é conexo.

Demonstragio. Seja'Y = AU B uma cisdo. Entao, X = (ANX)U(BNX) também
¢ uma cisao. Como X ¢é conexo, temos que, digamos, ANX = (. Como X CY e
Y = AU B, temos que X C B, logo X C Bedai, Y C B, pois Y C X. Assim,
temos que A= ANY C AN B =0, ou seja, A =0 e toda cisao de Y é trivial, logo
Y é conexo. O

Exemplo 2.11. Para todo n € N, a esfera S™ é conexa. De fato, retirando o polo
norte, N = (0,0,...,1), vemos que X = S™\ {N} é conexo, pois é homeomorfo a

R™ Como S™ = X, temos que S™ é conexo.
Teorema 2.25. Dados 0s conjuntos X C R" e Y C R™, temos:

a) A reuniao X = |J X\ de uma familia de conexos que tém um ponto em comum
AEL
€ conero.

b) A produto cartesiano X x Y C R de X C R™ e Y C R™ é conexo se, e
somente se, X e Y sao coneros.

Demonstragao.  a) Seja a € [] X). Se X = AU B é uma cisao, entdo a € A ou
XeL
a € B. Digamos que a € A. Entao, para todo A\ € L,

Xh=(ANX,)U(BnNnX,)
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¢ uma cisao, que é trivial, pois X, é conexo. Como a € A, segue que B N X,
é vazio, daf,
B=JBnXx)=0
AeL
Dai, a cisao X = AU B é trivial e X é conexo.

b) Se X x Y é conexo, entao X e Y sdo conexos pois sao as imagens de X X Y
pelas projecdes p : X XY — X p(z,y) =xeq: X XY =Y q(z,y) = v,
que sao continuas. Reciprocamente, se X e Y sao conexos, tome um ponto
c=(a,b) € X xY. Para cada z € X, o conjunto C,, = (X x{b}) J({z} xY) ¢
conexo, pois é a unido dos conjuntos conexos X x {b} e {z} x Y (homeomorfos
a X e Y, respectivamente) com o ponto (z,b) em comum. Além disso, ¢ =
(a,b) € Cy, para todo € X. Portanto, como X x Y = J,.y C, temos que
X XY é conexo.

]

Corolario 2.26. se X, X5, ..., X} sao conexos, entao X; x Xy X ... x X}, é conexo.
Em particular, R" =R x ... R é conexo.

Corolario 2.27 (Teorema da Alfandega). Seja X C R™ um conjunto arbitrario. Se
um conjunto conexo C' C R" contém a € X e b € R"\ X, entao C' contém um ponto
ce fr(X).

Demonstrag¢ao. Tome a fungao continua f : C' — R definida por f(z) = d(z, X) —
d(z,R"\ X). Temos que f(a) < 0e f(b) > 0, entdo, pelo teorema do valor inter-
mediario 3 ¢ € C tal que f(c) = 0, i.e., d(c, X) = d(¢, R" \ X). Como ¢ € X ou
c € R"\ X, um desses valores ¢ zero, logo ambos sio e c € X N (R"\ X) = ¢ €
fr(X). O
Observacao 2.4. Como R" é conexo, segue que se X C R" nao é vazio, nem
coincide com R™, entao fr(X) # 0.

De fato, se x # ) e X # R", entao o conjunto conexo R" contém algum ponto de X
e que algum ponto de R™\ X, logo contém algum ponto de fr(X).

2.6 Conexidade por caminhos

Definicao 2.7. Um caminho num conjunto X C R™ é uma aplicagao continua
f I — X, definida num intervalo I.

Exemplo 2.12. Dados z,y € R" o caminho f : [0,1] — R™, definidos por f(t) =
(1 — t)x + ty chama-se caminho retilinio que liga z a y. Uma notagao comum para
este caminho é [z, y]. Diremos que a,b € R™ podem ser ligados por um caminho em
X quando existe um caminho f: I — X tal que a = f(a), b = f(f), com a < § em
1.
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Exemplo 2.13. Se X é convexo, todos os pontos a,b € X pode ser ligados pelo
caminho [a, b].

Observacao 2.5. Se a,b € X podem ser ligados pelo caminho f : [ — X, entao
a,b podem ser ligados por um caminho ¢ : [0,1] — X tal que ¢(0) = a e ¢(1) = b.
Tome ¢(t) = f((1 —t)a+t5), onde a = f(a) e b= f(B).

Definigao 2.8. Se f,g : [0,1] — X sao caminhos em X, com f(1) = ¢(0
o caminho justaposto h = fV g : [0,1] — X como h(t) = f(2t) e
h(t)=g(2t —1) se t € [35,1].

Como as restricoes

definimos
€ [0,%] e

)s
t '3
h |[0,%] eh |[%,1]

sao continuas, segue que h é continua.

Observagao 2.6. Sejam a,b,c € X C R". Se a e b podem ser ligados por um
caminho em X e b também podem ser ligado a ¢ por um caminho em X, entao
existe um caminho em X ligando a até c¢. Tome f,g : [0,1] — R™, com f(0) = a,
f(1) =g(0) =b, g(1) = c e considere h = f V g.

Definicao 2.9. Um conjunto X C R™ é dito conexo por caminhos quando dois
pontos quaisquer a,b € X podem ser ligados por um caminho em X.

Observacgao 2.7. Todo conjunto convexo é conexo por caminhos. Em particular,
toda bola (aberta ou fechada) é conexa por caminhos.

Proposicao 2.28. Todo conjunto X C R" conexo por caminhos é conexo.

Demonstragao. Fixe a € X e tome, V z € X, C, a imagem do caminho ligando
a até x. Temos que C, é conexo, pois é imagem de intervalo por funcao continua.
Assim, V x € X, a € C,, dai o conjunto

X = U C, é conexo.

zeX

O]
1

Exemplo 2.14. O conjunto X = {(w, sen (—)) ;x € (0, 1)} U{(0,0)} & conexo,
T

1
pois Y = { <:c, sen (—)) ;x € (0, 1)} é imagem do conjunto conexo (0, 1) por uma
x

funcao continua, e X C Y. Porém X nao é conexo por caminhos.

Definigao 2.10. Dizemos que um caminho é poligonal quando é a justaposicao de
um nimero finito de caminhos retilinios.
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Teorema 2.29. Um aberto A C R™ € conexo se, e somente se, € conexo por cami-
nhos.

Demonstracao. Ja vimos que se A é conexo por caminhos, entao A é conexo. Seja,
entao, A C R™ aberto e conexo. Fixe um ponto a € A e considere o conjunto U
formado pelos pontos x € A que podem ser ligados até a por um caminho poligonal
contido em A.

Afirmacgao: U é aberto. De fato, seja z € U, como A é aberto, 3r > 0; B(x,r) C A.
Como a bola é convexa ¥V y € B(z,r); o caminho retilineo f : [y,z] C B(x,r), dai,
se v : [0,1] — R™ liga x ao ponto a, tome f V. Logo, y se liga ao ponto a por um
caminho poligonal contido em A. Portanto, B(x,r) C U e U é aberto.

Seja agora, V = A\ U.

Afirmacao: V é aberto. Se v € V, entao v nao pode se ligar ao ponto a por um
caminho poligonal contido em A. Tomando uma bola B C A, tal que v € B. Temos
que nenhum z € B pode se ligar ao ponto a por um caminho poligonal contido
em A, pois se pudesse, bastaria justapor esse caminho ao caminho retilineo [v, z] e
teriamos que v se ao ponto a por um caminho retilineo.

Assim, A = U UV & uma cisao, como a € U e A é conexo, temos que V = (). Logo
A=U. m

Corolario 2.30. Se A C R™ é aberto e conexo, dois pontos quaisquer de A podem
ser ligados por um caminho poligonal em A.

Exemplo 2.15. A esfera S" = {x € R""!; (x,x) = 1} é conexa por caminhos. De
fato, dado a,b € S™, com a # —b, tome o caminho f : [0,1] — S™, definida por

(1—t)a+tb

T = 0= 0aral

¢ continua (pois seu denominador nunca se anula). Além disso, f(0) =ae f(1) = b.
Se b = —a, tome ¢ € S™\ {a, b}, considere f; que liga a até c e f, que une c a b, use
o caminho justaposto fi V fs.

Definigao 2.11. Seja x € X C R"™. Definimos a componente conexa de x, C, como
a uniao de todos os conjuntos conexos contidos em X, que contém o ponto x.

Observacao 2.8. Temos que C, é conexo. De fato, é o maior conjunto conexo que
contém x.

Observacao 2.9. Toda componente conexa é fechada em X, de fato, C, ¢ C,NX C
C,. Como C, é conexo, temos que C, N X é conexo e contém C', logo C, = C, N X.
Note que X é conexo quando para todo z € X, C, = X.
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Capitulo 3
Aplicacoes Diferenciaveis

Definicao 3.1. Seja U C R™ aberto. Dizemos que f : U — R" é diferenciavel no
ponto x € U quando existe uma transformacao linear 7" : R™ — R” tal que

. r(h)

flx+h)=f(x)+T-h+r(h), onde lim —= = 0.
h—0 |h|
Note que na expressao acima h deve ser suficientemente pequeno para que z+h €

U e f(x+ h) faca sentido.
Como U é aberto, temos que 3¢ > 0;|h| <e=x+h e U.
A igualdade f(x + h) = f(z) +T - h + r(h) é a definicdo do “resto” r(h) € R™.
A diferenciabilidade de f no ponto x nos diz que este resto é um infinitésimo de

ordem superior a h, ou seja, }llin%)% = 0. Isto significa que dado ¢ > 0, 30 > 0 ;
—

0< |h| <d=|r(h)| <celhl
Algumas vezes é conveniente escrever a condi¢ao para diferenciabilidade de f: U —
R"™ em z € U do seguinte modo:

flx+h)= f(x)+T-h+p(h), onde ]llim p(h) =0

—0

Para tal, tome p(h) = %

Note que p(h) nao esta definida em h = 0, mas se f for diferencidvel em x, basta
definir p(0) = 0. Assim, p(h) serd uma funcdo continua de h em h = 0.

Observacao 3.1. Se f : U — R", U C R™, é diferenciavel no ponto x € U entao,
para cada vetor h € R™, temos

T.h:T'th: flx+th) — f(x) | r(th)

: , i |h|, para todo t # 0 real.

Logo,
Toh = lim Lt gy L@ ) = (@)
=0t 1—0 t
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E tnica, portanto, a transformacao linear 7 : R™ — R™ que d4 a boa aproximacao
para f perto de x. Ela é chamada de derivada de f no ponto z, e indicada por f'(x)

ou Df(z).
Resumindo, f: U — R" (U C R™ aberto), é diferenciavel em x € U se
: . r(h)
flx+h)= f(x)+ f(x) - h+r(h) com lim —= =0
h—0 ’h’

Note que }ZiH(l] f(z+h) = f(x), logo se f é diferenciavel em z, entdao f é continua
%
em .

Exemplo 3.1 (Aplica¢oes Constantes). Se f : U — R™ é constante, temos que:
flx+h)=f(x)+0-h+0
Logo, f'(x) = 0.

Exemplo 3.2 (Transformagoes Lineares). Seja T': R™ — R"™ uma transformacao
linear, entao 1" é diferenciavel em todo R™. De fato,

T(x+h)=Tex+Th+0=T(z)="T.

Exemplo 3.3 (Transformacoes Bilineares). Seja B : R™ x R" — R? uma transfor-
macao bilinear.

Seja M = max{B(e;, u;)}, onde {eq, ..., ey} éabase canonica do R™ e {uy, ..., u,}
é a base canonica do R", entao

|B(l’,y)‘ = |B (ineia Zyjuj)‘
= (ley] B(ei,uj)>

=M -|zls - |y|s-

<MY Jallyl
o

Desta forma, 3 ¢ > 0; |B(z,y)| < c¢-|z| - |y|.
Toda transformacao bilinear é diferenciavel em todo ponto (x,y) € R™ x R™.
De fato, temos que

B(x+ h,y+ k) = B(z,y) + B(z, k) + B(h,y) + B(h, k)

B(h, k
Falta mostrar que (h%go |(l(1, }<:)|) _

Considere em R™ x R™ a norma |(h, k)| = max{|h|, |k|}, temos que
| B(h, k)| B(h, k) c-|hl- k]

k)]~ maz (] K = maz Ak © il Ik
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Dai,
Vale a pena mencionar alguns casos especiais:
O produto interno (-,-) : R™ x R” — R; a composigao de transformacoes lineares:

e LR RP) x L(R™,R™) — L(R™, RP),
onde p(S,T) = ST; O produto de matrizes, etc.

Exemplo 3.4 (Inversdo de matrizes). Relembre que o conjunto GL(n) das matrizes
invertiveis n x n é aberto.

Considere a inversio de matrizes f : GL(n) — M(n), definida por f(X) = X'
Afirmamos que f é diferenciavel. Primeiro, note que se AB = (z;;), temos que

Z @by

|AB|y = max |z;;| = max
2,7 ,] %

< Tﬂgxz |air|[brj| < n-|Aly - [Blu-
k

Dai, para normas quaisquer, 3 ¢ > 0;|AB| < ¢- |A] - |B|. f é continua pois temos a
formula da inversa em termos de determinantes. Além disso, temos que

(X+H) "(X+H)=I=X+H " (X+HX'=Xx"
S (X+H) '(I+HX ) =Xx""

( )
= ( )y l=X"'1—-(X+HYHYHX!
= (X+H) ' =X (X+H XX THX!
= X+H) '=X"'"-(X+H) '(X+H-HX'HX!
) X' X'HX '+ (X +H) Y (HX)?

Dai, r(H) = (X + H)"'(HX )2, logo,

[r(H)| _ e |(X + H) | HPX TP r(H)
< = lim ———= = 0.
i ] w0 H|

Portanto, f/(X)-H = —X'HX~'. Note que, para n = 1, GL(1) ~ R\ {0},

entdo, temos que f é diferencidvel e sua derivada é f'(z) -h = ——.
T

Exemplo 3.5 (Coordenadas de uma aplicacao diferenciavel). Temos que uma apli-

cacao f : U C R™ — R™ é diferenciavel no ponto = € U se, e somente se, cada

funcao coordenada f; for diferenciavel em z.
Além disso, f'(z) : R™ — R"™ sera dada por

f'(z)-h=(Dfi(z) - h,...,Dfu(x)h).
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De fato, note que f(z + h) = f(x) + T - h+r(h) é equivalente a n igualdades
r(h)

Finalmente, W — 0 se, e somente, se, Vi =1,...

M, — 0.
Id

Exemplo 3.6 (A matriz Jacobiana). Sejam f : U — R"™ diferenciavel em x € U e
ej o j-ésimo vetor da base canonica do R™. Entao,

fx +te;) = f(x)
t

f'(x)-e; =lim e R™.

t—0
O limite acima é conhecido como j-ésima derivada parcial de f no ponto = e é
of(x
denotado por ﬁ
8l’j

Pelo que vimos,

= (e )

Isto nos fornece uma expressao para a matriz da transformagao linear f’(z): R™ —
R™ relativamente as base canonicas de R™ e R", conhecida como matriz Jacobiana
de f no ponto x. O elemento (7, j) dessa matriz é D f;(z) - e;, dali,

0fi(x) 0fi(x)

(9961 o (%;m

Jf(x) = : . :
dfn(x) A fu(z)
oxy Oz,

Cuidado! A existéncia das derivadas parciais df;/0x;(x) e portanto a existéncia
da matriz Jf(x), ndo garante a diferenciabilidade de f no ponto z. Na realidade,
ainda podemos dizer “mais”. De fato, comecemos introduzindo mais uma defini¢ao:
dada f: U — R" (U C R" aberto), z € U e h € R", definimos a derivada direcional
de f no ponto x, na dire¢cao h como o limite:

O ) _ 0+ 1(0) g
Temos que f é diferenciavel em x, entao todas a derivadas direcionais existem e
h@) = 1) b
A reciproca é falsa. Tome f : R? — R, definida por
22
fla,y) = 21 (z,y) #0e f(z,y) = 0se (z,y) = 0.
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Tome h = (a,b), entao,

of Pa2b a’b
ah(o 0) %_138 %(GQ_}_I)Q) - a2+b2

Assim, f nao pode ser diferenciavel em 0, pois —-(0,0) nao depende linearmente

de h.
Em resumo, é possivel que as derivadas direcionais existam em todas as diregoes,
e ainda assim, f nao seja diferenciavel.

ah

Exemplo 3.7 (Caminhos diferenciaveis). Seja J um intervalo. Dado um caminho
f:J — R" seu vetor velocidade em um ponto interior = € J é definido por

b L@~ @)

t—0 t

e R"

d,
desde que o limite exista. Escrevemos v = —f(:c)
Temos que f(z+t) = f(x)+ f'(z)-t+r(t) € o mesmo que f(x+t) = f(x)+t-v+r(t),

onde v = f'(x)-1= E(x) Dali,

r(t)
0 ¢]

caso 1dent1ﬁcamos v com f'(x).

Em particular, se f: J — R vemos que f é diferencidavel em um ponto interior de J
se, e somente se, possui derivada no sentido classico.

Finalmente, dado o caminho f : J — R", temos que

df df dfn
to = (G, ).

Exemplo 3.8 (Fung¢oes reais). Enquanto a derivada de um caminho f : J — R”
pode ser identificada com um vetor, a derivada de uma funcao f: U — R, U C R™
aberto, em um ponto = € U, é um elemento de L(R™ R) = (R™)*. Ou seja, f'(z)
¢ um funcional linear. Neste caso, a notacao tradicional é df(z) e é chamado de
diferencial de f no ponto xz. A matriz jacobiana de f em x tem uma linha e m
colunas:

of

10 = (2@ @)
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3.1. CLASSES DE DIFERENCIABILIDADE

0 . : . .
Os nimeros a—(m) sdo as coordenadas do funcional linear df(z) relativamente a
x‘.

base canonica de (R™)*, dual de R™. Relembre que a base dual de R™ é dada por

{dxq,...,dz,} que satisfaz, Vv = (vq,...,0,) € R™ dz;(v) = v;. Podemos, entao,
escrever
@)=Y L (@i,

3.1 Classes de diferenciabilidade

Dado U C R™ aberto, diremos que uma aplicacao f : U — R" é diferenciavel
quando ela for diferenciavel em todos os pontos € U. Define-se, entao, a aplicacao
derivada

f:U— L(R™R") ~ R™".
Ela associa cada = € U a transformagao linear f'(z): R™ — R™.
O espago L(R™,R™) pode ser identificado com R™™ (matrizes m x n) e f’ associa
cada x € U a matriz jacobiana Jf(z).

Definicao 3.2. Diremos que f : U — R" é continuamente diferenciavel, ou que
f é de classe C*, denotado, f € C!, quando f for diferenciavel e, além disso,
f U — L(R™ R") for continua.

Quando queremos testar a diferenciabilidade de f : U — R™ em todos os pontos

x € U, vale a pena deixar claro que o resto depende nao s6 de h, como também de
z. Dai, f é diferenciavel em U quando, ¥V z € U, 3 f'(z) € L(R™,R"), tal que

f@+h)=fx)+ f(z) - h+r(z,h),

onde h
lim r(z.h)

R

Isto significa que,
Ve > 0,V € U,36;6(x,e) >0

tal que 0 < |h| < d = |r(x,h)| < €l|h|.

Note que f € C! implica que a matriz jacobiana Jf(x) depende continuamente

fi

de z € U, ou seja, implica que cada uma das componentes de Jf(x), 5 (x) é
Zj
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3.1. CLASSES DE DIFERENCIABILIDADE

continua em x.
Como f é diferenciavel se, e somente se, suas coordenadas sao diferenciaveis, te-

ofi

mos que [’ é diferencidvel em x se, e somente se, cada elemento 8_( x) da matriz
x
j

jacobiana for diferenciavel em x.

Definicao 3.3. Se f' : U — L(R™,R") tem derivada em x € U, dizemos que f
¢ duas vezes diferenciavel no ponto x e escrevemos f”(x) : R™ — L(R™ R") para

indicar a derivada de f’ no ponto x, isto é, a segunda derivada de f no ponto .
Logo, f" € L(R™, L(R™ R™)).

Quando f é duas vezes diferenciavel em todos os pontos = € U, dizemos que f
¢ duas vezes diferenciavel em U. Se, além disso, f” : U — L(R™, L(R™ R")) for
continua, diremos que f é duas vezes continuamente diferenciavel em U, e escrevemos

2
fecC-.

Existe um isomorfismo natural

LR™, L(R™ R")) ~ Lo(R™ R"),
que associa a cada transformagio linear T € L(R™, L(R™,R")) a transformagao
bilinear 7" : R™ x R™ — R", tal que

T(u,v) = (T -u)-v

Assim, podemos considerar a segunda derivada como sendo uma transformacgao bi-
linear f”(x) : R™ x R™ — R".
Olhemos um caso particular em detalhes. Seja f': U — L(R™,R) dada por

oy N Of
J=1
Logo,
I'=2 5 b
7=1
Dai, as fungoes coordenadas de f': U — (R™)* sao 8f , ,a—f
(91‘1 8:Em

Assim, a matriz jacobiana de f’ no ponto z é formada pelos elementos

o*f of
Ox;0x; ~ O ((‘33:]) ().

Como transformagao linear, f”(z) : R™ — (R™)* é caracterizada por:

" _ (9f' -
f ('T) "6 = axl Z

x)dz;

.I'Z'j
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3.2. DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR

ou seja, derivamos coordenada-a-coordenada.

Vamos observar a diferenga entre f”(z) e a transformacao bilinear do(f) € Lo(R™, R),
que é associada pelo isomorfismo L(R™, (R™)*) =~ Lo(R™, R).

Por definicao,

do f(x)(u, v) = (f"(x) - ) - v.

A expressao de f”(z) - e;, nos fornece

9% f

3%@-

daof (z)(ei, €5) =

()

Temos que {dz; ® dzrj,1 <1i,j < m} é uma base de Lo(R™ R).
Assim, dada @ € £o(R™, R), temos que 3 a;; € R, tais que

¢ = Zai,jdxi ® dxj, onde a;; = P(e;, € ).

i?j
Portanto,

— axixj
4,7

Nao faremos mais distingdo nenhuma entre f” e d,f.

3.2 Derivadas de ordem superior

As derivadas de ordem superior sao definidas indutivamente. Suponhamos que
f:U — R", seja (k — 1) vezes diferenciavel. Entao, sua (k — 1)-ésima derivada ¢
uma aplicagao f*=V: U — L, (R™ R").

Se f* =1 for diferenciavel em um ponto = € U, diremos que f é k vezes diferenciavel
neste ponto e, usando o isomorfismo canénico £(R™, R"), identificaremos f*)(z), a
derivada de f*#~Y em z, com uma aplicacio k-linear de R em R", que chamaremos
de k-ésima deriva de f no ponto x.

Definiremos entdo, a aplicacdo f* : U — L,(R™, R™).

Diremos que f é uma aplicacao de classe C*, ou k vezes continuamente diferenciavel,
denotado por f € C*, quando f* for continua.

(" indica o conjunto das funcoes continuas.

Definicao 3.4. Definimos a classe das aplicacoes infinitamente diferenciaveis como
sendo

C* = ﬁ Cr.
k=1
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3.3. REGRA DA CADEIA

Assim, f € C'™ se, e somente se, possuir derivadas de todas as ordens em todos
os pontos x € U.
E claro que C* C ...Ck c C¥1 c...C' c C".
Para explicitar, ¢ comum escrever C*(U, R"), ao invés de simplesmente C*.

Exemplo 3.9. Seja U — R" dada por f(x) = (fi(x),..., fu(x)). Entdo f € CF se,
e somente se, Vi = 1,...,n a coordenada f; : U — R é de classe C*. Se este é o
caso, fU)(z) = DY f(z) = (DY f(x),..., DU f,(z),ondex cUej=1,... k.

Exemplo 3.10. Toda transformacao linear f : R™ — R" é de classe C°, pois [’ :
R™ — L(R™,R") é constante, de fato, f'(x) = f para todo z € R™. Dai, f(z)* =0
para k > 1. Analogamente, toda transformacao bilinear B : R™ x R" — RP é de
classe C*°, pois B’ : R™" xR" — L(R™ xR",RP) ¢é linear. De fato, (B'(x,y))-(h,k) =
B(z,k)+B(h,y), dai, B'(x+z,y+79)-(h, k) = B(z,k)+B(h,y)+B(z,k)+B(h,j) =
B(a,y) - (h. k) + B'(7,5) - (k).

Dai, B®) =0, para k > 2.

Exemplo 3.11. Nenhuma das inclusdes C*™ (U, R") C C*(U, R") se reduz & igual-
dade.
Por exemplo, tome U = R e considere f; : R — R como

fl) = {xk, sex >0

0, sex <0.

Temos que fy é descontinua, f; é continua, mas nao é diferenciavel em 0 dai,
fr e CO\ CL
Em geral, para k > 1, f, = k- fr_1, dai, fr € C*1\ C*.
Exemplo 3.12. Se J C R é um intervalo aberto, e f : J — R" é um caminho de
classe C*, entdo, para cada j = 1,...,k, a j-ésima derivada fV)(z), em x € J, &

ainda um vetor no R”. De fato, f': J — R" é ainda um caminho, assim como sao

f// f/// etc
Mais precisamente, se f(t) = (fi(t),..., fn(t)), entdo,

DY f(t) = (DD (1), ..., DY f, ().

Definimos o vetor D®) f(z) como a aceleracdo de f no instante .

3.3 Regra da Cadeia

Teorema 3.1. Sejam U C R™ e V C R" conjuntos abertos, f : U — R", uma
aplicagao diferencidvel no ponto x € U, com f(U) CV eg:V — RP uma aplicagio
diferencidvel no ponto y = f(x) € V. Entao, a aplicagao composta go f : U — RP
é diferencidvel no ponto x e (go f)'(x) = ¢'(y) o f'(z) : R™ — RP.
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3.3. REGRA DA CADEIA

Resumindo, a derivada da composta é composta das derivadas.

Demonstragao. Da diferenciabilidade de f em z e g em y, temos que

fQ@+h)=f(x)+ f(z)-h+p(h) - |h], com lim p(h) =0,

h—0
e
gy +k) = 9(y) + ¢'(y) - k + (k) - [k], com lim o (k) = 0.
Dai,

goflx+h)=g(f(z)+ f(x) h+p(h)-[h])
=g+ f'(z)-h+p(h)-|h])

fazendo k = f'(z) - h + p(h) - |h|, temos que

Temos que se h — 0, entdo k — 0 e f'(z) - Tl é limitada.

Portanto, lim 7(h) = 0. O
h—0

Corolario 3.2. Se f : U — R" e g : V — RP sao ambas de classe C¥ e f(U) C V,
entdo go f : U — RP é também de classe C*.

Demonstragao. De fato, temos que (g o f)'(x) = ¢'(f(x)) o f'(z), considerando p :
L(R" RP)x L(R™,R") — L(R™,RP) a composi¢ao de transformagoes lineares, temos
que p € bilinear, e portanto ¢ C*°.

Considere agora A : U — L(R",RP) x L(R™,R"), dada por \(x) = (¢’ o f(x), f'(x)).
Temos entdo que (g o f) (z) = uo A(z). Voltando ao corolario, se f,g € C°, entéo,
claramente go f € C°. Suponha agora que o corolario ¢ verdadeiro para k —1, i.e., a
composta de duas funcoes de classe C¥~! é de classe C*~!. Entao, dadas f,g € C*,
temos que ¢’ e f’ sao de classe C¥~1, como f é de classe C*, temos que (pela hipotese
de inducao) ¢' o f é de classe C*~1.

Dai, ¢’ o f e f’ sao de classe C*~!. Como estas sdo as coordenadas de \, temos que
A € CkL. Como p € O, temos que po X € C*1, ou seja, (gof) € C* 1= gof €
C*. O
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3.3. REGRA DA CADEIA

Exemplo 3.13 (Aplicagao do corolario B.2). f: GL(n) — GL(n) dada por f(X) =
X1 ¢é de classe C™.
Defina, g : M(n) x M(n) — L(M(n), M(n)) como

GY,Z)-H=Y - -H-Z.
Sabemos que f é diferenciavel e que
fr==go(f f): GL(n) = L(M(n), M(n))

onde,

(f: X)) = (F(X), f(X) = (X1, X 7).
Temos que f € C°. Suponha, por inducdo, que f € C*71. Como ¢ é bilinear e
g€ C®e(f f) € C* aigualdade f' = —go (f, f) junto como corolario anterior,
mostra que f' € C* ! = f € CF.
Dai, V k € N, f € C*, logo a inversao de matrizes é de classe C*°.

Corolario 3.3. Seja f : U — R™ diferenciavel em zy € U. Dado v € R™, seja
z : (—e,e) = U, € > 0, um caminho diferenciavel em ¢ = 0, com z(0) = zg e
2'(0) = v. Entdo o vetor velocidade de f(x(t)) em t = 0 é dado por f'(zo) - v.

De fato, o vetor velocidade de f(x(t)) em ¢ = 0 é a derivada (f o x)'(0) =
f'(xo) - 2'(0) = f'(o) - v.
Corolario 3.4. Seja f : U — R diferenciavel em x € U C R™ e suponha que f
admite uma inversa g = f~1 : V. — R™ V C R, isto ¢, f(U) =V, g(V) = U,
fog=1idy e go f=idy. Suponha ainda que g é diferenciavel no ponto y = f(z).
Entao f'(z) : R™ — R"™ é um isomorfismo cujo inverso ¢ ¢'(y) : R* — R™. Em
particular, n = m.
Demonstra¢iao. Temos que (idy) = idgm e (idy) = idgn, segue de fog = idy e
go f =1dy e da regra da cadeia segue que

f'(x)od'(y) =idpn e ¢'(y) o f'(x) = idgm

dai, f'(z) e ¢'(y) sao isomorfismos sendo um o inverso do outro.
[l

Corolario 3.5 (Antiga regra da cadeia). Sejam U C R™, V' C R" abertos, [ :
U — R™ diferenciavel em = € U, com f(U) C V, e g : V — RP diferenciavel em
y = f(z) € V. Entao:

— Jgi
= v

3gz‘of

_ O fk
al'j (x) N '

(f(x)) a—%(w)-
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3.4. A DESIGUALDADE DO VALOR MEDIO

Demonstracao. Temos que

a%ixif@) —D(gio f)(@)-¢; =
of
= D(a)(f(x)) © DS () -e; = Dl (F(x) > 5
df1(x))
() ey o
o Ot 0f())
Ox;

]

Observacao 3.2. Se U C R™ é aberto e f : U — R™ é derivavel em x € U, entao
existe f'(xz) : R™ — R™, e tem sentido falar no seu determinante, det(f’(x)). Ele
¢ chamado de determinante jacobiano e pode ser calculado usando a matriz jacoi-
ana. Assim, o determinante jacobiano da composta é o produto dos determinantes
jacobianos das aplicagoes que estamos compondo.

Exemplo 3.14. Temos que f : R — R, dado por f(¢) = t* ¢ um homomorfismo C'*
cujo inverso s — s/? ndo pode ser diferenciavel no zero, porque se fosse f'(0) =0
seria um isomorfismo.

3.4 A desigualdade do valor médio

Teorema 3.6 (Teorema do Valor Médio). Seja f : [a,a + h] = R, [a,a + h] C R,
uma fun¢ao continua tal que f|(a7a+h) é diferencidvel. Entao existe ty, 0 < ty < 1,
tal que

fla+h) = f(a) =h- f'(a+toh)

Vamos generalizar este teorema para fungoes de R” em R:
Denote [a,b] = {ta+(1—t)b € R";t € [0,1]} e (a,b) = {ta+(1—t)b € R™;t € (0,1)}.

Teorema 3.7. Seja U — R diferencidvel no aberto U C R™. Suponha que [a,a +
h] C U. Entao, existe tg, 0 < tg < 1, tal que

fla+h) = f(a) = f'(a+toh) - h

Demonstragao. Considere @ : [0,1] — R, definida por ®(t) = f(a+th). Ela satisfaz
as condigoes do teorema do valor médio na reta, entao 3 5 € (0, 1), tal que

O(1) — D(0) = D'(ty).
Mas, (1) = f(a+h); ®(0) = f(a) e pelaregra da cadeia, ®'(ty) = f'(a+toh)-h. O
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3.4. A DESIGUALDADE DO VALOR MEDIO

Para aplicagoes f : U — R", com n > 1 nao existe a igualdade do valor médio.

Exemplo 3.15. Seja f : R — R? o caminho de classe C°°, definido por
f(t) = (cost,sen t).

Seu vetor velocidade é f'(t) = (—sen t,cost), que é diferente de zero para todo t, de
fato, |f'(t)| = 1.

Por outro lado, f(27) — f(0) = 0, assim, nenhuma igualdade da forma

f@2m) = f(0) = f'(to) - 27
pode ser verdadeira.
No entanto, vale a desigualdade:

Teorema 3.8 (Desigualdade do valor médio). Seja U — R", continua no aberto
UCR™ Sela,a+h] CU e f é diferencidvel em (a,a+ h), entao

|[f(a+h) = fla)] < [h]- sup |f'(a+th)|.
0<t<1
Demonstragao. Seja ® : [0,1] — R™ o caminho definido por ®(¢) = f(a + th).
Entao, ® é continuo em [0, 1] e diferenciavel em (0,1).
Como ®(0) = f(a) e (1) = f(a+ h) e '(t) = f'(a + th) - h, basta provar que

|®(1) — ®(0)| < M, onde M = sup |®'(¢)].

0<t<1

De fato, basta mostra que V ¢ > 0, |®(1) — ®(0)| < M + ¢
Assim, considere o conjunto, para tg, 0 <t < 1,

X ={t € [to, 1]; |P(s) — P(to)| < (M + ¢)s, para todo s € [ty,]}.

E claro que X é um intervalo da forma [to, a].
Vamos comegar mostrando que o = 1.

De fato, suponha por absurdo, que o < 1.
Entao, 36 > 0, tal que o+ 6 < 1 e tal que

0 < § < & implica

d(a+06) = ®(a) + ' (a) -6 +7(0), onde |r(5)] <e-6.
Segue que,

|D(a+06) — ®(a)| < (M +¢€)-0, se 0 < <.
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3.4. A DESIGUALDADE DO VALOR MEDIO

Como « € X, temos que |D(a) — @ (tp)| < (M + ¢)a.

Portanto, 0 < 6 < ¢, implica
|B(a+8) — D(ty)| < (M +¢) - (a +9).

Como o € X, segue que todo o + 6, com 0 < § < § também pertence a X.
Contradigao!

Logo, o = 1.

Portanto, V ¢y € (0,1), temos que

|®(1) — D(tg)| < M, pois @ é continua em 0,

temos que tlirr}) |D(1) — (tg)| < M = |2(1) — 2(0)| < M. O
0—

A demonstragao acima possui a vantagem de fornecer uma boa cota para a de-
sigualdade, para qualquer norma em R", ou seja, a mesma demonstracao funciona
para qualquer norma. Se tivermos interessados apenas em mostrar que existe uma
constante que limita, é possivel considerar a demonstracao abaixo que é substanci-
almente mais simples (e fornece uma cota idéntica a da demonstragao acima no caso
da norma euclidiana):

Teorema 3.9 (Desigualdade do valor médio). Seja U — R™, continua no aberto
UCR™ Sela,a+h] CU e [ é diferencidvel em (a,a+ h), entao

|f(a+h) = fla)] < |h|- sup |f'(a+th)|.

0<t<1

Demonstrag¢ao. Aquivamos considerar a norma euclidiana, e definda M = sup |f'(a+
0<t<1

th)|. Introduza, entdo, a funcao ¢ : [0, 1] — R™ dada por
p(t) = (fla+th), f(a+h) — f(a)).

Assim, ¢ é continua em [0, 1], diferenciavel em (0, 1), e pelo teorema do valor médio
em R, temos que existe ¢y € (0,1) tal que

[fla+h) = f@)f = (fla+h)—fla),fla+h)— f(a))

(fla+h), fla+h)— f(a)) = (f(a), fla+ h)— f(a))
= ¢(1) —¢(0)
= ¢'(to)
(f'(a+toh) - h, fla+h)— f(a))
|f'(a+toh)[|R][f(a+ ) — f(a)]
M|n[|f(a+ h) = f(a)],

IA A
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3.4. A DESIGUALDADE DO VALOR MEDIO

onde usamos a regra da cadeia para obter a equacao ( e na desigualdade (
usamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz. Desta forma, obtemos

[f(a+h) = f(a)* < M|h||f(a+h) — f(a)].

Se | f(a+h)—f(a)| = 0 a desigualdade enunciada é verdadeira, e se | f(a+h)— f(a)| #
0, podemos simplificar a expressao para obtermos:

|[f(a+h) = fa)]* < M]h|.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, tentamos trazer uma abordagem introdutoria de conceitos que
sao abstratos e fornecer ainda uma nocgao de rigor justificando algumas propriedades
da topologia do espaco R™. Embora tenhamos visto apenas rudimentos, em alguns
exemplos as propriedades e o comportamento das fungoes com muitas variaveis po-
dem ser compreendidas com mais clareza. Nosso objetivo é fornecer um material
que possivelmente venha a ser um primeiro contato com a matéria e que possa servir
de auxilio aos estudantes que tenham interesse na Analise.
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Apéndice

3.5 Revisao de Algebra Linear

Seja {u1,...,u,} uma base do R". Defina os funcionais f; : R" — R, tais que
VeeR" z=>" zu e fj(x) ==z E facil ver que Vi, f; ¢ um funcional linear.
Note ainda que

1, set =3
; . :5Z: Y Y
filu) ! {0, se i # j.

Seja g um funcional linear em R", i.e., seja g € (R™)*, entdo,

g(x) =g (Z %Uz) = Z%Q(Uz) = ZQ(%) filz) =g = Zg(uz>fz
i=1 i=1 i=1 i=1
Logo, (R™)* é gerado por { f1,..., f,}. Para mostrar que {fi,..., f,} é uma base,
falta verificarmos que sao L.I. Assim, sejam aq,...,a, € R tais que
arfi+...+afn=0,
Dai, aplicando a equacao acima no vetor u;, obtemos
ar fr(uw) + ...+ apfu(u;)) = 0= a; = 0.

Logo, {fi,- .., fn} forma um conjunto L.I.
O conjunto {fi,..., fn} ¢ chamado de base dual de {uy,...,u,}. Tome, f: (R")* —

R um funcional k-linear, isto é, para cada ¢ = 1, ..., k, valem as igualdades:
f(xb"‘7xi—17xi+ji7xi+l7"'7xk) :f<.T1,...,ZE7;,...,ZEk>+f<l'1,...,[f7;,...,xk).
e f(z,...,xi 1, Q2 Tiv1, ..., o) = af(xy,...,zg), onde xq,..., 2, € R" e a € R.

Seja L(R™,R) o conjunto dos funcionais k-lineares em R™. Temos que L;(R™, R)
¢ um espago vetorial sobre R, com as operagoes: (f+g)(z1,...,x5) = f(x1, ..., x%)+
g(xy, .. .,xp) e (af)(xy, ..., 2x) = af(z1,...,2), onde f,g € L (R",R) e a € R.
Existe uma operacao sobre espacos de funcionais lineares de ordens diferentes.
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Definicao 3.5. Sejam f € Li(R™",R) e g € L,(R",R) definimos o produto tensorial
f®g € Lip(R™R)
f@g(@n . xp g1, Thgp) = [(@1, o, 20) + 9( kg1, - - o5 Tigp)
onde 1, ..., Tk, Tht1, .- -, Thpp € R™.

Note que a ordem de f e g importa, entao, em geral, f ® g # g ® f. No entanto,
valem as propriedades:

(itf)@g=hHhog+fi®yg
fRlg+gp)=fean+f®gp
(af)®@g=f®(ag)=af®g,a R
(fegeoh=f(gah).

Note que £;(R",R) = (R™)*. O produto tensorial permite que obtenhamos uma
base de L(R™, R) em termos de uma base dual de R™.

Teorema 3.10. Seja {uy,...,u,} uma base em R™, e seja {f1,..., fn} uma base
dual. Temos entao que

#={f0®...® fi; (1 <i1,... ik <n)
¢ uma base de Ly(R™,R). Em particular, dim(L,(R",R)) = n*.
Demonstracao. Note que
1, Se il :jl,...,ik:jk,
0, caso contrario.

fi1 ®"'®fik(uj17"'vujk) = 5i1j1"'5ikjk- = {

Dados k vetores, x1,...,x; tais que

T = Zaijujv e seja f € Ly(R",R).

j=1

Entao,

n n
f(xla s ,:l?k) =f (Z A1y Ujys - o s Z akjkujk)

Ji1=1 Jk=1

— Z aljl .. .annf(ujla s 7ujk)

J1seensdke
J1seesdke
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Logo,

.....

.....
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