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Resumo

Este trabalho tem o objetivo de apresentar o estudo de mosaicos com aplicacoes para
o ensino bésico. Esse estudo torna-se ainda mais entusiasmante, quando fazemos o uso da
Geometria Dinamica, por isso construimos os mosaicos utilizando o GeoGebra. Mosaico,
é um padrao que cobre inteiramente o plano sem superposi¢ao das figuras, nem espacos
vazios entre elas, podendo ser estudado também a partir das operacoes de simetria que os
deixam invariantes. Iniciamos o trabalho com algumas nogoes matematicas para o estudo
dos mosaicos bem como um pequeno historico para em seguida defini-los. Identificamos
qual grupo cristalografico o mosaico pertence. Ao final dessa dissertacdo, apresentamos
algumas questoes com mosaicos que foram trabalhadas na OBM(Olimpiada Brasileira de
Matematica), ENEM(Exame Nacional do Ensino Médio), Vestibulares e resolvemos algu-

mas questoes para o Ensino Superior.

Palavras-chaves: mosaicos, grupos cristalograficos, GeoGebra, ensino basico.
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Abstract

The goal of this work is to present the study of mosaics with applications for the basic
teaching. This study becomes even more exciting when we use the Dynamic Geometry,
so we built the mosaics using GeoGebra. Mosaic, Is a pattern covering the plane entirely
without overlapping figures, neither spaces between them, and it can also be studied from
the symmetry operations that the they leave invariants. We started the work with some
mathematical notions for the study of the mosaics as well as a small historical to define
them later. We identified which mosaic group belongs the mosaic. At the end of this
dissertation, we present some questions with mosaics that were worked on OBM (The
Brazilian Olympic mathematics), ENEM (High School National Exam), Entrance Exams

and we have solved some questions for Higher Education.

Keywords: mosaics, crystallographic groups, GeoGebra, basic education.
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Introducao

Presentes no cotidiano, nas mais variadas formas (esculturas, casas, roupas, etc.), os mo-
saicos tornam-se atraentes nao s6 pela sua beleza, como também pelo desafio dessa arte
milenar em encaixar cada peca, independentemente do material, para montar o padrao,
cobrir o plano e deixa-los ainda mais interessantes.

O primeiro tratamento matemé&tico dado aos mosaicos deu-se por Joanes Kepler em seu
livro A Harmonia do Mundo publicado em 1619, onde pontuou detalhes para pavimentar
o plano com poligonos regulares ou nao, sem sobreposicoes. Esses poligonos se encontram
em um ponto e a soma dos angulos nesse ponto ¢é igual a quatro angulos retos.

Para construir o mosaico é preciso definir uma célula primitiva, a partir da qual,
através de transformagoes no plano, pavimenta-se o mesmo. Um mosaico tem dois vetores
lienarmente independentes, ao longo dos quais pode ser transladado sem mudanca e ser
classificado segundo tais transformacoes, em relagao a um dos 17 grupos cristalograficos.
Neste trabalho, nos limitamos em tratar dos mosaicos para o Ensino Bésico.

O trabalho com mosaicos permite que alcancemos um dos objetivos da matemaética,
segundo o PCN, que é identificar caracteristicas das figuras geométricas e perceber se-
melhancas e diferencas entre elas por meio de composicao e decomposicao, simetrias,
ampliacoes e reducoes.

Os estudos dos mosaicos sob o olhar da matematica, sdo recentes. Os poligonos sao
elementos de um mosaico, mas, nem todo conjunto de poligonos pavimenta o plano. Os
mosaicos podem ser classificados, quanto aos tipos de poligonos que os compoem, em
regular e semirregulares ou Arquimedianos. Exitem 3 tipos de mosaicos regulares e 11
semirregulares.

Um poligono que atrai a atencao dos estudiosos sobre o tema é o pentagono. Sabe-se
que o pentdgono regular ndo pavimenta o plano. Atualmente, sé 15 tipos de pentdgonos
irregulares pavimentam o plano. O 15° foi descoberto em 2015.

Além de contribuirem para essa descoberta, os avancos na tecnologia também contri-
buiram para novas formas de construcao dos mosaicos através da Geometria Dinamica.
Um instrumento importante para a construcao dos mosaicos é o GeoGebra. Com o passar
dos anos, os recursos tecnolégicos tendem a se tornarem mais acessiveis. Assim, muitas

escolas ja dispoem de laboratodrio de informatica, que viabiliza esta construgao e contribui



também para o ensino da Geometria.

Quanto & estrutura do trabalho, dividimos em quatro capitulos. No Capitulo 1, apre-
sentamos nocoes preliminares. Iniciamos com a definicao de vetores e espacos vetoriais
para, em seguida, apresentarmos algumas transformagoes no plano. Falamos de reflexdes,
projecoes, rotagoes e homotetias, que sao transformacoes lineares, além das translagoes e
reflexbes com deslizamento, que sao isometrias.

Construimos as figuras dos capitulos 1, 2, 3 e a maior parte do capitulo 4, utilizando
o GeoGebra.

No Capitulo 2, temos um breve histérico dos mosaicos e sua definicdo sob o olhar
da matematica. Exibiremos também os 17 grupos cristalograficos, suas caracteristicas e
alguns exemplos.

No Capitulo 3, indicamos os passos para a construgao de um mosaico, apresentando
um método de construgao utilizando as transformacoes do Capitulo 1 e classificando os
mesmos segundo o Capitulo 2.

No Capitulo 4, exibimos questoes da OBM(Olimpiada Brasileira de Matemadtica),
ENEM(Exame Nacional do Ensino Médio) e alguns vestibulares que envolvem mosai-
cos e os relacionam com algumas areas da matemdtica. Além destas questoes voltadas
para o ensino bésico, terminaremos apresentando alguns mosaicos para serem classificados
quanto ao grupo cristalogréfico.

No Capitulo 5, apresentamos algumas propostas de trabalhos futuros para um estudo

mais detalhado dos mosaicos voltado para o ensino superior.



Capitulo 1
Nocoes preliminares

Neste capitulo, pontuaremos alguns resultados da Algebra Linear que contribuirao no
tratamento matematico dos mosaicos, um padrao que pode se repetir para preencher o
plano e é capaz de ser transladado em pelo menos duas diregoes, correspondentes a dois
vetores linearmente independentes, sem mudancas.

Seguiremos as abordagens feitas por [4], [5], [9], [6] e [10]. Os gréficos deste capitulo

foram construidos utilizando o GeoGebra.

1.1 Vetores no plano

Os vetores no plano serao definidos como classes de equipoléncia de segmentos orientados.
Quando nos referimos ao segmento de reta orientado AB, esta nocao significara sempre
que o sentido positivo de percurso vai da origem A para a extremidade B. O mesmo

segmento, quando orientado no sentido oposto, serd designado por BA.

Definigao 1.1.1. Os segmentos de reta orientados AB e C'D sdo equipolentes, e escreve-se

AB = CD, quando eles:
1. Tém o mesmo comprimento;
2. Sao paralelos ou colineares;

3. Tém o mesmo sentido.

Quando os segmentos de reta orientados AB e C'D sdo equipolentes, diz-se que eles

representam o mesmo vetor v. Escreve-se entao v = Ag =C 13

Definigao 1.1.2. O vetor v = 1@ é o conjunto de todos os segmentos de reta orientados

que sao equipolentes a AB (classe de equipoléncia de AB).

Por extensao, admitiremos também que um ponto qualquer do plano representa o vetor

nulo, ou vetor zero.



Em relagdo a um sistema de eixos ortogonais de origem O, fixado no plano, sejam
A= (z,y) e B=(2,y), os nimeros a« = 2/’ — x e § =y’ — y chamam-se as coordenadas

do vetor v = Ag. Escreve-se também v = (a, ). Muitas vezes é conveniente usar vetores

o'
colunas em vez de (ou além de) vetores linhas. Outra representagao de v é ( ) .

Definiremos a seguir a soma de dois vetores e o produto de um numero real por um
vetor.

Sejam u = zﬁ ev = @ vetores dados. A partir de um ponto E arbitrario no plano,
tomamos segmentos P e PS, respectivamente, equipolentes a AC' e CD. E pomos, por
defini¢ao, u +v = ﬁ

Seu = (a,8) ev = (, ") sao dados por suas coordenadas entao u+v = (a+a’, 5+3').

Figura 1.1: As coordenadas do vetor u + v.

Sabe-se que, dados dois pontos P, = (z1,y1) e P» = (x2,y2), a expressao da distancia
d(P1, Py) em termos das coordenadas de Py e Py é: d(Py, Py) = \/(xl —29)% + (11 — y2)?
Dados o ntimero real A e o vetor v = xﬁ, o produto A\.v = )\.zﬁ é, por definicao, o

vetor representado pelo segmento de reta orientado AB’, colinear com AB, com
d(A, B") = |\.d(A, B)

sendo os sentidos de AB e AB’ iguais, quando A > 0 e opostos se A < 0.



B

. =y R .
Figura 1.2: AB' = )\.E em trés casos, para diferentes valores de A.

Se v = (a, B) entao A\.v = (Aa, AB).
Seja OP o segmento orientado de origem O equipolente a AB, as coordenadas do ponto

P sdo (a, 8) e P' = (A, \B).
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Figura 1.3: O produto )\.07 com A >0ecom A <O0.

—

Dados v = zﬁ, o vetor —v = BA é chamado de simétrico ou oposto de v. Se v = («a, ),
entdo —v = (—a, —3). Evidentemente, —v = (—1)v.

Diremos que um vetor v é combinacao linear dos vetores vy, ...,v, quando existirem

ndmeros reais aq, ..., Qy,, tais que,
V= U] + aovy + ... + apv,.

o vetor v = (o/, ') diz-se um multiplo do vetor u = («, 3), quando existe k € R, tal

que v = k.u, isto é, o/ = ka e 8/ = kf3.

Teorema 1.1. Se nenhum dos vetores u, v do plano € maltiplo do outro, entdo todo vetor

w desse plano se escreve (de modo unico) como combinagao linear w = Au + p.v.

Demonstracao cf. [10]

1.2 Espacos vetoriais

Definicao 1.2.1. Um espago vetorial £ é um conjunto, cujos elementos sao chamados

vetores, no qual estdo definidas duas operacdes: a adicdo, que a cada par de vetores



u,v € FE faz corresponder um novo vetor u + v € F, chamado a soma de ue v, e a
multiplicacdo por um ntmero real, que a cada nimero o € R e a cada vetor v € E faz

corresponder um vetor a.v, ou av, chamado o produto de « por v.

Essas operacoes devem satisfazer para quaisquer o, 5 € R e u,v,w € F, as condic¢oes
abaixo, chamadas os axiomas de espago vetorial:

Comutatividade: v+ v = v+ u.

Associatividade: (u+v)+w=u+ (v+w) e (af)v = a(fv).

Vetor nulo: Existe um vetor 0 € E, chamado vetor nulo, tal que v + 0 = 0 + v para
todo v € E.

Inverso Aditivo: Para cada vetor v € F existe um vetor —v € E, chamado o inverso
aditivo, ou o simétrico de v, tal que —v +v =v + (—v) = 0.

Distributividade: (o + f)v = av+ fv e a(u +v) = au + av.

Multiplicacao por 1: 1.v = v.

Exemplo 1.2.2. Para cada n > 1, R” é um espago vetorial com as operagoes usuais de
multiplicacdo por escalar e de adicdo. Para n = 1, tem-se R'=R=reta numérica. R? é o

plano euclidiano.

Definido vetor e o espago vetorial, podemos definir vetores L.I.(Linearmente Indepen-

dente) e L.D.(Linearmente Dependente)

Definigao 1.2.3. Sejam vy, ..., v, vetores em um espaco vetorial V. Dizemos que os vetores

V1, ..., Un S80 linearmente independentes, ou simplesmente independentes, se a equacao
aivy + ... +apv, =0

é satisfeita somente quando a; = as = ... = a,, = 0. Caso exista algum a; # 0, dizemos

que os vetores v1, ..., U, sao0 linearmente dependentes, ou simplesmente dependentes.
Exemplo 1.2.4. Os vetores v; = (1,—1) e v = (1, 1) s@o independentes, pois a equagao
aivi1 + agvy =0

equivalente a equacao

al.(l, —1) + a2.<1, 1) = (0, 0)

¢é satisfeita somente se a1 = ag = 0.

1.3 Transformacoes no plano

Definigao 1.3.1. Uma transformagao T no plano II é uma fungao T : Il — II, isto é, uma
correspondéncia que associa a cada ponto P do plano outro ponto P, = T'(P) do plano,

chamado sua imagem por T'.



Exemplo 1.3.2. Considere a aplicacio T : R? — R? definida por
Y =y

3
Note que o vetor p = ( A ) é transformado por T' no vetor

~(0)-(0)

A transformacdo T : II — II diz-se injetiva quantos pontos distintos P # @ em II
tém sempre imagens distintas T'(P) # T(Q). Noutras palavras, T é injetiva quando
T(P) =T(Q) implica P = Q.T, diz-se sobrejetiva quando todo ponto P; em II é imagem
de pelo menos um ponto P, ou seja, para todo P; em II existe P em II tal que T'(P) = P;.

Uma transformagao T : IT — II chama-se bijetiva, quando é ao mesmo tempo injetiva e
sobrejetiva. Isso significa que para todo ponto P em II existe um tnico ponto P em II tal
que T'(P) = P;. Uma transformacao particular é a transformagao identidade Id : IT — II.
Por defini¢ao, tem-se Id(P) = P para todo P € II.

Uma vez que um sistema de coordenadas em II tenha sido estabelecido, uma trans-
formacao T pode ser descrita por suas equacoes, isto é, pelas expressoes das coordenadas
(z1,y1) do ponto P, = T(P), obtido pela aplicacao de T" ao ponto P = (z,y). Algumas
transformagoes do plano sdo também transformacoes lineares. Trataremos estas na secao
1.4 e uma outra parte, as que nao sao transformacoes lineares, na secao 1.5, que fala sobre

isometrias.

1.4 Transformacoes lineares no plano

Definicao 1.4.1. Sejam FE, F espagos vetoriais. Uma transformagao linear T': F — F' é
uma correspondéncia que associa a cada vetor v € E um vetor T'(v) =T.w =Tv € F de

modo que valham, para quaisquer u,v € E e a € R, as relagoes:
T(u+v)=Tu+ Tv,
T(aw) = a.Tv.

O vetor T'v chama-se a imagem (ou transformado) de v pela transformagao 7.
Podemos utilizar uma outra maneira para verificarmos se uma transformacao T' é

linear. Dados u,v € F e «, 8 € R, tem-se

T(au+ Bv) =T(au) +T(Bv) = a.Tu+ .Tv.



Considerando a transformacao T': £ — F, sendo E e F espacos vetoriais sobre R
valem as seguintes propriedades para T'.
Py: T(0) =0.

Demonstragao: Como 0 é o elemento neutro da adigao em 7*:

Como T é linear, temos:

T(0) = T(0 + 0) = T(0) + T(0)
7(0) + 0 = T(0) + T(0)

Somando —7'(0) a ambos os membros:

0 = T(0).

Py: T(—u) = -T(u), Vu € E

T(u) + (=T(u)) =0

Pela propriedade anterior, 0 = T'(0). Como —u é simétrico de u, temos:
T(0) =T(u+ (-u))
Como T é linear, T'(u + (—u) = T'(u) + T'(—u). Logo,
T(u) +T(—u) =T(u) + (=T (u)).

Somando —7'(u) a ambos os membros da ultima igualdade, teremos:

Ps: T(w—v) =T(u) —T(v), Vu,v € E.

Como T é linear,
T(u+ (—1)v) =T(u) + (-1)T(v) = T(u) — T(v).

Exemplo 1.4.2. Seja T : R? — R? onde T(z,y) = (x — ¥,0), verificar se é uma trans-

formacao linear.

De fato, sejam u = (x1,%1) € R?, v = (22,72) € R? e a € R, temos que



T(u+v)=T(x1+ x2,y1 + Y2)
T(u+v) = (r1+ 22— (y1 +92),0)
T(u+wv) = (r1+ 22 — Y1 — 12,0)
T(u+v)=(x1 —y1,0) + (2 — y2,0)

T(u+v)=T(u)+T(v)

e
T(av) = T(aws, ays)
T(av) = (axe — ays9,0)
T(av) = a(ze — y2,0)
T(av) = oT'(v)
.. T é linear.

As transformacoes lineares A : ' — E do espaco vetorial I/ em si mesmo, sdo chamados
operadores lineares em F. Por sua vez, as transformacoes lineares ¢ : £ — R, com valores
numeéricos, sao chamados funcionais lineares.

Dentre os operadores lineares mais importantes em R? e R3, estdo os que produzem
reflexdes, projecoes, rotacoes e homotetias. A seguir, estudaremos alguns destes operadores
no R?, segundo [4] e [8].

1.4.1 Reflexoes

Consideremos o operador linear T : R? — R?, chamado de reflexdo em torno do eixo Oz,

que transforma cada vetor v = (x,y) € R? em sua imagem simétrica em relacdo ao eixo

Ozx.



Figura 1.4: Reflexao em torno do eixo Ox

Se escrevermos w = T'(v) = (w1, ws2), obtemos as equagoes
w; = x = la + Oy, we = —y = 0z — 1y.

Assim, se a denota a base candnica de R?, segue que

1 0
[T(v)]a = [ 0 —1 ] [v]a-

Em geral, os operadores lineares de R? ou R? que levam cada vetor em seu simétrico em
relacao a alguma reta ou plano sao chamados de reflexoes. Abaixo, pontuaremos algumas

das reflexoes mais comuns em R2.

e Reflexao em torno do eixo Oy.

B w)p = —T
Equagao:

w2 =Y
e Reflexao em torno da reta y = .
. jJwni =y
Equacao:
Wy =
e Reflexao na origem.

_ wp = —T
Equagao:
w2 = —Y

Exemplo 1.4.3. Considerando T : R? — R?, T'(v) = (2, —3) é a reflexdao de v = (2,3) em

torno do eixo Ox, pois,
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Figura 1.5: Reflexao de v = (2, 3) em torno do eixo OX.

1.4.2 Projecgoes

Consideremos o operador linear T : R? — R? que transforma cada vetor v = (x,7y) € R?

em sua projecao ortogonal sobre o eixo Ozx.

Y
. |
Y

Figura 1.6: Projecao de v sobre o eixo Oz.

Se escrevermos w = T'(v) = (w1, ws), obteremos as equagoes
wy; =z = la + Oy, wo = 0 = 0x + Oy.

Assim, se o denota a base canénica de R?, temos

Lo ] Jvla-

[T(0)la = 00

Uma projecao de R? ou R? é um operador linear que transforma cada vetor em sua
projecao ortogonal sobre alguma reta ou algum plano que passa pela origem. Nos limita-

remos a apresentar essas projecoes no R2.
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e Projecao sobre o eixo Oy.

. Juwr=
Equacao:
wy =

0

Y

Exemplo 1.4.4. Considerando T : R? — R2, T'(v) = (3,0) é a projecio de v = (3,4)

sobre o eixo Oz, pois

1.4.3 Rotacgoes

10 3 3
o= o) 3] 1]
iy |
41 )
o ]
Ty .
u] 2 I

Figura 1.7: Projegao de v = (3,4) sobre o eixo Ox.

Consideremos o operador linear T : R? — R? que gira cada vetor v = (z,y) € R? de um

angulo fixado 6. T é chamado de rotacio por # em R?. Os angulos sdo positivos se gerados

por rotagoes no sentido anti-horario e negativos se gerados por rotagoes no sentido horério.

Y

Figura 1.8: Rotacao de v por 6.
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Se escrevermos w = T'(v) = (w1, ws), analisando os tridngulos retangulos formados na

figura acima, temos que

cos¢p = E, seng = Q’
r r
daf
T = rcoso, Yy = rseng
e
cos(0 + ¢) = ﬂ, sen(0 + ¢) = %,
r r
daf

wy = rcos(6 + @), wy = rsen(f + ¢),

onde r denota o comprimento de v e ¢ denota o angulo entre v e o eixo Ox positivo

no sentido anti - horario. Aplicando identidades trigonométricas temos

wy = rcosbcos¢p — rsenfseng
wg = rsenfcose + rcosfsend

substituindo rcos¢ por z e rsen¢ por y, temos

wy = xcosl — ysenh
wo = xsend + ycosh.

Assim, se a denota a base candnica de R?, obtemos

T @), = [ cos —senb ] e

senl  cosf

2 2

5\/§>

Exemplo 1.4.5. Considerando o operador linear T : R? — R2, T'(v) = <\/§ —=,5—=—+1

é a rotagao de v = (2,5) por 6 = 30°.
De fato, a partir da matriz de T relativa & base canénica de R?, substituindo # por
30°, atribuindo os valores do seno e cosseno de 6 e depois multiplicando essa matriz por

v, temos:
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Figura 1.9: Rotacao de v = (2,5) por 6§ = 30°.

1.4.4 Homotetias

A multiplicacdo por escalar de um vetor em R? e em R?, dependendo do valor do escalar,
produz no vetor uma dilatacao, contracao ou inversao. Podemos representar estes efeitos
geométricos por meio de operadores lineares. De fato, o operador linear T, : R? — R?,
dado por T,(v) = av, em que a € R e v € R?, dilata v, se a > 1; contrai v, se 0 < a < 1;
inverte o sentido de v, se a < 0. No caso particular de a = —1, o operador linear T, é

chamado de reflexao em torno da origem.

(i

u

Figura 1.10: Homotetia, com a > 1.

Exemplo 1.4.6. Considerando 7 : R? — R2, T,(v) = a.v com a = 2 e v = (1,1), temos

que T, (v) = 2(1,1) = (2,2) representa uma dilatagdo na diregao de v = (1, 1).

Exemplo 1.4.7. Considerando T': R? — R?, T,,(v) = a.v com a = & e v = (1,1), temos

que T,(v) = 3(1,1) = (3, 1) representa uma contragio na dire¢io de v = (1,1).
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L
1/

To(v)

Figura 1.11: Homotetia, com 0 < a < 1.

Exemplo 1.4.8. Considerando T : R? — R?, T, (v) = a.v com a = —2 e v = (1, 1), temos

que To(v) = —2.(1,1) = (—2,—2) é uma homotetia. Como a < 0, o sentido do vetor foi

invertido.

yk

TAv}

s ]

Figura 1.12: Homotetia, com a < 0.

1.5 Isometrias no plano

Definicao 1.5.1. Uma isometria do plano II é uma transformacao T : II — II que preserva

distancias. Mais precisamente, T' é uma isometria quando se tem
d(T(P), T(Q)) = d(P,Q)

para quaisquer pontos P, Q no plano II.
Estabeleceremos algumas propriedades fundamentais desse tipo de transformacgoes se-

gundo [9].
Toda isometria T : II — 11 € injetiva.
Com efeito, se T(P) = T(Q), entao

d(P,Q) = d(T(P), T(Q)) =0,
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logo, P = Q.

Sejam T : II — II uma isometria e P, @ pontos distintos de II. Se T'(P) = P; e
T(Q) = Q1, entdo transforma todo ponto R do segmento PR num ponto R; do segmento
PQ1.

Com efeito, com o R pertence ao segmento PQ, temos
d(P,Q) = d(P,R) + d(R, Q).

Sendo T uma isometria, temos d(P;, Q1) = d(P,Q), d(P1, R1) = d(P,R) e d(R1,Q1) =
d(R, Q). Logo,
d(Pr1, Q1) = d(Pr, B1) + d(R1, Q).

Portanto Ry pertence ao segmento de reta P;Q).

A imagem de uma reta v por uma isometria T é uma reta ri = T(r).

Sejam P, () pontos distintos de 7 e P = T(P), @1 = T(Q) suas imagens por 7.
Chamamos de 71 a reta que passa pelos pontos P; e Q1. Dado qualquer outro ponto R na
reta r, afirmamos que sua imagem R; = T'(R) deve pertencer a reta 1. Para visualizarmos
melhor, suponhamos que ) esteja entre P e R, ist6 é, que @ pertenga ao segmento PR.
Entao, @1 estd no segmento de reta P; Ry, logo R; pertence a reta r; que liga P a Q1.
Mostramos assim que, os pontos da reta r sao transformados pela isometria T' em pontos
da reta rq.

Uma isometria transforma retas paralelas em retas paralelas.

Se T : II — II é uma isometria e as retas r, s do plano II sao paralelas, suas imagens
r1 =T(r) e s1 = T(s) devem ser paralelas, pois se existisse um ponto P; ao mesmo tempo
em 71 e em s; terfamos Py = T'(P), com Pemr e P, = T(Q), com Q em s. Sendo T
injetiva, isso obrigaria P = (@, e entao as retas r e s teriam um ponto P = () em comum,
contradizendo o fato de que sao paralelas.

Uma isometria preserva quaisquer angulos.

Sejam 7" : IT — IT uma isometria e ABC um triangulo retangulo em A. Dado qualquer
angulo @, sejam A; =T(A), By =T(B) e C; =T(C). Os triangulos ABC e A1B,Cy
tém lados iguais pois T preserva distancias. Logo, tém angulos iguais.

Existem apenas quatro tipos de isometrias 1" : II — II do plano II, além da funcao
identidade, a saber: translacao, rotacao, reflexao e reflexao com deslizamento. As rotagoes
e reflexoes foram exibidas na secao anterior, pois as mesmas também sao transformagoes

lineares. Serao exibidas em seguida as translagoes e as reflexdes deslizantes.

1.5.1 Translacoes

A translacao T, : II — II, determinada pelo vetor v, é a transformacdo que leva cada
ponto P do plano II no ponto T;,(P) = P+wv. Como sabemos, se v = B entdo P+v =Q

é o ponto tal que o segmento orientado P(Q é equipolente a AB.
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Se, num dado sistema de eixo ortogonais, as coordenadas de v sao («, ) entao, para
cada ponto P = (x,y) tem-se T, = (z + a, y + ). Lembrando que, quando a = 5 =0, T,

¢é linear.

NP =r+u

=T
=T

Figura 1.13: A translagdo determinada pelo vetor v leva toda reta r numa reta paralela e transforma
o sistema OXY no sistema O’ X'Y’, cujos eixos sdo paralelos a, e tém o mesmo sentido de, OX e

oY.

A translagao T, transforma toda figura F' numa figura T,,(F) = F’, cujos pontos P +v

sao obtidos transladando-se os pontos P de F' pelo mesmo vetor v.

Exemplo 1.5.2. Considerando T' : R?> — R? com T, = (z + a,y + B), v = (1,2) e
P =(2,5), temos que T,,(P) = (1 +2,2+45) = (3,7) ¢é a translacao de P = (2,5) segundo
v=(1,2).

TP}

[ L L e

1.5.2 Reflexoes com delizamento

Chama-se assim, a transformacao do plano que consiste na reflexdao em torno de uma reta
r seguida de uma translacao ao longo de um vetor v, paralelo a 7.
Se T' é uma isometria que consiste na reflexdao em torno da reta r seguida da translacao

ao longo do vetor v (n@o necessariamente paralelo a r), podemos obter outra reta s e
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Figura 1.14: O triangulo Aq, By, C1, imagem do triangulo ABC' pela reflexdao em torno de r com

vetor de deslizamento v.

outro vetor w, este agora paralelo a s, de tal modo que T é a reflexao com deslizamento
determinada pela reta s e pelo vetor w.
Para isso, tomemos um sistema de eixos ortogonais OXY onde OX coincide com 7.

Se v = (a,b), entao T transforma o ponto arbitrario P = (x,y) em
T(P)=(z+a,—y+b).

b
Exemplo 1.5.3. Sejam s a reta horizontal de equagao y = S ew= (a,0). A reflexdo com

deslizamento em torno da reta s com vetor w transforma o ponto arbitrario P = (x,y) em
(va_y) + (G,O) - (w—i—a,—y—i—b),

logo, coincide com T

¥
g

.

—_—=TIF)
(%, =y =h)

Figura 1.15: A reflexao deslizante em torno de r seguida da translacao ao longo de v é o mesmo

que reflexao em torno de s com deslizamento ao longo de w.
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Capitulo 2

Mosaicos

2.1 Histdérico

Os mosaicos sao produzidos desde a antiguidade, nao ha consenso quanto a data exata
em que esta arte surgiu. Segundo [3], os primeiros mosaicos foram feitos pelos sumérios,
mas estiveram presentes também em outras civilizacoes, como a grega, egipcia, romana
entre outras. Em cada cultura, o mosaico teve seu lugar. Comecando pelas residéncias
de pessoas ricas e influentes, depois igrejas e arquitetura em geral, até tornar-se popular e
poder ser encontrado em qualquer lugar, presente em pisos, tapetes, méveis, recobrimento
de paredes, ruas e outros suportes. No Brasil, foram introduzidos pelos portugueses, que
receberam esse legado dos mouros e ampliaram suas técnicas. Um dos materiais mais
usados para montar os mosaicos foi o azulejo, fazendo de Portugal uma referéncia para
tal arte. Em meio a tantos exemplos, destacaremos os mosaicos das Ruinas Romanas de

Conimbriga, datados do século II d.C..

Figura 2.1: Ruinas Romanas - Conimbriga

Com a colonizagao portuguesa, aos poucos, os mosaicos ganhavam espaco aqui no
Brasil. Por conta da baixa qualidade dos materiais, pouco temos de exemplares. Os

pisos mais antigos sao os da casa do arquiteto Grandjean de Montigny, na Gavea e os
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pisos em marmore e madeira do solar da Marquesa de Santos, resultado da vinda da
Missao Artistica Francesa em 1816, quando a arte se desenvolveu e passou para as casas
palacianas da Coérte. A partir dai, foi ganhando cada vez mais espago na arquitetura bem
como em outras areas, nao sendo mais limitado por temas, como as calcadas em mosaicos
ondulado de Copacabana no Rio de Janeiro. Boa parte desses trabalhos foram criados por
artistas europeus. Mesmo assim, existiram e ainda existem muitos mosaicistas brasileiros
de grande importancia: Rodrigo de Haro, Di cavalcante, Marcello de Melo, entre outros.

Segundo [1], a penisula Ibérica foi invadida e dominada em 712 d.C. pelos mouros
vindos do norte da Africa, permanecendo ali por varios séculos. Sua expulsao definitiva
da penisula se deu no século XIV(em Portugal) e XV(na Espanha). Nas suas construgoes,
0s mouros apresentavam varios padroes de simetria, nunca relativos a seres vivos, em
razao de preceitos religiosos. O mais famoso legado mouro é o paldcio de Alhambra, em
Granada na Espanha. Além de ter servido como fortaleza, o paldcio apresenta arquitetura
e decoracoes artisticas belissimas.

Nesse magnifico paldcio, s@o encontrados em seus painéis decorativos os padroes de
simetria possiveis, que por muito tempo foi tema de debate. Muitos matematicos nao
concordavam com a ideia dos 17 grupos cristalégraficos estarem presentes nos mosaicos
de Alhambra. Tal paldcio influenciou o artista Maurits Cornelis Escher, que frequentou a
Faculdade de Arquitetura e Artes de Haarlem, mas nao concluiu seus estudos. Abandonou
a mesma depois de algumas experiéncias adquiridas com suas viagens. Ficou conhecido
pelas suas xilogravuras, por executar transformacoes geométricas em suas obras, pela
busca do preenchimento regular do plano e perspectiva. Mesmo nao sendo matematico

seus trabalhos estao ligados a matemdtica. Hoje, fala-se muito em mosaicos tipo Escher.

Figura 2.2: Birds - M.C. Escher

O astronomo Johannes Kepler, no seu livro A Harmonia do Mundo, publicado em 1619,
foi o primeiro a tratar matematicamente dos mosaicos. Ele pontua em seus trabalhos,
detalhes essenciais sobre preencher todo o plano usando poligonos regulares, diferentes ou

nao, bem como respeita o fato de que essas figuras se encontrem em um ponto e a soma
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dos angulos nesse ponto seja igual a quatro angulos retos, sem haver sobreposicoes das
mesmas. Mostrou também que existem apenas onze maneiras para tal preenchimento.
Apesar de ser uma arte bem antiga e bem desenvolvida, os estudos sobre os mosaicos
sob o olhar da Matematica sao recentes. Foram intensificados hé aproximadamente um
século atras, tendo muitos aspectos para serem desenvolvidos. Nos 1ltimos anos, foram
descobertos um conjuto finito de ladrilhos com os quais se faz uma quantidade infinita de
mosaicos aperiédicos.

Um poligono que atrai a atencao dos estudiosos sobre o tema é o pentdgono. Com o
regular ndo podemos pavimentar o plano, porém, com alguns iregulares sim. Atualmente,
s6 15 tipos de pentdgonos irregualres pavimentam o plano. A busca por esses pentdgonos
foi iniciada pelo matematico alemao Karl Reinhardt, que em 1918 descobriu cinco classes
de pentagonos. Até 1968, muitos pensavam que esta lista estava completa quando R. B.
Kershner encontrou mais trés e Richard James elevou esse niimero para nove em 1975.
No mesmo ano, uma dona de casa, Marjorie Rice, que havia lido sobre essas descobertas
desenvolveu sua prépria notacao, encontrando mais quatro. Em 1985, Rolf Stein encontrou
o décimo quarto.

O 15° foi descoberto recentemente em 2015, depois de 30 anos. A equipe contou com oS
seguintes professores: Casey Mann, Jennifer McLoud-Mann e David Von Derau. Os dois
primeiros sao professores associados da Universidade de Washington, em Bathell, Estados
Unidos, o ultimo um aluno recém-formado da mesma universidade.

Nao pode ser exibido um final para a histéria dos mosaicos, pois muito ainda precisa ser
provado. O professor Casey Mann, cuja adrea de pesquisa é Geometria Discreta (em par-
ticular revestimento do plano e nds de rede) afirmou em uma entrevista publicada no site
The Guardian (disponivel em: https://www.theguardian.com/science/alexs-adventures-
in-numberland /2015 /aug/10/attack-on-the-pentagon-results-in-discovery-of-new-mathe-
matical-tile. Acesso em 4 de Junho de 2017) que: “Eu sou muito cauteloso para fa-
zer previsoes se ha ou nao mais tipos de pentdgonos para serem encontrados, mas, nao
encontramos nenhuma evidéncia que evite que mais sejam encontrados, espero ver mais
alguns. A medida que enumeragcoes computadorizadas forem retomadas, também espera-
se a reuniao de dados suficientes para comecar a fazer previsoes especificas que possam ser

testadas”. SO resta acompanhar os passos para essas novas descobertas.
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Figura 2.3: Os 15 Pentdgonos descobertos até agora.

2.2 Definicao

Segundo o dicionario Aurélio, um mosaico é um desenho ou decoragdao com pegas planas
de pedra, ceramica, vidro, etc. Sob o olhar da arte, é uma composigdo de imagens em que
os mosaicistas utilizam fragmentos de materiais coloridos ou nao e preenche algum tipo
de superficie que expressam ideias.

Pode-se encontrar mosaicos em casas, roupas, acessorios, esculturas, calcadas, etc. Por
serem duradouros, sao chamados de pinturas para eternidade. A nivel de Brasil, um dos
mosaicos mais famosos, é o Calgadao de Copacabana, na cidade do Rio de janeiro, que
representa as ondas do mar. Ele é o primeiro feito de pedras portuguesas no Brasil e
idealizado pelo entao prefeito Paulo Frontin, no inicio do século passado.

Matematicamente falando, definiremos mosaicos segundo [2].

Definicao 2.2.1. Um mosaico é um padrao que pode se repetir para preencher o plano
e que é periédico ao longo da diregao de duas direcoes linearmente independentes (corres-

pondentes a dois vetores linearmente independentes).

Um mosaico tem dois vetores linearmente independentes 1 e t2, ao longo dos quais pode
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ser transladado sem mudanca. Em outras palavras, é um padrao que cobre inteiramente
o plano sem superposicao das figuras, nem espagos vazios entre elas.

Quando falamos na construcao de mosaicos, pensamos logo em juntar algumas pecas
coloridas ou nao. Mesmo soando facil do ponto de vista artistico, em alguns casos, com-
binar poligonos que atendam a condicao de preencher totalmente o plano, nao é nada
trivial,inclusive exige muita imaginagdo geométrica e pode ser estudada em termos de
operagoes de simetria.

Os poligonos, sao elementos de um mosaico, mas, nem todo conjunto de poligono
preenche totalmente o plano. Pensando inicialmente nos regulares, quando os colocamos
ao redor de um ponto, se os mesmos se ajustarem bem, formard o mosaico. Os mosaicos
desta secao foram construidos utilizando o GeoGebra.

Segundo Barbosa(1993), se o poligono é regular e tem n lados, seu angulo externo

360° . . . . S
e = e o angulo interno atende a seguinte condicao: ¢ + e = 180°. Supondo que k
360°
desses poligonos se ajustem ao redor de um ponto, temos que: k.i = 360° ou k = —— (%),
i
o
como i+ e = 180° e e = ——, temos:
n

1=180°—e
o
1= 180° — 560

Ui
. 180°n — 360°

_180°(n —2)
==

n
, substituindo em (*),

b 360°
180°(n — 2)
I
n—2

k=

Se um ou dois poligonos ao redor de um ponto forem posicionados, nao se conseguira

preencher todo o plano, dai, k > 3.

2n

n—2-
2n>3n—6

n<6

Analisando cada caso possivel, temos:

e Para n=6, temos k=3;

e Para n=5, temos k = 3,333.... Como k é inteiro, concluimos que pentdgonos regu-

lares nao podem ser ajustados ao redor de um ponto.
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e Para n=4, temos k=4;

e Para n=3, temos k=6.

Os mosaicos formados por um tipo s6 de poligono regular, é chamado de mosaico regu-
lar. Portanto, existem apenas trés mosaicos regulares: 6 triangulos equilateros (3,3,3,3,3,3),
4 quadrados (4,4,4,4) e 3 hexdgonos (6,6,6).

Figura 2.4: Mosaico (4,4,4,4) e Mosaico (3,3,3,3,3,3)

Figura 2.5: Mosaico (6,6,6)

H4 também os mosaicos Arquimedianos ou semirregulares. Sao aqueles formados por
poligonos regulares, nao necessariamente iguais. A escolha destes dard um pouco mais de
trabalho visto que, mesmo sendo diferentes precisam atender a condicao de preencher o
plano sem sobreposicoes. Serao analisados cada caso separadamente, tendo como base os
estudos de Barbosa(1993).

Sendo k o niimero de poligonos incidindo em cada vértice, conclui-se que o maior valor de
(0]

60°
como foi visto anteriormente. Assim, 3 < k < 6.

k é dado por:

= 6, que corresponde a seis triangulos equildteros e o menor valor 3,

Caso k = 3: (3 poligonos regulares em cada vértice) Sendo m, n e p nimero de lados de

cada um dos trés poligonos que incidem no mesmo vértice, a soma dos angulos internos
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ao redor desse ponto é dada por:

— 2).180° — 2).180° — 2).180°
(m—2).180°  (n-2).180°  (p2)

m n
m—-—2 n—2 -2
n P

= 360°

_.|_
m n
11 1 1
m nop 2
Supondo, sem perda de generalidade, que m < n < p, substituindo n e p por m em
(1), temos que: 3 < m < 6. Por outro lado, de (1), temos:
1 1 (m-2)

T G s 3
n+p 2m (3)

A partir das equagoes acima, atribuindo valores para m, lembrando que 3 < m < 6,

teremos as seguintes combinagoes de trés poligonos:

n
7 | 42
8 | 24
9 | 18
10 | 15
12
20
12

10

oSlu ||~ w| w| lw|w|w|B
[a—
DO

Tabela 2.1: Combinagoes possiveis para trés poligonos.

Mas, de todas essas combinagoes, os Unicos tipos possiveis de mosaicos semirregulares,

sao: (3,12,12), (4,6,12), (4,8,8) e (6,6,6), os outros nao podem se estender para formar um
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mosaicos.

%

Figura 2.6: Mosaico (3,12,12) e Mosaico (4,8,8).

#

Figura 2.7: Mosaico (4,6,12) e Mosaico (6,6,6).

Caso k = 4: (quatro poligonos regulares em cada vértice) De maneira andloga, sendo
m, n, p, € ¢ o numero de lados de cada um dos quatro poligonos, que incidem no mesmo

vértice, obtemos a seguinte equacao:
11 1 1
—4+—+-+-=1 (5

m n p q

Supondo novamente sem perda de generalidade, que m < n < p < ¢, substituindo n,

p e q por m, temos que m < 4. Como m > 3, temos apenas duas possibilidades: m =3 e

m = 4.

1 1 1 -1
Da equagao (5), temos: — + — + — = =
n p

—  (6).

q m
3m

-1 (7).

Substituindo, p e g por n, teremos n <
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Fazendo as substituigoes de m em (6) e (7), por 3 e 4 respectivamente, termos n = 3
e n = 4. Usando o mesmo procedimento em (5), teremos os possiveis valores para p e g.

Na tabela abaixo, teremos todas as combinacoes possiveis.

12

12
12

m
3
3
3
3
3
4

s e e w| B

SN N e N NV el N o)

Tabela 2.2: Combinagoes possiveis para quatro poligonos.

Dessas, apenas (4,4,4,4) pavimenta o plano. Analisando a 2% possibilidade (3,3,6,6),
percebemos que a mesma nao pavimenta o plano sozinha, mas, podemos ter a seguinte
configuragao (3,6,3,6) ao redor de um ponto, que pavimenta o plano sozinha. Analisando a
5% possibilidade (3,4,4,6), reorganizando os poligonos, tem-se que a configuragao (3,4,6,4)
pavimenta o plano sozinha. Percebemos assim que a ordem dos poligonos em torno do

vértice é importante.

FX

HM(-‘ "\d____.-f

Figura 2.8: Mosaico (3,4,6,4) e Mosaico (3,6,3,6).
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Figura 2.9: Mosaico (4,4,4,4).

Caso k = 5: (cinco poligonos regulares em cada vértice) Sejam os poligonos regulares

com m, n, p, q € T, lados incidindo no mesmo vértice. Dai, temos a seguinte somas:

— 2)180° — 2)180° — 2)180° — 2)180° — 2).180°
(m=2)180°  (n=2)180°  (p=2)180° (¢ =2180°  (r=2)180° 000 0

m n P q r
vendo esta soma temos:

=2, (=2, 02, (a=2), (=2

5mnpgr — 2(npgr + mpqr + mnpr + mnpq) = 2mnpqr
mnpqr

—2(npq7“ + mpqr + mnpr + mnpq) = —3mnpqr
mnpqr

npqr n mpqr n mnqr mnpr mnpq _ 3mnpqr

mnpqr — mnpqr - mnapqr  mnpqr - mnpqr - 2mnpqr

1 1 1 1 1 3
—+—+-+-+-=- (8).
m n p q r 2

Supondo m < n < p < ¢ < r, sem perda de generalidade, a partir da equacao (8),
temos m < %, mas, m > 3, logo m sé pode assumir o valor 3.
Substituindo p, ¢ e 7 por n em (8), obtemos o valor inico n = 3. De maneira andloga,

encontramos os valores possiveis para p, g e r, conforme tabela abaixo.

Tabela 2.3: CombinacOes possiveis para cinco poligonos.
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Todas as combinagbes acima, pavimentam sozinhas o plano. Além dessas, temos a

combinacao (3,3,4,3,4) que também pavimenta sozinha o plano.

)

Figura 2.10: Mosaico (3,3,4,3,4) e Mosaico (3,3,3,4,4).

ALY

Figura 2.11: Mosaico (3,3,3,3,6).

Caso k = 6: (seis poligonos regulares em cada vértice). Como nos casos anteriores:

1 1 1 1 1 1
—F+ -t -F+-F+-+-=2
m m p q T S
De maneira andloga, fazendo as substiuigoes, veremos que tnico tipo possivel é

(3,3,3,3,3,3).
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Figura 2.12: Mosaico(3,3,3,3,3,3).

Diante do que foi discutido, podemos afirmar que temos trés tipos de mosaicos regulares
e oito tipos semirregulares no plano euclidiano (no plano hiperbdlico hd mais, porém,
nossos estudos se limitara ao plano euclidiano).

Os mosaicos abordados sao considerados peridédicos, ou seja, podemos translada-los
em diregcoes nao paralelas distintas, a uma determinada distancia, de modo que, depois,
essas transformacoes se sobreponham com o mosaico original. O fato de dois mosaicos
serem formados pelas mesmas figuras geométricas, nao os tornam iguais. Dois mosaicos
sao considerados iguais quando tém a mesma quantidade de eixos de simetria e foi formado

pelo mesmo movimento rigido, seja translacao, reflexao ou rotacao.

(B O

Figura 2.13: Mosaicos formados pelas mesmas figuras geométricas, porém, movimentos rigidos

diferentes. Nao sao iguais.

O fato de serem periddicos, permite que qualquer pega ou um bloco maior do mosaico
seja apanhado para preencher todo o plano, porém, hd uma quantidade finita de possibili-
dades pra colocarmos essas pecas no plano todo de forma simétrica. O cristalégrafo russo
Evgraf S. Fedorov mostrou em 1891, que existem somente dezessete possibilidades, sao
os 17 grupos cristalograficos. Fica limitado apenas a enumerar a qual grupo os mosaicos
semirregulares pertencem, mas um estudo completo desses grupos pode ser encontrado no
livro Symmetry of Crystals de E.S. Fedorov.

Se nao for cumprido certas regras na definicao dos mosaicos, serda obtida uma quanti-

dade de pavimentacoes periddicas ou nao. Isso se deve a formalizacao precisa dos mosai-
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cos, permitindo aos matematicos estudarem essas novas estruturas. Um exemplo disso é o
pentdgono. Apesar de nao haver pavimentacoes regulares e nao regulares com pentdgonos
regulares, existem com pentagonos nao regualares. Existem também as pavimentagoes
com quadrilateros, trapézios e hexagonos. Lembrando que: se o poligono tem niimeros de
lados n = 5 ou n = 6, entao pavimentam o plano em casos especiais e se é convexo e a

paviemntacao é lado-lado, o ntimero de lados é n < 6.

Figura 2.14: Mosaico Especial.

Quando o grupo de simetria de um mosaico nao tem pelo menos duas translacées nao
paralelas, eles sao considerados nao periédicos ou aperidédicos. Por muitos anos, acreditou-
se que este fato seria impossivel. Um exemplo de mosaico aperidédico sdo os mosaicos de
Penrose.

Sao chamados assim, pois, foram descobertos pelo fisico inglés, Roger Penrose em 1974.

Um conjunto formado por dois poligonos, que sao chamados de dardo e pipa, obtidos de

1++5

2
Uma regra simples para formar esse mosaico é a do encaixe, colocando vértices de mesma

um losango de angulo agudo igual a 72° e lado igual ao niimero de ouro ¢ =

cor sempre juntos. Na figura abaixo, as pegas amarelas sao as setas e as pegas azuis, 0s

dardos.
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Figura 2.15: Mosaico de Penrose.

2.3 Grupos Cristalograficos

Os mosaicos também podem ser estudados a partir de operagoes de simetrias que os deixam
invariantes. Nos limitaremos apenas em indicar a qual grupo de simetria um determinado
mosaico pertence.

No capitulo 1, foi pontuado as transformacgoes no plano que permitem mover um motivo
de tal forma que ele permaneca invariante para entdo construirmos o mosaico. A partir
dessas transformacoes, pode-se classificd-los quanto ao grupo cristalogréafico. Nesta secao,
serao definidos os 17 grupos cristalograficos e suas caracteristicas segundo os estudos de
[15] e [16] e exemplos de [17].

Em 1891, Evgraf Stepanovich Fedorov, um cristalégrafo russo, desenvolvendo estudos
de cristalografia, classificou o grupo de padroes no plano e no espago, encontrou 230
grupos para o caso tridimensional e a partir desses grupos, demonstrou a existéncia de 17
grupos no plano, que é o nosso objeto de estudo. Esse resultado s6 foi divulgado no meio
matematico nos anos 20 do século passado, através dos trabalhos de Niggli e Polya. Por

causa de sua origem, sdo denominados grupos cristalograficos.

Definicao 2.3.1. Um grupo de isometrias W é chamado de grupo cristalogréafico ou grupo
de papel de parede se, e somente se, o subgrupo de todas as translagoes de W é gerado

por duas translacoes linearmente independentes.

Antes de enumerarmos os 17 grupos, definiremos uma ferramenta til para distinguir

os diferentes mosaicos, que sao os reticulados.
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Definigao 2.3.2. Sejam 8 = vy, ...,v, um conjunto de vetores em R" linearmente inde-
pendentes sobre R, com m < n. Chamamos de reticulado de dimensao m o conjunto do
R™ da forma

AﬁszR”;x:Zawi, a; € 7
O conjunto § é a base desse reticulado.

Nos limitaremos ao R2. Para maiores detalhes dos reticulados, ver [19], e detalhes
relacionados aos grupos de simetria, ver [18].

Para cada padrao podemos construir um reticulado. Como todo reticulado é geometri-
camente uniforme, basta tao somente partirmos de um ponto x qualquer e considerarmos
as imagens y desse ponto, por meio de todas as translagoes que levam x em y.

Os cinco tipos de reticulados que existem nos 17 grupos sao:

@ o ] o e - [ ] [ ] [ ] L ] [ ] L ] L ]
L a o =3 L

- @ @ Y & & L L L L L L L L]
® ] @ ] =]

@ ® ® ® ® ™ L L] L] L L L L ]

Figura 2.16: Paralelogramo e Retangulo.

Figura 2.17: Rombico e Quadrado.
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Figura 2.18: Hexagonal ou Isométrica.

Construido o reticulado, determinamos um paralelogramo chamado de célula primitiva,
cujos vértices sao pontos do reticulado. E comum escolher a célula de modo que 0s
centros de rotacao de maior ordem fiquem em seus vértices, porém em dois casos (cmm,
cm) encontram - se centrados. Os eixos de reflexao sao paralelos a um ou dois lados da
célula primitiva. Descreveremos em seguida as caracteristicas de cada grupo, baseadas nos
trabalhos de [20] e [15]. Utilizaremos a notacao internacional.

Nas notagoes, analisando da esquerda para direita: p ou c estd relacionado ao parale-
logramo fundamental, se 0 mesmo é primitivo ou centrado; n é o inteiro que corresponde
a maior ordem dos centros de rotacao, sera 1, 2, 3, 4 ou 6; m indica eixos de reflexao e g
eixos de reflexao deslizante; o niimero 1 no final, indica a inexisténcia de reflexdes.

pl Este é o grupo de simetria mais simples. Nao tem rotacoes, nem reflexdes, nem

reflexoes deslizantes. Possui apenas translacoes. Seu reticulado é o paralelogramo.

Figura 2.19: Célula geradora do mosaico tipo pl e exemplo do mosaico tipo pl.

p2 O grupo difere do anterior, pois, inclui rotagdes de ordem 2, rotagoes de 180°. Nao

contém reflexoes, nem reflexdes deslizantes. Seu reticulado é o paralelogramo.
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Figura 2.20: Célula geradora do mosaico tipo p2 e exemplo do mosaico tipo p2.

pm Este é o primeiro grupo que contém reflexdes. Os eixos de reflexdo sao paralelos
a um eixo de translacao. Nao possui rotagoes nem reflexdes deslizantes. Seu reticulado é

retangular.

Figura 2.21: Célula geradora do mosaico tipo pm e exemplo do mosaico tipo pm.

pg O grupo contém reflexoes deslizantes. A direcao da reflexao deslizante é paralela a
um dos eixos de translacao e perpendicular ao outro eixo de translagao. Nao ha rotagoes

nem reflexoes regulares. Seu reticulado é retangular.

Fa |

Q58

Figura 2.22: Célula geradora do mosaico tipo pg e exemplo do mosaico tipo pg.

L

cm O grupo contém reflexoes e reflexdes deslizantes com eixos paralelos. Nao ha

rotagdes nesse grupo. Seu reticulado é rombico.
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Figura 2.23: Célula geradora do mosaico tipo cm e exemplo do mosaico tipo cm.

pmm O grupo contém reflexes cujos eixos sao perpendiculares. Nao contém reflexdes

deslizantes, mas, contém rotacoes de ordem 2, com centros situados nas intersecoes dos

eixos de reflexao. O reticulado é retangular.

————— .—4?--.— - —.-.ﬁr}
di o JP._ xR _é.
sy P SR o

Figura 2.24: Célula geradora do mosaico tipo pmm e exemplo do mosaico tipo pmm.

pmg O grupo possui reflexées e uma rotagao de ordem 2. Os centros de rotagdes nao

estao nos eixos de reflexdao. O reticulado é retangular.

G—p 79
| |

i | o | Qo

L I = . €

Figura 2.25: Célula geradora do mosaico tipo pmg e exemplo do mosaico tipo pmg.

peg Nao contém reflexdes, mas, apresenta reflexoes deslizantes e rotagoes de grau 2.

Existem eixos perpendiculares pra as reflexoes deslizantes e os centros de rotagao nao estao

nesses eixos. O reticulado é retangular.
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Figura 2.26: Célula geradora do mosaico tipo pgg e exemplo do mosaico tipo pgg.

cmm Este grupo possui eixos de reflexao perpendiculares, assim como o grupo pmm,
e tem rotacdes de ordem 2. Alguns centros de rotacdes estao sobre os eixos de reflexdo.

Seu reticulado é rombico.

Figura 2.27: Célula geradora do mosaico tipo cmm e exemplo do mosaico tipo cmm.

p4 Eo primeiro grupo com uma rotagao de ordem 4, de 90°. Possui também rotacoes
de ordem 2. Nao tem quaisquer reflexGes, apenas rotacoes e translacoes. O reticulado é

quadrado.

Figura 2.28: Célula geradora do mosaico tipo p4 e exemplo do mosaico tipo p4.
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p4m Difere do ultimo grupo apenas pelas reflexdes que contém. Todos os centros de

rotacoes estao nos eixos de reflexdo. Seu reticulado é quadrado.

Figura 2.29: Célula geradora do mosaico tipo p4m e exemplo do mosaico tipo p4m.

p4g Contém reflexoes, rotacoes de ordem 2 e 4, mas, os eixos de reflexdo sdo perpen-
diculares e nenhum dos centros das rotacoes de ordem 4 estdao nos eixos de reflexao. O

reticulado é quadrado.

R
P N .
-’ ~

Figura 2.30: Célula geradora do mosaico tipo pdg e exemplo do mosaico tipo p4g.

p3 Eo primeiro que contém rotacoes de grau 3, 120° e o primeiro cujo reticulado é

hexagonal. Nao hé reflexoes nem reflexdes deslizantes.
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Figura 2.31: Célula geradora do mosaico tipo p3 e exemplo do mosaico tipo p3.

p31m Este grupo contém reflexdes e rotagoes de ordem 3. Alguns dos centros de

rotagao estao nos eixos de reflexao. O reticulado é hexagonal.

Figura 2.32: Célula geradora do mosaico tipo p3lm e exemplo do mosaico tipo p31lm.

p3ml Este grupo é semelhante ao dltimo. Possui reflexdes e rotagoes de ordem 3, mas,
para este grupo, todos os centros de rotagao estao nos eixos de reflexdao. O reticulado é

hexagonal.
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Figura 2.33: Célula geradora do mosaico tipo p3ml e exemplo do mosaico tipo p3ml.

p6 Este grupo possui rotacoes de ordem 6, 60°. Também possui rotagoes de ordem 2

e 3, mas, nao possui reflexdes. Seu reticulado é hexagonal.

Figura 2.34: Célula geradora do mosaico tipo p6 e exemplo do mosaico tipo p6.

p6m Este é o grupo mais complicado, além de possuir rotacoes de ordem 2, 3 e 6,
possui também reflexées. Todos os seus centros de rotagao estdo em eixos de reflexao. O

reticulado é hexagonal.

AN
TNV
PN
VAN
AVA

VN

—
A
—

&)

VAN
PN,
VAN

o
W

N/,
VY

Figura 2.35: Célula geradora do mosaico tipo p6m e exemplo do mosaico tipo p6m.

No capitulo 4, quando formos resolver algumas aplicagoes de mosaicos ao ensino basico

e superior, faremos a classificagdo de alguns mosaicos, segundo as transformacoes que os
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deixaram invariantes, pontuando a qual grupo pertence. O fato de podermos identificar a
qual grupo um mosaico pertence, nos auxiliard na sua construcao através do GeoGebra.
Abaixo segue o algoritmo apresentado por David W. Farmer segundo [15], que resume as
principais caracteristicas dos grupos cristalogréaficos. Construimos o algoritmo utilizando
o GeoGebra.

Existe uma linha | Sim
) il ([T
deslizante que

sim  (naceumalinha b

Existe uma {2 25pEINO? Mao
reflex3o?
Mao i Sim
Emsteﬂuma P
reﬂe?{au - o1
deslizante? Mao

Figura 2.36: Grupos que nao possuem rotagoes.

Qs ceptrns Eie 5im prm
rotagao estao
todaos locali- i
) Mao
rados nalinha de —— i
sim espelho?
- -
Existemn reflexdes
_ em duas -
S|m-__ diregies? ﬂ... pma
1 Existe uma
=i 1
9 reflexdo? MEo i
- ST e g
Existe uma
reflexdo
deslizante? AT e P13

Figura 2.37: Grupos que possuem rotacao de ordem 2.
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1 Existe uma
3 reflexdo?

Figura 2.38: Grupos que possuem rotacao de ordem 3.

1 Existe uma
1 reflexdo?

Sim
Mo

Figura 2.39: Grupos que possuem rotacao de ordem 4.

Todos os centros
de rotagdo estio
localizados na
linha de
espelho?

b 1.3

_-

Sim

Mo

——————= 31 M

Existem linhas de

espelho gue se
intersectam a
457

Sim
i 14T

- [14 ]

4

(i

Existe uma reflexdo?

Sim

Figura 2.40: Grupos que possuem rotacao de ordem 6.
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Capitulo 3

Construcao de Mosaicos utilizando
o GeoGebra

3.1 Software GeoGebra

Em meio a um contexto onde a tecnologia além de expandir-se, tornou-se acessivel a mai-
oria das pessoas, a escola nao poderia ficar a parte. Muitas disciplinas foram beneficiadas
por essas tecnologias.

Na Matematica, uma das dreas que mais se beneficiou foi a Geometria, através dos
softwares de Geometria Dinamica que possibilitou ao aluno criar e experimentar objetos
geométricos. Trabalhar com mosaicos permite que essa interacao na Matematica aconteca.
O GeoGebra é um exemplo desses softwares.

O GeoGebra é um software de matematica dinamica, idealizado por Markus Hohenwar-
ter da Universidade de Salzburgo, Salzburg, Austria, desenvolvido para o ensino e apren-
dizagem da matematica. Pode ser baixado gratuitamente do site oficial www.geogebra.org
e instalado em computadores com sistema operacionais diversos, bem como em aparelhos
celulares e tablets.

Ele retine recursos de dlgebra e geometria em um tnico ambiente, sendo essencial nao
s6 para a matematica, mas, para outras areas do conhecimento nos varios niveis de ensino.
Além da parte didatica, podem ser criadas ilustracoes profissionais.

O fato de ser um software gratuito, disponivel também em portugués, nos atraiu. A
maioria dos mosaicos deste trabalho foram construidos no GeoGebra. Quando mosaicos
sao construidos, lida-se quase que simultaneamente com algebra e geometria. O GeoGebra
facilita esse processo além de torné-lo prazeroso. A construcao de alguns estdo detalhados
na proxima secao onde métodos diferentes para cada construcao sao utilizados. A ideia
de montar um tutorial surgiu a partir do momento que nao encontramos nenhum que

relacione a construcao dos mosaicos e as transformagoes no plano em nossas pesquisas.
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3.2 Detalhes da construcao

1. Construa o mosaico abaixo no GeoGebra.

Resolugao:

Passo 1: Na opcao editar do GeoGebra, selecione a opgao inserir imagem de arquivo

e escolha o mosaico.

Passo 2: Selecione a opg¢ao ponto e clique sobre a imagem para construir o reticulado
de acordo com a Definicao 2.3.2, e identifique a célula primitiva. Nesse caso o

reticulado é quadrado.

Passo 3: Abra uma nova janela do GeoGebra e construa a célula primitiva formada
por: 1 quadrado, 1 retangulo, 2 trapézios e um hexdgono. Siga os procedimentos

abaixo.

(a) Selecione a opgao ponto, em seguida clique sobre a janela de visualizagao de-
terminando quatro pontos, para em seguida construir o retangulo. Sugiro a
escolha dos seguintes pontos: A = (7,5), B = (8,5), C = (8,3) e D = (7,3).
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(b) Selecione a opcao poligono, em seguida clique sobre A, B, C, D e A, nessa

ordem ou em uma outra que te permita formar um retangulo.
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(c) Selecione a op¢ao ponto, clique sobre a janela de visualizacao e determine mais
oito pontos: E = (6,5), F = (7,4), G = (6,4), H = (5,5), I = (5,3), J = (5,2),
K =(6,2) e L =(8,2).
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(d) Selecione a opgao poligono novamente e clique nos seguintes pontos, para cons-

truir os poligonos restantes:
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i. A, E, G e F, teremos o quadrado.

ii. B, H, I e G, teremos o trapézio 1.
iii. F, G, I, J, K e D, teremos o hexagono.
iv. C, D, K, L e C, teremos o trapézio 2.
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(e) Na janela de élgebra, clique com o botao direito sobre o ponto A e selecione a
opcao propriedades. A janela de preferéncias serd aberta e os poligonos serao
formatados.
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(f) Clique sobre o ponto A, em seguida com a tecla shift ativada, clique sobre o

ponto L, selecionando assim todos os pontos. Em seguida:

i. Desative a opgao exibir rétulo.
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ii. Clique sobre a aba cor e escolha uma da sua preferéncia, clicando sobre a

mesma.
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iii. Ainda na janela de preferéncias, selecione os poligonos, utilizando o proce-
dimento anterior e desative a opcao exibir rétulos. Faga o mesmo para os
segmentos.

iv. Clique em cada poligono separadamente, selecione a aba cor e escolha uma.
Caso queira tons mais escuros ou mais claros, use a opgao transparéncia.
Usamos a opgao 50. Lembre-se que os trapézios precisam ser da mesma

Ccor.
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Passo 4: Na janela de dlgebra, clique sobre o ponto B para exibi-lo novamente.

Passo 5: Selecione a opg¢ao rotagao em torno de um ponto. Em seguida, clique

sobre um dos poligonos, depois sobre o ponto B.
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Aparecerd uma janela. FEscolha o angulo de 90° e o sentido horério, em seguida

clique em ok. Repita o procedimento para todos os poligonos da célula primitiva,

rotacionando sempre em torno de B.
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Passo 6: Use os mesmos procedimentos do passo 5, porém, com rotacoes de 90° no

sentido anti-horario.

Passo 7: Use os mesmos procedimentos do passo 5, porém, com rotagoes de 180°

no sentido anti-horario.
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Passo 8: Selecione a opcao vetor e clique sobre os pontos J e J'. Com a opcao vetor

ainda selecionada, clique sobre os pontos J e J', os vetores nao podem ser paralelos.
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Passo 9: Selecione a opcao translagdo por um vetor, clique em um poligono e depois

no vetor u. Repita o procedimento para todos os poligonos.
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Passo 10: Mesmo procedimento do passo 9, porém, translade cada poligono pelo

vetor v.
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Passo 11: Na janela de dlgebra, clique sobre o ponto relacionado a cada vetor,

ocultando os mesmos.

Passo 12: Na janela de algebra, clique com o botao direito sobre um ponto e
selecione a opgao propriedades. Em seguida, selecione todos os pontos, utilizando o
procedimento do item e), passo 3, desmarque a opgao exibir objetos. Faga o mesmo

processo para os segmentos, desmarcando a opgao exibir objetos.

Seguidos os passos, 0 mosaico estard construido. A partir da construcao, percebe-se
que o mosaico, conforme a Se¢do 2.3 do Capitulo 2, pertence ao grupo p4. Sem

reflexoes, apenas com rotacoes de ordem 2 e 4, bem como translacoes.
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2. Construa o mosaico abaixo no GeoGebra.

Resolugao:

Passo 1: Construa o reticulado e identifique a célula primitiva.

Passo 2: Construa a célula primitiva e verifique quais transformagoes sao usadas

para montar o nosso motivo.

A célula primitiva é formada por 4 triangulos e 1 quadrado, que poderao ser cons-

truidos utilizando os procedimentos utilizados no Exemplo 1.

(a) Construa um triangulo retangulo.
(b) Sobre a hipotenusa do triangulo retangulo construa o quadrado.

(c) Construa triangulos retangulos sobre os lados do quadrado, sendo que, cada

lado do quadrado sera a hipotenusa do triangulo.
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Passo 3: Na janela de dlgebra, clique com o botao direito sobre um poligono e
selecione a opcao propriedades. Na janela de preferéncias, selecione os pontos e

desative a opcao exibir rétulo. Faga os mesmos para os poligonos e segmentos.

Passo 4: Ainda na janela de preferéncias, clique sobre o nome do poligono na aba cor
e escolha uma. O tom da cor é dado selecionado na opc¢ao transparéncia, escolhemos

para essa construcao 75.

Passo 5: Selecione a opgao rotagdo em torno de um ponto e rotacione cada poligono
em torno do ponto F', clicando sobre o poligono depois no ponto, pelo angulo de 180°

no sentido anti-horario.

Passo 6: Selecione a opcao reta, em seguida clique sobre os pontos F' e G.
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Passo 7: Selecione a opcao reflexao em relagao a uma reta, que fica no mesmo icone
da rotacao em torno de um ponto, em seguida clique sobre o poligono e depois sobre

a reta. Repita o procedimento para cada poligono.
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Passo 8: Depois de construir o motivo, selecione a opgao vetor, e clique nos pontos

B’ e B”, depois nos pontos B” e B, construindo os vetores u e v, respectivamente.
) ) b

Passo 9: Selecione a opcao translagdo por um vetor, clique em um poligono e depois

no vetor u. Repita o procedimento para todos os poligonos.

Passo 10: Mesmo procedimento do passo 9, porém, translade cada poligono pelo

vetor v.

Passo 11: Na janela de algebra, clique sobre o ponto relacionado a cada vetor,

ocultando os mesmos.

Passo 12: Na janela de &algebra, clique com o botao direito sobre um ponto e
selecionar a opcao propriedades. Em seguida, selecione todos os pontos, utilizando
o procedimento do item e), passo 1 do exemplo anterior, desmarque a op¢ao exibir
objetos. Faca o mesmo processo para os segmentos, desmarcando a opg¢ao exibir

objetos.

Seguidos 0s passos, o mosaico estard construido. A partir da construgdo, percebe-
se que o mosaico, segundo a Se¢ao 2.3 do Capitulo 2, pertence ao grupo pdg. Ha
reflexdes, cujos eixos sdo perpendiculares e rotagbes de ordem 2 e 4 (seu centro
de rotag@o nao estd sobre os eixos de reflexdao, por isso nao citamos a mesma na

construcao), bem como translagoes.
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Capitulo 4

Aplicacoes de Mosaicos para o

Ensino

Neste capitulo veremos algumas aplicacoes de mosaicos para o Ensino Bésico, tendo como
base a teoria do Capitulo 1 e do Capitulo 2.

Por muitas vezes apresentamos uma matematica que parece inalcancavel para muitos
de nossos alunos. Nos preocupamos com o rigor das defini¢des e demosntragoes (que nao
sao menos importantes) e deixamos de fazer a ponte entre essa teoria e a realidade. Esque-
cemos que em muitas atividades ligadas as mais variadas dreas como musica, medicina,
engenharia, informatica, comunicacoes entre outras, a matematica é indispensavel, seja
para ordenar, quantificar, interpretar, etc.

O trabalho com mosaicos atende também as finalidades propostas pelo PCN(Parametros
Curriculares Nacionais) e PCNEM (Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino
Médio) para o ensino da matemética, pois, estabelece conexoes entre diferentes temas
matematicos e o conhecimento de outras areas do curriculo, utiliza recursos tecnolégicos
para adquirir e construir conhecimentos, bem como desenvolve as habilidades de visua-
lizacdo, desenho, argumentacao légica na busca de solugoes para problemas, tornando o
ensino da matemaética mais atraente.

Mostraremos que os mosaicos podem ser aplicados desde o ensino fundamental ao
ensino médio. Neste trabalho, resolvemos questoes com mosaicos que foram trabalhados
na OBM(Olimpiada Brasileira de Matematica), no ENEM(Exame Nacional do Ensino
Médio) e em alguns vestibulares. Apesar do nosso foco ser o ensino bdsico, resolveremos
algumas voltadas para o ensino superior. Abaixo, seguem essas aplicagbes. Os mosaicos

desta segao, foram construidos utilizando o GeoGebra.

o6



4.1 Aplicacoes para o Ensino Basico

4.1.1 Questoes da OBM

1. (N1-1*Fase) A figua mostra a superficie pintada de um azulejo em forma de losango.

Dos cinco padrées abaixo, apenas um nao pode ser montado com cépias desse azu-

lejo. Qual é esse padrao?
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Resolucgao:

Segundo a Definicao 2.2.1, para montarmos um padrao, devemos utilizar trans-
formagdes no plano que mantenham o motivo invariante. No Capitulo 1, exibimos

estas transformacoes.

A partir da translagdo ou rotagao do azulejo dado, conseguimos montar as figuras das
alternativas a), b), ¢) e d). Na alternativa e), ndo é possivel obter os dois losangos da
parte inferior da figura, a partir de translagoes ou rotagoes, portanto é a alternativa

correta.

2. (N2-2? Fase)
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(a) Complete a tabela abaixo, lembrando que a soma de todos os dngulos internos

de um poligono regular de n lados é(n — 2).180°.

Soma dos angulos internos | Angulo interno

n
3 180° 60°
4 360° 90°
)
6
8

Dizemos que trés ou mais poligonos regulares se encaixam se é possivel colocd
- los em torno de um vértice comum, sem sobreposicao, de modo que cada lado
que parte desse vértice é comum a dois desses poligonos. Na figura vemos dois

exemplos de poligonos que se encaixam.

Figura 4.1: Trés triangulos e dois quadrados, depois, um decdgono e dois pentagonos

(b) Um quadrado e dois octégonos (poligonos regulares de oito lados) se encaixam?

Justifique sua resposta.

(¢) Um triangulo equildtero, um heptdgono (poligono regular de sete lados) e um
outro poligono se encaixam. Quantos lados tem esse poligono?

Resolucgao:

(a) Utilizando a férmula citada no enunciado, temos:
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Angulo interno

n | Soma dos angulos internos

3 180° 60°
4 360° 90°
5 540° 108°
6 720° 120°
8 1080° 135°

(b) Nao, pois a soma dos angulos internos em um de seus vértices é maior que 360°:

108° 4+ 90° + 90° = 315°

(c) Sabemos que uma das condigoes para pavimentarmos um plano é que a soma
dos angulos internos em um de seus vértices seja 360°. Sabemos também, que

os angulos internos de um heptagono medem aproximadamente 128.57, dai,

60° 4 128.57° 4+ = = 360°

x =171.43°

Utilizando a férmula dada na letra a) e lembrando que a soma dos angulos

internos de um poligono regular também pode ser encontrada multiplicando o

valor de cada angulo interno pela quantidade de lados, temos:

(n—2).180° = (171.43).n

180n — 171.43n = 360°

n =42

Assim, o piligono procurado tem 42 lados.
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3. (N1-3?Fase) Considere o poligono P de 6 lados.

Com cépias de P, podemos cobrir todo o plano, sem sobreposi¢oes, como mostrado

a segui.

Existe um poligono de 13 lados com o qual é possivel cobrir todo o plano com suas
copias, sem sobreposicoes? Caso seja possivel, apresente um poligono. Caso nao

seja, diga o porqueé.

Resolucgao:

Segue uma das possibilidades, solucao de Wallace J. Inocéncio, encontrada na revista

Eureka, nimero 22:

AAAAANAAAAA/

4. (N1-1Fase) Com azulejos quadrados brancos e pretos todos do mesmo tamanho,

construimos os seguintes mosaicos.
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A regra para se construir estes mosaicos é a seguinte: inicialmente formamos um
quadrado com 1 azulejo branco cercado por azulejos pretos; e em seguida, outro
quadrado, este com 4 azulejos brancos, também cercado por azulejos pretos; e assim
sucessivamente. Com 80 azulejos pretos, quantos azulejos brancos serao necessarios

para se fazer uma sequéncia de mosaicos como esta?

Resolugao:

A partir do enunciado, chegamos as seguintes relagoes:

Quadrados brancos | Quadrados pretos
1 8
22 12
32 16
42 20
52 24

Assim, precisaremos de 1 +4 + 9 + 16 + 25 = 55, alternativa e.

5. (N1-3%Fase) Considere o seguinte hexdgono:
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Com coépias desse poligono podemos cobrir todo o plano sem sobreposi¢oes, como

mostra a figura a seguir.

(a) E possivel cobrir o plano com cépias de um pentdgono regular? Observacao:
um poligono é regular quando todos os seus lados sao de mesma medida e todos

os seus angulos internos sao iguais.

(b) Seja ABCDE um pentdgono com todos os lados iguais e tal que a medida do

angulo interno nos vértices A e B sao m(A4) = 100° e m(B) = 80°. Mostre como

¢é possivel cobrir todo o plano com cépias desse pentadgono, sem sobreposigoes.

Resolucgao:

(a) Nao. A partir do que foi discutido na Se¢ao 2.2 do Capitulo 2 é possivel colocar
3 pentagonos regulares ao redor de um ponto, mas se colocarmos 4, havera

sobreposicao. Analisando pela soma dos angulos, veremos que 4.108° = 432° >
360°.

(b) Com a ajuda do GeoGebra podemos montar esse mosaico.

-~

A partir da imagem fica mais facil visualizar a parte algébrica. Como m(A) =
100° e m(é) = 80°, temos que: A+B= 180°, logo BC e AD sao paralelos,

tornando o quadrildtero ABCD um paralelogramo. Segundo o enunciado, todos
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os lados do pentagonos sao iguais, assim, CD=DFE=FEC, logo, o triangulo ECD
é equilatero. Assim, a soma dos angulos em um dos vértices desse mosaico é

160° 4 140° + 60° = 360°, sendo possivel cobrir todo o plano.

4.1.2 Questoes de Vestibulares e ENEM

1. (ENEM-2002) Na construgao civil, é muito comum a utilizacao de ladrilhos ou azu-
lejos com a forma de poligonos para o revestimento de pisos ou paredes. Entretanto,
nao sao todas as combinagoes de poligonos que se prestam a pavimentar uma su-

perficie plana, sem que haja falhas ou superposicoes de ladrilhos, como ilustram as

figuras a seguir.

(a) Ladrilhos retangulares pavimentando o plano. (b) Heptdgonos regulares nao pavi-

mentam o plano.

A tabela a seguir mostra a relagdo de alguns poligonos regulares, com as respectivas

medidas de seus angulos internos.

Nome Angulo interno
Triangulo 60°
Quadrado 90°
Pentéagono 108°
Hexagono 120°
Octoégono 135°
Enedgono 140°

Se um arquiteto deseja utilizar uma combinagao de dois tipos de ladrilhos entre os
poligonos da tabela, sendo um deles octogonal, o outro tipo escolhido devera ter a

forma de um:
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a) triangulo

(
(b) quadrado

)

)

(c) pentdgono

(d) hexdgono
)

(e) enedgono

Resolugao:

Para essa questao, precisamos lembrar que a soma dos angulos internos ao redor
de um dos vértices do ladrilho, precisa ser igual a 360°. Como jé foi escolhido o
octégono, a soma dos angulos dos outros precisa ser igual a 225°. Temos a seguinte

configuragao:

X

135° 4 135° 4+ = = 360°

x = 90°
Logo, a alternativa correta é a letra b.

. (ENEM-2009) Uma das expressoes artisticas mais famosas associadas aos conceitos
de simetria e congruéncia é, talvez, a obra de Maurits Cornelis Escher, artista ho-
landés cujo trabalho é amplamente difundido. A figura apresentada a seguir, de sua
autoria, mostra a pavimentacao do plano com cavalos claros e cavalos escuros, que

sao congruentes e se encaixam sem deixar espacos vazios.
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Realizando procedimento anédlogos aos feitos por Escher, entre as figuras a seguir,
aquela que poderia pavimentar um plano, utilizando - se pegas congruentes de tona-
lidades claras e escuras é:

a} * E}

b)

Resolugao:
Quando nos referimos a pavimentagdo de um plano, precisamos lembrar que nao

podemos deixar espacos vazios nem sobrepor figuras.

A pavimentagao do plano feita por Escher se deu através de movimentos de translacao.
Dai, analisando as alternativas, a tnica figura que pode pavimentar o plano sé com
movimentos de translagdo é a d. Uma outra maneira de resolvermos a questao é

tentar pavimentar o plano com as figuras correspondentes a cada alternativa.

Sentido do deslocamento
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3. (ENEM-2016) Pretende-se construir um mosaico com o formato de um triangulo
retangulo, dispondo-se de trés pecas, sendo duas delas triangulos congruentes e a

terceira um triangulo isésceles. A figura apresenta cinco mosaicos formados por trés

pecas.

Mosaico 1 Mosaico 2 Mosaico 3

Mosaico 4 Mosaico 5 i

Na figura, o mosaico que tem as caracteristicas daquele que se pretende construir € o:

a) 1

(a)

(b) 2
(c) 3
(d) 4
(€) 5

Resolugao:

No mosaico 2, os tridngulos 30°, 60°, 90° sao congruentes e o triangulo 30°, 30°,
120° é isdsceles.

No mosaico 1, o triangulo 30°, 30°, 120° ¢ isésceles, mas os triangulos 30°, 60°, 90°
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nao sao congruentes.

No mosaico 3, os tridngulos 22°, 68°, 90° sao congruentes, mas o triangulo 44°, 46°,
90° nao ¢ isdsceles.

Nos mosaicos 4 e 5 nao é possivel formar um triangulo retangulo com as trés pecas.

Assim, o mosaico que tem essas caracteristicas, é o 2. Alternativa b.

. (Encceja-MEC) Um artista criou um mosaico utilizando pentdgonos regulares e lo-

sangos, dispostos como mostra a figura.

i B A A
\/

‘'

T A

Para recortar as pecas do mosaico, o artista precisa conhecer a medida dos angulos
das figuras.
Sabendo - se que cada angulo interno de um pentagono regular mede 108°, os dngulos

internos dos losangos devem medir

) 18° e 162°
) 30° ¢ 150°
) 36° e 144°
) 54° ¢ 126°
(e) 36° e 126°

Resolugao:

Lembrando que a soma dos angulos internos ao redor de um vértice em um ladrilho
é 360°, descobrimos o valor de um dos angulos do losango. Para o outro valor, como
todo losango também é um paralelogramo, temos que, os angulos adjacentes sao

suplemetares, sua soma resulta em 180°.

2.180° 4+ = = 360°
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Tz =144

Como x + y = 180°, temos que y = 36. Assim, a altenativa correta é a letra c.

5. Observe o mosaico, formado por tridngulos equilateros congruentes e quadrados.

A medida, em graus, do angulo x assinalado é igual a

Resolugao:
Usando o mesmo procedimento e conceitos das questoes anteriores temos:

90° + 60° 4+ 60° 4+ = = 360°
x = 150°

Alternativa correta, letra e.
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6. (VUNESP) O mosaico da figura abaixo, foi desenhado em papel quadriculado 1x1.
A razao entre a area da parte escura e a area da parte clara, na regiao compreendida

pelo quadrado ABCD, é igual a

—~
@)
~
|| U WwW N

Resolugao:
A parte escura do mosaico é formado por losangos congruentes, mais precisamente
16 no quadrado ABCD. Uma das maneiras de encontrarmos as areas desses losangos

D.d
¢é utilizando a férmula — Analisando um losango separadamente, temos:

Y Dia;;i'ﬂ'qal maio
3 . Diagknal mpnor

Aplicando o Teorema de Pitagoras, temos:

3 +3=D"
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D =3V2
12412 = ¢2
d=+2

Substituindo temos:

_3V2.0/2
==

A; = 3u.a.

A

Multiplicando por 16, termos a area escura igual a 48 u.a.. A &drea do quadrado
ABCD, vale 144 u.a., para encontrarmos a area clara, basta subtrairmos 48 de 144.

. E N 1 .
Assim, — serd —, simplificando, 3 alternativa a.

Ac 96

. (UECE) A arte de mosaico teve seu inicio aproximadamente em 3500 a.C. e seu apo-
geu no século VI d.C., durante o Império Bizantino. O mosaico consiste na formagao
de uma figura com pequenas pegas (pedras, vidros etc.) colocadas sobre o cimento
fresco de uma parede ou de um piso. No Brasil, o mosaico foi utilizado, entre outros,
por Candido Portinari, Di Cavalcanti e Tomie Ohtake em diversas obras. Ele ainda
¢é utilizado, principalmente na construcao civil em imensos painéis, na decoracao de
piscinas e em pisos e paredes dos mais diversos ambientes.

Admirador dessa arte, um famoso miliondrio contratou um renomado artista para
decorar o piso de sua casa de campo com mosaicos. Inspirado nos trabalhos de

Escher, o artista decidiu construir o mosaico colorindo os ntimeros do triangulo de

Pascal(veja as figuras abaixo) que sdo multiplos de dois. O tridngulo de Pascal é
n!

pl(n—p)!

constituido pelos termos binomiais (Z) =Chyp =

Completando o triangulo de Pascal [...] colorindo os miultiplos de 2, obtém-se a

figura idealizada pelo artista, representada na alternativa:
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e A

(c) (d)

E

Diferente das questoes anteriores, onde calculdvamos angulos e dreas, vamos calcular

Resolucgao:

os termos binomiais do triangulo de Pascal analisando cada linha.

O tridangulo de Pascal foi descoberto pelo matematico chinés Yang Hui e poste-
rioemente varias de suas propriedades foram estudadas por Blaise Pascal. E um

triangulo numérico infinito formado pelos coeficientes binomiais.

Toda linha comeca e termina por 1 e em uma mesma linha, os coeficientes binomiais
equidistantes dos extremos sao iguais. Utilizando estas propriedades reduziremos

nossas contas, chegando a seguinte situagao:

Alternativa f.
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8. (INSPER) Observe o mosaico a seguir.

As pecas que foram usadas para construi-los sao idénticas e tém a forma a seguir.

b

A relagao entre as medidas a, b e ¢ é
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() a=bvV3eb=2c

Resolugao:

Ao analisarmos o mosaico da questao, percebemos que a partir de algumas pecas,
formamos “flores”. Em cada “flor”, podemos inscrever um circulo, cujo raio sera
igual a a, sendo divido em seis arcos congruentes, medindo 60° cada. A figura
abaixo, baseadas nas imagens de [21], mostra que o fato de podermos encaixar as

“flores”, temos: b =c =d.

Separando uma peca desse mosaico, veremos que a mesma poderd ser decomposta
em um triangulo e um trapézio. O tridngulo é isésceles (a é raio), com um angulo de
60°, logo, também é equilatero. O triangulo e o trapézio tém um lado em comum.
Sendo este lado em comum, o didmetro de uma circunferéncia, os angulos AOB =
BOC = COD = % = 60°. Teremos assim, mais trés triangulos equildteros, logo,

a = 2b. Alternativa d.

4.2 Questoes para o Ensino Superior

Podemos pavimentar o plano com mosaicos de forma periédica, através das transformagoes
no plano. Podemos usar uma transformacao apenas ou combinar algumas delas. A partir
das transformacoes usadas (ou da transformagao usada) classificamos o mosaico segundo
um dos 17 grupos de simetrias, chamados também de grupos cristalograficos.

As aplicagoes dos mosaicos voltadas ao ensino superior ndo se resumem apenas aos
grupos de simetria. Tem aplicacoes na algebra linear e na dlgebra abstrata, mas, um dos
objetivos desse trabalho é podermos identificar a qual grupo critalogrdafico um mosaico
pertence.

Analise os mosaicos abaixo(os dois primeiros, construimos utilizando o GeoGebra),

identificando a qual grupo cristalografico os mesmos pertencem.
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b 4 v

-—mwWrTesw Y
oo oo

Resolugao:

O primeiro passo é construir o reticulado, como vimos na Secao 2.3 do Capitulo 2.

Construido o reticulado, quadrado para esse mosaico, identificaremos a nossa célula

VVGEENFVEeESG YV

}.. .
ala ala al

A partir da célula primitiva, percebemos que para construir o nosso motivo, pre-

primitiva.

cisaremos realizar rotagdes de ordem 2 e reflexdes em relagdo a uma reta (eixos de
reflexdo). Percebemos também que esses eixos de reflexao sao perpendiculares. Logo,

conforme a Segao 2.3 do Capitulo 2 o mosaico pertence ao grupo p4g.
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Resolugao:

Diferente do mosaico anterior, ndo é formado por poligonos, mas, os passos para

andlise continuam os mesmos.

Construimos o reticulado, hexagonal ou isométrico, e identificamos nossa célula pri-

mitiva.

A partir da nossa célula primitiva, precisaremos realizar rotagdes de ordem 2, 3 e 6,
para construirmos o nosso motivo. O mosaico também apresenta reflexdes. Logo,

pertence ao grupo p6m.
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Figura 4.2: Trés Animais - M.C. Escher

Construimos o reticulado, nesse caso, hexagonal e identificamos nossa célula primi-

tiva.

Esse nao é um mosaico feito por figuras geométricas, logo, precisamos escolher uma
célula primitiva, que nos permita construir um motivo, a partir das transformacoes

no plano, em que todas as imagens, ou parte delas, estejam na célula.

O mosaico contém reflexdes e rotagdes de ordem 3, sendo que os centros de rotacao

estao sobre os eixos de reflexao. Logo, pertence ao grupo p3ml.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre os mosaicos, sob o olhar da matemaética.
Para tanto, pontuamos alguns assuntos como vetores, espacos vetoriais e transformagoes
no plano, que nos auxiliaram na construcao dos mosaicos bem como na resolucao de
questoes que envolvem os mesmos. Realizamos também um breve estudo sobre os grupos
cristalograficos, nos limitando a definir e citar cada um deles.

As tecnologias educacionais nos permitem desenvolver atividades investigativas, base-
adas em construgoes e transformando o fazer matemadtico dos estudantes. Segundo [22],
a descoberta de padroes ou singularidades entre representacoes de objetos mateméticos
propulsiona a producdo de sentidos matemédticos. Assim, a representacao dos objetos
matematicos através dos mosaicos dao dorecionalidade a aprendizagem matemaética, per-
mitindo através da sua construgdo com o GeoGebra, que essa aprendizagem acontega a
partir de experimentagoes com tecnologia. Diante do estudo apresentado é essencial para
o professor de matematica pensar em como modificar as atividades que temos em funcao
de novas possibilidades de softwares como o GeoGebra, que mantém possivel o estudo de
conteidos de forma mais proxima ao que era feito com lapis e papel.

Um ponto relevante desse trabalho foi a busca por aplicagoes dos mosaicos para o ensino
basico. Encontramos aplicagoes em conexao com os seguintes conteidos do ensino bésico:
geometria plana, trigonometria, analise combinatodria, entre outros. Além das aplicacoes,
analisamos alguns mosaicos para entao classificd-los quanto ao grupos cristalograficos.

Outro ponto relevante desse trabalho foi o uso do GeoGebra para construcao dos
mosaicos, bem como as figuras do Capitulo 1, tornando-o ainda mais aprazivel.

Diante de tais estudos, percebemos o quao vasto sdo os mosaicos e a gama de possi-
bilidades para conexoes com as mais variadas areas da matematica em todos os niveis de
ensino. Nos limitamos ao ensino bésico. Um estudo voltado ao ensino superior, requer

uma abordagem matemadtica mais elaborada.
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5.1 Trabalhos Futuros

e Pode-se trabalhar com as questoes das Olimpiadas Internacionais de Matematica

envolvendo mosaicos.

e Desenvolver atividades relacionadas ao curso de Estruturas Algébricas, através dos
grupos de simetria e ao curso de Algebra Linear por meio dos reticulados, bem como

aplicacoes as Transformagoes Lineares.

e Realizar um mini-curso, para trabalhar as transformagoes no plano por intermédio
da construgao dos mosaicos utilizando o GeoGebra, a partir dos estudos do Capitulo
3.

e Efetuar um estudo mais aprofundado dos grupos cristalograficos.
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