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RESUMO

Nesse trabalho é apresentada uma construgdo histérica do conceito de ndmero, abordando
suas diversas concepc¢des desde os primeiros registros numéricos até os dias atuais. Com base
nessa apresentacdo, faz-se uma discussao filosofica em torno da questdo “o que é nimero”,
contrapondo as construc@es tradicionais dos nimeros reais de Cantor e Dedekind com uma
mais moderna proposta por Conway. Por fim, sob o ponto de vista da complementaridade,
defende-se as vantagens dessa abordagem mais recente na concep¢do do que vem a ser um
namero.

Palavras-chaves: Numeros Reais, Conway, Complementaridade



ABSTRACT

In this work, a historical construction of the concept of number is presented, approaching its
diverse conceptions from the first numeric registers to the present day. Based on this
presentation, a philosophical discussion is made around the "what is number” question,
contrasting the traditional constructions of the Real numbers of Cantor and Dedekind with a
more modern proposal by Conway. Finally, from the point of view of complementarity, the
advantages of this more recent approach in the conception of what is a number is defended.

Keywords: Real Number, Conway, Complementarity
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INTRODUCAO

Um dos debates mais presentes nesse trabalho é o conjunto de possiveis respostas para
a questdo “o que ¢ numero”, questdo essa que permeia diversos ramos do saber, tendo
aspectos diferentes para a Matematica, a Historia da Matematica, a Filosofia da Matematica e
a Educacdo Matematica. Desse modo, o trabalho retne algumas das diferentes respostas que
foram dadas a essa pergunta ao longo da historia contrastando-as com novas possibilidades de

concepgdes numéricas.

Algumas questdes naturalmente decorrentes da questdo principal sdo: E possivel
definir o que é nimero de forma Unica? Existe espaco nos curriculos brasileiros atuais para
esse questionamento? O conceito de numero real € 0 mesmo para professores e alunos de

matematica?

N&o se pretende aqui responder diretamente a essas questbes, mas partindo do
contexto histdrico é possivel abordar os debates filos6ficos decorrentes das alteracdes no
conceito de numero ao longo do desenvolvimento humano e discorrer sobre como esses
debates podem ser incrementados pela construcdo dos numeros reais feita por Jonh Horton

Conway.

Conway é um matematico inglés da universidade de Princeton cujo trabalho sobre
nameros ordinais e jogos combinatérios lhe permitiu afirmar que os numeros podem ser
vistos como um caso particular de uma classe de jogos. Esse é um primeiro indicio de que as

questdes motivadoras do presente trabalho podem ser respondidas de diferentes formas.

A abordagem de Conway resolve algumas das questbes deixadas por seus
predecessores na conceituacao do que é nimero, como sera visto ao longo do texto. As teorias
apresentadas aos alunos de Matematica do ensino superior comumente se encerram nos
trabalhos de Georg Cantor e Richard Dedekind ou em uma apresentacdo axiomatica que
postula a existéncia dos Reais como corpo ordenado completo. Em ambos os trabalhos,

Cantor e Dedekind partem da existéncia dos racionais para definir os irracionais, sendo que o

1 John Horton Conway nasceu em Liverpool no dia 26 de dezembro de 1937. Desenvolveu seus estudos
superiores em Cambridge, realizando seu doutorado em 1964. Fez importantes contribuices em Teoria dos
NUmeros, Teoria dos Grupos e Teoria dos Jogos Combinatorios. Em 1981 foi eleito membro da Royal Society.
Atualmente é professor na Universidade de Princeton.
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primeiro propde somas de sequéncias infinitas e o segundo propde cortes que dividem os

racionais em dois conjuntos disjuntos.

A principal critica a esses trabalhos reside no salto epistemologico que é dado dos
racionais para os irracionais, salto esse que ndo ocorre na construcao dos inteiros a partir dos
naturais ou na construcao dos racionais a partir dos inteiros. Além disso, outras criticas podem
ser pertinentes, como o fato de Dedekind afirmar que um namero real (racional ou irracional)

é um corte, sendo que a definicdo de corte depende de uma existéncia prévia dos racionais.

Outra critica comum, de ordem didatica, e que recai também sobre a apresentacéo
axiomatica, é que essas teorias parecem ndo ser suficientes para elaborar uma concepg¢éo do
que vem a ser um ndmero, ja que se ocupam apenas de definir como esses nimeros se
relacionam entre si. Esse tipo de abordagem é o que se chama de abordagem intensional, onde
apenas 0s aspectos intrinsecos ao objeto sdo contemplados, negligenciando-se seus aspectos

extensionais, ou seja, as formas com que o objeto se manifesta em suas diversas aplicagdes.

Essa abordagem se torna ainda mais incompleta quando contrastada com a forma
como 0S numeros sdo expostos aos alunos do ciclo basico, que desde os primeiros anos
estudam o conceito de numero a partir de “para que” ele serve: contar, medir, ordenar,
comparar, codificar. Ao partir desse ponto de vista, os livros didaticos abarcam apenas os
aspectos extensionais dos conceitos numéricos (e ainda assim ndo completam as aplicacfes
desse objeto), aumentando a cisdo entre 0s conceitos de nimero presentes no ciclo basico e no

ensino superior.

Uma abordagem complementar seria entdo aquela onde o objeto que esta sendo
definido é construido simultaneamente por seus aspectos intensionais e extensionais. Na
Matematica, a complementaridade atua de modo geral na interacdo entre as definigcdes
axiomaticas dos objetos e seus modelos de interpretacdo, se autorregulando. As descobertas
feitas a partir da investigacdo do modelo podem aprimorar a axiomatica tanto quanto o estudo
dos axiomas pode auxiliar no desenvolvimento do modelo. Assim, buscar uma abordagem
complementar na Matematica significa um esforgo em néo dissociar o conjunto de axiomas de
seus modelos de interpretacao.

Como sera visto a seguir, o trabalho de Conway permite uma abordagem
complementarista, justificando mais uma vez sua inclusdo como uma nova forma de abordar

0S numeros reais a partir das perspectivas historicas e filosoficas citadas anteriormente. O
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presente trabalho, por ser de cunho tedrico, ndo contempla experimentacdes didaticas, mas
parte também de pressupostos de sala de aula, buscando desenvolver uma reflexdo acerca das
consequéncias das diferentes abordagens na construcdo do conhecimento do estudante de
Matematica e de seus processos cognitivos. Com esse objetivo, o relatorio desse trabalho é
composto dessa introducdo, seguida por quatro capitulos e as consideragdes finais.

O primeiro capitulo inicia com uma apresentagcdo de como se espera que 0S NUMeros
sejam apresentados nas escolas do ciclo basico no Brasil. Esse inicio visa ressaltar qual é a
teoria vigente e quais as principais criticas didatico-epistemologicas a essa abordagem
tradicional. Desse ponto de vista, € possivel também notar que o conceito de nimero ndo é
fixo e ndo se manteve imutavel ao longo da historia, haja visto que a abordagem didética atual
data de menos de sessenta anos.

Ao longo desse primeiro capitulo sdo apresentados os avancos na concepcdo de
namero, tanto no campo filosofico de sua compreensdo tedrica quanto no campo da
Matematica, passando por diferentes definicdes de nUmeros naturais, inteiros, racionais e
irracionais até o momento em que foi possivel o desenvolvimento das teorias de Cantor e
Dedekind, elaboradas em 1872 e que ainda hoje configuram papel central nas abordagens
didaticas.

A formalizacdo das teorias de Cantor e Dedekind aparece no segundo capitulo, sendo
precedida pela compreensdo do que era entendido por nimero aquela época, segundo o
principio de permanéncia (a partir do qual entende-se como nameros todos os elementos de
conjuntos que pudessem ser construidos sobre 0s naturais). Apresenta-se entdo as formas
axiomaticas das propriedades das operacdes de adicdo e multiplicacdo, bem como das
relagBes de ordem e equivaléncia, para entdo construir os naturais pela axiomatica de Peano e
0S outros conjuntos a partir destes, até a construcdo dos reais e dos complexos. Ao término
dessa exposicdo torna-se possivel enunciar as caracteristicas de cada conjunto numérico como
grupo, anel ou corpo e eshocar a continuidade do trabalho de Cantor na teoria dos conjuntos e
na investigacdo dos numeros transfinitos.

No terceiro capitulo apresentam-se as correntes filosoficas que debateram acerca da
definicdo de numero, com enfoque para o intuicionismo e o logicismo, correntes que se
mostraram mais fortes ao longo do século XIX. Com base nessa exposicao, apresentam-se as
correntes que cresceram no século XX, com destaque para a complementaridade de Niels
Bohr e a aplicagcdo dessa teoria na interagdo dos aspectos intensionais e extensionais dos

objetos matematicos, conforme defendida por Michael Otte.
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No quarto capitulo apresenta-se a teoria de Conway e sua demonstracdo de que o
numero real pode ser representado por um jogo. Essa teoria é formada por uma generalizacdo
dos cortes de Dedekind que ndo parte da existéncia dos numeros racionais. Além disso
constréi todos 0s numeros seguindo um processo Unico, evitando o salto epistemoldgico
tradicionalmente encontrado entre os racionais e os irracionais. Por fim Conway contempla
tanto os aspectos intensionais quanto os extensionais na definicdo de um objeto ao construir
junto com seus axiomas uma classe de jogos que serve de modelo interpretativo de sua teoria.

Nas consideracgdes finais procura-se vislumbrar as possiveis consequéncias didaticas e
filosoficas dessa abordagem tedrica na concepgdo tradicional do que é nimero e nas possiveis

respostas para as questdes motivadoras desse debate.
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1 O CONCEITO DE NUMERO AO LONGO DA HISTORIA

1.1 O numero nos dias de hoje

O texto mais recente que estipula como os nimeros devem ser expostos aos alunos nas
escolas brasileiras esta presente no documento Base Nacional Curricular Comum (BNCC)?,
que busca nivelar o conteddo minimo a ser apresentado nas escolas em todo o territorio

nacional. O seguinte trecho é um dos recortes onde o conceito de nimero figura:

Na perspectiva de que os alunos aprofundem a nocdo de ndmero, é importante
colocé-los diante de tarefas, como as que envolvem medig¢des, nas quais 0s nimeros
naturais ndo sdo suficientes para resolvé-las, indicando a necessidade dos nimeros
racionais tanto na representacdo decimal quanto na fracionéaria [...]. Para que
aprofundem a nocdo de numero, é importante coloca-los diante de problemas,
sobretudo os geométricos, nos quais 0s numeros racionais ndo sao suficientes para
resolvé-los, de modo que eles reconhecam a necessidade de outros nUmeros: 0s
irracionais. Cabe ainda destacar que o desenvolvimento do pensamento numérico
ndo se completa, evidentemente, apenas com objetos de estudos descritos na unidade
Numeros. (BRASIL - MEC, 2017, p. 225)

Esse texto deflagra algumas questdes que tém sido discutidas no @mbito geral da
matematica e especifico da teoria dos nimeros, dentre elas: a necessidade de contextualizacéo
dos conceitos abstratos como forma de ensino; a compreensdo dos conjuntos numéricos como
extensdo dos numeros naturais; e 0 salto presente nessa compreensdo ao passarmos dos
racionais para os reais. Talvez o principal debate seja decorrente justamente do fato de que a
compreensdo atual do ndmero como elemento de um conjunto ideal com determinadas
caracteristicas ndo tem relacdo direta com o surgimento do nimero natural, uma vez que este
aparecera através de abstracdes da vivéncia humana.

As decorréncias dessa dicotomia no ensino da Matematica sdo inumeras. A
Matematica hoje apresentada nas escolas é tida como uma ciéncia estabelecida ha milénios e
sobre a qual nada mais pode ser criado ou questionado. Entretanto, essa visdo rigida ndo €
inerente ao conhecimento matematico, principalmente quando analisado desde os seus
primordios, mas se baseia em movimentos estruturais dessa disciplina que se difundiram a
partir do século XIX e nortearam os curriculos das escolas do século XX, ocasionando as

sequéncias didaticas que vemos nos livros atuais.

2 A BNCC ¢é um documento de carater normativo que define o conjunto organico e progressivo de aprendizagens
essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da educacdo basica. A
primeira versdo foi disponibilizada para consulta publica entre outubro de 2015 e margo de 2016. Atualmente
encontra-se na terceira versdo, mantendo seu carater colaborativo. Referéncia nacional para a formulagdo dos
curriculos, esse documento visa contribuir para o alinhamento de outras politicas e agdes, em ambito federal,
estadual e municipal, referentes a formacéo de professores, a avaliacéo, a elaboragdo de contetidos educacionais
e aos critérios para a oferta de infraestrutura adequada para o pleno desenvolvimento da educagao.
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A educacdo formal é baseada na mera transmissdo de explicacdes e teorias (ensino
tedrico e aulas expositivas) e no adestramento em técnicas e habilidades (ensino
pratico com exercicios repetitivos). Do ponto de vista dos avangos mais recentes de
nosso entendimento dos processos cognitivos, ambas sdo totalmente equivocadas.
(D’AMBROSIO, 2005, p. 117)

A critica de D’ Ambrosio se relaciona com a forma que o ensino das ciéncias tomou
desde 1960 quando, como vemos em Godoy (2015, p. 120), “ocorreram mudancas
significativas no ensino da matematica pela chegada ao Brasil das orientacdes do movimento
internacional conhecido como Matematica Moderna”, protagonizado pela comunidade
internacional de matematicos.

A reforma do ensino de matematica ai gerada decorre de uma renovacdo do
pensamento matematico iniciada no final do século XIX, que motivou, em meados
do século passado, um grupo de matematicos franceses, sob o pseuddnimo de
Nicolas Bourbaki, a redigir o tratado intitulado Elements de Mathematiques,
ambicionando “refundar a matematica”, e que constituiu em por em evidéncia as
grandes estruturas (&lgebra, relagdo de ordem e topoldgica) com o intuito de tornar
atividade dos matemadticos estudar as interaces entre tais estruturas. (GODOQY,
2015, p.9)

Ao compreender a matematica como um estudo de relagBes entre objetos, o grupo
Bourbaki influenciou a Matematica mundial. Hoje, “a Matematica tem sido conceituada como
a ciéncia dos numeros e das formas, das relacdes e das medidas, das inferéncias, e as suas
caracteristicas apontam para precisdo, rigor, exatiddo”, afirma ainda D’Ambrosio (2005, p.
114), que é também um dos precursores de um movimento conhecido como Etnomatematica
que, dentre outras coisas, sugere a contextualizacdo social como essencial no estudo e no
desenvolvimento da Matematica.

A sugestdo de D’Ambrosio pode ser vista como um resgate. Segundo ele (2005, p.
114), ainda hoje “ser racional € identificado com dominar a matematica”. Desmistificar essa
ideia pode significar uma recuperacdo da importancia dos aspectos extensionais dos objetos
matematicos. Em diversos periodos da histdria é possivel perceber que parte do conhecimento
matematico era indissociado das suas aplicacdes, existindo apenas a partir do uso pratico de
seus processos. De certa forma, a reestruturacdo proposta pelo grupo Bourbaki surgira com a
funcéo de ressaltar o que as diferentes matematicas tinham em comum (ou seja, a relacdo
entre 0s objetos), se sobrepondo as suas diversas trajetorias, que por sua vez provinham da

prépria diversidade de origens das estruturas que compdem a matematica atual.

Os matematicos do século XX desempenham uma atividade intelectual altamente
sofisticada, que ndo é facil de definir, mas boa parte do que hoje se chama de
matematica deriva de ideias que originalmente estavam centradas nos conceitos de
numero, grandeza e forma. Defini¢des antiquadas da matematica como uma “ciéncia
do niimero e da grandeza” ja ndo sdo validas, mas sugerem as origens dos diversos
ramos da matematica. (BOYER, 1974, p.1)
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Roque (2012, p. 20) nos conta que a histéria como € comumente transmitida retrata
uma matematica que veio da Europa e se difundiu pelas Américas a partir da colonizacao,
tendo se originado na Grécia, sido traduzida pelos arabes e retornado a Italia pelos fugitivos
de Constantinopla.

Essa linha de raciocinio excluiria de nosso estudo matematico tudo que foi
desenvolvido pelos povos mesopotamicos e que sabidamente ndo chegou aos gregos. “Isso
indica que talvez ndo possamos falar de evolucdo de uma Unica matematica ao longo da
histéria, mas da presenca de diferentes praticas que podemos chamar de ‘matematicas’
segundo critérios que também variam” (ROQUE, 2012, p. 20).

A visdo da matematica como forma abstrata de pensamento talvez tenha sido a forma
de colocar os diversos campos matematicos ao redor de um ponto comum, que pertencia as
suas diferentes manifestacdes: o estudo das relacbes e padrbes. Entretanto, esse processo
negligencia uma série de outros aspectos importantes do conhecimento matematico, como sua
utilidade ao desenvolvimento social.

O conhecimento geométrico era 0 escopo principal da matematica grega, onde fora
construido essencialmente a partir dos escritos de Euclides sobre conceitos primitivos e
axiomas que, embora abstraidos da realidade, tornavam a geometria um estudo da relagéo
entre 0s objetos geométricos. Esse processo coloca a Geometria em uma posicdo onde sua
aplicacdo ao universo observavel ndo € necessaria para seu desenvolvimento.

A Algebra por sua vez recebeu grandes influéncias orientais e néo é a toa que nossos
algarismos sdo chamados de hindu-arabicos. Os registros historicos mostram que essa parte
da matematica surgiu primariamente através de “receitas” para resolucdo de problemas
cotidianos, obtidos de situacGes reais generalizadas.

Nas escolas secundaristas do Brasil, a Aritmética, a Algebra e a Geometria constituiam
diferentes disciplinas até 1925, como afirma Godoy (2015, p. 119). Essa separacdo entre as
disciplinas ressalta o quédo diferentes foram seus caminhos histdricos: enquanto a geometria
permanecera séculos sem sofrer grandes alteragdes, a algebra seguia sendo ampliada
principalmente a partir das necessidades externas a ela, como as provenientes da Fisica,
Engenharia ou Astronomia. Foi a partir do século XIX que o desenvolvimento geral da
matematica passou a ser fomentado especialmente pelas buscas por rigor e formalizacdo
internas ao préprio escopo da disciplina.

A matemética se desenvolveu, e continua a se desenvolver, a partir de problemas
[...] que podem ter sido de natureza cotidiana (contar, fazer contas); relativos a
descricdo dos fendmenos naturais (por que um corpo cai?; por que as estrelas se
movem?); filoséficos (o que é conhecer?; como a matematica ajuda a alcangar o
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conhecimento verdadeiro?); ou, ainda, matematicos (como legitimar certa técnica ou
certo conceito?). (ROQUE, 2012, p. 20)

Assim, o surgimento do numero como ferramenta social, seu estudo dentro da
geometria grega e sua expansdo com o desenvolvimento da algebra, tornaram-no um objeto
de dificil definicdo. Suas diferentes nuances fomentaram a busca pela rigidez axiomatica
advinda do século XIX, que gerou o que ficou conhecido como aritmetizacdo da analise,
fundamentando todos 0s conjuntos numeéricos com seus processos algéebricos como sendo
ampliacdes gradativas dos numeros naturais.

Novas questfes surgem a partir dai: no &mbito filosofico, é possivel compreender a
Matematica como sendo uma ciéncia ora obtida da experiéncia, ora fruto apenas do
pensamento humano? O que essas diferentes compreensbes podem ocasionar nas
metodologias de ensino? Ao defender que o ensino dessa disciplina depende tdo fortemente de
sua contextualizacdo, como as novas teorias educacionais podem lidar com a ideia de que a
Matematica deve se ocupar apenas das relacdes entre os objetos independentemente de sua
estrutura e ainda assim fazer a transposicao didatica desses conteldos?

Ao analisarmos o numero como objeto inerente a quase todo conhecimento
matematico, é de se esperar que tais questdes resvalem também sobre esse conceito: E
possivel que haja dentro do curriculo escolar espaco para o questionamento filosofico acerca
do que vem a ser nimero? Quanto da compreensdo do que é nimero por parte dos estudantes
depende de sua apresentacdo socialmente contextualizada?

Uma das conclusdes a que se pode chegar a partir dessas questdes e dos pontos de
vista historicos citados, € que “as matematicas” permanecem passiveis de reformulacdes, ja
que as técnicas e conceitos hoje legitimados como verdadeiros foram questionados e
reinterpretados muitas vezes ao longo da historia.

De acordo com Dantzig (1970, pag. 44), “afirmacbes tidas como verdade durante
séculos tiveram sua falsidade provada mais tarde, e até hoje existem problemas que
desafiaram o poder dos maiores matematicos e ainda permanecem sem solu¢do”, COmMO a
Hipotese de Riemann sobre a distribui¢do dos numeros primos e o problema “P versus NP”,
sobre a possibilidade de resolugdo de problemas matematicos a partir de algoritmos
computacionais.

Ao longo da histéria € possivel encontrar ndo s6 exemplos de problemas que
demoraram séculos para serem resolvidos (como o Ultimo teorema de Fermat) como também
de questdes que se mostraram insoluveis apesar dos inumeros esforcos a fim de demonstrar

algo que parecia provavel (como a quadratura do circulo apenas com régua e compasso).
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Dentre tantos exemplos desses meandros do pensamento matematico, talvez um dos
mais classicos seja exatamente o caso da geometria plana euclidiana tal qual é ensinada até
hoje nas escolas: embora essa geometria tenha sido construida, como vimos, de forma sélida e
I6gica sobre os postulados de Euclides por volta do século Il a. C, esse trabalho fora
questionado desde a Grécia antiga até o século XVII, quando, a partir da negacdo do
postulado das paralelas, novas geometrias comecgaram a surgir.

Essas reconstrugdes de conceitos tdo fundamentais parecem estar longe de terminar. A
obtencdo do conjunto dos numeros reais como um corpo ordenado completo que permanece
em vigor tanto no ensino basico quanto no superior® passou por um longo caminho e sua
forma atual foi estabelecida ha menos de dois séculos.

Essa conceituacdo teve como consequéncia um grande numero de discussdes acerca
dos significados dos ndmeros, principalmente por que, ao compreendé-los a partir de sua
inclusdo em conjuntos definidos apenas pelas relagcdes caracteristicas de seus elementos, a
comunidade matematica passou a defini-los como entidades abstratas e que independiam de
sua aplicacdo social. Essa caracterizacdo numeérica parte exclusivamente de seus aspectos

intensionais, descartando suas caracteristicas extensionais.

A nocdo de intensdo de termos matematicos explicita as relacfes entre classes de
objetos matematicos, assim como suas relacbes estruturais. No entanto, tal nocéo
ndo esgota a conceituacdo do objeto matemético em si [...]. A nocdo de extensdo de
termos matematicos concerne a interpretacdo dos objetos mateméticos, assim como
as aplicagOes, caracterizando modelos da teoria. Uma abordagem complementarista
torna-se relevante em razdo da impossibilidade de definir a realidade matematica
independentemente de suas possiveis representacfes e da propria atividade
cognitiva. (FONSECA, 2010, p. 79).

Esse debate nos mostra ndo s6 o qudo errbnea pode ser a impressdo de que a
Matemaética é uma ciéncia essencialmente rigida como também o fato de que tal rigidez so foi
possivel por ter sido construida retroativamente. Assim, tanto historicamente quanto para fins
didaticos, o conceito de numero parece perder grande parte de seu sentido quando destacado
de seus aspectos extensionais, ou seja, dos objetos aos quais ele se referencia. Mesmo nas
outras areas da Matematica, como a Algebra ou a Geometria Analitica, o aspecto extensional
dos numeros é parte fundamental de seu desenvolvimento e estudo.

Assim, embora a Aritmética possa ser compreendida a partir apenas das relagdes entre

objetos, a teoria dos nimeros (que se ocupa justamente de entender a natureza desses objetos

3 Em geral, na Educacdo Basica ndo se fala em corpo ordenado completo, mas busca-se explorar os aspectos
estruturais dos numeros, ressaltando-se algumas propriedades, entretanto a densidade e principalmente a
completude s&o negligenciadas no ensino (Igliori e Silva, 2001).
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que sdo ferramentas das outras areas matemaéticas) parece depender de modelos que

concretizem e auxiliem no desenvolvimento de suas proposigoes.

Néo existem dois outros ramos na Matematica tdo contrastantes quanto a aritmética
e a teoria dos nimeros. A grande generalidade e simplicidade de suas regras torna a
aritmética acessivel a mente mais obtusa. [...]. Por outro lado, a teoria dos nimeros
é, de longe, a mais dificil das disciplinas matematicas. E verdade que a apresentagio
dos seus problemas é tdo simples que até mesmo uma criangca compreende o que esta
em questdo. Mas os métodos usados sdo tdo individuais que as mais estranhas
habilidades e a maior pericia sdo exigidas para buscar a maneira correta de abordar o
problema. Aqui a intuicdo tem campo livre. A maior parte das propriedades
conhecidas foi descoberta por uma espécie de indugéo. (DANTZIG, 1970, p. 44)

A discussdo entre aceitar ou ndo um raciocinio indutivo (em oposi¢do ao dedutivo)
como forma de verificacdo de uma verdade matematica era parte das discussdes académicas e
filosoficas provenientes do século XVIII. Outra ideia bastante questionada na época vinha do
conceito da particdo de algo continuo em elementos unitarios adimensionais, 0os chamados
infinitesimais, que seriam a base da definicdo dos nimeros irracionais. Tais questionamentos
evidenciavam a dificuldade geral em definir regras que valessem para um conjunto continuo e
infinito de ndmeros a partir de seus aspectos intensionais, ja que o raciocinio analitico e
dedutivo parecia insuficiente para lidar com o infinito. Por outro lado, explicar os nimeros
apenas por seus aspectos extensionais era justamente o tipo de atitude que havia levado a
comunidade matematica a busca por rigor e exatidao.

De acordo com Boyer (p. 1), “Em certa época pensou-Se que a matematica se ocupava
do mundo que nossos sentidos percebem, e foi no século XIX que a matemaética pura se
libertou das limitagdes sugeridas por observagdes da natureza. ”

Boyer explicita aqui o carater filosofico fundamental na discussdo das definicdes
matematicas: a questdo de se saber sobre quais bases a Matematica se desenvolve, se sobre
conceitos aplicaveis ou absolutamente abstratos. Como exemplo, podemos citar o proprio
nlimero, que pode ser Vvisto por vezes como uma abstracdo da realidade (o nimero 3 pode ser
entendido como uma caracteristica de todas as colecdes de trés elementos) e outras tantas
vezes como algo definido matematicamente (o0 nimero 3 é o terceiro elemento do conjunto

dos nimeros naturais).

Uma das questBes que se considera fundamental em Filosofia da Matematica é saber
se 0 conhecimento matematico (admitindo que exista) é empirico ou a priori. [...] O
termo “empirico” significa “baseado na experiéncia” e a expressdo “a priori”
significa “passivel de se obter antes da experiéncia”. (BARKER, 1969, p. 13)

Oscilando entre a aplicabilidade e a abstracdo, entre 0 empirismo e o conhecimento a

priori, a Matematica foi se desenvolvendo, ora como um conjunto de invengdes, ora como um

conjunto de descobertas. Assim, embora o0 ponto e a reta pudessem ser considerados
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conceitos empiricos, obtidos da realidade por meio dos sentidos, o conhecimento geométrico
independia dessa relacéo e poderia ser considerado um conhecimento desenvolvido a priori.
A busca pela resolucdo dessas questdes foi a chave para que a Ldgica, antes anexada
apenas a Filosofia, fosse adaptada a uma linguagem simbolica abstrata e assim incorporada ao
escopo da Matemética. O auge do conflito se deu mais exatamente no ano de 1900, no
congresso internacional dos matematicos, quando alguns dos novos nomes da Ldgica
expuseram suas ideias ao mundo académico, se tornando os principais alvos da critica dos

entdo chamados de intuicionistas.

Embora o grande matematico francés Henri Poincaré (conhecido como o Gltimo
universalista) tenha escrito temas da filosofia da matematica desde 1893, ele ndo
viria a abordar o assunto da l6gica moderna até 1905. A atitude que ele expressara
em direcdo a nova logica era de hostilidade. Ele enfaticamente negou que seu
desenvolvimento no quarto de século anterior tivesse gerado qualquer avango e
descartou tanto as ferramentas inventadas pelos primeiros l6gicos quanto os
fundamentos que eles buscavam. Seu ataque foi amplo: Cantor, Peano, Russell,
Zermelo, Hilbert e todos que figuravam entre eles. (GOLDFARB, ano 1988, p. 61)*

Foi dessa nova compreensao dos processos matematicos que culminou 0 movimento
Bourbaki. A nova Matematica que a partir de entdo se constituiria de processos de construgdo
I6gica inteiramente fundamentados na teoria dos conjuntos influenciou 0s processos
pedagdgicos do mundo inteiro, invadindo as salas de aula do ciclo basico ao ensino superior,
gerando outra série de criticas, agora ndo s6 sobre a Matematica em si, mas também sobre a
educacao matematica.

Foi a teoria formal de conjuntos numéricos tal qual Georg Cantor e Richard Dedekind
a definiram; iniciada por William R. Hamilton, Niels Henrick Abel e August Louis Cauchy;
unida a linguagem da logica defendida por Bertrand Russel, e Alfred North Whitehead e
seguida posteriormente por David Hilbert e outros; que permitiu a redefinicdo de cada
conjunto e uma nova compreenséo do significado de seus elementos.

Em seguida foi a I6gica formal seguida de estudos de cunho filos6fico como o de
Gotlob Frege e do proprio movimento Bourbaki que validaram essas novas concepcoes,
aplicando-as néo s6 no conceito de numero como também na busca pela compreenséo geral
das estruturas matematicas a partir da teoria dos conjuntos. Esse novo modelo de raciocinio
influenciou a educagdo matematica.

E a partir desse ponto que se encontra o escopo desse trabalho. Com base no estudo do
conceito de numero exposto por John H. Conway e da possivel complementaridade entre seus

aspectos intensional e extensional, além das criticas feitas aos modelos tradicionais de ensino,

4 O texto original estd em inglés. Esse trecho foi traduzido para o presente trabalho.
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espera-se debater sobre as defini¢fes atuais do que é o nimero e suas possiveis consequéncias
na construcdo didatica desse conceito que é simultaneamente matéria prima e produto dos
curriculos presentes no ensino basico e superior.

O trabalho elaborado por John H. Conway defende a construcdo do numero
simultaneamente, por meio de conjuntos e classes de jogos, favorecendo a exploracdo de suas
caracteristicas intensionais e extensionais, indo ao encontro da proposta de D’Ambrosio
acerca das contextualizacdes como forma de garantir a apropriacdo do conhecimento por parte
do aluno, discutindo o uso da complementaridade como forma de ampliar a compreenséo
desses conceitos.

Para que isso seja possivel, entretanto, é preciso primeiro compreender como o objeto
numero foi sendo formado a partir de inUmeras transformacGes ao longo dos séculos até
atingir o modelo atual, com enfoque especial as teorias de Georg Cantor e Richard Dedekind,
a organizacgdo dos conjuntos numéricos e a consequente separagdo do estudo dos nimeros nos
campos da teoria dos nimeros e da analise.

Assim, antes que seja possivel expor formalmente, mesmo que de forma resumida, o
que hoje se entende por cada conjunto numérico, é desejavel compreender melhor os

caminhos que levaram até eles, bem como as bifurca¢bes que decorreram desses caminhos.

1.2 Simbolos para representar quantidades

Os mais antigos registros escritos de algo que possa ser considerado matematica sdo
provenientes da Mesopotamia e do Egito. Dentre os objetos conhecidos talvez o mais famoso
seja 0 Papiro de Rhind que data de 1650 a.C. Nele € possivel encontrar uma série de
problemas envolvendo representacdes numéricas, calculos e proporcBes indicadas como
somas de fragdes unitarias (com numerador 1).

Presume-se que tais “numeros” (entendidos aqui como simbolos para representar
guantidades) tenham surgido muito antes, vindos da necessidade de contar e medir, que por
sua vez deve ter surgido a partir da acomodagdo dos homens em comunidades. Quando o
homem deixa de ser ndmade e passa a estabelecer sociedades com moradia fixa, 0 senso de
propriedade gera a necessidade da documentagdo e contagem das posses. Mesmo antes disso
pode ter havido também a necessidade da contagem do tempo para compreender e prever

fendmenos naturais, como esta¢des do ano e marés.

A principio as nogdes primitivas de nimero podiam estar relacionadas com
contrastes mais do que com semelhanga: a diferenca entre um lobo e muitos, a
desigualdade de tamanho entre uma sardinha e uma baleia, a dissemelhanca entre a
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forma redonda da lua e a retilinea de um pinheiro. Gradualmente deve ter surgido,
da massa de experiéncias cadticas, a realizacdo de que ha analogias: e dessa
percepcdo de semelhangas em nimero e forma nasceram a ciéncia e a matematica.
(BOYER, 1974, p. 1)

Vale ressaltar ainda que a contagem nao demanda obrigatoriamente a utilizacdo de um
sistema numérico. A correspondéncia biunivoca, ou “um a um”, nos permite saber se duas
colecdes possuem a mesma quantidade ou qual colecdo possui mais elementos, sem que para
iSO seja preciso estabelecer um sistema de simbolos para representar cada quantidade. Assim,
0 surgimento dos sistemas numéricos ndo é contemporaneo da necessidade de contar, mas

certamente deriva dessa necessidade.

O procedimento de contagem da origem a um “nimero” que designa a quantidade
de seres em uma determinada colecdo. A definicdo de ndmero implica, portanto,
uma “abstracdo” em relagdo a qualidade dos seres que estdo em cada colegdo, para
que apenas sua quantidade seja considerada. Tal definicdo de ndmero [...] foi
proposta durante o desenvolvimento da teoria dos conjuntos, no séc. XIX. Mas isso
ndo quer dizer que a nocdo de nUmero praticada pelos mesopotdmicos fosse
concreta. O exemplo histérico nos ajuda a compreender em que sentido o nimero
pode ser entendido como uma abstragdo. (ROQUE, 2012, p.87)

Embora ndo possamos assim determinar em que momento Se passou a representar por
um mesmo simbolo duas colecdes cuja caracteristica comum era a de terem a mesma
guantidade de elementos, é importante atentarmos ao fato de que ja no antigo Egito o nUmero
era uma entidade abstrata que servia tanto para contar os dias como para contar escravos (ou
seja, ja exercia a funcdo que futuramente serd chamada de cardinal) e que fazia parte de um
sistema ldgico, com sintaxe e semantica.

E natural que os simbolos utilizados originalmente tivessem alguma relaco intrinseca
com a quantidade que representavam, como uma méao aberta naturalmente pode representar o
namero cinco. Entretanto, o fato de se utilizar um mesmo simbolo para representar diferentes
colecBes implica em uma abstracdo sutil, da qual se origina o pensamento matematico. Assim,
para 0 tema que esta sendo tratado, a histéria dos simbolos ndo é tdo importante quanto a
evolucdo dos sistemas simbdlicos utilizados.

Para esse estudo, &€ necessario perceber que essa evolucdo ndo tardou a gerar na
sintaxe dos numeros outra caracteristica essencial: a ideia de ordem. Ao organizar as cole¢Ges
em ordem crescente, surge implicitamente a ordena¢do dos nUmeros que representam as
quantidades dessas cole¢des. Comega-se assim a construir um sistema de elementos discretos,
onde cada numero que represente cole¢cdes com uma unidade a mais do que as representadas
pelo numero anterior, esteja colocado exatamente a direita desse na organizacdo crescente.
Foi essa ideia de ordem que permitiu a origem das operacGes, pois além de representar

guantidades (agora € possivel fazer uma correspondéncia ndo mais biunivoca entre duas
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colecBes, mas sim entre uma colecdo e um simbolo do sistema numérico pré-estabelecido), o
namero ordinal permitia inferir qual colegdo era maior, qudo maior ela era e qual o tamanho
de uma colecédo resultante da adicdo ou subtracdo de duas colecbes originais, bem como o
tamanho da soma de varias colec¢des iguais ou de suas particdes.

Nesse ponto ja deve estar claro que o que esta sendo descrito aqui € o que atualmente
chama-se de conjunto dos numeros naturais com sua relagdo de ordem e suas quatro
operacdes basicas. Faz sentido que esse objeto matematico que muitas vezes serve de atomo
para tudo que pode ser considerado hoje como nimero receba esse nome (“nimero natural”),
ja que sua origem representa ndo sO a capacidade natural humana de observar o mundo de
forma analitica, encontrando padrdes, abstraindo-os e sistematizando seu redor, como também
passa a representar por conseguinte uma abstracao de tudo que ha no mundo natural, ja que
pressupde que qualquer coisa da natureza poderia ser assim medida em unidades para entdo
ser contada. E nesse sentido que o termo “ntmero natural” sera utilizado, mesmo que esse
nome e suas caracteristicas essenciais s6 tenham sido formalizados milénios depois.

Desse modo, analisando com olhos atuais, € possivel perceber que esses simbolos
possuiam caracteristicas que até hoje sdo pertencentes a ideia de niUmero: servem para contar,
comparar e ordenar, seja quantidades inteiras ou partes de um inteiro. Entretanto, mesmo com
a distdncia dos séculos, ainda é possivel perceber que a existéncia do nimero traz em si
alguns conceitos que sdo naturalmente dificeis de definir: afinal, o0 que é um inteiro?

Essa pergunta remete a questdes filosoficas que envolvem o conceito de divisibilidade
e multiplicidade, de particula indivisivel, de atomo, de unidade, da matéria da qual o universo
é constituido. Uma unidade pode ser feita de partes? Se sim, cada parte é uma nova unidade?
Existe um limite para esse fracionamento? Existe enfim uma unidade fundamental?

Uma consequéncia direta da ideia de ordem nos nimeros naturais € a introducéo do
conceito de sucessdo. Ao desenvolver o principio de acrescentar de forma recorrente mais
uma unidade a qualquer colecdo gerando assim um novo simbolo, os primeiros calculistas
imbuiram o nimero de uma caracteristica que geraria debates por milénios: a ideia de que a
sucessdo leva ao infinito. Ocorre que, embora ndo seja tdo estranho de se imaginar uma
sequéncia de sucessdes que leve ao infinito, essa ideia ganha outro aspecto quando aliada as
particbes dos inteiros.

Os tabletes babildnicos e os papiros egipcios se utilizavam de diferentes bases de
contagem e ainda assim encontravam problemas semelhantes ao lidar com a divisibilidade. A
contagem egipcia era decimal, enquanto a babildnica era hexadecimal e ambas continham,

além de receitas para resolucdo de problemas, tabuas com resultados de operacdes. Nos
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registros babilonicos nota-se que, ao apresentar resultados de divisdes, havia a
impossibilidade de se registrar com uma representacdo finita o resultado de uma operagédo
onde o divisor ndo era um divisor natural de 60, resultando no que hoje conhecemos como
dizimas periodicas. Nos papiros egipcios o uso das fracBes corrigia essa impossibilidade sem
recorrer a aproximagoes, mas deflagrava a primeira inconsisténcia na definigdo de numero
como objeto de contagem.

O termo “dizima periddica” utilizado aqui ¢ claramente anacrénico e pertence
exclusivamente ao sistema posicional do qual somos herdeiros. Ainda assim, seu uso &
justificavel para explicitar o que vem a seguir. Nosso sistema decimal posicional € decorrente
da contagem. As caracteristicas ordinais e cardinais dos nimeros naturais que originaram a
sucessdo e as quatro operacOes basicas demandaram também um método de organizacdo dos
simbolos que permitisse levar essa sucessdo ao infinito. Escolher uma base implica em
estabelecer uma quantidade de unidades inteiras (dez, no nosso caso) para representar uma
colecdo satisfatoria e entdo representar colecdes de cole¢des de acordo com a posicdo (dez
unidades para formar uma dezena, e assim por diante). Ao estender esse raciocinio para as
partices percebe-se que nenhuma base € boa o suficiente.

Se quisermos dividir, por exemplo, um inteiro em trés partes, ndo poderemos

representar esse resultado utilizando divisGes em poténcias de base 10. Por esse motivo, a
~ 1 , P N
fracédo 5 Passa a ser 0 nlmero representante do resultado dessa divisdo. Ocorre que ao dar as

fracdes o status de numero, faz-se necessario ampliar o conceito do que vem a ser nimero. Do
ponto de vista da complementaridade, o que se esta observando é que a definicdo de nimero
vista até entdo por suas caracteristicas intensionais ndo era suficiente para satisfazer seus
aspectos extensionais, sendo necessario rever tal definicéo.

E preciso atentar para mais um detalhe que ajuda a esclarecer as similaridades e
distincBes entre as entidades que se acumulavam até aqui sob o conceito de nimero: embora
as fracGes também possam ser ordenadas como nos nimeros naturais (dadas duas fracdes
distintas, sempre é possivel saber qual é maior), ndo se pode confundir a ideia de ordenacao
com a ideia de consecutividade. Dados dois numeros naturais, é possivel ndo sé dizer qual dos
dois é maior como também saber quantos “passos” € preciso dar partindo de um para chegar
no outro, ou seja, é possivel saber quantos outros elementos naturais existem entre quaisquer
dois naturais dados. J& nas fracGes, embora exista também uma relagdo de ordem entre duas
determinadas, ndo é possivel definir o nimero de termos entre elas, uma vez que esse tipo de

numero ndo admite consecutividade. O que se esconde aqui € outra decorréncia da ideia de
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infinito: o conceito de densidade, que sera também pano de fundo para inimeras questdes
futuras.

Ao tratar a divisdo de um inteiro em tantas partes quanto se queira, 0S antigos
calculistas invocaram de novo a recorréncia e geraram um conceito de infinito ainda mais
perturbador, por ser quase contraditorio: o infinitamente pequeno. E é essa nova ideia de
infinito que torna as fracOes ainda insuficientes para a resolucdo de todas as particoes
possiveis.

Tanto os egipcios quando os babilénicos apresentavam receitas para resolucdo de
problemas que apresentavam resultados aproximados para medidas irracionais, reconhecendo
a impossibilidade de encontrar com exatiddo o comprimento da circunferéncia dado um
didmetro ou a medida do lado de um quadrado cuja area fosse um valor que, naquela base,
ndo representava um quadrado perfeito.

Desse modo, pode-se supor que ambos 0s povos ja lidavam com as limitacfes dos
inteiros e de suas representacdes lineares em qualquer base para apresentar algumas medidas,
racionais ou irracionais. Essas limitacfes deflagradas pelo uso de aproximacdes, entretanto,
ndo representam necessariamente uma consciéncia do incomensuravel. Afirmar que egipcios e
mesopotamicos possuiam uma aproximagao para o @, por exemplo, seria anacronico, uma vez
que o comprimento da circunferéncia era aproximado a partir de uma receita que funcionava,
mas que ndo abordava a ideia de uma raz8o constante entre o perimetro e o didmetro do
circulo (ROQUE, 2012, p.85).

Entretanto, embora a descoberta dos incomensuraveis e 0 pensamento matematico
puramente abstrato sejam comumente atribuidos aos gregos, ndo se pode afirmar que tais
ideias eram estéreis antes. Como veremos a seguir, a Grécia tem um papel fundamental ndo s6
na compreensdo do ndmero como também no pensamento matematico global, mas seria
errdneo destituir dos povos antigos a capacidade de abstracdo. Roque (2012, p.90) enfatiza
ainda que “é justamente por terem organizado suas praticas de modo sistematico, de forma a
possibilitar sua transmissdo, que se pode considerar que 0S mesopotamicos e 0s egipcios

criaram uma matematica, ou melhor, duas matematicas”.

As ferramentas, as técnicas e os métodos desenvolvidos por aqueles que fazem
matematica podem corresponder a necessidades cotidianas ou inerentes as proprias
praticas matematicas. A separacdo entre a neutralidade das técnicas e a importancia
do contexto [...] é um dos tragos que permeiam até hoje nossa visdo da Matematica.
Mas tal dicotomia é baseada em uma compreensdo superficial do que seja um
pensamento concreto ou abstrato, em que 0 concreto corresponde ao contexto
externo, e o abstrato ao campo simbdlico, interno a matematica. (ROQUE, 2012, p.
90)
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E justamente esse conceito de que o abstrato deve ser separado da aplicacdo prética
que caracteriza o pensamento grego. Essa percepcdo é condizente com o modelo de quem
inventou o pensamento filoséfico. Assim, embora ndo seja verdade que a matematica anterior
a grega fosse desprovida de abstracdo, pode-se afirmar que 0 pensamento grego trouxe o
cardter a priori para 0s estudos matematicos, cardter esse que posteriormente ficou

identificado com o abstrato, em contraposicao ao epistemoldgico/concreto.

1.3 NUmeros e grandezas para representar o universo

Dois dos nomes mais citados na matematica escolar vieram da Grécia: Tales (624 a.C
— 548 a. C.), de Mileto e Pitagoras (580 a.C — 500 a.C.), de Samos, conterraneos e
contemporaneos. Uma diferenca, entretanto, era crucial entre eles: enquanto Tales era um
homem de negocios, Pitdgoras era um profeta e mistico. (BOYER, 1974, p. 34). A
importancia desse fato se da por que decorre dessa diferenca o tipo de abordagem que cada
um dava aos seus estudos.

Atribui-se a Tales a resolucdo de uma série de problemas geométricos de ordem
pratica a partir de alguns preceitos comuns. Essa abordagem ndo seria diferente da egipcia ndo
fosse o fato de o pensamento de Tales ndo ser retratado como regido por receitas, mas por
principios que serviam a receitas diferentes. Os feitos de Pitagoras, por sua vez, costumam ser
relacionados a um tipo diferente de abstracdo, devido a sua crenca na geometria € nos
numeros figurados como formas de representar abstratamente todo o universo, tentando assim
compreender a linguagem dos deuses impressa nas coisas observaveis.

Os registros histdricos acerca de ambos sdo vagos e em sua maioria pertencem a uma

época muito posterior a eles.

Varias biografias de Pitdgoras foram escritas na antiguidade, inclusive uma de
Aristoteles, mas se perderam. Uma outra dificuldade para caracterizar claramente a
figura de Pitgoras provém do fato de que a ordem que ele fundou era comunitéria
além de secreta [...]. E melhor, por isso, ndo falar da obra de Pitagoras, mas antes
das contribuicdes dos pitagoricos. (BOYER, 1974, p. 36)

Embora os registros ndo nos permitam informar com precisdo se tais matematicos
foram os criadores dos teoremas que levam seus nomes, sabe-se que o que se pretendia na
escola pitagdrica era uma busca por ganhar intimidade com cada nimero, entendendo sua
forma e seus padr@es, seu comportamento dentro do sistema numerico e s6 entdo supor o que
isso poderia significar na vida cotidiana. Essa busca ndo vinha de uma visdo abstrata do

namero como uma quantidade, mas de sua representacdo figurada, como os pontos na face de



30

um dado. Viriam dai os primeiros estudos de padrbes: pares e impares, nimeros perfeitos,
nameros triangulares, quadrados e pentagonais, a busca pelo padrdo formado pelos nimeros
primos, a relagdo harménica entre as fragdes e muitas outras caracteristicas estudadas até hoje.

N&o ha também documentos que indiquem qual o legado da matematica egipcia para a
grega, mas é possivel identificar que o salto entre as receitas dadas nos antigos papiros e
tabletes e os estudos que hoje conhecemos como teoremas de Tales e de Pitadgoras esta na
associacdo do pensamento matematico ao carater tipicamente grego da filosofia, onde o
conhecimento buscava seu carater epistemoldgico e as questdes motivadoras de seu
desenvolvimento provinham do proprio conhecimento e ndo mais das situacdes cotidianas.

Eis aqui um trecho em que os historiadores se dividem. A histéria comumente contada
nos diz que os pitagdricos teriam elevado a abstracdo matematica a outro nivel, ja que os
registros posteriores que os citam contam que suas descobertas na manipulacdo de figuras
geomeétricas auxiliaram ndo s6 na resolucdo de diversos problemas como também em uma
abordagem das questdes matematicas isenta de modelos de aplicacéo.

Esse relato tradicional leva a ideia de que eles estariam habituados a teoremas e
demonstragdes e teriam como deduzir a irracionalidade da diagonal de um quadrado de lado

unitério a partir de seus conhecimentos sobre pares e impares.

As circunstancias que rodearam a primeira percepc¢do da incomensurabilidade sdo
tdo incertas quanto a época da descoberta. Comumente se sup8e que a percepgao
veio em conexdo com a aplicacdo do teorema de Pitadgoras aos tridngulos isésceles.
Aristdteles se refere a uma prova da incomensurabilidade da diagonal de um
quadrado com seu lado, indicando que se baseava na distin¢ao entre pares e impares
(BOYER, 1974, pag. 10).

A filosofia da escola pitagorica entendia o nimero como linguagem universal e por
isso concluia que deveria existir uma unidade a partir da qual fosse possivel medir qualquer
coisa. Decorre dai a ideia de que a descoberta ainda nessa época de segmentos
incomensuraveis teria gerado um abalo nas crencas dos pitagéricos. H& lendas sobre esse
periodo, que ficou conhecido como “crise dos incomensuraveis”, afirmando que a morte foi a
sentenca para quem demonstrou a incomensurabilidade de alguns segmentos, como era
justamente o caso da proporcdo divina - ou razdo aurea - presente no pentagrama que era
simbolo da escola pitagorica.

Gongalves e Possani (2009, p. 16) afirmam que “alguém que se disponha a estudar o
episadio da descoberta dos incomensuraveis na Grécia Antiga encontrara em livros de historia

da matematica e de matematica duas visdes contraditOrias sobre o assunto”.

A segunda versdo da descoberta dos incomensuraveis € ainda hoje restrita quase que
somente aos meios especializados da histdria antiga ou da histéria da matematica.
Segundo ela, as fontes mais confidveis para o estudo do assunto ndo trazem
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nenhuma evidéncia de uma crise, que nao teria sido sendo o resultado de uma leitura
pouco rigorosa de fontes menos confidveis. (GONCALVES e POSSANI, 2009, p.
16)

Segundo essa outra versdo, a incomensurabilidade ndo estava relacionada de forma
alguma aos numeros irracionais. Para os pitagdricos, o estudo dos padrdes numéricos era
vinculado as figuras formadas pela organizacdo das quantidades inteiras, como o padrdo dos
numeros quadrados e triangulares, centralizado em um tipo de aritmética de inteiros e sem
relacdo com medidas de segmentos. Por outro lado, nos estudos geomeétricos, tratar dois
segmentos como incomensuraveis pressupunha apenas a impossibilidade de medicdo de um
sobre o outro, ndo havendo necessidade de relacionar cada segmento com um valor numérico
racional ou irracional.

Para a geometria, encontrar um divisor comum a dois segmentos A e B era um
processo de subtrair o menor (por exemplo, A) do maior (B), obtendo um resto que seria
subtraido de A, obtendo dois novos segmentos que continuariam sendo subtraidos repetidas
vezes até obter o divisor comum. Esse processo € idéntico ao algoritmo que Euclides expde
em seus Elementos para obtencao do divisor comum de dois inteiros. O que ocorre aqui é que,
se 0s segmentos forem incomensuraveis, o procedimento ndo tera fim. Relacionar esse fato a

descoberta dos irracionais seria certamente anacrénico.

A possibilidade de existirem grandezas incomensuraveis ndo teria representado,
assim, nenhum tipo de escandalo ou crise nos fundamentos da matematica grega. Ao
contrario, sua existéncia seria uma circunstancia positiva, pois teria sido responsavel
pelo desenvolvimento de novas técnicas matematicas para lidar com razles e
proporc¢des. (ROQUE, 2012, p. 122)

O pensamento geométrico ja era conhecido antes de Tales e Pitdgoras e foi
amplamente desenvolvido depois deles. Entretanto, ndo temos como saber se os pitagéricos
contribuiram para isso. A academia fundada por Platdo de onde provém a filosofia tal qual a
conhecemos hoje é posterior aos pitagoricos e parece ter sido a grande influenciadora do
carater tedrico dado a matematica principalmente a partir dos livros de Euclides. Uma das
grandes contribuicdes de Platdo para a filosofia da matematica é a concepgdo de que 0s
objetos matematicos residem no mundo das ideias, de modo que quando desenhamos um
quadrado, estamos vendo apenas uma representacdo do quadrado ideal.

Os estudos historiograficos mais recentes criticam essa tradicdo educacional difundida
pelos neoplatdnicos da antiguidade de que os pitagoricos teriam reformulado a matematica
antes de Plat&o.

..a visdo de que a matemadtica abstrata, que faz uso de demonstragdes, foi uma
invencdo dos gregos, toma por base os Elementos de Euclides. Logo, seria
anacronico analisar o desenvolvimento da matematica antes de Euclides a partir de
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inferéncias logicas. Ndo é certo que, nos primérdios da matematica grega, 0s
argumentos respeitassem as pressuposices e derivassem suas conclusdes a partir
algum tipo de regra. (ROQUE, 2012, p. 99)

Desse modo, ndo parece certo atribuir aos pitagoricos o carater l0gico da matematica,
mas é possivel afirmar que mesmo antes de Euclides e seu método axiomatico, a associacdo
da matemética a um carater religioso destacava o conhecimento matematico dos problemas
cotidianos. Embora o estudo dos nimeros na escola pitagorica fosse quase concreto (por trata-
los de forma figurada), esse tipo de estudo das relagcdes que as quantidades estabeleciam entre
si certamente abriu espaco para que 0s estudos posteriores trouxessem 0 numero ao que €
hoje.

Vale ressaltar que se passaram quase dois séculos do momento em que 0S gregos
perceberam a incomensurabilidade até a publicacdo dos Elementos de Euclides. O trabalho de
Euclides ndo foi apenas de reunir todo o conhecimento matematico da época, mas também de
organiza-lo de forma estruturada, seguindo uma sequéncia ldgica, agora sim respeitando o
critério de abstracdo da Academia com o qual a matematica atual ¢é identificada.

Outro ponto essencial que precisa ser notado no trabalho de Euclides é que ele é em

sua maior parte geométrico, o que nos diz muito sobre a compreensao do ndmero na época.

A geometria grega da época ndo era aritmetizada, e essa proposta pode ser um
reflexo do pensamento corrente, que Platdo pretende expor e sistematizar,
expandindo o universo da matematica para incluir nele o espacgo abstrato. O que 0s
nlmeros ndo permitem conhecer — o tamanho da linha sobre a qual construir um
quadrado de &rea dupla — pode ser explicado por figuras: mostrar a linha [...].
Servimo-nos desse exemplo para enfatizar que uma das consequéncias mais
importantes da descoberta dos incomensuraveis é a separacdo do universo das
grandezas do universo dos nimeros. Se ndo sabemos calcular, resta-nos mostrar.
(ROQUE, 2012, p.147)

Apenas trés dos treze livros que compdem os Elementos falam exclusivamente sobre
nameros: VII, VIII e IX. Neles, Euclides trata da questdo numérica da mesma forma que trata
a geometria em seus outros livros: partindo de defini¢cbes e axiomas e seguindo argumentos
I6gicos para apresentar suas conclusdes.

A definicdo de numero dada por ele era baseada na multiplicidade e divisibilidade,
consonante com a visdo de Aristoteles quando, sendo discipulo de Platdo, escreveu a
Metafisica. Para eles a unidade ndo era um numero, mas uma entidade a partir da qual os
nameros se originavam, sendo todos multiplos da unidade. Também as fragdes ndo exatas ndo
eram numeros, mas razfes entre numeros. Assim, a divisibilidade compreendia que uma
comparacdo entre 6 e 2, por exemplo, explicitava que 2 era “parte” do 6, mas a comparagao

entre 5 e 2 ndo concluia nada. Do mesmo modo, a razéo entre 4 e 6 permitia concluir que 2
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era “parte” comum de 4 ¢ 6. Quando dois numeros ndo possuiam “parte” comum, eram ditos
primos entre si.

Esse ponto de vista € muito semelhante a visdo pitagorica de numero. Desse modo,
fica explicito que a matematica mais abstrata, distanciada dos problemas cotidianos, tratava os
ndmeros como hoje trata a aritmética dos inteiros. As outras relagdes entre quantidades que
resultavam em razGes ndo inteiras ou em resultados irracionais eram estudadas
geometricamente, mas ndo faziam parte da compreensdo do conceito de nimero. A prépria
ideia de razdo era difusa, ndo havendo uma defini¢do para, por exemplo, a razdo 5:2, ja que
esse tipo de proporcéo s seria tratado geometricamente e, para isso, precisaria ser comparada
a outras duas razdes, como 2:1 e 5:1.

Essa distincdo gerava uma cisdo entre o que Aristoteles chamava de pluralidade
(ndmeros inteiros) e o que chamava de magnitude (racionais ndo inteiros e irracionais).
Assim, do ponto de vista da complementaridade, pode-se dizer que tudo que era considerado
pluralidade a partir de suas caracteristicas intensionais podia ser contraposto por
caracteristicas extensionais. Essa complementaridade era garantida por um subterfagio l6gico:
os modelos que gerassem resultados diferentes da definicdo dada para nimero, em vez de
fomentarem um questionamento dessa definicdo, eram excluidos do grupo de modelos
relacionados ao conceito. Em outras palavras, esse subterfugio é semelhante ao que ocorre na
pardbola que conta que um matematico, ao encontrar um cisne negro conhecendo a definicdo
de que todos os cisnes sdo brancos, afirma: “Isso ndo ¢ um cisne”.

Como veremos a seguir, esse subterflgio ndo poderia ser sustentado indefinidamente.
Séculos depois a algebra geométrica e a geometria analitica uniriam os diferentes modelos de
aplicacdo numérica, tornando impossivel seguir seus estudos sem uma redefini¢do do conceito
de nimero. Muito antes disso, entretanto, algumas questdes filosoficas ja trariam argumentos
para esse debate.

O livro V de Euclides era exclusivamente dedicado ao estudo de razdes e proporcoes e
sumariamente creditado a Eudoxo, discipulo de Platdo. Traduzindo para a linguagem atual, a
teoria das proporcdes de Eudoxo afirmava que quatro grandezas de mesma natureza (a, b, c e
d) possuiam a mesma raz&o de proporg&o se, para todo m e n inteiros positivos, temos que:

e ma<nb implicaem mc <nd
e ma>nb implicaem mc > nd

e ma=nb implicaem mc =nd
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Observando essa definicdo de proporcdo com olhos atentos, pode-se perceber que,
sendo b = d, entdo temos necessariamente a = c. Em outras palavras, podemos afirmar ndo sé
que a razdo a:b é igual a razéo c:d como também que dadas duas razdes, podemos saber qual é
maior. Assim, a teoria das proporcGes de Eudoxo explicita exatamente a relacdo de ordem
presente nos numeros racionais que serviria futuramente de base para a definicdo dos reais
dada por Dedekind®.

Essa comparacgdo entre duas razdes para saber qual é maior poderia ser interpretada
COmMO uma comparacao entre o nimero de vezes que b cabe em a e o numero de vezes que d
cabe em ¢, mas esse tipo de interpretacdo fugia do modelo geométrico ndo algébrico da época,
que mantinha as fracdes fora do escopo numérico. Independente disso, essa relacdo de ordem
aproximava as fracdes do conceito de numero, jd que poderiam ndo sO representar
quantidades (apresentando uma similaridade com o numero cardinal) como também
apresentavam ordenagéo.

Ainda assim, essa separacao entre nimeros e magnitudes (ou grandezas) ndo resolvia

todas as questdes filosoficas da época:

Os Pitagoricos tinham postulado que o nimero em toda sua pluralidade era a matéria
bésica dos fendmenos; esse atomismo numérico, lindamente ilustrado na geometria
dos numeros figurativos, tinha sido atacado pelos seguidores de Parménides [...].
Dentre os discipulos de Parménides o mais conhecido foi Zeno que enunciou
argumentos para provar a inconsisténcia dos conceitos de multiplicidade e
divisibilidade. O método adotado por Zeno era dialético, antecipando Sdcrates nesse
modo indireto de argumento: partindo das premissas de seus oponentes, ele as
reduzia ao absurdo. (BOYER, 1974, p. 55)

Segundo Parménides, o mundo seria imutavel, o espaco indivisivel e o tempo
permanente. Os paradoxos de Zeno buscavam mostrar que as coisas ndo poderiam ser
divisiveis e muito menos ser formadas pela pluralidade de uma unidade indivisivel. Ao supor
a divisibilidade do tempo em instantes, Zeno concluia por exemplo que uma flecha lancada
estaria em repouso em cada instante e, portanto, ndo poderia atingir seu alvo. Ao supor a
divisibilidade do espaco, Zeno demonstrava que essa divisdo gerava infinitos pedacos e,
supondo que o tempo para percorré-los seria também infinito, concluia que era impossivel sair
de um lugar e chegar a outro.

Os paradoxos de Zeno demonstravam por absurdo a divisibilidade do tempo e do
espaco. O conhecimento cientifico de hoje resolve os dois paradoxos citados acima
respectivamente a partir dos conceitos de velocidade instantanea e limite da soma das séries

harménicas. Assim, embora tais paradoxos ndo tivessem naquela época relacdo alguma com o

5 Essa afirmacdo pode ser encontrada em LOPES (2006, p.2), onde podem ser vistas outras construcdes dos
nameros reais. Para esse trabalho estudaremos apenas as construgdes de Cantor, Dedekind e Conway.
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conceito de limite, os questionamentos levantados por eles foram 0s mesmos que motivaram
os estudos relacionados ao limite e a divisdo do continuo.

Alguns historiadores defendem a tese de que a teoria das proporcGes de Eudoxo teria
sido gerada como um estudo que buscava refutar as ideias de Parménides e seus discipulos. A
apresentacdo do tempo como linear e a0 mesmo tempo instantdneo é uma ideia facilmente
comparavel a definicdo Euclidiana de reta como linha continua, mas que pode ser dividida em
pontos adimensionais. Ao relacionar o continuo do tempo com o continuo da reta e o instante
adimensional com o ponto, Zeno concluira que 0 movimento era algo impossivel da mesma
forma que Euclides concluira que medidas de segmentos ndo poderiam ser representadas por
nameros.

O legado desses questionamentos perdurou na discussao dos conceitos de continuidade
e divisibilidade, nos conceitos de grandezas comensurdveis ou incomensuraveis e nos

conceitos de niUmeros racionais e irracionais.

Os pitag6ricos tinham assumido que 0 espago e o tempo podem ser pensados como
constituidos de pontos e instantes; mas o0 espago e o tempo tém também uma
propriedade mais facil de intuir do que de definir, conhecida como continuidade. Os
elementos terminais, que constituiam uma pluralidade, de um lado eram supostos
como possuindo as caracteristicas da unidade geométrica — o ponto — e de outro
como possuindo certas caracteristicas de unidades numéricas. (BOYER, 1974, p. 55)

A dicotomia causada pela divisibilidade e incomensurabilidade, particularmente em se
tratando do continuo, estavam longe de ser resolvidas axiomaticamente. O que ocorreu em
seguida foi o desenvolvimento de uma série de métodos matematicos, muitos provenientes
dos Elementos, mas que ampliavam o incobmodo causado pela auséncia de um ndmero que
representasse uma quantidade racional ndo inteira ou irracional, principalmente ao associar
medidas de segmentos a valores numericos.

O desenvolvimento de técnicas de resolucdo de problemas geométricos como 0s que
seriam propostos por Arquimedes a seguir, carecia de interpretacGes aritméticas ou algébricas.
A filosofia e a matematica tedrica eram arte superior, a0 passo que os célculos da vida
cotidiana compunham um conhecimento menor, das classes mais baixas. Entretanto, mesmo
buscando se desvencilhar da aplicabilidade de suas descobertas a vida pratica, 0 pensamento
grego axiomatico era campo fértil para contradices.

O chamado “método da exaustdo”, que se baseava em inscrever e circunscrever
poligonos em figuras curvas, aumentando o nimero de lados poligonais tanto quanto se queira
até obter a linha limite, foi usado por Arquimedes para encontrar a area do circulo a partir de

seu diametro (o que hoje entende-se como uma busca para aproximar o valor de ),
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estabelecendo assim a primeira aplicacdo geométrica do que hoje conhecemos como 0
conceito matematico de limite.

Ao demonstrar que algo que aumenta infinitamente (por exemplo o nimero de veértices
de um poligono) pode ainda assim ser limitado (e tender continuamente a uma forma
circular), Arquimedes tornara as ideias de infinito e de continuidade, mesmo abstratas,
aplicaveis.

A Matematica havia chegado a um ponto do caminho repleto de bifurcacdes. Euclides,
ao organizar todo o conhecimento da época em seus Elementos, reescrevera a geometria de
forma axiomatica, tornando suas técnicas irrefutiveis. A algebra assumia entdo um papel de
“algebra geométrica”, algo anterior a geometria algébrica atual e na qual os problemas que
hoje seriam resolvidos por equacdes eram tratados atraves de construcdes mecanicas. A teoria
dos numeros se mantinha estudando os padrfes dos inteiros e de seus multiplos e divisores, de
modo que quaisquer outras entidades matematicas, mesmo possuindo caracteristicas comuns
ao conceito de nimero, eram descaracterizadas se ndo pudessem representar quantidades no
sentido mais concreto da palavra. Havia ainda a Astronomia, a Economia, a Mecanica, 0s
estudos sobre movimento e sobre a trigonometria, além de inUmeras aplicacGes da matematica
cotidiana, que se desenvolvia cada vez mais sem preocupagfes com axiomas e postulados e

independente das questdes filosdficas que decorriam de suas descobertas.

1.4 NUmeros que ndo representam quantidades

A segunda metade do periodo da hegemonia grega foi fortemente marcado por
intervencdes militares. O intervalo de tempo conhecido como helenistico presenciou as
guerras do Peloponeso, a expansdao do império Macedbnico e a ascensdo de Alexandre
Magno, que expandiu seus dominios até as proximidades da India, tendo conquistado o Egito
e a Pérsia. A cidade de Alexandria se tornaria entdo o epicentro do conhecimento da época e
sede de uma das mais importantes bibliotecas da histéria. O império Alexandrino fora
responsavel ndo sé pela expansdo da cultura grega como também pelo sincretismo das outras
culturas que se desenvolviam ao redor de seu império.

Um dos nomes mais importantes da historia dos numeros desse periodo veio dessa
cidade. Diofanto é tido como um dos pais da Algebra, principalmente por representar com
abreviagdes os valores das grandezas que desejava desvendar, transformando a &lgebra
retorica das receitas encontradas nas tabuas e papiros antigos em uma algebra sincopada
(ROQUE, 2012, pp. 222 - 223).
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A algebra de Diofanto ndo pode ser ainda considerada simbdlica, pois ndo era capaz
de representar por simbolos tanto as incognitas quanto os parametros, as variaveis e as
operacdes. Entretanto, ele foi o primeiro matematico a reconhecer as fragdes como numeros e
também a operar com numeros negativos, mesmo ndo os reconhecendo como quantidades
reais. Ao tratar pelas mesmas propriedades tanto os nimeros quanto as quantidades que se
desejava descobrir, esse desenvolvimento primeiro da Algebra trazia questionamentos sobre a

interpretacdo dos resultados ndo naturais.

A origem da regra dos sinais € atribuida geralmente a Diofantes® de Alexandria (fim
do século 111 d.C). Esse autor nao faz qualquer referéncia aos nimeros negativos. No
entanto, no inicio do Livro | da sua "Aritmética" (Diofantes), aludindo sem ddvida
ao desenvolvimento do produto de duas diferengas, ele escreve: "O que esta em falta
multiplicado pelo que estd em falta d& o que é positivo; enquanto que 0 que esta em
falta multiplicado pelo que é positivo, d& o que esta em falta”. (GLAESER, 1985,
p.10)

Desde Euclides havia a concep¢do de que magnitude e pluralidade eram conceitos
distintos, absolutamente disjuntos, e que caracterizavam essencialmente a Geometria e a
Aritmética. Seria papel da Algebra criar uma ponte entre essas ciéncias, principalmente ao
tratar a Geometria de forma métrica e a Aritmética de forma analitica. Tais tratamentos ndo
tinham o carater filoséfico desejavel para atingir o rigor matematico de Euclides, mas também
é verdade que muita geometria havia sido e ainda era feita sem o rigor da régua e do
compasso (inclusive por Arquimedes) e que o desenvolvimento da mecénica fomentado em
grande parte pelas atividades militares havia sido campo fértil para o estudo de muitas
aplicacdes geométricas que ndo figuravam nos Elementos. (GOMEZ, 1999, p. 91)

Assim, mesmo nao sendo um estudo filosofico, principalmente por estar relacionado a
questdes concretas, o desenvolvimento da algebra tornava inegavel o fato de que existiam
outras entidades no escopo matematico que se comportavam exatamente como 0S nUmeros:
eram operaveis, suas operagdes mantinham as propriedades daquelas efetuadas entre naturais,
eram ordendveis e apresentavam um tipo de cardinalidade, j& que serviam para referenciar
quantidades.

Nesse ponto do estudo faz-se necessario uma pausa que nos permita analisar de forma
critica os dados historicos desse periodo. As designacGes mais atuais marcam o fim do
periodo helenistico a partir do inicio do Império Romano, creditando a isso uma mudanca no
dogma do pensamento filoséfico que durou até a queda de Constantinopla, marcando assim o

fim da Idade Antiga (ou Antiguidade) e o inicio da Idade Média. Essa nova era, ndo raro

® Glaeser utiliza 0 nome “Diofantes” como variante para “Diofanto”. Nesse texto seguiremos o padrdo de
Dantzig, mantendo a grafia “Diofanto”.
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denominada de ldade das Trevas, seria marcada por uma auséncia total de pensamento
cientifico que teria sido encerrada pelo Renascimento.

Sobre a Idade Média, Roque (2012, p.25) ressalta que “esse periodo foi visto como
uma época estacionaria, a ‘idade das trevas’, marcada pelo dogmatismo religioso, pelo
misticismo e pelo abandono do raciocinio fisico”. A autora nos lembra que essa conceituacao
foi dada a posteriori e que por isso sugere uma Vvisdo depreciativa, proveniente justamente
daqueles que, vivendo no renascimento, se consideravam na Idade da Razéo.

O trecho abaixo serve de exemplo do ponto de vista a partir do qual tradicionalmente

esse periodo é tratado:

O pensamento grego estava apenas emergindo de um estado plastico quando se
instalou o periodo de decadéncia. Nesses dias decadentes da cultura helénica duas
pessoas destacaram-se. Ambos viveram no séc. |11 da nossa era, ambos nasceram em
Alexandria, ambos espalharam as sementes de novas teorias [...]. Os “porismas” de
Papo anteciparam a Geometria Projetiva, e 0s problemas de Diofanto prepararam o
terreno para a moderna teoria das equacdes [...]. Mas Diofanto foi o dltimo lampejo
de uma vela que se apagava. Sobre o mundo ocidental estendeu-se a longa noite da
Idade Média. As sementes da cultura helénica estavam destinadas a germinar em
solo estrangeiro. (DANTZIG, 1970, p. 81)

Esse tratamento histérico retroativo tradicional pouco reconhece como essencial o
desenvolvimento algébrico que ocorreu profundamente no periodo helenistico e em parte da
idade média, vindo ndo sé de Diofanto como também das culturas externas a Europa. O solo
estrangeiro citado por Dantzig se refere aos povos arabes, chineses e indianos, cujo
desenvolvimento cientifico traria conceitos revolucionarios que seriam de suma importancia
para a matematica Europeia futura. Entretanto, retomando os dogmas filoséficos gregos, é
necessario notar que tais ideias eram apresentadas por meio da resolucdo de problemas
cotidianos, sendo assim caracterizadas - de acordo com 0 pragmatismo grego - COmMO
atividade intelectual menor.

Sendo a historia contada sempre pelas classes dominantes e tendo a sociedade
renascentista a intencdo de se distanciar do periodo anterior, considerado béarbaro, é
compreensivel que o seu legado histérico busque associar a ldade da Razdo ao pensamento
filosofico rigoroso de Platdo, fundado na busca pela verdade. Assim, justifica-se que o
movimento de resgate da cultura grega que sugeria 0 protagonismo continuo da Europa no
desenvolvimento cientifico propusesse, em prol do conhecimento filoséfico puro, uma
negligéncia de tudo que se desenvolvera de forma préatica. Essa atitude era consonante com a
exaltacdo do antigo pensamento grego (presente na matematica Euclidiana) e do atual
renascimento europeu da razdo se sobrepujando as ciéncias dos outros povos, de caracteristica
predominantemente empirica. (ROQUE, 2012, pp. 20 — 23)
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Vale ressaltar aqui que o pano de fundo desse debate nos remete novamente as
discussdes acerca do tipo de conhecimento que a matematica representa, se empirico ou a
priori. O que esse periodo nos mostra é que o movimento reflexivo entre a teoria e a préatica
aparecendo como corresponsaveis no desenvolvimento de novas abordagens das matematicas
indica a importancia da complementaridade na compreensao de tais saberes. Roque (2012, p.
214) nos lembra que “o mais importante na historia da matematica arabe ¢ o fato de ela ser
exemplar para mostrar que a separacao entre teoria e pratica ndo é produtiva quando se deseja
compreender as transformagdes ocorridas na matematica medieval”. Assim, a matematica
hindu-ardbica serve como exemplo do quanto 0s aspectos extensionais dos conceitos
desenvolvidos funcionam como processo de elaboracdo e reelaboracdo continua dos aspectos
intensionais.

A matematica desenvolvida no oriente nesse periodo era composta por estudos
aplicados (como os astronémicos, por exemplo) onde se misturavam elementos da matematica
grega com técnicas proprias da matematica ja desenvolvida naquela regido, o que incluia o
estudo do calendario e o sistema posicional decimal. Desses tratados, 0 mais antigo que
chegou até nos foi escrito por Aryabhata. Era todo escrito em versos e de dificil compreenséo,
tendo sido amplamente comentado e explicado por um autor de nome Bhaskara I’ em 629
d.C. Na mesma época, outro tratado famoso seria escrito por Brahmagupta, tendo resultados

significativos no conceito de nimero.

O aspecto mais inovador [do tratado de Aryabhata] € a sistematizacdo das técnicas
de calculo, que constituem uma pratica chamada “ganita”, concebida como o estudo
dos métodos de calculo em geral [...]. Um tratado astrondbmico contemporaneo do
comentario de Bhaskara | foi escrito pelo astronomo Brahmagupta, em 628. Um dos
capitulos matematicos de seu tratado é dedicado completamente a “ganita”. [...]
Contudo, havia também um capitulo dedicado a um outro tipo de matematica que
compreendia analises envolvendo o zero, 0s negativos e 0s positivos, as quantidades
desconhecidas...” (ROQUE, 2012, p. 239).

Roque (2012, p. 247), em sua analise critica dos relatos histdricos tradicionais, ressalta
que “entre os séculos VIII e Xl a cidade de Bagda era um dos maiores centros cientificos do
mundo, e seus matematicos tinham conhecimento tanto das obras gregas quanto das
orientais”. O principal nome da matematica dessa época foi Al-Khwarizmi, autor do Tratado
sobre o célculo da al-jabr e al-mugabala que consistia em um estudo sistematico da

resolucéo de equacdes lineares e quadraticas.

7 Esse Bhaskara é frequentemente chamado de Bhaskara |, para diferencia-lo do outro Bhaskara, mais famoso,
que viveu no século XII e a quem é associado, no Brasil, 0 método de resolucédo das equagles quadraticas.
(ROQUE, 2012, p. 238).



40

Assim, a maior parte do desenvolvimento algébrico ocorrido nos primeiros séculos da
nossa era veio dos &rabes, de onde provém também as palavras algebra, algarismo e
algoritmo, adaptadas do livro de Al-Khwarizmi. No campo da teoria dos nimeros, 0s avancos
gerados pela nova algebra foram incontaveis.

O sistema numérico hindu continha um simbolo para representar o nada, que hoje
chamamos de zero e que € a pecga chave do sistema posicional, a partir do qual era possivel
contar até infinito com uma quantidade finita de algarismos, tornando o infindavel um pouco
mais acessivel. Os arabes ja haviam estudado o conceito do zero e o desenvolvimento dos
nameros inteiros negativos, simétricos aos naturais, com a funcdo de representar dividas e
faltas. Sabe-se também que os chineses utilizavam bastfes de cores diferentes para representar
quantidades presentes ou faltantes.

Embora os antigos babilénicos utilizassem um simbolo para representar casas vazias
na numeracgao, a nog¢do do zero como um ndmero s6 surge quando ele se relaciona com a
operacdo da subtracdo, como 1 — 1 = 0. Determinar a origem do zero é um trabalho téo
complexo quanto contar a histéria dos numeros, pois seria necessario compreender 0S

diversos contextos aos quais ele se relaciona. (ROQUE, 2012, p. 56).

Durante séculos os matematicos se impressionaram com o zero absoluto, abaixo do
qual nada se poderia conceber. Isto os impediu de manejar com facilidade o zero
origem, marcado arbitrariamente sobre um eixo orientado. Muitos sdo o0s autores a
afirmar que "nada poderia ser mais imovel que a imobilidade". Para descobrir, a
partir dai, o conceito de velocidade negativa, foi necessaria toda uma construcéo
intelectual, que s6 seria verdadeiramente possivel muito depois. (GLAESER, 1985,

p. 6)
O nascimento do zero como representante da quantidade nula € um marco na histéria

dos numeros, ndo sé por permitir uma compreensdo mais especifica da relacdo de ordem entre
0S positivos e negativos como também por colocar algo anterior a unidade no escopo
numérico. Lembrando que a unidade grega ndo era vista como um ndmero, mas como uma
entidade a partir da qual as pluralidades se constroem, é possivel perceber que a concepgao do
zero e dos opostos aos naturais permitiria a inclusdo ndo s6 dos negativos como também das
quantidades entre zero e um no estatuto de nimero. Essa nova concepgdo abriria espaco
simultaneamente para construcdo dos dois primeiros conjuntos que se estendem para além dos

naturais: os inteiros e os racionais.

A introducédo conceitual dos nimeros relativos foi um processo surpreendentemente
lento. Durou mais de 1500 anos, da época de Diofantes aos nossos dias! Durante
todo esse tempo, 0s matematicos trabalharam com nimeros relativos, tendo deles
apenas uma compreensao parcial, com espantosas lacunas. (GLAESER, 1985, p.4)

Foi proximo a época do Renascimento que a civilizacdo Europeia retomou seu

desenvolvimento cientifico, tendo tido contato com grande parte dos conhecimentos
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desenvolvidos em outras terras a partir dos fugitivos de Constantinopla, das cruzadas, e do
intercdmbio cultural de alguns matematicos expoentes. Um dos livros mais conhecidos do
periodo pré-renascentista foi o Liber Abaci, escrito por Leonardo Fibonacci em 1202. Foi
nesse periodo que surgiram as primeiras escolas como as conhecemos hoje e os livros de
calculo (como o Liber Abaci, livro do &baco) consagraram pela Europa o sistema numérico
indo-arébico que utilizamos.

As primeiras universidades (Paris, Oxford e Bolonha) se originariam ao longo desse
século XIlI, contendo em seus curriculos a geometria Euclidiana, a filosofia Platbnica e a
mecanica Aristotélica, além das técnicas algébricas de calculo. Entre os séculos XII e XIV
esse conhecimento foi amplamente difundido abrindo espago para que, como ocorre
naturalmente no mundo académico, novas teorias comegassem a surgir.

Com a ldade da Razdo, as ciéncias voltariam a crescer na Europa de forma
significativa, impulsionadas por uma busca constante de novas tecnologias e uma série de
guestionamentos acerca dos conhecimentos tradicionais envolvendo o movimento, a
Mecanica, a Astronomia e a forma do sistema solar. A nova concepcdo numerica e a difusdo
do conhecimento a partir das escolas e das universidades deixavam claro que a concepc¢ao

antiga de quantidade e magnitude como objetos distintos estava chegando ao fim.

1.5 Novas defini¢des acerca do conceito de nimero

Dentre as novas teorias geradas nas universidades, a mais importante para o estudo
sobre 0s nimeros viria dos italianos Girolamo Cardano (1501 — 1576), Niccolo Fontana,
conhecido como Tartaglia, (1500 — 1557) e Lodovico Ferrari (1522 — 1565) cujos trabalhos
apresentaram pela primeira vez céalculos utilizando raizes quadradas de numeros negativos,
utilizados na formulacdo de um método para resolucdo de equacbes do terceiro grau. Seu
conterraneo Rafael Bombelli (1526 — 1572) foi quem conseguiu utilizar o método e realmente
operar com essas raizes, dando origem ao que seriam 0s nimeros imaginarios. Foi também
Bombelli quem primeiro descreveu uma medida incomensurdvel como uma soma de fragdes

continuas, exemplificado a sequir:

V2=1+

2+
24—
2+2+...
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A partir do trabalho de Bombelli, que também reuniu os métodos de resolucdo dos
diferentes tipos de equagBes quadraticas em uma Gnica formula, teria inicio a algebra
simbdlica, marcada pelo livro Introducdo a arte analitica do francés Francois Viéte (1540 —
1605). O pensamento matematico da época podia entdo ser visto como uma releitura da
matematica grega, baseado no Humanismo Avristotélico®, agora amplamente desenvolvido,
englobando os mais diversos campos.

Essa retomada do pensamento grego se dava de forma contraditéria, partindo de um
campo geométrico bem definido por Euclides e contrastando com o desenvolvimento de uma
série de técnicas de célculo sem qualquer preocupacdo com um método axiomatico.

Um sinal claro do rompimento com os axiomas aritméticos presentes em Euclides € a
definicdo dada por Simon Stevin (1540 — 1620), que afirma que “namero ¢ aquilo pelo qual se
explica a quantidade de alguma coisa". Stevin afirma ainda que nao existe essa distingdo entre
0s racionais, 0s irracionais, 0s inteiros ou quaisquer outros, havendo entre 0s numeros uma tal
exceléncia e coeréncia que com eles era possivel medir qualquer coisa. (GLAESER, 1985, p.
12)

Ele ndo se preocupa em provar que 0s nimeros decimais "rompidos" (isto &,
fracionarios), irracionais, etc., intervém efetivamente como simbolos de medida. Ele
chega a refutar a tese de Euclides, para o qual a unidade ndo seria um ndmero.
Todavia 0 nimero negativo isolado ndo esta em sua lista. Ele nada afirma sobre seu
direito de existir como simbolo de quantidade. Que significa este siléncio?
(GLAESER, 1985, p. 13)

A definicdo de numero dada por Stevin denota que a notacdo decimal unia a unidade
as suas partes, comensuraveis ou nao com ela, por mais contraditorio que isso possa parecer.
A nova representacdo numérica derrubava a resisténcia grega em separar quantidades de
grandezas. Entretanto, os avancos académicos - principalmente algébricos - estavam a frente
dessas novas defini¢es, que por sua vez negligenciavam 0s negativos e sequer citavam 0s
complexos.

A compreensdo de numero como forma de contar elementos de um conjunto ndo se
aplicava aos numeros negativos e tdo pouco as fragbes, embora essas também fossem
chamadas de numeros. A ideia de nimero como medida de um segmento sobre a unidade nao
se aplicava aos incomensuraveis. Os niumeros imaginarios, por sua vez, tinham uma aplicagédo
puramente algébrica, sem qualquer relagdo com a geometria ou com qualquer outra ideia
minimamente concreta. Ainda assim o modelo de pensamento grego (abstrato, axiomatico)
era premissa para a algebra simbolica (que geraria a anélise) e, posteriormente, para o estudo

dos infinitesimais (que geraria o calculo), ampliando a demanda por novas definicdes.

8 A corrente filosofica aristotélica e sua concepgdo de niimero serdo retomadas posteriormente.
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Dantzig (1970, p. 84) explica que “o ponto crucial na histéria da Algebra foi um
ensaio feito no final do século XVI por um Francés, Viéte, que escreveu sob o nome latino de
Franciscus Vieta”. A proposta de Viete incluia basicamente o uso de vogais para representar
magnitudes desconhecidas e consoantes para magnitudes dadas. Embora existam debates
sobre a paternidade da Algebra (se Diofanto, Al-Khwarizmi, Cardano ou Viéte), vale ressaltar
que esse uso simbolico permitiu que essa area se desvencilhasse das ambiguidades tipicas da
fala humana e se aproximasse de uma linguagem mais linear, se encaminhando para uma

disciplina mais abstrata e generalizadora.

Existe uma clara analogia entre a historia da Algebra e a da Aritmética. Nesta, como
vimos, a humanidade lutou por milhares de anos com uma numeragdo inadequada
por falta de simbolos para o nada. Na outra, a auséncia de uma notacao geral reduziu
a Algebra a uma colecéo de regras aleatorias para a solucio de equagdes numéricas.
Assim como a descoberta do zero criou a aritmética de hoje, a notacéo literal
introduziu uma nova era na historia da Algebra. (DANTZIG, 1970, p. 85)

Sabe-se que tanto o zero quanto o uso de notacOes gerais para quantidades
desconhecidas tém sua origem nos primordios matematicos. O que Dantzig coloca aqui sdo a
formalizacdo e expansdo do uso desse contelido academicamente, permitindo uma revolucgédo
cientifica consonante com o que hoje consideramos como ciéncia e que seria formalizada por
Decartes alguns anos depois.

Essa revolucdo na linguagem algébrica alterava o tipo de raciocinio matematico, uma
vez que para operar com quantidades desconhecidas deixa-se de lado o pensamento
geomeétrico sintético de construcdo da solucdo dos problemas para admitir-se um pensamento
analitico de observacdo do que ocorre com a solucdo caso ela exista.

Essa alteracdo permitiu muitos outros avangos: o0 uso da trigonometria independente
do tridngulo retédngulo gerou as formulas de prostaférese, também publicadas por Viéte e
amplamente utilizadas pela astronomia, ciéncia em grande ascensdo. Na Inglaterra, John
Napier (1550 — 1617) desenvolvia outro método de transformacdo de produtos em somas: 0s
logaritmos. Uma série de livros dessa época se apresentam recheados de tabelas com nimeros
representando logaritmos, senos, cossenos e tangentes com aproximacgdes de muitas casas
decimais sem haver um questionamento acerca da possibilidade de esses nimeros
apresentarem ou ndo uma representacdo finita. Os matematicos lutavam por aproximacdes
pertinentes, inclusive para o w, mas nao sabiam afirmar se essa busca atingiria um valor exato
ou se esse valor, escrito em notacdo decimal ou na forma de fracGes continuas, se estenderia
até o infinito.

O problema das infinidades havia sido resgatado dos debates gregos, mas era discutido

aqui com um rigor bastante distante do processo axiomatico. Dantzig (1970, p. 120) ressalta
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que “os métodos improvisados, inaugurados por Kepler e Cavalieri, tiveram continuacéo,
apenas com um pretenso refinamento de Newton e Leibiniz, de Waliis, o inventor do simbolo
da infinidade, dos quatro Bernoulli, de Euler, de d’Alembert”.

Os estudos astrondmicos, mecanicos e fisicos propunham utilidades para o infinito,

mas passavam longe do debate filosofico e da busca por defini¢cdes consistentes:

Eles tratavam com os infinitésimos como sendo fixos ou varidveis, segundo as
exigéncias do problema; manipulavam aleatoriamente as sequéncias infinitas, faziam
malabarismos com os limites, tratavam séries divergentes como se estas
obedecessem a todas as regras de convergéncia. Definiam seus termos vagamente e
usavam seus métodos livremente, e a ldgica de seus argumentos era construida de
modo a adaptar-se aos ditames de sua intuicdo. (DANTZIG, 1970, p.120)

A inauguracdo dos tais métodos improvisados citada anteriormente se refere ao
Astronomia Nova, publicado em 1609 por Johannes Kepler onde formula, de forma intuitiva,
a ideia de que o eixo com extremos entre um planeta e o sol varre areas iguais em intervalos
de tempos iguais. Essa afirmagdo, embora aparentemente simples, remonta aos antigos
paradoxos do movimento e a divisdo do continuo em partes adimensionais que podem ser
somadas. Intuitivamente soa como dizer que a soma de muitos nadas resulta em alguma coisa.
Fazendo o caminho inverso, o conceito do valor infinitesimal viria a tratar da diviséo de uma
grandeza dimensionada em infinitas grandezas que ndo tem dimenséao alguma.

Foi isso que fez Bonaventura Cavalieri, qguando publicou em 1635 sua Nova geometria
dos indivisiveis continuos, dando forca ao conceito de uma particula infinitesimal que pode
ser tdo pequena quanto se queira. O principio de Cavalieri afirma que os volumes de dois
solidos estdo a uma determinada razdo se as areas das seccOes paralelas a base feitas a uma
mesma altura nos dois sélidos mantém sempre essa mesma razdo. As seccdes sucessivas
citadas aqui conectam o principio desenvolvido por Cavalieri a questdo da particula
infinitesimal. O conceito de infinitésimo comecava a relacionar a algebra e a aritmética com a
geometria.

Em 1629, Pierre de Fermat (1601 — 1665) ja havia escrito um tratado chamado
Introdugdo aos lugares geométricos planos e sélidos, relacionando equagdes e lugares
geométricos. Em 1637 René Descartes (1596 — 1650) publicou seu Discurso sobre o método,
onde um dos apéndices se chamava A geometria e cuja primeira se¢do chamava-se Como 0s
célculos de aritmética se relacionam com as operacdes de geometria. Essas publicaces
dariam inicio ao que hoje chamamos de Geometria Analitica, relacionando de forma bilateral
expressoes algébricas e construgdes geometricas.

Embora na Geometria pudesse ndo ser um grande problema o fato de o lado e a

diagonal de um quadrado representarem segmentos incomensuraveis (ja que tal caracteristica
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néo interfere na construcdo da figura), isso pode se tornar mais complicado quando se tenta
descrever o problema de forma analitica, e ainda mais complicado quando se deseja
representar essas medidas como coordenadas no plano.

O Discurso sobre o método propunha, além disso, uma série de questdes filosoficas
acerca do que poderia ou ndo ser considerado um conhecimento novo. Esse livro se tornaria,
com o tempo, o modelo de pensamento cientifico, colocando a l6gica dedutiva que era a base

do pensamento matematico como essencial na busca pela verdade.

Para [o matematico] existe uma analogia chocante entre [0 conjunto dos racionais] e
0 conjunto de pontos numa linha reta. Aqui também o conjunto estende-se
indefinidamente em ambas as direcdes. Aqui também ele pode dizer qual de dois
elementos esta a direita. Aqui também ele encontra a propriedade da compacidade?®;
pois entre dois pontos quaisquer ele pode introduzir um terceiro, ndo importando a
proximidade entre eles. (DANTZIG, 1970, p.101)

Desse modo, quando cada relagdo e cada operacao envolvendo duas variaveis passam
a ser representadas por uma figura geométrica e cada ponto dessa figura passa a ser expresso
por um par de numeros, os significados do que é nimero e de quais nameros serdo usados
para representar a incomensurabilidade, bem como os significados das relagdes intrinsecas ao
conceito de ndmero (como a divisibilidade, multiplicidade, continuidade ou completude,
densidade, incomensurabilidade, senso de infinitude, etc.) passam a ser questdes
problematicas que demandam definicdes atentas.

Demoraria um século para que essas definicbes comecgassem a surgir e antes delas
serem formuladas, ainda com o pensamento cartesiano sendo disseminado entre as ciéncias,
outra ideia ndo tdo definida de quantidade se faria presente. O dominio da religido perdia suas
forcas e teorias cristds como o geocentrismo ruiam em 1687, quando Isaac Newton publicou o
Philosophiae naturalis principia mathematica, onde descreve as leis para 0 movimento dos
corpos que sdo estudadas até hoje como as trés leis de Newton. A base que fundamentava sua
teoria era em grande parte sintética e construida geometricamente, mas 0s argumentos
utilizados provinham do que Newton havia chamado de andlise infinita e que era o que hoje
conhecemos como calculo infinitesimal.

Newton ja havia enunciado seu teorema binomial ha mais de dez anos, a partir do qual
seria possivel trabalhar com somas de séries infinitas construidas com expoentes irracionais.
Antes disso acontecer, entretanto, a paternidade do célculo seria discutida. O alemao Gottfried

Wilhem Leibniz desenvolveria ideia semelhante e praticamente simultanea, publicando em

® Em uma definicéo superficial, pode-se dizer que um conjunto é compacto sobre alguma propriedade quando,
aplicada essa propriedade, ela pode também ser aplicada para todos os seus subconjuntos. Entretanto, a ideia
evocada aqui por Dantzig se relaciona principalmente com o que entendemos por conjunto denso.
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1684 Um novo método para maximos e minimos, e também para tangentes, que ndo é
obstruido por quantidades irracionais, demonstrando assim seu dominio sobre os conceitos
base do calculo: o continuo infinitesimal (que ndo é obstruido por quantidades irracionais), a
ideia de limite (obtida pela reducéo sistematica dos maximos e ampliacdo dos minimos) e o
conceito de derivada (pelo método das tangentes).

Newton e Leibniz tinham entendido que a analise tratava de grandezas continuas, tais
como comprimentos e areas, a0 passo que a teoria dos numeros tratava do conjunto discreto
dos numeros naturais e suas aplicaces. (BOYER, 1974, p. 404). A influéncia dessas novas
concepgOes numéricas pode ser analisada a partir do que Newton publicou em sua Aritmética
Universal, em 1707.

...entendemos por nimero menos uma colecdo de unidades e mais uma relagdo
abstrata de uma quantidade qualquer com uma outra de mesma espécie, que
consideramos como a unidade. O numero é de trés espécies: o inteiro, o fracionario e
0 surdo. O inteiro é medido pela unidade, o fracionario por um submultiplo da
unidade; o surdo é incomensurdvel com a unidade. (NEWTON, 1707, apud
COUSQUER E., 1984, p. 168%7)

Newton definiu ainda os nimeros positivos como sendo maiores do que nada e 0s
negativos como sendo menores do que nada. Essa descri¢do, com toda sua dose de
matematica intuitiva, explicita tanto a capacidade de Newton (e dos matematicos de sua
época) de compreender a diferenca essencial entre os diversos aspectos que um nimero pode
obter quanto a auséncia de importancia que davam para o rigor dessas definicdes (no sentido
contemporaneo). Nota-se aqui também que o0s imaginarios ainda nao faziam parte do que era
considerado nimero ¢ nao havia clareza sobre a irracionalidade do e de uma série de valores
usados por aproximacao, como as fungdes trigonomeétricas e o0s logaritmos.

Entretanto era a primeira vez na histéria da matematica em que era possivel encontrar
uma definicdo que reunia todos os tipos de grandezas sob o mesmo estatuto de nimero (que
passaremos a chamar de numeros reais, mesmo que tal conjunto ainda ndo esteja definido) e
ao mesmo tempo as separava em classes de acordo com as relagbes que eram capazes de
estabelecer entre si e com a realidade ao seu redor, ou seja, entre seus aspectos intensionais e

extensionais.

1.6 O que é namero afinal?

A partir do século XVII o desenvolvimento do Calculo Infinitesimal e da Geometria

Analitica levava o conhecimento matematico para um campo cada vez mais abstrato. Albert

10 Traducéo feita do francés pelo autor
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Girard (1595 — 1632) havia publicado em 1629 um tratado onde relacionava as solucdes de
equac0Oes polinomiais com seus coeficientes, explicitando sua ideia de que o valor da raiz aqui
€ menos importante do que o padrdo de comportamento das raizes como um todo.

Girard havia generalizado as solucdes negativas e imaginarias e enunciado o teorema
fundamental da algebra, garantindo ao menos uma raiz complexa ou real para equagdes com
coeficientes complexos ou reais. O estudo geral das resolucfes de equacgdes, de forma abstrata
e sem relacdo com problemas aplicaveis, gerava uma série de resultados que careciam de
interpretacdo.

Ao utilizar a relacdo de igualdade entre as raizes de uma funco e a variavel x, tornou-
se habitual a construcao de expressdes do tipo abaixo, onde 0 X representa um nimero sobre 0

qual pouca coisa esta definida.

_—b+/b?—4a(d—0)

ax’+ bx +c =d-x
2a

Esse estudo das raizes explicita o fato de que existe uma relacdo direta entre 0s
racionais e as equacoes de grau 1 (como citado acima), permitindo entdo supor que exista uma
relacdo entre os reais e as equacdes de graus maiores, tornando latente ndo s6 a nogdo da
existéncia de um campo muito maior de nimeros irracionais do que racionais como também a
possivel relacdo entre niUmeros, equacgdes e curvas geométricas.

O estudo das relacdes entre grandezas levara os matematicos a questdes perturbadoras
que a propria Matematica, ao longo de seu desenvolvimento, se encarregaria de responder.
Onde inserir os irracionais no conjunto formado pelas fracdes de inteiros, que representam de
forma tdo compacta toda a reta? Além disso, serd possivel garantir que qualquer equacéo
apresente sempre solucGes geométricas, sejam comensuraveis ou incomensuraveis com a
unidade? Ser& também possivel fazer o caminho inverso, ou seja, serd que qualquer nimero
possui uma representacdo geométrica e uma equacdo algébrica que o determine? O
infinitésimo pode ser considerado uma quantidade? Qual a diferenca entre o zero e algo cujo
limite € zero? Como conjuntos infinitos podem ter quantidades diferentes de elementos?

A relacdo triplice formada entre as resolugdes de equagdo, 0s numeros e a reta era
carregada de conceitos que ndo estavam completamente definidos, mas que pareciam 6bvios.
Essa obviedade aparente ndo se confirmava nos calculos e ressaltava o quanto é necessario ter

cautela ao lidar com o 6ébvio. Hoje sabemos ndo sé que a densidade dos racionais € diferente
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da completude dos reais, como também que existem numeros irracionais que Sao
transcendentes, ou seja, ndo servem de solu¢cdo a nenhuma equagdo algébrica. Esse
conhecimento, entretanto, ainda estava longe de ser desenvolvido.

Embora fosse possivel supor que ndo seria necessario demonstrar o que € obviamente
observavel, a questdo remete novamente ao problema filos6fico central das questBes
matematicas. Se partimos apenas do observavel, ela se torna empirica e exclusivamente
aplicavel. Entretanto, se se deseja fazer uma matematica abstrata e considerada como
epistemologica, desenvolvida a priori, a exemplo da geometria grega, torna-se necessaria a
definigdo prévia de cada elemento que venha a servir de base para novos conhecimentos. E

n&o era isso que vinha acontecendo.

Até o advento do calculo, a matematica era uma ciéncia das quantidades. No século
XVII, o trabalho sobre curvas, relacionava quantidades geométricas. Ja a partir do
século XVIII muitos matematicos comegaram a considerar que seu principal objeto
era a funcdo. Essa mudanga foi descrita da seguinte forma por Jaques Hadamard*"
“O ser matematico, em uma palavra, deixou de ser 0 nimero: passou a ser a lei de
variacao, a funcdo. A matematica ndo apenas foi enriquecida por novos métodos; foi
transformada em seu objeto”. (ROQUE, 2012, p.344)

Os membros da familia Bernoulli (a0 menos doze homens com esse sobrenome
fizeram avancos em diferentes areas da Matematica) e muitos outros matematicos passaram a
utilizar o Caélculo como ferramenta para soma de séries infinitas, gerando expressdes
conhecidas até hoje, por exemplo, a série de Taylor e a série de Maclaurin.

Leonhard Euler (1707 — 1783), um dos maiores responsaveis pela notacdo matematica
utilizada até hoje devido a sua escrita concisa e aplicada da mesma forma a diversos ramos do
conhecimento, formalizou as fragdes continuas de Bombelli e mostrou que as fracOes
continuas finitas representavam ndmeros racionais, enquanto que as infinitas representavam
nameros irracionais.

Além de colocar, de certa forma, ambos os tipos de nimeros como entes de natureza
similar, foi Euler também quem desenvolveu o conceito de logaritmo e concluiu a existéncia
do nimero e como base do logaritmo natural, provando-o como irracional e estudando a
existéncia de logaritmos de nimeros negativos, que ndo poderiam existir entre 0s nimeros
reais e que seriam mais tarde de grande contribuicdo na aplicagdo dos nimeros complexos.

Entretanto, como podemos ver em Boyer (1974, p. 329), “Euler se deliciava com as
relacdes entre a teoria dos nimeros e sua desleixada manipulacdo de series infinitas. Sem se

preocupar com 0S perigos que espreitam atrds das séries alternadas, ele obteve resultados

11 Segundo bibliografia da autora: J. Hadamard, “Le calcul fonctionnel”, tradugio dela propria.
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comom=1+4 4242424242 2 » que hoje sabe-se ndo ser convergente
2 3 4 5 6 7 8 9 10
para o valor verdadeiro de .

Jean Le Rond d’Alembert (1717 — 1783), em contrapartida, afirmou em 1759 que a
representacdo dos incomensuraveis feita ndo por valores exatos, mas por aproximacdes tdo
préximas quanto se queira, ocorria por que 0s matematicos estendiam a denominagdo de
nlmero aos incomensuraveis. D’ Alembert questionava também o conceito de limite, dizendo
que uma coisa ndo pode a0 mesmo tempo ser zero e ser uma quantidade e afirmava também
que as quantidades negativas representavam uma falsa posicdo, mas ndo havia sentido em
colocar uma quantidade como sendo menor que zero (GLAESER, 1985, p. 73). Foi com essa
visdo critica que se esforcou em demonstrar teoremas que haviam sido enunciados sem muito
rigor, como o teorema fundamental da &lgebra, de Girard.

Havia uma inseguranca crescente em continuar chamando de nimero tantos os inteiros
guanto as variaveis das equacles, 0os pontos dos planos e os limites das somas de séries
infinitas e era a primeira vez que um matematico verbalizava tal inseguranca, questionando o
que poderia ou ndo ser chamado de nimero e quais operagdes resultavam em coisas que

poderiam ser chamadas de quantidades.

Veio entdo o periodo critico: Abel e Jacobi, Gauss, Cauchy e Weirestrass e
finalmente, Dedekind e Cantor, sujeitaram toda a estrutura a uma analise profunda,
eliminando o vago e 0 ambiguo. E qual foi o resultado liquido dessa reconstrucéo?
Bem, ela condenou a l6gica dos pioneiros, mas justificou sua fé. (DANTZIG, 1970,
p. 125)

O fato é que mesmo apOs muita analise a maior parte da Matematica que havia se
desenvolvido “na fé&” acabaria sendo confirmada. Embora os infinitesimais parecessem
improvaveis, 0s questionamentos de D’Alembert ndo eram o suficiente para negar seu uso,
mesmo notando que se comportavam como Zeno 0S previra: ora como continuos ora como
particulas indivisiveis. Os infinitesimais, o calculo e a analise continuariam a fazer parte da

Matematica, precisando apenas passar por um refinamento, que comegava a acontecer.

A importancia dos processos infinitesimais para as exigéncias praticas da vida
técnica dificilmente pode ser exagerada. Praticamente todas as aplicagbes da
Aritmética & Geometria, Mecénica, Fisica e até mesmo Estatistica envolvem tais
processos direta ou indiretamente [..]. Expulse-se o processo infinito e a
Matematica pura e aplicada sera reduzida ao estado em que era conhecida dos pré-
pitagoricos. (DANTZIG, 1970, pp. 125, 126)

Um dos matematicos mais influentes que se ocupou de buscar provas mais
convincentes de alguns teoremas tidos como verdades na época foi Carl Friederich Gauss
(1777 — 1855), conhecido hoje como o principe da Matematica. Ainda adolescente foi um dos

guestionadores do quinto postulado de Euclides e futuramente daria inicio ao ramo da
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Geometria Diferencial, uma aplicacdo do Célculo no estudo de superficies geométricas que
poderia ser desenvolvido inclusive em geometrias ndo-euclidianas, ou seja, aquelas que nédo
consideram o quinto postulado. Dentre inlmeros avangos no crescimento da Matematica, veio
também dele uma interpretacdo geométrica dos numeros complexos, desenvolvendo o que
ficou conhecido como plano de Argand-Gauss.

Em 1801, Gauss publicou Disquisitiones Arithmeticae, revisitando todo o trabalho de
Fermat, Euler, Lagrange e Legendre na teoria dos numeros. A essa época Joseph Loui
Lagrange (1736 — 1813) havia desenvolvido novos estudos sobre diferenciacdo enquanto
Johann Heinrich Lambert (1728 — 1777) havia provado a irracionalidade de © ¢ Adrien Marie
Legendre (1752 — 1833) havia afirmado que ndo era possivel obter esse valor como resultado
de equacbes com coeficientes racionais. Surgiria dai o conceito de nimeros transcendentes,
previsto por Lagrange como aqueles que nao séo obtidos por solucdo de equacgdes algébricas.
O trabalho de Gauss unido ao de August Luis Cauchy (1789 — 1857) serviria entdo de base
para todo o desenvolvimento posterior da algebra.

Cauchy num ponto diferia muito de Gauss: corria a publicar assim que conseguia
qualquer resultado. Talvez seja essa uma das razfes pelas quais a principal
caracteristica da matematica do século XIX — a introdugdo do rigor — € atribuida a
Cauchy mais do que a Gauss, apesar do alto nivel de precisdo logica que Gauss
exigiu de si mesmo. [...] O nome de Cauchy aparece hoje ligado a muitos teoremas
sobre séries infinitas pois, apesar de alguns esforgos por parte de Gauss e Abel, foi
em grande parte através de Cauchy que foi despertada a consciéncia dos
matematicos para a necessidade de vigilancia com relagdo a convergéncia. (BOYER,
1974, p. 379)

A maior contribuicdo de Cauchy foi ter conseguido (quase que simultaneamente com
Bernard Bolzano (1781 — 1848)) determinar as condi¢cdes necessarias e suficientes para que
uma série pudesse ser considerada convergente. Em 1810 Bolzano havia escrito sua
Contribuicdo para uma apresentacdo da matemética mais bem fundamentada e em seus
artigos posteriores se preocupara em definir de formas diferentes o que considera como sendo
um namero e o que considera como sendo uma grandeza, discutindo mais uma vez os tipos de
numeros e se todos os tipos mereciam mesmo ser chamados como tal. Cauchy, por sua vez,
havia conseguido pioneiramente desenvolver uma aritmética que envolvesse inclusive as
quantidades negativas, que ainda sofriam resisténcias no universo académico. O critério de
Cauchy viria a ser definitivo para a revisdo das somas feitas de forma pouco rigorosa por seus
predecessores e seria a partir desse critério que se tornaria possivel diferenciar as sequéncias
cuja soma resultava em um numero racional daquelas que resultavam em outro tipo de

namero, um trabalho similar ao das frag@es continuas finitas e infinitas.
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Esses trabalhos e os que decorreram deles foram os passos fundamentais para que
Richard Dedekind (1831 — 1916) e Georg Cantor (1845 — 1918) descrevessem as primeiras
defini¢bes axiomaticas do que seria o conjunto dos nimeros reais, marcando de vez a histdria
das discussdes sobre a defini¢io de nimero??,

Alguns anos depois da formalizacdo dos nimeros reais por Dedekind e das discussdes
filosoficas que a seguiram, Felix Klein (1849 — 1925) chamaria esse periodo de
“aritmetizagdo da analise”. Klein foi um grande geometra capaz de unir as geometrias
euclidianas e nao euclidianas sob a mesma égide, que ele chamou de Geometria Projetiva.
Seus estudos foram de grande contribuicdo para a teoria dos grupos ao organizar as
geometrias e agrupa-las de acordo com as transformacdes que poderiam ser feitas respeitando

um determinado conjunto de axiomas.

A obra de Klein num certo sentido é um climax adequado para a “idade heroica da
geometrial®, pois ele ensinou durante meio século e tdo contagioso era seu
entusiasmo que algumas figuras do fim do século dezenove profetizaram que néo s6
a geometria, mas finalmente toda a matematica viria a ser contida na teoria dos
grupos. (BOYER, 1974, p. 400)

A intengdo de Klein era mesmo unificar os aspectos continuos e discretos da
Matematica sob o conceito de grupo, mas isso so poderia ter sido imaginado por ele devido ao
trabalho pregresso de definicdo axiomatica dos conjuntos, que foi justamente o que ele
chamou de aritmetizacdo: o esfor¢co em construir todo o universo dos numeros incluindo o
continuo sobre as bases discretas dos naturais e de suas operacdes aritméticas.

Esse processo deriva naturalmente de uma busca por transformar todo o
desenvolvimento matematico que havia acontecido de forma espontdnea em um
conhecimento estruturado a priori, como era o caso da geometria. Os desafios ali eram saber
sobre quais bases esse conhecimento seria construido, quais seriam 0s axiomas e postulados
logicamente necessarios para esse desenvolvimento e como construir os irracionais a partir
deles. Betrand Russel (1872 — 1970) expde esse desafio:

Como todos os termos que sdo definidos o sdo por meio de outros termos, é claro
que o conhecimento humano deve sempre se contentar em aceitar alguns termos
como inteligiveis sem definicdo, de maneira a ter um ponto de partida para suas
defini¢cbes (RUSSEL, 2007, p. 20).

O ponto de partida seria 0 conjunto dos naturais e seriam necessarias muitas

publicacdes posteriores as de Cauchy para que esse trabalho se desenvolvesse. Entre Cauchy e

12 Qutros importantes matematicos se ocuparam de formalizar a construcéo desse conjunto, como Charles Méray
(1835 — 1911) e Karl Weierstrass (1815 — 1897). Para o presente trabalho, os estudos serdo concentrados em
Cantor e Dedekind. Para saber mais sobre outras construgdes, consultar LOPES, 2006.

13 Boyer chama o séc. XIX de “idade heroica da geometria” por ser esse o periodo principal de desenvolvimento
das geometrias ndo euclidianas e de dimens@es superiores.
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Cantor o conjunto dos complexos viria a ser estudado por William Rowan Hamilton (1805 —
1865) e Hermann Hankel (1839 — 1873) e s6 depois de Dedekind é que Giuseppe Peano (1858
—1932) definiria os naturais como o conjunto formado pela unidade e seus sucessores.

Essa nova estrutura matematica tornaria possivel colocar os irracionais como uma
construcéo feita sobre os racionais, podendo assim definir todos os numeros como formas de
extensdo dos conceitos fundamentais de unidade e sucessdo, formando uma definicédo de
numero logicamente aceitavel e aparentemente sem empirismo se ndo relacionarmos o
conceito de unidade com fatos observaveis. O que sera exposto a seguir & a ordem
cronolodgica dos trabalhos que fizeram parte desse processo de aritmetizacdo, para que entéo
seja possivel apresentar a definicdo axiomatica de nimero e as discussbes filosoficas
decorrentes dessa definicdo, levantando os pontos fortes e fracos desse novo sistema logico.

Apbs o trabalho de Cauchy em 1810, se destaca o ano de 1818, quando Niels Henrik
Abel (1802 — 1829) entra em contato com o Disquisitiones de Gauss. Abel observa que o
teorema binomial de Newton havia sido provado para poténcias racionais por Euler, mas néo
para poténcias irracionais e logo se dispde a elaborar tal prova. Em 1822 da sua contribui¢éo
mais fundamental para a Matematica com a publicacéo do artigo Sobre a resolucao algébrica
de equacbes onde ele concluia que ndo era possivel haver um método algébrico para
resolucéo de equagdes polinomiais de grau maior que quatro. Foi desse trabalho e do trabalho
de Evariste Galois (1811 — 1832) que surgiu a teoria dos grupos, que mais tarde seria a base
para a teoria moderna dos conjuntos.

Em 1831 Augusto de Morgan (1806 — 1871) escreve Elementos de Aritmética, dando
um tratamento filosofico para o conceito de nimero e abrindo caminho para que a légica, até
entdo ferramenta da filosofia, viesse a fazer parte do pensamento matematico, gerando a
I6gica simbolica. Esse era o passo que faltava para que a algebra e a analise pudessem receber
0 tratamento axiomatico que comecava a se delinear e assim 0s conjuntos numéricos
pudessem ser escritos como construgdes logicas sobre postulados bem definidos.

Em 1833 Hamilton demonstrou que a algebra dos complexos era perfeitamente
construida por operagdes realizadas entre pares de nimeros reais, formalizando assim a teoria
dos complexos em acordo com sua representacdo no plano de Argand-Gauss. Esse método de
representacao a partir de um conjunto “menor” permitiu que se criasse também uma relagdo
entre a algebra dos racionais e operacfes de pares de inteiros, definindo o conjunto dos
racionais a partir de uma série de conceitos que seriam chamados de principio de

permanéncia, citado mais adiante.
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Em 1844 Joseph Liouville (1809 — 1882) constréi uma classe de nimeros ndo
algébricos, formalizando a existéncia dos ndmeros transcendentes. Seu trabalho seria
essencial para a comprovagdo futura da transcedentalidade do = e do e, colocando fim a um
problema geomeétrico milenar, o da quadratura do circulo.

No mesmo ano Hermann Grassmann (1809 — 1877) publica sua Teoria das grandezas
extensivas'®, diferenciando os conhecimentos matematicos em intensionais ou extensionais,
de acordo com a forma como séo construidos. Em 1856 Grassman publica Os fundamentos da
analise, e demonstra que grande parte dos fatos da aritmética poderia ser demonstrada a partir
da inducdo e da ideia de sucessor. Essas seriam as ideias bésicas para a futura construgdo da
defini¢do formal dos nimeros naturais feita por Peano.

Hankel se basearia entdo na definicdo cada vez mais axiomatica da aritmética para
diferenciar o conceito de nimero (tratado pela teoria dos nimeros) do conceito de quantidade
continua (tratado pela analise), que ele chamaria de “nimeros puramente intelectuais”,
explicitando que considerava essas quantidades filosoficamente descoladas da realidade. A
partir da obra de Hankel, todos os obstaculos referentes a teoria dos numeros seriam
ultrapassados, principalmente devido a seu ponto de vista filoséfico, a partir do qual os
ndmeros podiam ser imaginados mesmo sem exemplos praticos que o0s expliquem
(GLAESER, 1985, p. 32).

A base para que Hankel fizesse essa separacdo era o proprio principio de permanéncia,
citado anteriormente. Com esse mecanismo logico tornara-se finalmente possivel a construcéo

dos conjuntos dos inteiros e racionais (positivos e negativos) de maneira formal.

Formularei esse principio numa definicéo:

Uma colecdo de simbolos infinita em nimero sera chamada de corpo numérico, e
cada elemento individual dele de nimero,

Primeiro: Se entre os elementos da colecdo podemos identificar a sequéncia de
ndmeros naturais;

Segundo: Se podemos estabelecer critérios de grau que nos permitam dizer se dois
elementos quaisquer sdo iguais ou, se ndo o forem, qual é o maior.; esses critérios
reduzem-se ao critério natural quando os dois elementos forem nimeros naturais;
Terceiro: Se para dois elementos quaisquer da colecdo podemos imaginar um
esquema de adicdo e multiplicagdo que tenha as propriedades comutativa,
associativa e distributiva das operagdes naturais com esses nomes e que se reduziré a
essas operacBes naturais quando os dois elementos forem ndmeros naturais.
(DANTZIG, 1970, p. 90)

O germe do trabalho de Hankel estava nas ideias de Hamilton por que, da mesma
forma que este construira a algebra dos complexos sobre pares de reais, ele havia tornado

possivel demonstrar que os pares de numeros inteiros (a, b) podiam representar todas as

14 Essa teoria serd vista com mais profundidade em outro momento, ao debatermos sobre a construcdo dos reais
dadas por Dedekind e sua continuacdo apresentada por John H. Conway.
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fracdes % e essas seriam reduzidas aos inteiros (e consequentemente aos naturais) quando a

fosse multiplo de b. Com essa construcdo era possivel também concluir que dadas duas

fracdes % e g, podemos saber se sdo iguais ou qual é maior apenas comparando a-d e b-c e que

é possivel descrever operagdes de adicdo e multiplicagdo de fracBes que tenham as
propriedades comutativa, associativa e distributiva e que geram resultados iguais quando
efetuadas entre fracdes aparentes ou entre seus representantes inteiros.

Dantzig (1970, p. 90) lembra “que a extensdo do dominio numérico vai a
complexidades cada vez maiores. Mas essa extensdo ndo é arbitraria; oculta no préprio
mecanismo do esquema generalizador esta uma ideia diretora e unificadora”, que é justamente
0 principio da permanéncia. Essa construcdo tornava os racionais uma extensao dos inteiros
da mesma forma que os complexos formavam uma extenséo dos reais.

Hankel defendera entdo que a analise deveria continuar estudando as quantidades
continuas, deixando os racionais e inteiros para a teoria dos numeros. Hankel questionava se
este sistema de numeros estaria completo e concluira que nunca seria possivel estendé-lo aos
nameros reais, uma vez que podem existir outras operacfes além das citadas em seu principio,
como, por exemplo, os logaritmos (LOPES, 2006, pp. 4 - 5).

Independente disso, essa era a primeira vez na historia da Matematica que se definia
numero de forma axiomatica, como um conhecimento destacado da realidade sensorial. Para
completar o processo de aritmetizacdo faltaria apenas estender essa definicdo para o0s
irracionais, negando o conceito desenvolvido por Hankel de que quantidades continuas eram
de natureza totalmente distinta do que ele entendia por nimero. Essa negacao viria de um
professor seu, Weierstrass.

Foi Weierstrass quem definiu “quantidades numéricas” como sendo uma classe de
nameros infinitos que podia ser escrita como uma espécie de soma de infinitas razdes. Ao
igualar o limite da soma quando o nimero de termos tende ao infinito a propria soma,
indicando assim que a soma infinita era apenas uma maneira diferente de escrever o proprio
numero, o alemao colocou os irracionais na mesma estrutura algébrica dos racionais.

Foi baseado nas somas de Weierstrass (e em todos os trabalhos pregressos) que Cantor
desenvolveu sua definigdo de racionais e irracionais em 1872. A leitura feita por Dedekind é
um pouco diferente, mas quando ambos descreveram suas versées do conjunto que passou a
ser chamado de nameros reais, foi possivel demonstrar logicamente que haviam construido a

mesma estrutura matematica.
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Esse processo de transformacdo da Matemética em uma ciéncia analitica haveria de
gerar muitas discussbes futuras. A prdpria concepcdo de que todos os conjuntos eram
derivados dos numeros naturais ndo era satisfatoria para alguns matematicos, uma vez que
teoricamente nada poderia ser afirmado analiticamente sobre um conjunto infinito. Para os
intuicionistas era também absurdo definir nimeros naturais como um conjunto que nao fosse
obtido de forma empirica. Ainda assim, isso ndo impediu os logicistas de seguir com suas
definicdes.

Um dos maiores defensores da axiomatizacdo, Russel (2007, p. 21), conta que “tendo
reduzido toda a matemaética pura tradicional a teoria dos nimeros naturais, 0 passo seguinte
em analise logica foi reduzir essa teoria ela prépria ao menor conjunto de premissas e termos
indefinidos de que era possivel deriva-las. Esse trabalho foi levado a cabo por Peano”, que foi
guem construiu axiomaticamente uma definicdo para os naturais em 1889, baseado num
processo chamado de indugdo completa.

Cantor havia classificado os naturais como um tipo de infinito diferente dos Reais, que
ele chamou de enumeravel, resolvendo a questdo da dicotomia entre os tipos diferentes de
numeros. Aparentemente o passo de inducdo completa era logicamente téo satisfatério quanto
qualquer raciocinio analitico baseado em deducdo, de modo que estava enfim satisfeita a
vontade dos logicistas de produzir uma aritmetizacdo total da analise baseada na construcéo
de todos os nimeros a partir dos axiomas de Peano. Nos anos que se seguiram, embora as
discussbes acerca das implicacGes filosoficas desse processo fossem crescentes, essa
concepcao de nimero permaneceu (e permanece) sendo a Unica academicamente aceita.

Nos capitulos seguintes serdo apresentadas as formas axiomaticas dos conjuntos e as
discussdes filosoficas decorrentes destes, para que se possa enfim abordar a teoria de John H.

Conway e suas proprias implicacdes no conceito de nimero.
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2 APRESENTACAO AXIOMATICA DOS CONJUNTOS NUMERICOS

2.1 Os conceitos primitivos do principio de permanéncia.

O final do séc. XIX foi fundamental para a teoria dos nimeros. O trabalho de Hankel
trazia 0 conceito de corpo numérico baseado no principio de permanéncia, incluindo os
nlmeros inteiros e racionais nesse conceito e excluindo os irracionais e complexos, que
seriam incluidos mais tarde. O que se expde nesse item do trabalho é a base do método de
ampliacdo gerado por esse principio, partindo dos naturais em direcdo aos inteiros e racionais.

Segundo Hankel, sé poderiam ser chamados de nimeros os elementos de um corpo
numérico, corpo esse que ele define como sendo um conjunto com as seguintes
caracteristicas: possui infinitos elementos; contém os nimeros naturais; é ordenado; possui as
operacdes de adicdo e multiplicacdo com suas propriedades (comutativa, associativa e
distributiva) e essas se mantém quando restringidas aos naturais.

Ressalta-se que Hankel considera como primitivas a ideia de nimero natural, a nogéo
de conjunto como colec¢éo de elementos, bem como o conceito de colecdo infinita. Foi preciso
0 passar dos anos para que esses termos fossem por sua vez definidos axiomaticamente
reduzindo a base da constru¢do dos conjuntos numéricos a uns poucos elementos primitivos
concebidos na linguagem natural e no senso comum. Assim, de Hankel até os dias de hoje, a
forma de se expressar matematicamente sofreu uma série de transformacGes, o que torna
necessario ressaltar que os conceitos listados a seguir sdo anacrdnicos, estando mais proximos
do que hoje € visto nas universidades do que dos escritos daquela época.

Apenas para fins didaticos, consideremos de forma intuitiva o conjunto dos niumeros
naturais, simbolizado por N = {1, 2, 3, 4, ...}, munido também de suas operacdes de adicdo e
multiplicagdo com seus simbolos convencionais, representadas respectivamente por “+” e “-”.
Convem ressaltar que os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 0 ndo sdo nUmeros em si, mas sao
antes simbolos que representam os nimeros.

A ideia que esta por tras do conceito de nimeros naturais e que serd apresentada
posteriormente é baseada apenas na nocdo de que qualquer colecdo unitaria pode ser
representada pelo ndmero um, simbolizada por “1” e que, ao incluir nessa cole¢do outro
elemento, ela sera representada pelo nimero dois, chamado de sucessor do um e simbolizado
por “2”, a¢do que pode ser repetida indefinidamente. A recursdo implicita na frase “repetida
indefinidamente” ¢ que nos leva ao conceito indutivo de infinito, construido apenas sobre a

existéncia da unidade e da sucessdo, que gera todos 0s naturais.
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As operagOes de adicdo e multiplicagcdo nesse conjunto, uma vez realizadas entre 0s
nove primeiros elementos, podem ser levadas ao infinito com base nos seus algoritmos e no
sistema posicional dos algarismos hindu-arabicos, que requer o uso do simbolo “0” como
marcador de posi¢des vazias, ndo sendo ele ainda considerado um simbolo de nimero. Com
essas ideias prévias, as defini¢cdes do conjunto N e de suas operacdes podem ser dadas
posteriormente as construcdes que serdo feitas a seguir, sem perda de generalidade.

Desse modo, podemos definir uma operacdo como uma combinacdo feita entre dois
elementos de um conjunto gerando um terceiro elemento. Quando uma operacdo tem a
caracteristica de, ao ser realizada entre quaisquer dois elementos a e b do conjunto, gerar um
terceiro elemento ¢ do mesmo conjunto, dizemos que esse conjunto é fechado para essa
operacdo. Como é sabido (ainda que ndo demonstrado), os algoritmos citados acima sdo
sempre alimentados por naturais e geram naturais, podendo-se concluir o fechamento de N
para a soma e para o produto. As propriedades das operagcdes podem ser entdo definidas.

Dados trés elementos quaisquer a, b e ¢ de um conjunto que possua uma operacao
(representada aqui pelo simbolo +), dizemos que:

e A operacdo + é associativase (a+b)+c=a+ (b +c)

e Aoperacdo + € comutativasea+b=b+a

Alem disso, dadas duas operacdes (por exemplo, + e -), dizemos que:

e A operagdo - ¢ distributiva em relagao a operagdo +sea-(b+c)=a-b+a-c

Desse modo, considerando novamente 0s nimeros naturais como descritos acima, bem
como as operacbes de adicdo e multiplicacdo definidas nesse conjunto pelos algoritmos
citados, podemos observar que ambas sdo associativas e comutativas e que a multiplicacdo é
distributiva em relagdo a adicdo, fatos que ndo serdo demonstrados.

Veremos a seguir o que significa uma relacdo. Para fins ilustrativos, vamos considerar

9

tambeém conhecidas duas relagdes entre numeros naturais: a igualdade, simbolizada por e
a minoragdo/majoracdo, simbolizada por “<”. De forma intuitiva, diremos que um numero
natural € igual a outro se ambos simbolizarem o mesmo tipo de colecBes, ou seja, colegdes
com as mesmas quantidades. Além disso, um ndmero natural sera dito menor que o outro se
as colegcdes que ele representa sdo anteriores no processo recursivo de construcdo das
guantidades.

Desse modo, uma relacdo pode ser definida como uma atividade que, embora também
seja aplicada a dois elementos, ndo gera um terceiro elemento, mas sim uma comparagao, uma

qualidade de um elemento em relacdo ao outro. As fun¢des de uma variavel, por exemplo,
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formam um caso especifico de relagdo: ao afirmar que y = 2x com x e y nUmeros naturais,
estamos criando uma relacdo de N em N, comparando as varidveis x e y e dando uma
qualidade do elemento y em relagéo ao elemento x (nesse caso, a qualidade conhecida como
"dobro").

Uma relacdo é considerada de equivaléncia se for reflexiva, simétrica e transitiva.
Respectivamente, em linguagem simbolica, temos que a relagdo “#” ¢ uma relacdo de
equivaléncia em um conjunto se, para todo a, b e ¢ no conjunto, tem-se:

e a#a
e a#bimplicaemb#a

e a#beb#cimplicamemat#c

69

Novamente considerando os naturais como foram descritos, definimos a relacao
como uma relacdo de equivaléncia. Além disso, para todos a e b, se a for um ndmero natural e
a = b, entdo b também é um ndmero natural. Isto é, os numeros naturais séo fechados em sua
igualdade.

Uma relagdo sera considerada de ordem (estrita) quando for assimétrica, transitiva e
irreflexiva. Respectivamente, em linguagem simbolica, temos que a relacdo # € de ordem
estrita em um conjunto se, ao ser aplicada entre elementos a, b e ¢ do conjunto, respeita as
seguintes propriedades:

e Sea#b,ndo pode ocorrerb #a
e Sea#beb#c,entdioa#c

e Consequentemente, nunca pode ocorrer a # a

Assim, podemos concluir que a relagdo “<” ¢ uma relagdo de ordem restrita em N,
podendo ser aplicada a quaisquer elementos do conjunto. A relagdo “maior”, simbolizada por
“>” e sendo definida de modo que se a < b, entdo b > a, também se torna assimétrica,
transitiva e irreflexiva, formando uma nova relacdo de ordem em N (a ordem decrescente).

Note que a existéncia de uma relacdo de ordem que permita comparar dois elementos
de um conjunto néo significa que todo o conjunto respeita a mesma ordem. Define-se entdo
um conjunto ordenado como aquele que, tendo uma relacdo de equivaléncia e outra de ordem
estrita, ocorre exclusivamente uma das trés possibilidades abaixo sempre que dados dois
elementos a e b desse conjunto:

e Ouacx<b

e Oua>b(ouseja b<a)


https://pt.wikipedia.org/wiki/Conjunto_fechado
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e Oua=h

Essa caracterizagdo, chamada de tricotomial®, garante a relagdo de ordem o titulo de
relacdo de ordem total. Um conjunto ordenado é aquele que possui uma relacdo de ordem
total, como observamos em N.

Além disso, as defini¢cbes da adicdo, da multiplicacdo e das relacbes de ordem e
equivaléncia vistas nesse conjunto geram algumas condi¢fes, que sdo as consequentes
caracteristicas que a relacdo de ordem mantém com as opera¢des entre quaisquer trés nimeros
naturais a, b e c:

e Sea<bh,entdioa+c<b+c
e Sea<b,entdoa-c<b-c
e A adicdo admite a propriedade cancelativa: sea+ c=b +c, entdoa = b.

e A multiplicagdo admite a propriedade cancelativa: sea-c=Db-c,entdioa=Dh.

Unindo isso as propriedades das operagdes, temos o ideério que, aplicado a definicao
de numero natural e a construgdo das opera¢des + ¢ -, completa a base dos conceitos

primitivos de Hankel.

2.2 O principio de permanéncia nos conjuntos Z e Q.

A ampliacdo dos naturais para os inteiros requer um passo delicado, que reside em
uma imprescindivel redefinicdo do zero. A partir dessa redefinicdo, passa-se a utilizar o
simbolo “0”, chamado zero, como sendo o (Unico) elemento neutro da adicdo, tal que:
e a+0=aparatodo a natural. Consequentemente,

e Sendo a um nimero natural, x + a = a implicaem x = 0.

E importante notar que essa definicdo é coerente com o algoritmo da adicio e com a
utilizacdo ja explicitada do 0 como simbolo separador de casas do sistema decimal.
Entretanto, embora essa nova definicdo sugira alguma redundancia em relacdo ao que ja se
sabia sobre o zero, suas consequéncias demonstram sua delicadeza.

A unicidade do elemento neutro s6 pode ser demonstrada quando aplicada a um novo
conjunto que contenha os naturais e o zero, que seja munido da adicéo e da relacdo de ordem

entre naturais, considerando ainda, além do principio de permanéncia, a definigdo de que 0 <

15 Alguns autores utilizam a relagdo de ordem ampla (<, 1é-se: menor ou igual) no lugar da relagéo de ordem
estrita. Nesse caso, ela deve ser reflexiva, antissimétrica e transitiva e o conjunto possui ordem total quando
ocorre exclusivamente a < b ou b < a (dicotomia).
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n para todo n em N. Assim, embora hoje 0 zero possa ser considerado um namero natural,
sua inclusdo nesse conjunto ndo pode ser imediata. E a sua caracterizagdo como elemento
neutro da adi¢do que permite a definicdo axiomadtica do “elemento oposto” e, por conseguinte,
da operacgdo de subtracdo. A subtracdo € que se torna responsavel por colocar o zero como
resultado da operacéo 1 — 1, tornando-o entdo antecessor do 1.

Quando Peano define posteriormente os naturais, opta por iniciar os elementos de
contagem pelo nimero 1. Sabe-se que o trabalho de Peano, sendo posterior ao de Hankel,
ocorre apos a construcdo dos inteiros, indicando que o zero seria um elemento de Z e ndo de
N. Porém, sendo visto como o antecessor do um e como o neutro da adi¢éo, o zero adquire a
caracteristica dos outros naturais, obtendo ordinalidade e cardinalidade, podendo entdo ser
nomeado como o natural representante das colec6es vazias.

Hoje a distincdo entre a concepcdo natural ou inteira do zero parece ndo trazer
consequéncias significativas as constru¢des dos conjuntos, visto que pela definicdo de nimero
dada por Hankel, qualquer ente pode ser considerado numero desde que faca parte de um
corpo numérico com determinadas caracteristicas. Entretanto ndo se podem diminuir as
consequéncias de natureza filoséfica desse debate, que dizem respeito ao tipo de matematica
que se esta criando. Afirmar que ndo héa distin¢do entre a inclusdo do 0 em Z ou N implica em
concordar que os objetos matematicos se definem apenas pelas relagdes que estabelecem entre
si e ndo pelas relagdes que estabelecem com a realidade de onde sdo absorvidos e onde podem
ser aplicados.

A inclusdo do zero como numero natural torna-se entdo anacronica. Muitos autores
fazem uma releitura dos axiomas de Peano iniciando a contagem em 0 e ndo em 1, tendo
entdo que incluir, entre as primeiras demonstracfes, a multiplicacdo por zero e suas
consequéncias na relacdo de ordem dos produtos. Ap6s o desenvolvimento mais amplo da
teoria dos conjuntos iniciada em Cantor, 0 zero passa a ser 0 representante da cardinalidade
do conjunto vazio, o que permite novas abordagens na axiomatizacdo de Peano e auxilia a
linguagem da construgé@o dos inteiros como pares de naturais e dos racionais como pares de
inteiros.

As discusstes filosoficas acerca da conceituacdo numérica dada por Hankel e da
consequente disputa de pertinéncia e aplicacBes do zero serdo discutidas posteriormente.
Entretanto é necessario reter a atencéo nesse ponto como forma de lembrar que a auséncia do
debate filosofico transformaria a construgdo dos inteiros (e de todos 0s outros conjuntos) em
um exercicio estéril de imaginacdo, o que ndo € verdade. Retomando a histdria, observa-se

que a maior parte das ampliacdes do conceito de nimero (e dentre elas esta o aparecimento
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dos negativos) surgiu da algebra e de sua busca por significados dos resultados de equacbes
resultantes muitas vezes de problemas praticos.

Assim, do ponto de vista algébrico, a redefinicdo do zero apresenta uma nova
possibilidade de resolugcdo de equacbes, como sera exposto a seguir. Para isso, deve-se
lembrar que, dados trés nimeros naturais a, b e ¢, com a < b, tem-se a + ¢ < b + ¢, condi¢do
que permanece valida quando ¢ = 0 (definido como elemento neutro da adi¢do), mesmo ¢ ndo
sendo natural. Desse modo, quando lidamos com uma operagdo do tipo a + x = b, temos
algumas possibilidades para x:

e Sea=b,temosa+x=a,concluindoquex=0
e Sea<b,temosa+x<b+x. Sendob<b+x, temos 0 <X, sendo x um natural.

e Analogamente, por fim, se a > b, temos x < 0 e, portanto, ndo natural.

Os matematicos lutaram durante os séculos contra esse tipo de resultado em suas
equacOes, embora a operacdo de subtracdo continuasse sendo efetuada. Define-se da seguinte
maneira a operacgdo de subtragcdo como inversa da adigéo, simbolizada por “—:

e b—a=xse esomentese,a+x=D>b,

Com base nessa definicdo e nas observacdes algébricas acima, conclui-se que 0s
naturais ndo sdo fechados para a subtracdo, havendo entdo a necessidade de definicdo de um
conjunto que contenha, além do zero, os resultados ndo naturais dessa operacao.

Definem-se entdo 0s nUmeros negativos da seguinte maneira:

e Paratodo a natural, chama-se (-a) o elemento oposto de a, tal que a + (-a) = 0.

Chamaremos esses nimeros opostos aos naturais de inteiros negativos e o conjunto
que contém 0s naturais, 0 zero e 0s opostos dos naturais de conjunto dos inteiros, denotado
por Z. Esse conjunto € claramente infinito e contém os naturais, restando ver como respeita as
outras condi¢6es do principio de permanéncia, iniciando na relacdo de ordem:

e Dados dois naturais distintos a e b, se a < b entdo -b < -a.

Além disso, como devem continuar valendo as propriedades da adi¢do e sua relacéo
com a ordenacéo, deve ser possivel afirmar que:

e Sea<b,entdoa+ (-c)<b+(-c)paraa, b,ecem N.

Substituindo a por 0 e sabendo que 0 < n para todo n em N e que a + (-a) = 0, conclui-
se (de forma a garantir essa propriedade), que:

e a>0se, esomentese (-a) <O0.
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Assim, sejam a, b e c elementos de Z, tem-se:
e Sea<0e0<bh,temos diretamente a <b.
e Seaebsdo maiores que zero (positivos), utiliza-se a relacdo de ordem dos naturais.
e Seae bsdo menores que zero (negativos), seus opostos serdo naturais e, observando a

ordem de seus opostos pode-se concluir a ordem dos negativos.

Conclui-se assim que o conjunto € totalmente ordenado. Vejamos como ficam as
operacdes. Para quaisquer a, b, e ¢ naturais, por consequéncia das definicbes anteriores,
temos:

e O oposto do oposto de a é o proprio a: - (-a) =a
e O elemento oposto é Unico para todo a: dado x tal que x + a =0, x = (-a)
e O zero ndo admite oposto, ou € seu proprio oposto: (-0) =0

e O zero é neutro também para a adi¢do com inteiros negativos: (-a) + 0 = -a

Importante ressaltar que a unicidade do oposto garante que o conjunto formado, além
de possuir uma relacdo de ordem total, é fechado para a relacdo de equivaléncia. Ou seja, se a
é inteiro e a = b, entdo b é inteiro.

Embora tenhamos usado o simbolo “+” até agora como a adigdo de naturais, essa
operacdo passa a se estender aos inteiros negativos: ja vimos que o uso do zero como
elemento neutro funciona para o0s negativos; a soma (-a) + b pode ser interpretada como b — a,
sendo a subtracdo ja definida; além disso, a soma entre negativos (-a) + (-b) pode ser dada
pelo oposto da soma a + b, ou seja, (-a) + (-b) =-(a + b).

Assim, a adicdo permanece comutativa, associativa e fechada no conjunto Z. Além
disso, a relacdo entre a ordem e a soma permanece, assim:

e Sea<bh,entdoa+c<b+cparaa,b,ecemZ.

e Vale a propriedade cancelativa: sea+b=a+c,entdiob=cparaa, b,ecemZ,

A maior parte das conclusdes a que chegamos aqui partindo das defini¢cbes nao foram
e ndo serdo demonstradas®® evitando-se assim perder a fluidez que nos leva ao objetivo final
de analisar as consequéncias na forma de construcdo dos conjuntos numéricos. O que
conseguimos até aqui é concluir que o conjunto dos inteiros possui a mesma operagdo de

adicdo dos naturais e que quando aplicada aos nimeros inteiros maiores que zero resulta

16 As demonstracdes das propriedades das operagBes no conjunto dos inteiros, bem como os casos de
multiplicidade e divisibilidade que gerardo posteriormente 0s racionais ndo serdo expostos por fugirem ao
escopo do trabalho. Para o leitor interessado recomenda-se consultar esses elementos em MILIES, César P.;
COELHO, Sbnia P. Nimeros: Uma introducdo a Matematica. Sdo Paulo: Ed. USP, 2006.
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exatamente na adicdo em N, como era desejavel pela proposta de Hankel. Além disso, a
operacdo b — a resulta em um natural quando b > a, em zero quando b = a e em um inteiro
negativo quando b < a, 0 que torna o conjunto Z fechado para a subtracao.

N&o fosse a necessidade do principio de permanéncia, essa conclusdo seria o suficiente
para resolver o problema algébrico fonte dessa investigacdo. Entretanto, cada novo objeto
matematico ndo pode ser analisado unicamente a partir do problema que o gerou, tendo
também de ser analisado a partir das relacdes que desenvolve com seus pares. Resta entdo
verificarmos o que ocorre com a multiplicacdo em Z, para o0 que se torna necessario enunciar
0 seguinte:

Como0O-a+0-a=(0+0)-a=0-a, pelo cancelamento, temos 0 - a = 0. Visto o que
ocorre na multiplicacdo por zero, pode-se concluir que o produto de inteiros admite a seguinte
“regra de sinais”:

e (@)-b=a-(-b)=-(a-b)
e (@) (b)=a-b

Note que a operagdo “” utilizada acima também se refere ainda a multiplicacdo como
conhecemos entre naturais. Os elementos simbolizados com a e b sdo elementos de N, sendo
(-a) e (-b) seus opostos, ou seja, inteiros negativos. Dadas essas propriedades, a operagdo se
estende agora para todo o conjunto Z.

Assim, esse conjunto se encontra também fechado para a multiplicacdo, que
permanece associativa, comutativa e distributiva em relacdo a adi¢do, como era de se esperar.
Ao observar esses fatos, se torna imprescindivel rever a interacdo entre a multiplicacdo e a
relagdo de ordem que afirma que “se a < b, entdo a - ¢ < b - c, para a, b, e ¢ naturais”. Note
que, se ¢ € um inteiro tal que ¢ > 0, entdo ¢ é natural. Logo, pela relagdo de ordem dos
inteiros, temos:

e Dadosa, becinteiros,sec>0,a<bimplicaema-c<b-c

Por outro lado, se ¢ < 0, entdo 0 < (-c), ou seja (-c) é natural. Novamente, pela relacéo
de ordem dos inteiros e lembrandoquea - (-c)=-(a-c)eb - (-c) =- (b - c), temos:

e Dadosa, becinteiros,sec<0,a<bimplicaema-c>b-c.

Além disso, parac =0, a- ¢ = b - ¢ independente dos valores de a e de b. Logo, a
multiplicagdo em Z admite condicionalmente a propriedade cancelativa:

e Sea-b=a-c,coma#0,entdob=c.
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Essa ultima proposicdo completa a axiomatizacdo de Z como um corpo numeérico (de
acordo com a definicdo dada por Hankel), suprindo a necessidade de um conjunto que seja
fechado também para a subtracdo, além da multiplicacdo e da adi¢do. Mas, voltando a
algebra, é ainda a necessario significar os resultados das equacgdes do tipo b - x = a.

Note-se que paraa =0 e b =0, a equacdo é verdadeira para qualquer valor de x. Para b
=0 e a # 0, ndo existe valor de x que torne a equacdo verdadeira. Por fim, quando b # 0, a
equacao transforma x em um ndmero que resulta da divisao de a por b.

O estudo da multiplicidade de inteiros é secular. Os caminhos percorridos pela
operacdo inversa da multiplicacdo diferem muito daqueles percorridos pela inversa da adicéo.
Enquanto a subtracdo resultava em ndmeros que, por auséncia de significados extensionais,
eram constantemente negligenciados, a divisdo produzira um estudo profundo sobre
multiplos, divisibilidade, nimeros primos e decomposicées.

Por esse ponto de vista, pode-se afirmar que a construcdo de um novo conjunto que
englobe as razbes é mais facil de ser aceita do que a construcdo anterior, jA que esses
resultados foram compreendidos como numeros muito antes das quantidades negativas.
Entretanto, a divisdo é mais dificil de definir do que a subtracdo, ja que o estudo da
divisibilidade gerou um tipo de divisdo de inteiros que difere significativamente da divisao
dos racionais®’.

A diferenciagdo entre os dois escopos da divisdo ndo serd tratada aqui. No momento
sera preciso apenas observar que, na equacao b - x = a, sendo a e b nimeros inteiros com b
ndo nulo, trés coisas podem ocorrer:

e Se a for multiplo de b (incluindo a = b), existe um m em Z tal que m - b = a. Nesse

caso, X € um namero inteiro tal que x = m.

e Se afor menor que b, chamaremos x de %.

e Se a for maior que b, mas ndo seu multiplo, podemos escrever a=m - b + r, sendo m
em Z tal que m - b é o maior multiplo de b menor do que a. Nesse caso, r sera menor

do que b e diremos que x =m + %-

Note que, nos dois ultimos casos, as razbes simbolizadas por % e % possuem o

dividendo menor que o divisor. Chamam-se essas razdes de fracdes proprias, sendo o
dividendo chamado de numerador e o divisor de denominador. O uso das fracbes proprias

como representantes de numeros soluciona a questéo algébrica das equagdes b - x = a.

17\/er nota anterior.
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Resta determinarmos um conjunto que as contenha e, para que possam ser chamadas

de numeros, que respeite o principio de permanéncia. Constroi-se entdo o conjunto dos

racionais, denotado por Q e definido como Q = {% |aebemZ b+#0}. Vejamos como 0s

elementos desse conjunto se relacionam.
Ja vimos que quando a < b obtemos uma fragdo propria. Quando a > b (a maior ou

igual a b), temos dois casos. Se a for multiplo de b, a fracdo obtida representa um ndmero

inteiro. Por fim quando a ndo for maltiplo de b, a fracdo obtida é do tipo m + %, simbolizada
por m%, chamada de nimero misto. Além disso, de acordo com a regra de sinais vista no

conjunto dos inteiros, a fracao % é positiva se, e somente se a e b possuirem o0 mesmo sinal,

sendo negativa caso ocorra 0 contrario.
De forma divergente aquela observada nos inteiros, a definicdo dos elementos de Q

ndo torna subentendida sua relacdo de equivaléncia. Vamos enuncia-la considerando a relacéo

(13 2 b ~ a c .
=" do conjunto Z, e duas fragdes ce—emQ:
~ a Cc ~ - - a c
e As fracoes ~ €~ serao ditas equivalentes com > =—Se esomentesea- d=c-bh.

r

Com base nessa definicdo, conclui-se que a relagdo “=" ¢ uma relagdo de equivaléncia

fechada no conjunto dos racionais, ja que € reflexiva, simétrica e transitiva, fato de facil

demonstracdo. Além disso é importante ressaltar que, dada uma fragdo % negativa,

consideraremos sempre que a € negativo e b é positivo (caso ocorra 0 contrario, basta
substituir essa frag@o pela sua equivalente, com os sinais trocados).
Veremos como fica entdo a relacdo de ordem e as operacdes de adi¢do e multiplicacéo,

€e.”

a partir da relagdo “<” e das operacdes “+” e “-” conhecidas nos inteiros:

a

o <§se,esomentese,a-d<c-b.

_ad+cb
b-d

+
Qla

I
|9.
a

Sle TIe T
Qla

&

QU

Nota-se que, no caso de ocorrer ¢ = d, 0 produto como foi descrito gera uma fracéo
equivalente a %, 0 que torna a fragédo 2 um elemento neutro da multiplicagdo. No caso de ¢ =0,
a adicdo acima também gera uma fracdo equivalente a %, sendo 3, nesse caso, um elemento

neutro da adicdo. Como o conjunto admite elementos negativos, ficam pressupostas a

presenca de elemento oposto e a defini¢do da subtracdo. Além disso, a multiplicacdo por zero
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resulta em zero e, quando d = 1, a adi¢cdo gera um numero misto. Por fim, quando b=d =1
simultaneamente, ambas as operacgdes se reduzem as operagoes entre inteiros.

A forma de construcdo dessas operagdes as torna associativas e comutativas,
garantindo também a distributividade da multiplicacdo sobre a adi¢ao e a regra de sinais para
0 produto. Além disso € coerente com alguns aspectos ja vistos, como por exemplo a
ordenacédo total do conjunto (tricotomia), a relacdo de ordem do produto e da soma e a

propriedade do cancelamento. Assim, dados trés racionais% ,— €

Qla
o

. a c a c a c
e Ocorre exclusivamente > < L ou 5 > 2 ou 3= T

. %<§implicaem%+}§<§+}§

. %+?=§+?se,esomentese%:§

. Se§> O,%<§implicaem%-;<§-%

. Se§< O,%<§implicaem%-;>§-?

. Se?: 0,% ]%: % : ?zOparaquaisquer%,g
. %-§=5-%com?¢0implicaem%=§

O conjunto dos racionais, além de ser fechado para a divisao, difere do conjunto dos

inteiros principalmente pelo fato de que um mesmo elemento é agora representado por uma

classe de fracdes. Ainda assim se somamos ou multiplicarmos qualquer fracdo equivalente a%

com qualquer fracdo equivalente a 2 obteremos como resultados fragdes equivalentes a,

ad+cb _a-c

b-d b-d’

respectivamente,

Essas observacdes decorrentes das definicbes garantem a relacdo dos elementos do
novo conjunto com outras caracteristicas previamente observadas. O elemento neutro da

multiplicacdo (que até entdo era representado pelo nimero natural 1) passa agora a ser

representado por qualquer fracéo % tal que a = b. J& o elemento neutro da adigdo passa a ser

representado por qualquer fragéo % tal quea=0.

Um ultimo elemento precisa ainda ser definido: o elemento inverso. Ao garantir a
existéncia do inverso multiplicativo no conjunto Q, determina-se enfim que tal conjunto é
fechado para as quatro operagOes bésicas (considerando que a definicdo das operacGes

anteriores garante que a adicdo, a subtracdo e a multiplicagdo de racionais gera outro

b a

. . . , , ‘b
racional). Assim, dado um racional %, é possivel observar que o produto % Ce= Esse
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produto, como possui humerador e denominador idénticos, é igual ao elemento neutro da
.. o . . b ., . o R
multiplicacdo, o que permite concluir que — & inverso de % e que a operacdo de divisdo entre

dois racionais r e r’ gera outro racional, que pode ser encontrado multiplicando-se r pelo
inverso de r’.

Outro ponto a ser observado é que, sendo x um racional % e tendo a e b um divisor m

em comum, pode-se reescrever ambos comoa=m-peb=m- g, com g ndo nulo. Assim, x =

mp_mp_ q.P

g m q = s. Esse cancelamento é chamado de simplificacdo das fracGes, que é
uma forma de encontrar fracdes equivalentes.

O objetivo de ressaltar essas caracteristicas € atentar para o fato de que a descricéo de
um novo conjunto ndo s6 é motivada por aspectos externos ao conjunto como também deve
envolver uma coeréncia entre seus aspectos intensionais e extensionais. Dito isso, visando
aprofundar o estudo dos nimeros, vale retomar a teoria das proporces de Eudoxo, presente
no livro V dos Elementos de Euclides e que apresentava uma ordenacao de fracGes.

Segundo o matematico grego, quatro grandezas de mesma natureza (a, b, ¢ e d)
possuiam a mesma razdo de proporcdo se, para todo m e n inteiros positivos, temos que:

e ma<nbimplicaem mc<nd
e ma>nb implicaem mc > nd

e ma =nb implicaem mc =nd

Essa afirmacdo, embora equivalha a dizer que “% = g se, esomentesea-d=c-b”",

difere em um detalhe: Eudoxo ndo exige que a, b, ¢ e d sejam inteiros, ja& que usou sua
definicdo apenas em aplicacbes geométricas que a mantinham valida para segmentos
incomensuraveis. Ao observar esse detalhe, ressalta-se que os racionais ndo eram o suficiente
para cobrir as medidas de todos os segmentos de retas, explicitando a demanda por outro tipo
de nimero que, de acordo com essa observacdo, mantém de alguma forma as caracteristicas
dos racionais.

Tais caracteristicas se resumem principalmente a capacidade de exprimir grandezas e
de manter uma ordenacdo. A ideia implicita na definicdo de Eudoxo sobre a
proporcionalidade dos quatro elementos a, b, ¢ e d, como ressaltado por Roque (2012, p. 197)
“¢ a de que, expandindo (ou contraindo) os dois primeiros de certa quantidade, os dois outros

também serdo expandidos (ou contraidos) da mesma quantidade”.

Com essa definicdo, a comparacdo de razBes adquire um carater geométrico. Os
objetos matematicos, na época [de Euclides], podiam ser nimeros, grandezas, razdes
entre numeros e razdes entre grandezas. A homogeneidade desses objetos s existira
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quando a razédo entre duas grandezas quaisquer puder ser identificada a um ndmero,
0 que s6 sera possivel muitos séculos mais tarde, com a definicdo dos nlimeros reais.
(ROQUE, 2012, p.197)

Assim, a nova demanda é por descrever esse novo tipo de namero, que pode
representar qualquer grandeza, a partir do principio de permanéncia. Foi esse o trabalho
proposto por Dedekind e Cantor.

2.3 As abordagens de Dedekind e Cantor na construcédo de R

Sendo a potenciacdo uma operacdo de repeticdo de multiplicacdes, é possivel concluir
que ndo sO os racionais como também os inteiros e naturais sdo fechados para a poténcia.
Entretanto, retomando as construgdes dos conjuntos anteriores, observa-se que o0 conjunto Q,
mesmo sendo fechado para as quatro operagdes basicas e para a potenciacdo, ndo é suficiente
para representar todos os resultados algébricos, ja que a equagdo x* = a ndo apresenta solugio
em nenhum dos conjuntos vistos quando a ndo € um quadrado perfeito (ou uma razdo de
quadrados perfeitos).

A equagio x? = 2, por exemplo, pode representar a busca pela medida da diagonal do
quadrado de lado 1. Partindo desse ponto, se poderia supor que o desafio agora seria 0 de
encontrar um conjunto fechado para a operacéo inversa da potenciacdo. Entretanto, ao buscar
nimeros que representem medidas para qualquer segmento, nota-se que € preciso uma
quantidade muito maior de representaces do que aquelas que sejam resultados da radiciacdo

de racionais.

A determinacdo da diagonal de um quadrado e da circunferéncia de um circulo
revelaram a existéncia de novos entes matematicos para 0s quais ndo se encontrava
lugar no dominio racional. A inadequacdo da aritmética racional foi entdo
obrigatoriamente provada. Uma analise posterior mostrou que 0S pProcessos
algébricos em geral eram igualmente inadequados. Assim, ficou clara a
inevitabilidade de uma extensdo do campo numérico. (DANTZIG, 1970, p. 127).

Quando Dantzig afirma que “os processos algébricos eram igualmente inadequados”
se refere principalmente a no¢do de que o numero 7 (entre outros), além de irracional, era
transcendente, ndo podendo ser determinado nem mesmo por equacgdes algebricas. Por outro
lado, 0 mesmo numero possuia representacdo geométrica, sendo o comprimento da
circunferéncia de diametro unitario. Isso mostra que o salto dos racionais para 0s reais é maior
do que os saltos dos naturais para 0s inteiros ou dos inteiros para 0s racionais, pois surge de
um processo mais abrangente do que o algebrico.

Foi assim que Dedekind, em seu Essays on the theory of numbers, apds enunciar que o

conjunto Q possuia as caracteristicas de um corpo numérico, passa a comparar 0s nimeros
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com os pontos da reta. O autor ressalta (1901, p.5)*® que “outra caracteristica do sistema dos
racionais é ainda mais importante; podemos exprimi-la ao dizer que esse sistema forma um
dominio bem ordenado de uma dimensao que se estende infinitamente para ambos os lados™.

Dedekind segue seu trabalho afirmando que o uso de ideias geométricas, externas a
Aritmética, embora didaticamente eficiente, ndo supria a necessidade de demonstrar
algebricamente a relac@o entre os racionais e a reta. Assim ele inicia a lista de caracteristicas
presentes nos racionais e que podem ser comparadas as nogdes de ponto:

e Dado um racional, qualquer outro racional distinto dele s6 pode ser menor ou maior
que ele;

e Se um racional € maior do gue outro e esse € maior do que o terceiro, entdo o primeiro
€ maior do que o terceiro;

e Dados dois racionais distintos, hd uma infinidade de racionais entre eles;

e Por fim, cada racional divide o conjunto dos racionais em dois subconjuntos, sendo
um formado pelos nimeros menores que o racional dado e o outro formado pelos
nimeros maiores que o racional dado. Esses conjuntos sdo tais que todos os elementos
de um sdo menores que qualquer elemento do outro. O proprio racional dado pode ser
0 menor elemento do subconjunto majoritario ou 0 maior elemento do conjunto
minoritario.

Essa caracterizagdo dos racionais é facilmente comparavel as caracteristicas do ponto,
sendo a relacdo de desigualdade associada & ideia de que dados dois pontos distintos um s
pode estar a esquerda (menor) ou a direita (maior) do outro. Assim como no conjunto
descrito, um ponto divide a reta em duas semirretas onde todos os pontos da semirreta da
esquerda estdo a esquerda de qualquer ponto da semirreta da direita, sendo que o ponto dado
pode ser pertencente a uma ou a outra, exclusivamente.

Essa é a ideia fundamental da teoria dos cortes de Dedekind. Para finalizar sua
comparagdo, basta determinamos na reta um ponto origem que se relacione com o zero do
conjunto Q e definirmos, a partir dessa origem, um segmento unitario cuja distancia ao zero
se relacione com a unidade do conjunto Q. Assim, conclui-se que a cada numero racional
corresponde um ponto da reta. O problema dos irracionais surge justamente da percepgéo de
que a reciproca ndo é verdadeira, sendo necessario determinar que outros numeros

correspondem aos pontos da reta que nao se relacionam com nenhum racional.

18 As citagdes do livro “Essays...” sdo tradugdes livres feitas para o presente trabalho.
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Se nés tentarmos dar seguimento, aritmeticamente, a todos os fendmenos em uma
linha reta, o dominio dos racionais é insuficiente e se torna absolutamente necessario
que o instrumento @, construido pela criacdo dos racionais, seja essencialmente
incrementado pela criagdo de novos ndmeros, de forma que o dominio dos ndmeros
obtenha a mesma completude, ou como costuma-se dizer, a mesma continuidade da
reta. (DEDEKIND, 1901, p. 9)

A ideia geradora dos numeros Reais é a noc¢do de completude. Assim, uma vez
determinada a necessidade de criar um conjunto numérico que fosse capaz de ter
correspondéncia biunivoca com os pontos da reta, a preocupacdo de Dedekind foi a de criar
um sistema que garantisse para esse conjunto o principio de permanéncia. Esse sistema é 0
que ele chamou de cortes.

Dedekind define um corte como uma separacdo do conjunto dos racionais em dois
subconjuntos disjuntos A; e A; de forma que todos 0s numeros ai do conjunto A; sejam
menores que qualquer nimero az do conjunto A». Tal corte passa a ser designado pelo par (A1,
Ay). Ressalta-se que todo numero racional r pode ser representado por um corte quando r é o
maior elemento de A1 ou 0 menor elemento de A..

Uma vez definido o que € um corte, é possivel notar que nem todo corte representa um
namero racional. Por exemplo, se dividirmos o conjunto dos racionais por um corte (A1, A2)
tal que A2 contenha todos os nimeros cujo quadrado seja maior que 2 e A1 contenha todos 0s
outros numeros, é possivel demonstrar que ndo ha maior elemento em A; nem menor elemento
em Ao.

De fato, em linguagem atual, definimos A2 como o conjunto dos nimeros racionais a,

tais que a2 > v/2 e A; como o0 conjunto dos nimeros racionais a; tais que a; < V2. Se

houvesse um racional a; maximo, ele seria igual a v2, que néo é racional. Por outro lado,
sabemos n&o haver racional a; minimo, pois sempre é possivel encontrar uma aproximagao

melhor por excesso para v2.
Dedekind demonstra esse fato para um numero genérico D que ndo seja quadrado
perfeito, para enfim concluir a incompletude dos racionais. Enuncia entdo a criagdo de um

namero irracional a, definido por esse corte:

...sempre que temos de lidar com um corte (A1, A2) produzido por um namero que
ndo seja racional, n6s criamos um novo, um numero irracional, que nos
consideramos completamente definido por esse corte (A1, Az); devemos dizer que
esse ndmero a corresponde a esse corte, ou ainda que produz esse corte.
(DEDEKIND, 1901, p. 15)

Essa afirmacdo de Dedekind, de que o numero irracional corresponde ou produz o
corte, pode ser bastante controversa quando se tenta definir o que € nimero. O numero é a

entidade que produz o corte ou o corte € que define o que é o nimero? Essa é uma das
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questdes que foram amplamente abordadas nos debates posteriores acerca da natureza dos
nameros e serd retomada futuramente. No momento a preocupacgdo de Dedekind era apenas
garantir que o conjunto de todos os cortes (produzidos por racionais ou irracionais) seguia o
principio de permanéncia.

Com o objetivo de evitar aqui alguma possivel contradicdo na exposi¢do do trabalho
de Dedekind, ressalta-se que todo corte (A1, A2) agora pode ser identificado por um nimero,
seja ele racional ou irracional. Assim, representaremos 0s cortes por a*, b*, c*, etc., de modo
que a* = (A1, A2), b* = (B1, B2), c* = (C4, C»), etc. Consideraremos também que quando a* =
(A1, A2) é produzido por um racional, diremos que é um corte racional identificado pelo
nimero a, sendo a 0 menor elemento de A, (chamado de supremo®® de A:) ou o maior
elemento de A: (chamado de infimo de Az). Por fim, lembrando que A: e A2 séo subconjuntos
ndo vazios de Q formados de maneira que todo elemento de A; € menor que qualquer
elemento de A, diremos que se a* = (A1, A2) ndo é produzido por um ndmero racional, entdo
¢ um corte irracional identificado pelo nimero a, que por sua vez nao é elemento nem de A;
nem de A2 (pois sdo subconjuntos de @), mas é simultaneamente supremo de A: e infimo de
A.

Desse modo, o0 proximo passo seria demonstrar que dados dois cortes a* e b*
(formados por racionais ou irracionais) ocorre a tricotomia:

e Ou A; =By, sendo entdo A2 = Bz, de modo que a* = b*. (Sendo os cortes identificados
com irracionais o = § ou com racionais a = b)

e Ou existe um unico elemento de A; ausente em Bi, (portanto presente em B>), sendo
esse elemento necessariamente o maior de Ar e 0 menor de Bz, 0 que torna a* e b*
cortes racionais identificados por a e b tais que a = b;

e Ou por fim, se existe mais de um elemento em A1 que seja ausente em Bi, entdo ha
infinitos elementos em A; ausentes em Bi:. Nesse caso, temos necessariamente a
desigualdade a* > b* (Sendo os cortes identificados com irracionais o > 3 ou com
racionais a > b)

e Os outros casos sdo analogos, levando a conclusdo de que b* = a* ou b* > a*.

Uma vez definida a relacdo de ordem e demonstrada a tricotomia entre cortes,
Dedekind garante as propriedades que tais relacbes devem ter: a igualdade é reflexiva,

simétrica e transitiva enquanto a desigualdade é irreflexiva, antissimétrica e transitiva. Por

19 Um namero é supremo de um conjunto se é a menor cota superior desse conjunto, ou seja, se todos os
elementos do conjunto sdo menores do que ele e nenhum outro nimero com essa caracteristica € menor do que
ele. Analogamente, o nimero ¢ infimo de um conjunto se € sua maior cota inferior.
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fim, mostra que o conjunto de todos os cortes, chamado agora de numeros Reais, € um
conjunto continuo de uma dimensdo (como a reta). Qualquer separacdo desse conjunto em
dois subconjuntos néo vazios disjuntos Uz e U> de modo que todo elemento de U; seja menor
que qualquer elemento de U é necessariamente produzida por um Unico nimero, racional ou
irracional, que serd supremo de Uz ou infimo de Uo.

Esse teorema, chamado teorema do completamento, é demonstrado usando o fato de
que a separagdo do conjunto R em U e U garante a existéncia e unicidade de um corte a* =
(A1, A2) tal que todo elemento de A; esta em Uy e todo elemento de Az esta em Uz. Assim, ele
demonstra a propriedade da continuidade (de que todo nimero produz um corte e nimeros

€c.

diferentes produzem cortes diferentes), restando entdo definir as operagdes “+” ¢ “”” em R.
A adicdo de dois cortes a* e b* é dada por um terceiro par de conjuntos (Cy, C») tal
que C; contém todo elemento ¢ < a1 + bz, com a; elemento de A; e b: elemento de Bi. C»
contém entdo todos os outros racionais que ndo estdo em Ci. Note que o par (Cz, C2) cobre
todos os racionais produzindo uma separacdo em dois subconjuntos disjuntos e ndo vazios.
Além disso, 0s seguintes casos podem ocorrer:
e Se a* e b* sdo cortes racionais identificados por a e b, indica-se a como elemento de
A1 e b elemento de B1, de modo que C; tem elemento maximo a + b que é infimo de
C, tornando o par (Cz, C2) um corte racional. (A escolha de incluir a como elemento
de A: e b elemento de B; é arbitraria e ndo implica perda de generalidade, ja que o
corte ndo se altera quando se inclui a em Az ou em Ay.)
e Se a* ou b* sdo cortes irracionais, entdo Ci tem um supremo que é infimo de Co,

tornando o par (Ci, C2) um corte irracional.

Nota-se que o corte 0* = (O1, O2) com O: contendo todos os racionais estritamente
negativos é identificado com o 0 e que ao realizar a soma (A1, A2) + (01, O2) = (Cy, C))
obtém-se um corte onde o supremo de Cy € o supremo de A, sendo ¢* = a*. Desse modo, 0
corte 0* € o0 elemento neutro da adigdo no conjunto dos cortes. Com essa definicdo conclui-se
que 0 conjunto dos reais possui uma operagdo + que carrega as caracteristicas da adicdo dos
racionais, sendo comutativa, associativa e com elemento neutro.

Uma vez definido o elemento neutro da adi¢do, para que o conjunto dos reais seja
verdadeiramente continuo, é preciso definir o elemento oposto, ou seja, 0 corte -a* tal que a*
+ (-a*) = o*. Define-se esse elemento como o corte (A1’, A2’) tal que A1’ contenha todos os
racionais -r tais que r seja um namero superior de A;, mas ndo o seu supremo. Dessa forma, a

soma (A1, A2) + (Ar’, A2’) gera um corte (Bz, B2) tal que B1 contém apenas nimeros negativos,
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mas ndo possui o0 zero, sendo esse seu supremo. Logo, (B1, B2) = 0*, 0 que garante que (A1,
A2’) tal como foi definido ¢ o oposto de (A1, A2).

Tendo definido o zero e o elemento oposto, a subtracdo pode ser enunciada de modo
que a* — b* = ¢* quando a* = c¢* + b*. Essa operacdo € a mesma que a*+ (-b*) e gera o corte
c* que existe e é unico. Por fim, € preciso observar que, sendo a*, b* e c¢* cortes com a* > b*,
tem-se necessariamente a* + ¢* > b* + c*. Alem disso, se a* + ¢* = b* + c*, entdo a* = b*.

O raciocinio desenvolvido até aqui segue a proposta de demonstrar numa sequéncia de
passos a ordenacdo, a tricotomia, a adicdo e suas propriedades, bem como sua operacao
inversa e a relacdo entre a soma e a ordenacdo. Para completar a demonstracdo de que o
conjunto dos reais forma um corpo numeérico, é preciso ainda definir a multiplicacdo e
demonstrar suas propriedades (elemento neutro, comutatividade, associatividade,
distributividade, regra de sinais, relacdo de ordem dos produtos e cancelamento), ressaltando
que a divisdo é garantida pela existéncia do inverso multiplicativo. Em sua publicacdo,
Dedekind evita essas demonstracdes:

Assim como a adi¢do é definida, também o podem ser as outras operacfes da
aritmética bésica, ou seja, as diferengas, os produtos, os quocientes, a poténcias, as
raizes, os logaritmos, e dessa forma chegamos a prova real de teoremas (como por

exemplo V2 - V3 = 1/6), 0 que pelo meu conhecimento nunca foi estabelecido antes.
(DEDEKIND, 1901, p. 22)

Para esse estudo, nos limitaremos a definir o produto de dois cortes a* e b* como
sendo um terceiro corte c* tal que C1 contém todo elemento ¢ < ai - b1, com az elemento de A;
e b1 elemento de B;. C; contém entdo todos os outros racionais que ndo estdo em Ci. Esse
corte existe e é Unico, garantindo todas as propriedades do produto e servindo de base para a
definicdo do elemento inverso e da diviséo.

Assim, Dedekind completa sua teoria: compara 0s racionais com cortes da reta,
demonstrando que os cortes seguem o principio de permanéncia. Demonstra que nem todos 0s
cortes sdo produzidos por racionais, chama os outros cortes de irracionais e cria um conjunto
gue contém todos os cortes, racionais e irracionais, mostrando que esse conjunto € um corpo
ordenado completo e continuo.

O autor finaliza a primeira parte de seu livro com uma se¢do chamada Analise
Infinitesimal, onde ressalta a importancia da definicdo de um conjunto continuo de ndmeros
para 0 estudo dos infinitésimos. Utilizando o teorema da completude dos reais, explica que
demonstrar a continuidade ¢ equivalente a demonstrar os teoremas que afirmam que “se uma

variavel x cresce indefinidamente, mas ndo ultrapassa uma cota superior, entdo x converge
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para um limite” e “se uma variavel X cresce de modo que, dado um § positivo qualquer, a
variacgdo de x fica menor do que § a partir de algum ponto, entdo X converge para um limite”.

A relacdo entre os irracionais e a andlise infinitesimal € indissoltvel. A inclusdo dos
irracionais no estatuto de nimero gera necessariamente o debate sobre a possibilidade de um
namero ser um processo infinito, além de apenas uma representagdo de ordem, ou de
quantidades, ou ainda de razdes de quantidades. Na segunda parte de seu livro, Dedekind
(1901, p. 31) exprime suas ideias cobre a conceituacdo do que é namero, afirmando que
considera o “conceito numérico totalmente independente das nogdes e intuicdeS sobre o
espaco e o tempo, considerando-o um resultado imediato das leis do pensamento”.

Tal afirmacéo é consonante com o pensamento de sua época e com a construcao feita
por Cantor, que é contemporanea a dele. A diferenca principal entre Dedekind e Cantor é que
0 primeiro parte da ideia geométrica da continuidade e conclui os processos infinitesimais,
enquanto o segundo segue um caminho inverso, chegando basicamente as mesmas

conclusdes. O préprio Dedekind reconhece a similaridades entre os trabalhos.

Enquanto escrevo esse prefacio (20 de marco de 1872), acabo de receber o
interessante artigo Ueber die Ausdehung eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen, de G. Cantor (Math Annalen, Vol. 5), pelo qual eu devo
ao engenhoso autor minha sincera gratiddo. De acordo com minha leitura
superficial, o axioma apresentado na Secdo Il do artigo, excetuando a forma de
apresentagdo, esta de acordo com o que eu designei na Se¢do Il como a esséncia da
continuidade. (DEDEKIND, 1901, p. 3)

A diferenca entre os trabalhos dos dois autores reside principalmente na abordagem de
trés concepgdes distintas da nocdo de ponto. A primeira delas parece adaptar-se melhor a
nossa ideia intuitiva de continuidade, concebendo o ponto como um elemento gerador que, em
seu movimento, descreve a linha. As outras duas podem ser resumidas como “a marca
deixada por uma reta quando recai sobre outra” ou “a extremidade de um segmento”.
(DANTZIG, 1970, p. 128),

A nocdo de ponto como intersec¢do de duas retas € a que se fez presente nos cortes de
Dedekind. Como veremos a seguir, a ideia de Cantor se relaciona com o conceito de que todo
segmento de reta se estende até um ponto limite (sendo esse limite a sua extremidade),
concluindo assim que séries limitadas que ndo convergem para racionais sé podem convergir
para irracionais.

O trabalho de Cantor possui também uma diferenca algébrica em relacdo ao de
Dedekind, pois além de interpretar os racionais como raz&o de dois inteiros, os relaciona com

sua representacdo decimal, cuja escrita finita (no caso dos decimais exatos) ou infinita (no
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caso das dizimas periddicas) pode ser organizada como a soma dos elementos de uma
determinada sequéncia.
Assim, antes de seguir nossa exposic¢ao, pode ser Util apresentarmos algumas ideias

prévias. Sabemos que qualquer fracdo pode ser representada utilizando o sistema decimal

.. ~ . . . 5 1 2
posicional como uma soma de fragdes decimais. Assim, podemos representar L COmo -+ —+

5 . n -
o ou 1,25. Essa soma pode ser escrita como a soma dos elementos da sequéncia an =

1 2 5 0 0 . A . . . ..

=, —,—,——,——, ... que possui os trés primeiros termos previamente definidos e a, = 0
1°10° 100" 1000 10000

paran > 3.

Sabemos também que uma classe de fragdes equivalentes possui representacdo
decimal Unica. Além disso, dada uma fracdo formada por inteiros primos entre si (ou seja, a
fracdo mais simples de sua classe), pode ocorrer que o denominador possua em sua fatoracéo
um primo que ndo seja divisor de 10. Nesse caso, a fragdo ndo pode ser escrita como uma
soma finita de fragBes decimais, sendo necessario acrescentar sempre uma nova casa decimal

na representacao.

. ~ 7 T ~ 4
Felizmente essa representacdo e sempre periddica, como por exemplo, a da fragéo T

36 36 36 . . . . a s
— + ... Seguindo o caminho inverso, podemos dizer que a sequéncia dada
100 10000 1000000
36 36 36 36 , . 36 36 36
por an=—, , ... = —— (Qera a série — + + +... que converge para
100" 10000 " 1000000 104M 100 10000 1000000

, . 4
0 nUmero racional o

Dito isso, podemos definir formalmente o que é uma sequéncia de Cauchy. Dada uma
sequéncia an qualquer, ela sera dita de Cauchy se, para qualquer & positivo, existe sempre um
no a partir do qual é possivel encontrar m e n naturais maiores que no tais que |an — am| < &.
Em outras palavras, uma sequéncia é de Cauchy quando a diferenca entre dois de seus termos
diminui de tal forma que, escolhendo um ndmero tdo pequeno quanto se queira, é possivel
encontrar nessa sequéncia dois termos cuja diferenca seja menor do que o nimero escolhido.

Particularmente, qualquer sequéncia constante possui |an — am| = 0, sendo assim uma
sequéncia de Cauchy. Outra particularidade interessante é que qualquer sequéncia do tipo an =
a1 - " com -1 < g < 1 também é de Cauchy, sendo conhecida como progressio geométrica

convergente. As progressdes geométricas desse tipo geram séries do tipo an, (an + an+1), (an +

an+1 + an+2), ..., que também sdo sequéncias de Cauchy cujo limite é definido por 1%. Desse

modo, qualquer nimero racional pode ser escrito como limite de uma sequéncia.
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Ocorre, entretanto, que existem ainda incontaveis nimeros cuja representagdo decimal
é infinita e ndo periddica. De fato, é possivel imaginar infinitos nimeros que se queira
escrever sem uma repeticdo decimal periodica. Esses nimeros sdo formados por sequéncias
infinitas de fracdes decimais que seguem o critério de Cauchy. De fato, toda sequéncia de
racionais convergente é de Cauchy.

O uso de fragBes continuas ja havia ressaltado alguma semelhanca na forma de
escrever nimeros racionais e irracionais como sequéncias. O uso dos processos infinitesimais
ja havia levado os matematicos a concluir que toda sequéncia convergente era de Cauchy.
Entretanto, Cantor ressaltou que ndo era possivel definir que uma sequéncia é convergente
para um numero se esse himero ndo podia ser estipulado.

Com esse pensamento, Cantor enunciou que, sendo convergente toda sequéncia de
Cauchy formada apenas por ndmeros racionais, essa convergéncia pode ocorrer de duas
maneiras: ou seu limite € um numero racional e, nesse caso, a sequéncia é representada pelo
proprio nimero; ou seu limite ndo é um ndmero racional e, nesse caso, a sequéncia determina
um numero irracional.

Nota-se que o raciocinio desenvolvido por Cantor se assemelha ao de Dedekind ao
utilizar os conhecidos numeros racionais e sua insuficiéncia na resolugdo de algumas questdes
para definir a existéncia dos irracionais. Assim como Dedekind, a ideia de Cantor € postular
que existe um conjunto formado por todas as sequéncias de Cauchy, que algumas sequéncias
se identificam pelos racionais (sendo entdo equivalentes a eles) e as outras se identificam com
irracionais (sendo também equivalente a eles).

O trabalho de Cantor se destaca nesse ponto principalmente por que Dedekind define
os cortes como sendo gerados pelos racionais para entdo dizer que os cortes sdo 0s préprios
numeros. Cantor pula essa etapa, ja que o limite de uma sequéncia convergente ndo é gerado
por um numero, mas € o proprio ndmero. Em outras palavras, como exemplificado
anteriormente, uma sequéncia de racionais pode ser apenas uma maneira elaborada de
reescrever um namero racional.

Com base nessa ideia, antes de definir os irracionais, o trabalho de Cantor se ocupou

em demonstrar que todas as formas de escrever um mesmo racional sdo equivalentes. Assim,

A= 4 4 4 . . . A s
a sequéncia constante —,—,—, .. (que claramente é de Cauchy) equivale a sequéncia

36 3636 363636
100’ 10000’ 1000000’ ***

(que é a série gerada pela soma dos elementos de uma progressao

geométrica, sendo tambeém de Cauchy), de modo que ambas sdo iguais a % = 0,363636...
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Utilizaremos o simbolo (an) para representar sequéncias e an para representar cada
elemento da sequéncia. Uma vez que as sequéncias sdo formadas por racionais, é simples
definir as operacdes entre sequéncias, como (an) + (bn) = (an + bn), (an) — (bn) = (an— bn), ou
(an) - (bn) = (an - bn). A divisdo ndo pode ser definida da mesma maneira por que nem sempre

é possivel encontrar um termo Z—”, ja que pode ocorrer b, = 0 para algum n. E importante
n

observar que essas operacOes entre (an) e (bn) (sendo ambas de Cauchy) geram novas
sequéncias de Cauchy, ou seja, que as sequéncias de racionais cujo n-ésimo termo é an + bp, an
— bn e an - by também s@o convergentes. Essas conclusfes ndo serdo demonstradas, mas
claramente levardo a verificacdo das propriedades das operagdes quando definirmos o
conjunto dos reais.

Cantor enuncia entdo que duas sequéncias (an) e (a’n) Sdo equivalentes, se para
qualquer § positivo, existe sempre um ng a partir do qual para todo n > ngtem-se |an —a’n| < 6.
Em outras palavras, (an) = (a’n) se a sequéncia formada pelos méodulos das diferencas entre 0s
termos an e a’» de mesma posicdo em ambas as sequéncias converge para zero.

Com essa definicdo estabelece-se uma relacdo de equivaléncia (reflexiva, simétrica e
transitiva) entre sequéncias de Cauchy de nUmeros racionais, podendo-se afirmar que o
conjunto de todas essas sequéncias é fechado para essa relagdo. Resta entdo enunciar que o
conjunto de todas as sequéncias de Cauchy é um corpo ordenado que contém 0s racionais.
Chamam-se irracionais os limites das sequéncias que ndo convergem para um racional.

A partir desse ponto fica determinado o conjunto de todas as sequéncias (an), de
Cauchy, formadas por nameros racionais. Além disso, dada a relacdo de equivaléncia desse
conjunto, chamaremos de [an] a classe de equivaléncia que contém a sequéncia (an). O limite
de todas as sequéncias dessa classe sera identificado também pelo simbolo [an], podendo ser
racional ou irracional. Chamaremos de R (conjunto dos numeros reais) o conjunto de todos
0s [an].

Antes de enunciarmos propriamente a adicdo e a multiplicacdo em R (visto que sO
descrevemos como ocorrem as operagdes entre sequéncias), € preciso definir o elemento
neutro e a relagcdo de ordem. O elemento neutro da adi¢do, ou o zero do conjunto, deve ser
representado pelo zero dos racionais. Dessa forma, pode-se concluir que a sequéncia o, = 0, 0,
0, ... (ou qualquer outra que equivalha a essa) representa a classe de equivaléncia do elemento
neutro. Para simplificar a notacdo, chamaremos de (0), (1), etc. as sequéncias constantes
formadas por racionais, sendo [0], [1], etc. os simbolos de suas classes de equivaléncia, cujos

limites sdo, respectivamente, 0, 1, etc.
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Para definir a relacdo de ordem, é preciso determinar primeiro quando uma sequéncia
é positiva e quando € negativa. Diremos que uma sequéncia (an) # (0) ¢é estritamente positiva
quando é possivel determinar um racional r positivo e um natural no a partir do qual tem-se an
> r para todo n > n.

Analogamente, uma sequéncia (an) # (0) ¢é estritamente negativa quando ¢ possivel
determinar um racional r positivo e um natural no a partir do qual tem-se a, < -r para todo n >
no. Resta afirmar que, dada uma sequéncia positiva, todas as sequéncias de sua classe seréo
positivas. Dada uma sequéncia negativa, todas as sequéncias de sua classe serdo negativas.
Por fim, dadas duas sequéncias (an) e (bn), dizemos (an) > (bn) se, e somente se a sequéncia
(an — bn) for estritamente positiva.

Uma vez determinada a relacdo de ordem entre sequéncias, torna-se possivel enumerar
todas as caracteristicas que fazem de R um corpo. Dados [an], [bn] € [cn] nUmeros reais,
podemos definir a adi¢do e sua inversa:

e (an) + (bn) = (an + bn) determina a soma de [an] + [bn]. Ou seja, substituindo (an) ou
(bn) por uma sequéncia de sua classe, a soma se mantém. Além disso, [an + bn]
também é elemento de R. A adicdo é comutativa e associativa.

e [0] é elemento neutro da adicdo de R.

e Sendo (an) > [0], todas as sequéncias de sua classe também serdo. Temos entdo [an] >
[0].

e Sendo (an) < [0], todas as sequéncias de sua classe também serdo. Temos entdo [an] <
[0].

e Ocorre exclusivamente [an] > [0], [an] < [0] ou [an] = [0].

e Todo [an] admite um oposto -[an] tal que [an] + {-[an]} = 0.

e Dados [bn] e [cn] existe um Unico [an] em R tal que [bn] + [cn] = [an].

e (an) — (bn) = (an — bn) determina a subtracdo [an] — [bn]. Ou seja, substituindo (an) ou
(bn) por uma sequéncia de sua classe, a diferenca se mantém.

e [an] — [bn] = [cn] Se, e somente se [bn] + [Cn] = [an]

e R é fechado para a adicdo e para a subtracdo: [an] + {-[bn]} = [an] — [bn] = [an — bn].

Dados [an] e [bn] nimero reais, podemos definir a multiplicacéo:
e (an) - (bn) = (an - bn) determina o produto [an] - [bn]. Ou seja, substituindo (an) ou (bn)
por uma sequéncia de sua classe, o produto se mantém. Alem disso, [an - bn] tambem é

elemento de R. A multiplicacdo € comutativa, associativa e distributiva sobre a adicéo.
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e Se [an] e [bn] s@0 ambas positivas ou ambas negativas, temos [an - bn] positiva. Se
apenas uma delas for negativa, temos [an - by] negativa. Se a0 menos uma delas for
nula, temos [an - bn] = [0].

e [an] - [1] =[an], ou seja, [1] é elemento neutro da multiplicacéo.

Dados [an], [bn] € [cn] NnUmero reais, podemos definir a relacao de ordem:

e (an) > (bn) implica em [an] > [bn]. Ou seja, substituindo (an) ou (bn) por uma sequéncia
de sua classe, a ordem se mantém.

e Ocorre exclusivamente [an] > [bn], [an] < [bn] ou [an] = [bn]. Ou seja, o conjunto é
totalmente ordenado. A relacao de ordem ¢é irreflexiva, transitiva e assimétrica.

e Se [an] > [bn], entéo [an] + [cn] > [bn] + [Cn]

e [an] + [cn] = [bn] + [cn] Se, e somente se, [an] = [bn]

e Se[an] > [bn], € [cn] > 0, entdo [an] - [cn] > [bn] - [Cn]

e Se [an] > [bn], € [cn] <O, entdo [an] - [cn] < [bn] - [Cn]

e [an] - [cn] = [bn] - [cn] com [cn] # O ocorre se, e somente se, [an] = [bn]

Por fim, podemos enunciar o inverso multiplicativo. Dada uma sequéncia de Cauchy
de racionais (an) que ndo pertenca a classe [0], é possivel afirmar que existe um racional r

positivo e um natural no a partir do qual tem-se |an| > r para todo n a partir de no, ou seja, (an)

, . . .. N . 1
é positiva ou negativa. Definimos (bn) como sendo a sequéncia formada por by = — para n >
n

Noe bn = 0 para n < no. Ressalta-se que (bn) também é uma sequéncia de Cauchy de racionais.
Desse modo, temos (an) - (bn) = (1), igualdade que se mantém quando substituimos (an) ou
(bn) por outra sequéncia de sua classe de equivaléncia. Temos entéo:

e Para todo [an] em R, existe um Unico [bn] em R tal que [as] - [bn] = [1]. Logo, 0

conjunto é fechado para a diviséo.

Com isso conclui-se que o conjunto dos Reais determinado por Cantor segue o
principio de permanéncia. Em particular, observa-se que para cada r racional existe um
elemento [r] real que equivale a ele. Se observarmos que as operacdes de adicdo e
multiplicacdo, bem como a relagdo de ordem, se mantém quando selecionamos elementos [r]
em R para aplica-las, pode-se dizer assim que existe em R uma cépia do conjunto Q,

isomorfa ao proprio conjunto. Diremos, entretanto, que o conjunto Q esta contido em R.
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A continuagdo do trabalho de Cauchy consiste em demonstrar para seu conjunto o
teorema da completude, que garante que os elementos reais formam um continuo. Para isso,
vamos considerar que R é um conjunto denso (dados dois elementos distintos, € sempre
possivel encontrar outro elemento entre eles) e é arquimediano (dados dois elementos
distintos, é sempre possivel multiplicar o menor deles por um terceiro para que o produto
supere 0 maior deles).

Com base nesses dois principios, Cantor determina o teorema dos intervalos
encaixantes, que consiste em determinar a existéncia de uma Unica menor cota superior
(supremo) para todo subconjunto de R limitado superiormente (raciocinio analogo para cotas
inferiores em subconjuntos limitados inferiormente).

Uma forma de enunciar esse teorema consiste em considerar o conjunto R como um
espaco métrico (& exemplo da comparacdo de Dedekind entre os reais e a reta), sendo a
medida de cada intervalo de R com extremos o ¢ B (sendo o e [ nameros reais)
numericamente igual a |o — B|. Uma vez considerada essa caracteristica, segue que:

e Seja a = [an] uma classe de equivaléncia de sequéncias tal que (an) € monétona nao
decrescente.

e Seja B = [bn] uma classe de equivaléncia de sequéncias tal que (bn) € monétona nao
crescente.

e Determina-se a escolha arbitraria de a e B de tal forma que cada elemento a, € menor
que cada elemento bn e os intervalos |an — bn| formam uma sequéncia que converge

para zero.

Desse modo, os nimeros a ¢ 3 (sendo os limites das sequéncias) convergem um para o
outro, ou seja, é possivel afirmar que existe um Unico namero real pertencente a todos 0s
intervalos gerados por |an — ba| conforme n aumenta.

Uma interpretacdo geométrica desse teorema consiste em considerar que, se
dividirmos a reta em segmentos de medida xj com extremidades Ai e Bi de medidas cada vez
menores, mantendo a propriedade de que o segmento Ai+1Bi+1 deve estar contido no segmento
AiBi, entdo teremos que a medida x; tende & zero e existe um Unico ponto pertencente a todos
os intervalos AiBi.

Esse dltimo teorema garante a completude dos reais ao passo que, dado um real
qualquer, é possivel determinar duas sequéncias que convirjam para ele por falta e por

€XCesso.
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2.4 A reorganizagdo dos niumeros em conjuntos

Os esforcos de Dedekind e Cantor em superar a incapacidade dos racionais para
resolver uma série de questdes ndo havia sido em vdo. Os resultados de seus trabalhos
levaram a teoria dos nameros a outro patamar, ampliando os horizontes e permitindo que
outras teorias de enorme importancia na matematica moderna se desenvolvessem. Algumas
das consequéncias desses trabalhos serdo tratadas mais adiante. No momento, € preciso
ressaltar dois pontos que permaneciam encobertos mesmo apos a incluséo dos irracionais e
racionais num mesmo conjunto.

O primeiro ponto surge ao olharmos para as fundagdes do conjunto R . Ambas as
teorias dos irracionais se baseavam na existéncia dos racionais, que haviam sido construidos
sobre os inteiros e naturais, que por sua vez ainda ndo haviam sido axiomatizados. Assim, 0
passo seguinte seria logicamente reduzir os naturais e suas opera¢Oes a alguns conceitos
primitivos que pudessem ser descritos a partir da linguagem natural e do senso comum,
trabalho realizado por Peano.

O segundo ponto surge ao olharmos para os limites do conjunto R. Retomando o
desenvolvimento historico é possivel lembrar que o desenvolvimento dos reais havia partido
de uma demanda que ia além da algebra, envolvendo também a geometria. O estudo da
geometria analitica e das funcOes carecia de interpretacdes para resultados numéricos como o
7 e os valores de X tais que x? = a, quando a ndo era um quadrado perfeito. Os reais, mesmo
sendo um conjunto continuo que era capaz de conter numeros transcendentes como o 7, ou
seja, nimeros que iam além do que aqueles que configuravam resultados algébricos, ainda
assim n&o eram capazes de conter respostas para todas as equagdes do tipo x? = a, deixando de
lado aquelas em que a era um nimero negativo.

A impossibilidade de que o quadrado de um nimero real seja negativo esta baseada na
relacdo de ordem. A ordem dos numeros negativos exige que o produto de dois negativos
resulte em um positivo: (-a) - (-b) = (a - b). Desse modo, ao multiplicar os dois termos de uma
desigualdade por um numero negativo, a desigualdade deve se inverter para que a operagdo de
multiplicagdo gere um produto coerente com a ordem de seus termos. Assim:

e Sea >0, multiplicando os dois termos por a, tem-sea-a>0-a— a’>0

e Sea<0,osinal da desigualdade se inverte, de modoquea-a>0-a— a’>0

Como chega-se a0 mesmo resultado das duas formas, e sabendo que o caso a = 0 gera 02 =
0, conclui-se que qualquer numero real quando elevado ao quadrado resulta em um numero

néo negativo.
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A resposta para a radiciagdo de negativos residia nos numeros complexos, cujas
relages algébricas ja haviam sido descritas a partir dos reais, antes mesmo desses elementos
serem compreendidos como nameros. Unindo esse trabalho ao de Peano, estavam resolvidos
os fundamentos e os horizontes dos reais, finalizando a instrumentacdo necessaria para que a
matematica futura descrevesse os conjuntos de forma encadeada, tal qual sdo apresentados
nos dias atuais.

O que se apresenta nesse item € essa construcao atual, partindo dos axiomas de Peano
e seguindo uma linha quase homogénea dos naturais (N) aos complexos (C). Vamos primeiro
definir o conjunto N a partir dos cinco axiomas de Peano, enumerados a seguir:

e 1 éum namero natural.

e Todo numero natural possui um sucessor que também é um namero natural.

e 1 ndo é sucessor de nenhum nimero

e Numeros diferentes possuem sucessores diferentes

e Se um conjunto contém o 1 e admite a propriedade de conter o sucessor de qualquer
um de seus elementos, esse conjunto é o conjunto dos nimeros naturais, denotado por

N.

Fica claro que esses conceitos se referem a explicagdo dada anteriormente sobre o fato
do conjunto N estar baseado na ideia do 1 e da sucessdo que pode ser aplicada recursivamente
até o infinito. O ultimo axioma (conhecido como principio da inducéo) garante o que Russel
chamaria depois de hereditariedade, ou seja, afirma que a funcdo sucessor ocorre de modo que
0 proximo elemento herde as caracteristicas do anterior, tornando-se também um numero
natural.

Desse modo, o que esta sendo definido aqui é o significado dos naturais a partir do
senso comum de unidade e sucessdo, garantindo um tipo de infinito que Cantor chamara de
enumeravel e sobre o qual falaremos adiante. A menos da ideia do infinito, os outros dois
conceitos citados aqui (a saber: unidade e sucessor) séo bastante presentes no senso comum, 0
que os torna faceis de compreender embora ndo tao faceis de definir.

A ideia de unidade, que pode ser vista informalmente como algo integro com principio
e fim bem definidos e que sirva de mdnada para uma construgdo maior, € um conceito
filosoficamente bastante discutivel e de certa forma essencial para a compreensdo do
significado de nimero, de tal modo que o debate sobre sua definicdo se estendeu para muito

além do trabalho de Peano.
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Ja a ideia de sucessao esta intuitivamente ligada ao “que vem imediatamente depois na
contagem”, uma definicdo problemaética devido ao fato que, sendo a contagem feita a partir do
conjunto N (que estamos tentando definir), se torna recursiva. Utilizando um ponto de vista
mais atual, é quase imediato imaginar a sucessao como uma funcéo injetora (ja que o primeiro
elemento ndo estd na imagem da funcédo), N X N, que leva cada numero natural ao nimero
seguinte e seria modernamente descrita como f(x) = x + 1. Entretanto ainda é preciso
encontrar uma forma de utilizar essa ideia sem fazer uso do conceito “+”que ainda nédo foi
definido.

N&o obstante, essa compreensdo ndo se faz absolutamente necessaria para o trabalho
de construcdo dos naturais e, consequentemente, das operacdes de adicdo e multiplicacédo e
também dos conjuntos seguintes. Peano afirma apenas que existe um elemento, que
classificaremos como um “nimero natural” e que tem por definicdo ndo ser sucessor de
ninguém. Como todos 0s seus sucessores sdo também naturais, estd definido o conjunto.
Mesmo sem saber 0 que € esse algo, ou 0 gque € sucessdo, basta determinarmos um elemento
de origem e uma relacdo que chamaremos de sucessdo e teremos entdo a garantia de que essa
origem com todos 0s seus sucessores formardo o conjunto N.

Uma caracteristica importante da apresentacdo feita por Peano é que ao declarar que
todo nimero tem sucessor e que numeros diferentes tem sucessores diferentes ele define o que
€ um conjunto discreto. Essa caracteristica € primordial nos Naturais, sendo ela que permite
que qualquer conjunto discreto seja identificado com N de forma biunivoca.

Outro fator notavel € que essa forma de introduzir os nimeros se assemelha
intencionalmente com a apresentacdo da Geometria Euclidiana, definindo elementos
primitivos e estabelecendo relagBes entre eles. De acordo com esse método, os modelos
utilizados para representar esses elementos primitivos ficam em segundo plano, sendo de
menor importancia. Assim, a teoria de Peano define um conjunto que pode ser perfeitamente
representado pelo conjunto {1, 2, 3, 4, ...}, sendo esse apenas um modelo bem conhecido do
gue seriam 0S nUmeros naturais.

Esse tipo de abordagem define o caminho que a matematica vinha seguindo no final
do séc. XIX e inicio do séc. XX. O trabalho que Cantor desenvolveu posteriormente a seus
intervalos encaixantes seria consonante com esse pensamento, permitindo que a teoria dos
conjuntos chegasse ao que € hoje, abrindo caminho para toda a linguagem atual utilizada na
construgdo dos conjuntos numeéricos. Alguns elementos dessa teoria, listados abaixo, sdo

Necessarios para o que sera exposto a sequir.
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A ideia de conjunto como cole¢do de elementos é um conceito primitivo.

Um conjunto vazio ndo possui elementos.

Um conjunto unitario possui um unico elemento.

Dois conjuntos sdo iguais se possuem exatamente 0s mesmos elementos.

Os conjuntos podem ser finitos ou infinitos. Um conjunto finito pode ser definido
reunindo todos 0s seus elementos separados por virgulas. J& um conjunto infinito pode
ser definido por uma propriedade que deve ser satisfeita por todos os seus membros.
Dado um nimero x e um conjunto A, escrevemos x € A quando x pertence ao conjunto
A e x & A caso X ndo pertenga ao conjunto.

Caso todo o elemento do conjunto A pertenca também ao conjunto B, diremos que "A
é subconjunto de B", denotado por A c B.

Denotamos por A U B o conjunto que contempla simultaneamente todos os elementos
dos conjuntos A ou B.

Denotamos por A N B o conjunto que contempla apenas os elementos que pertencem

simultaneamente aos conjuntos A e B.

As possibilidades de combinagfes dessa lista de definices geram a complexa teoria

dos conjuntos que, unida aos escritos de Peano e as construcdes feitas anteriormente, torna

possivel chegar a construcdo encadeada de N a C.

Com base nessa teoria, afirma-se que o sucessor de um conjunto x, simbolizado por

s(x), é dado por s(x) = xU{x}. Reescreve-se entdo os primeiros axiomas de Peano:

Existe um numero natural, chamado de zero, simbolizado por 0, identificado com o
conjunto vazio, simbolizado por @ (ou seja, 0 = @).

Pela definicdo de sucessor, todo conjunto possui um sucessor. Afirma-se entdo que
todo sucessor de um namero natural € um namero natural (ou seja, se x € natural, s(x)
= xU{x} também é natural).

Com base na definicdo de sucessor, nota-se que 0 conjunto @ ndo é sucessor de
nenhum conjunto (ou seja, ndo existe x tal que, s(x) = @).

Também com base na definicdo de sucessor, nota-se que nimeros naturais diferentes
possuem conjuntos sucessores diferentes (ou seja, se s(a) = s(b), entdo a = b).

Um conjunto A é um conjunto sucessor quando 0 € A e vale a condi¢do: n € A = s(n)
€ A. Assim, um conjunto sucessor A deve conter o sucessor de qualquer elemento de
A
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Assim, define-se axiomaticamente?® que existe um conjunto sucessor que contém o 0 e
0 sucessor de cada um de seus elementos, sendo esse o conjunto N. As bases do segundo,
terceiro e quarto axiomas podem ser demonstradas pela definicdo de sucessor. Quando
acrescidas da informacao de que o sucessor de um natural também € natural, garante-se que
todos os naturais estardo presentes no conjunto e que 0 conjunto dos naturais € unico, ndo
incluindo nenhum elemento ndo natural. Assim, a teoria dos conjuntos permite reduzir os
axiomas a duas defini¢bes (primeiro elemento e sucessor) e a afirmacdo de que existe o
conjunto sucessor infinito.

Embora Peano tenha iniciado os naturais pelo 1, a opcao de colocar o 0 como primeiro
elemento facilita a utilizacdo da linguagem de conjuntos, podendo utilizar como principio o
conjunto vazio. Com base nessa definicdo, podemos obter 0 nimero 1 como o sucessor do
conjunto vazio, 0 2 como o sucessor do 1, e assim recursivamente:

1=5s(@)=0 v {0} ={0}

2=s(1)=1u {1} ={0} U {{0}} = {9, {®}}; ouainda 2 = {, 1}.

Se fizermos isso indefinidamente, sera possivel observar que um numero natural é
definido como o conjunto dos nimeros naturais menores que ele e se relaciona com a
quantidade de elementos presente nesse conjunto.

Alem disso, a relacdo de equivaléncia € imediata, sendo reflexiva, simétrica e
transitiva. A relacdo de ordem pode facilmente ser definida ao afirmar-se que dados a e b
naturais, a < b se, e somente se s(a) c s(b). Segue a apresentacdo das operacdes entre a e b no
conjunto.

Define-se a adigdo “+” em N de modo que:

e a+0=a
e a+s(b)=s(a+h)
Define-se a multiplicagdo “-” em N de modo que:
e a-0=0
e a-s(h)y=a+a-b
Essas defini¢des, construidas de forma recursiva, garantem as propriedades comutativa

e associativa de ambas as operagdes, além da distributiva de - sobre +. Além disso, garantem o

zero como neutro da adigdo e seu sucessor como 0 neutro da multiplicacdo. Se, ao invés de

20 Esse axioma é conhecido como Axioma da Infinitude e é uma parte controversa do trabalho de Cantor, que
seré tratada posteriormente.
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definirmos a primeira parte das operac@es partindo do zero, o fizéssemos partindo do 1 (como
fizera Peano), teriamos a + 1 =s(a) e a - 1 = a, garantindo as mesmas propriedades.

O fato das operacdes serem definidas a partir da sucessdo garante o fechamento do
conjunto para essas operacdes, bem como a relacdo de ordem da soma e do produto, de modo
que a< b impliqueema+c<b + c paratodo c natural e a- ¢ <b - ¢ para todo ¢ natural maior
que 0. Além disso, se definirmos as operacGes antes de definir a relacdo de ordem, temos que
a < b se, e somente se existir um c natural tal que b =a + c.

Com isso ficam definidos todos os critérios que seriam necessarios para a inclusdo dos
conjuntos numericos no principio de permanéncia. Vejamos como essas inclusdes podem ser
feitas utilizando a teoria dos conjuntos.

Define-se Z como o conjunto dos ndmeros inteiros, sendo um inteiro dado por
qualquer par de naturais (a, b). A relacdo de igualdade é definida de modo que (a, b) = (c, d)
se, e somente se, a + d = b + ¢. Nessa construcdo, caracteriza-se cada nimero inteiro como
sendo a diferenca entre dois naturais, chamados aqui de a e b.

Desse modo, se b > a, tem-se que 0 nimero inteiro (a, b) equivale a um natural c tal
que a + ¢ = b, de onde conclui-se que, se b = a, o par (a, a) representa 0 namero 0. Isso
garante que ha nos inteiros um conjunto isomorfo a N, garantindo que N esta contido em Z.
Além disso, se b < a, o par (a, b) representa um numero negativo chamado de oposto de (b,
a).

Essas definicGes prévias permitem a construcdo da relacdo de ordem, da adicdo e do
produto:

e (a,b)<(c, d)se esomentese (a+d)<(b+c)
e (a,b)+(c,d)=(b+c,a+d)
e (a,b)-(c,d)=(b-c+a-d,b-d+a-c)

As consequéncias dessas definicdes sdo a regra de sinais e a relacdo de ordem entre
somas e entre produtos. Para garantir que essas operacdes se reduzam as ja conhecidas quando
escolhemos dois naturais dentre os elementos de Z, é preciso antes perceber que dados dois
inteiros (a, b) e (a’, b’) tais que (a, b) = (a’, ), tem-se necessariamente:

e (a,b)+(c,d)=(a’, b’)+(c,d) paratodo (c, d) inteiro;

e (a,b)-(c,d)=(a’,b’) " (c,d) paratodo (c, d) inteiro; valendo as reciprocas.

Conclui-se entdo a construcdo do conjunto dos inteiros afirmando-se, como foi feito

para 0s naturais, que dado um numero inteiro seu sucessor também & inteiro. Como os inteiros
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contém o zero, 0S naturais e seus opostos, garante-se que esse conjunto existe, é Unico e nao
contém nenhum elemento nao inteiro.

Essa construcdo dos inteiros é similar a dos racionais como pares de inteiros, que pode

também ser escrita na forma de par ordenado (a, b) em vez da forma de fracdo %. A

construcdo dos reais, por sua vez, ndo pode ser feita dessa maneira, uma vez que pressupdes a
existéncia de numeros que ndo sdo obtidos por operacdes entre racionais. Eis ai um ponto
onde fica explicito que o salto dos racionais para os reais & maior do que os outros saltos entre
conjuntos. Por fim, pode-se fazer a construcdo dos complexos como pares de reais, como esta
demonstrado a seguir.

Sabe-se que os complexos surgiram como forma de resolver equacdes algéebricas que
resultavam em raizes quadradas de nimeros negativos, sendo a raiz quadrada de -1 chamada
de unidade imaginéria, representada pelo simbolo i e transformando a raiz quadrada de
qualquer numero negativo na forma b - i.

Assim, qualquer nimero complexo pode aparecer na forma z = a + b - i, de onde
conclui-se que pode ser descrito de forma Unica por seus parametros a e b, sendo imaginario
puro quando a = 0 e apenas real quando b = 0. O conjunto C pode entdo ser definido
axiomaticamente como um corpo onde cada elemento € um ndmero complexo z representado
por um par (a, b) de nimeros reais, onde a é denominado parte real e b é denominado parte
imaginaria. A relacdo de equivaléncia nesse conjunto € dada de forma que escolhidos dois
elementos z: = (a, b) e z2 = (c, d) de C, tem-se z1 = 7> Se, e somente sea=bec=d.

Sejam z1 = (a, b), z2 = (c, d) e zz = (g, f) com a, b, ¢, d, e, f nUmeros Reais, definem-se
para esse conjunto as seguintes operacdes de adi¢do e multiplicagéo:

o zn+z=(a+c,b+d)

e 71-22=(a-c—b-d,a-d+b-c)

Sendo a adicdo, subtracdo e multiplicacdo de reais previamente definidas, tem-se que
essas operacOes sdo associativas e comutativas, valendo também a distributiva da
multiplicacdo sobre a adigdo. E preciso ainda verificar se esse conjunto contém os ndmeros
naturais e se essas operacOes se reduzem as operagdes habituais quando aplicadas aos
naturais. Para tanto, consideremos que um numero complexo z representa um numero real
guando sua parte imaginaria é nula, ou seja, quando é da forma (a, 0). Desse modo, se a for
natural, z representara um namero natural. Aplicando as operac6es a dois numeros desse tipo,

temos:
e (3,0)+(b,0)=(a+b,0+0)=(a+bh,0)
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e (8,0):(b,0)=(@-b-0-0,a-0-0-b)=(a-b,0)

E possivel observar que, sendo a e b nlmeros naturais e sendo + e - as operagdes
habituais desse conjunto, os resultados da adicdo e multiplicacdo entre esses numeros
resultardo respectivamente em (a + b) e (a - b), cujas representacdes nos complexos serdo
exatamente as apresentadas, (a + b, 0) e (a - b, 0), como era de se esperar.

Embora tudo pareca estar seguindo de forma a verificar todas as condi¢fes de Hankel,
0 conjunto dos complexos nao é ordenado, como sera exposto a seguir. Para isso, € preciso
notar primeiro que as definicbes de operacbes como foram dadas sdo coerentes com o
conceito do nimero imaginario.

Sendoi=0+1-i=(0,1)e-1=1+0-i=(-1,0), nota-se que i* = -1:

e (0,1)-(0,)=(0-0-1-1,0-1+1-0)=(0-1,0+0)=(-1,0)

O ponto critico, entretanto, estd justamente no uso da potenciacdo. Como vimos no
conjunto dos reais e nos conjuntos anteriores, a definicdo da relacdo de ordem leva a
conclusdo de que dados trés elementos a, b e ¢ de um corpo numérico com ¢ > 0, tem-sea - ¢
> b - ¢, 0 que leva a conclusdo de que o quadrado de um nimero em um cOrpo NUMErico
ordenado € sempre positivo. Qualquer relagdo de ordem desenvolvida entre complexos
determinaria critérios para obter um niimero ¢ positivo e, ao pressupor a - ¢ > b - ¢, chegaria a
uma contradicio com o fato de se ter i? = -1.

A principal consequéncia dessa falha na inclusdo dos complexos no principio de
permanéncia se relaciona novamente com as definicdes do que é nimero. Lembrando que
Hankel havia definido que algo s6 poderia ser chamado de numero se fosse elemento de um
corpo numérico que deveria (dentre outras coisas) necessariamente ser ordenado,
concluiriamos que os complexos ndo sdo nimeros.

O que ocorre atualmente é que a classificacdo dos nimeros, apds o desenvolvimento
da teoria dos conjuntos, haveria de ser novamente alterada. Hoje chama-se Monoide qualquer
estrutura algébrica munida de uma operacédo binaria associativa com elemento neutro. Quando
0 conjunto contém elementos inversiveis da operacdo, ele se torna um Grupo. Se essa
operacdo for comutativa, o conjunto é um Grupo Abeliano. Nota-se que os naturais formam
um Monoide (comutativo) para a adi¢éo e para a multiplicagdo, mas ndo um Grupo pois nao e
fechado para as operagOes inversas. Os inteiros, por sua vez, formam um Monoide
(comutativo) para a multiplicagdo e um Grupo Abeliano para a adi¢do. O conjunto que tem

essas duas caracteristicas, quando possui distributiva da multiplicacdo sobre a adicéo, é
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chamado de Anel (comutativo se 0 Monoide for comutativo ou ndo-comutativo se 0 Monoide
néo o for).

Essa classificacdo de conjuntos € importante por que extrapola 0s conjuntos
numéricos. O conjunto das matrizes quadradas de determinada ordem n, por exemplo, é um
Anel ndo-comutativo pois representa um Monoide (ndo-comutativo) para a multiplicacdo e
um Grupo Abeliano para a adi¢do. Por fim, um Corpo é um Anel comutativo (ou seja, ambas
as operacOes sdo comutativas) com inverso multiplicativo (além do inverso aditivo). Ou seja,
0s conjuntos dos racionais, dos complexos e dos reais sdo Corpos numeéricos. A diferenca
entre tais corpos reside na incompletude dos racionais (embora denso) que ndo ocorre no
continuo dos reais, que por sua vez formam um Corpo ordenado completo, diferente dos
complexos que, como pares de reais, também possuem completude, mas formam um Corpo
completo ndo ordenado.

A auséncia de ordenacdo do conjunto C é condizente com sua representacao
geométrica no plano de Argand-Gauss da mesma forma que a ordenacdo do conjunto R é
condizente com sua representacdo geométrica na reta, explicitando suas naturezas distintas.
Como veremos adiante, a completude presente nos complexos e nos reais garante para esses

conjuntos um tipo de infinito distinto do infinito presente nos naturais, inteiros e racionais.

2.5 Mais um tipo de numero: os transfinitos.

Os caminhos percorridos pela Matematica frequentemente acontecem em espiral. Os
problemas que demandam novos estudos comumente originam teorias que, ao serem
aplicadas na resolucdo de tais problemas, deflagram novos questionamentos que até entdo
permaneciam adormecidos. O estudo do continuo e as novas concepgfes de nimero, embora
respondessem as questdes geradoras de seus desenvolvimentos, trariam para a Matematica
uma serie de novas empreitadas na compreensao do material do qual essa ciéncia é feita.

De acordo com o que foi exposto, a ampliagdo dos conjuntos numeéricos surgiu
principalmente de uma demanda algébrica, excetuando a constru¢cdo dos reais que
pressupunha também uma completude geométrica capaz de satisfazer, além dos resultados
algébricos, suas representacdes no plano. A solucdo para o continuo havia sido encontrada no
estudo do infinito, envolvendo assim o Calculo e a Analise.

Retomando pela ultima vez o processo historico que foi percorrido até aqui, é preciso
lembrar que ndo s6 os nimeros como toda a Matematica vinha sendo reformulada desde o

século XVIII. Com o advento da analise infinitesimal, o estudo da Matematica se concentraria
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no desenvolvimento de relacdes e funcdes, se distanciando da Aritmética e do numero, que
até entdo eram o escopo central dessa ciéncia. No século XI1X o proprio conceito de funcdo
comecava entdo a ser reformulado, ganhando um nivel ainda maior de abstracao.

Amigo de Dedekind, o matematico Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 —
1859) havia estudado as somas de sequéncias infinitas, que haviam sido previamente
desenvolvidas por Brook Taylor (1685 — 1731), sendo seguido por Jean-Baptiste Joseph
Fourier (1768 — 1830) e, como ja exposto, por Cauchy. O foco de Dirichlet eram as séries de
Fourier, formadas por aproximacfes trigonométricas para fungdes gerais, envolvendo
parametros que eram obtidos por integracdo de funcfes seno e cosseno.

Ao pesquisar as condi¢cBes que uma funcdo deveria satisfazer para ser integravel,
Dirichlet terminaria por criar uma funcdo cujo comportamento era completamente
contraintuitivo. Sua funcéo era definida de modo que a imagem de x seria 0 se x fosse racional
e 1 caso contrério. Essa funcdo era descontinua em todos os pontos, ndo podendo ser
integravel ou derivdvel em nenhum intervalo, e impossivel de ser descrita por uma Unica
sentenca ou representada por uma série de Fourier.

Ao propor tal desafio, 0 matematico trazia a luz o desconhecimento geral sobre a
distribuicdo dos racionais e irracionais e alterava também o conceito de funcédo, que até entdo
era visto como uma sentenca algébrica formada por duas variaveis. Mesmo ndo tendo ainda a
abordagem atual relacionada ao produto cartesiano entre dois conjuntos, a funcdo de Dirichlet
deixava de lado a necessidade de representacao algébrica para inaugurar o conceito de funcéo
como conjunto de pares ordenados onde para cada valor da varidavel x ha uma imagem y que

corresponde a ele.

A predominancia do ponto de vista conceitual em matematica, que abriu caminho
para a abordagem conjuntista, foi estimulada por Dirichlet. Mas essa tendéncia seria
reforcada por Riemann e Dedekind. Ambos se dedicaram mais diretamente a
compreensdo das teorias matematicas sem recurso a representagdes externas.
Segundo eles, os novos objetos matematicos deviam ser definidos por suas
caracteristicas internas e admitidos como principios da teoria. Essa auséncia de
referéncia externa pode ser vista como a inauguragdo de uma nova fase de abstracéo,
que transformara definitivamente a matematica em matematica “pura”. (ROQUE,
2012, p. 460)

Desse modo, no campo da teoria dos nimeros, a mudanca de foco da Matemética ia
em direcio a Algebra, se deslocando da Aritmética. Ao desenvolver a aplicagdo dos
complexos no plano no inicio do séc. XIX, Gauss iniciara 0 processo de constru¢do do
conceito mais abstrato de numero, que ndo precisaria mais ser algo representante de uma
quantidade. Essa nova forma de conceituacdo € que seria a base da teoria de Hankel, que

unida aos trabalhos de Hamilton e de Gauss formalizaria a existéncia dos complexos.


https://pt.wikipedia.org/wiki/1805

91

A associacdo de cada ponto (a, b) do plano a um Gnico nimero z, ndo sé explicita a
impossibilidade de ordenacéo desses nimeros, como simboliza a natureza distinta do conjunto
gue os contém, em comparacdo com o conjunto R. O trabalho de Hamilton com os complexos
traria para a matematica o conceito de vetor, utilizando a representacéo polar dos complexos e
diferenciando o plano cartesiano do plano de Argand-Gauss. Assim, embora os reais e 0s
complexos sejam chamados de nimeros, e mesmo havendo em C uma copia isomorfa de R,
0s dois tipos de numeros sdo entidades matematicas utilizadas para representar grandezas
diferentes, sendo os reais utilizados para grandezas escalares e os complexos utilizados para
grandezas vetoriais.

No ultimo quarto de século, a matematica “pura” mostrava ser a inica matematica do
futuro. As grandezas escalares e vetoriais podiam ser ambas chamadas de nimeros por que o
estudo das relagdes entre os elementos de uma teoria era suficiente para definir que tipo de
elemento era esse. Essa nova abordagem partindo dos aspectos intensionais de cada campo
havia aberto espaco para o surgimento das geometrias nao euclidianas, quebrando paradigmas
milenares.

O estudo dos reais seria entdo um fator de reunido e reencontro entre 0s nimeros e as
funcdes, auxiliando na compreensdo da distribuicdo dos racionais e irracionais ao longo da
reta, permitindo novas interpretacfes sobre o conceito de continuidade de funcdes, raizes,
limites, derivacdes e integracfes. Entretanto, Cantor se detivera sobre outras questdes,
focando no estudo acerca da organizacdo dos numeros, da natureza dos elementos e das
relagbes que esses elementos estabeleciam, seja entre pares do mesmo conjunto, seja entre
pares de conjuntos distintos.

Assim, o matematico se dedicara ao desenvolvimento da teoria dos conjuntos,
classificando-os em finitos ou infinitos, de modo que os primeiros podiam ser descritos a
partir da listagem de seu contetdo, enquanto os outros haviam de ser descritos a partir de uma
caracteristica que fosse comum a todos 0s seus elementos. E esse o ponto de vista que define
0S naturais como o conjunto que contém a unidade e todos os nimeros obtidos pela sucesséo.

A possibilidade de que se pode afirmar algo sobre conjuntos infinitos ndo era bem
aceita por uma grande corrente de matematicos da epoca. O raciocinio indutivo era tido como
um subterfugio de ldgica circular, garantindo apenas que algo seria infinito se pudesse ser
feito infinitas vezes. Questdes filosoficas acerca das dicotomias entre raciocinio empirico ou a
priori, analitico ou sintético, dedutivo ou indutivo eram inflamadas constantemente, e ainda

assim o infinito permanecia entranhado nos estudos numericos.
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Ao diferenciar os dois tipos de conjuntos, Cantor chegara a um método de contagem,
partindo de uma abordagem do conceito de cardinalidade. Em conjuntos discretos e finitos, é
possivel contar a quantidade de seus elementos relacionando cada um deles a um elemento
natural ordinal. Dois conjuntos com a mesma quantidade de elementos possuiam assim a
mesma cardinalidade. A relagcdo entre x e y na qual as funcgdes tinham se transformado
permitiria a identificacdo entre essa contagem e a funcao bijetora.

A partir dessa concep¢do, pode-se afirmar que dois conjuntos possuem a mesma
cardinalidade quando existe uma correspondéncia biunivoca entre seus elementos, ou seja,
quando é possivel estabelecer entre eles uma fungéo bijetora. Essa correspondéncia independe
da ordem que os elementos possuem no conjunto, de modo que a ordinalidade e a
cardinalidade dos numeros ficam explicitamente distintas, sendo caracteristicas
independentes.

Assim, no caso de conjuntos infinitos (sejam infinitos discretos como os inteiros,
continuos limitados como o intervalo [0,1] ou infinitos continuos como os complexos),
mesmo nao sendo possivel determinar a quantidade de seus elementos, ainda é possivel dizer
quando dois deles possuem a mesma cardinalidade. Com base nesse principio, Cantor
demonstra que existe uma bijecao entre os naturais e 0s nimeros pares, assim como entre eles
e 0S numeros impares.

A cardinalidade de um conjunto infinito passa assim a ser considerada como a
poténcia desse infinito. A demonstracdo de que o conjunto N possuia a mesma cardinalidade
que um subconjunto seu faria com que Cantor redefinisse esse tipo de colecdo, percebendo
gue um conjunto € infinito se, e somente se, possui a mesma poténcia de algum subconjunto
proprio. Além disso, é possivel agora demonstrar que ndo s6 o infinito dos inteiros possui a
mesma poténcia do infinito natural como até mesmo a densidade dos racionais possui essa
mesma poténcia, fato que s6 pode ser demonstrado sabendo que a cardinalidade independe da
ordenacdo dos elementos.

Ao dar continuidade a seus estudos, Cantor notou que a cardinalidade dos nimeros
algébricos também era a mesma dos naturais, fornecendo um infinito de mesma poténcia. Por
outro lado, isso ndo ocorria com os irracionais, de modo que 0s reais tinham de possuir uma
poténcia maior. Com isso Cantor conclui que também os transcendentes possuem uma
poténcia superior a dos Naturais.

O estudo dessas poténcias daria entdo origem a novos ndmeros, chamados de

transfinitos e detentores de uma algebra prépria. Os transfinitos sdo construidos de forma que
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sua cardinalidade € distinta de sua ordinalidade, como pode ser visto na sequéncia de passos a
sequir:

e Cantor chama de ® o nimero que indica o maior nimero natural, ou seja, o infinito
enumeravel.

e Se organizarmos o0s naturais de forma a contar primeiro os impares e depois 0s pares,
teremos 1, 3,5, ... 2, 4, 6, ..., chegando a o duas vezes.

e Ao elaborar essa ordenacdo, encontra-se um ordinal ® - 2 que é o0 mesmo ordinal que
encontramos ao ordenar os inteiros comecando pelos positivos e em seguida
ordenando 0s negativos.

e Independente disso, todos os ordinais ®, ® + 1, ® + 2, ..., ® * 2, ... possuem a mesma
cardinalidade, pois sdo enumeraveis (ndo formam o continuo dos reais) e possuem
uma relagdo biunivoca com o conjunto N.

e Essa cardinalidade foi chamada por Cantor de X,, que € o numero cardinal associado

ao ordinal ® e determina a poténcia dos conjuntos enumeraveis.

Desse modo, os transfinitos mostram ser nimeros que possuem cardinalidade e

ordinalidade distintas e que apresentam uma algebra muito peculiar, onde ® + 1 difere de 1 +
X A . . « .
® ¢ onde ?" = X,. A poténcia do conjunto das partes de N seria entdo X, que por sua vez é

também a poténcia dos nimeros Reais, fato esse que é condizente com a teoria dos cortes de
Dedekind.

A continuacdo do trabalho de Cantor seria entdo descobrir se havia um infinito maior
que todos os infinitos, uma vez que é possivel determinar ¥,como sendo a poténcia do
conjunto das partes de R e seguir esse processo indefinidamente. Além disso, Cantor
procurava demonstrar que nao haviam poténcias de infinito intermediarias entre X, (chamado
de infinito enumeravel) e X, (chamado de infinito continuo).

Cantor perderia sua sanidade mental antes de responder a essas questdes, mas seu
trabalho serviria de alicerce para que nomes expoentes da logica defendessem a
refundamentacdo total da Matematica, buscando livrar-se da linguagem natural e
reescrevendo todos o0s teoremas e estruturas existentes a partir de axiomas bem definidos e
erguidos sobre a teoria dos conjuntos. Esse levante seria 0 estopim para que os intuicionistas
criticassem 0s novos rumos da Matematica, reclamando de volta os aspectos extensionais e a
busca pelas aplicacbes dos estudos matematicos a realidade que podia ser absorvida por

nossos sentidos, 0 que ndo ocorreria enquanto lidassem com processos infinitos.
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Nesse contexto, Frege escreveria 0s Fundamentos da Aritmética, buscando
simultaneamente definir o que seriam os nUmeros naturais e compreender a natureza dos

numeros em geral:

Quando um conceito que serve de base a uma importante ciéncia oferece
dificuldades, torna-se tarefa irrecusavel investiga-lo de modo mais preciso e superar
estas dificuldades, em particular porque dificilmente conseguiriamos esclarecer
totalmente os nimeros negativos, fraciondrios e complexos enquanto nossa
compreensdo dos fundamentos do edificio global da aritmética fosse ainda
defeituosa. (FREGE, 1992, p. 30)

O ano de encerramento do século XIX seria 0 &pice da batalha entre os l6gicos e 0s
intuicionistas, representados principalmente por Hilbert e Poincaré, respectivamente. Em sua
palestra no congresso internacional dos matematicos de 1900, Hilbert afirmou que néo deveria
haver espaco na Matematica para intuicdo, elaborando uma lista de problemas que a
Matematica deveria resolver de forma dedutiva, baseada em axiomas livres de qualquer nogdo
de verdade ‘“natural”, satisfazendo apenas a exigéncia de ser logicamente compativel.
(DOXIADIS, 2010, pp. 145 — 150)

Um dos problemas propostos por Hilbert era o desenvolvimento de uma linguagem
capaz de julgar de forma consistente qualquer afirmagdo como verdadeira ou falsa. A
resolucéo desse problema seria a meta de Russel, que se uniria a Whitehead na busca de Frege
pela verdade, desenvolvendo uma linguagem logica simbdlica que pudesse representar a
realidade livre de contradicdes. Nesse periodo Peano faria a fundamentacdo definitiva dos
Naturais e seguiria na busca de uma axiomatizacdo completa da matematica.

Os intuicionistas perderiam aos poucos a poténcia de sua voz. A linguagem da Logica
seria erguida sobre a teoria dos conjuntos, uma vez que toda a matematica comecava a se
organizar pela relacdo entre objetos, que por sua vez eram caracterizados de acordo com as
peculiaridades que os definiam. A busca, entretanto, seria barrada pela percepcéo de Russel
de que ndo podia existir o “conjunto que continha todos os conjuntos que ndo continham a si
mesmos”. O paradoxo de Russel seria a prova que Cantor precisava para se livrar da busca
por um conjunto que contivesse todos 0s outros. Seria também um duro golpe em todos que,
como Frege, buscavam fundamentar a matematica inteira na teoria dos conjuntos.

Frege estaria terminando sua segunda edicdo dos Fundamentos da Aritmética quando
recebeu a carta de Russel contendo sua descoberta. O paradoxo tornava toda a fundamentagéo
de Frege inconsistente. Um sistema é dito completo se qualquer afirmacdo pode ser julgada
por ele e é dito consistente se o veredito gerado por esse julgamento nunca € contraditorio. A
elaboracdo de uma linguagem que forme um sistema completo e consistente, entretanto,

depende de uma metalinguagem, uma vez que ela propria precisa ser definida em outros
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termos. Alguns anos depois, Kurt Friedrich Godel (1906 — 1978) demonstraria que qualquer
sistema seria sempre ou incompleto ou inconsistente.

Antes disso, Russel defenderia a teoria dos tipos como forma de contornar seu
paradoxo e a teoria dos conjuntos seria abordada por Ernst Zermelo (1871 — 1953), propondo
uma axiomatica que fosse capaz de contornar algumas dificuldades acerca dos conjuntos
infinitos. Alguns anos depois esse trabalho seria retomado por Adolf Fraenkel (1891 — 1965),
criando o que ficou conhecido como teoria dos conjuntos de Zermelo- Frankel (ZF).

Essa teoria admite o axioma do infinito que, como citado, declara a existéncia de um
conjunto que contém 0 zero e 0S Seus sucessores e, portanto, define axiomaticamente a
existéncia do infinito enumeravel. Hoje é uma axiomatica que substitui a de Cantor, agora
chamada de “teoria ingénua dos conjuntos”. Em sua forma mais conhecida, essa nova teoria
possui um adendo chamado de axioma da escolha, formando a teoria ZFC (Zermelo-Frankel-
Choice).

Foi a partir dessas novas abordagens conjuntistas que se chegou ao cenario que, como
citado no inicio do capitulo anterior, ficaria conhecido como MMM, Movimento da
Matematica Moderna, gerado pela disseminacdo entre as instituicbes de ensino das

publicacGes de Nicolas Bourbaki.

A imagem de que a matematica € um saber axiomatizado baseado nas
nogdes de conjunto e estrutura foi popularizada por Nicolas Bourbaki, a
partir de 1939 [...]. “Bourbaki” ¢ o pseudonimo adotado por um grupo de
matematicos franceses dos anos 1930 cujo objetivo era elaborar livros
atualizados sobre todos os ramos da matemdtica, que pudessem servir de
referéncia para estudantes e pesquisadores. (ROQUE, 2012, p. 473)

A disseminacdo do método axiomatico e da abordagem conjuntista através da
educacdo matematica, atingindo os cursos de formacdo de professores e todo o ciclo bésico,
seria o principal combustivel para o debate acerca da necessidade de relagBes intensionais e
extensionais entre objetos matematicos, argumentando em favor da complementaridade. As
possiveis abordagens filosoficas acerca da questdo “o que € nimero? ”, em especial nos
aspectos didaticos, podem gerar severas criticas ao método axiomatico e ao ensino atual. No
capitulo seguinte serdo expostas tais abordagens filosoficas em paralelo aos possiveis

incrementos que podem ser obtidos a partir dos nimeros de Conway.
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3 0O CONCEITO FILOSOFICO DE NUMERO

3.1 Realismo, nominalismo e conceitualismo

A Matemética, bem como a Filosofia, € uma ciéncia que se debruca sobre a realidade e
suas formas de interpretacdo. A relacdo entre essas duas ciéncias ndo pode ser minimizada, de
modo que falar sobre uma filosofia da matematica implica necessariamente em escolher um
recorte. Desse ponto de vista, fica claro que uma apresentacdo completa do desenvolvimento
desse ramo do pensamento se mostraria demasiado longa, sendo esse estudo insuficiente para
realiza-la (o que tampouco € a intencao).

H& muito que a Matematica deixou de ser uma ciéncia dos numeros e das formas. O
desenvolvimento das relagdes entre esses signos, munido das operacGes aritméticas, das
construgcdes geomeétricas e da analise, transformou o estudo matematico em algo muito mais
abrangente, um tanto mais abstrato e certamente mais relacional do que objetivamente
concreto. Desse modo, mesmo a teoria dos nimeros pode ser abordada sob diversos aspectos
filosoficos que se distanciam gradualmente de um estudo sobre quantificacdes.

O questionamento acerca da natureza do numero remeteria 0 curioso a um estudo
minucioso de Platdo e Aristoteles, sé para citar alguns nomes gregos. Nao se pretende aqui ir
tdo longe ou tdo a fundo: esse capitulo se aterd as correntes mais recentes que se debrucaram
sobre a teoria dos nimeros, focando na disputa entre intuicionistas e logicistas citada no fim
do capitulo anterior. Tal disputa pode ser, de certa forma, comparada a reflexao filosofica
intensa da ldade Média sobre o que seriam os universais, conceito da metafisica® relacionado
a nossa forma de agrupar diferentes objetos sob o mesmo signo.

Uma forma (talvez simpléria) de definir os universais é entende-los como entidades
abstratas de multipla realizacdo, a exemplo da vermelhiddo, da solidez ou da beleza. Tais
caracteristicas se manifestam pluralmente na realidade observavel, fazendo com que, ao nos
relacionarmos com um objeto, possamos dizer se é vermelho, belo ou sélido. A corrente
filosofica que defendia a existéncia dos universais (concebidos como objetos reais), ficou
conhecida como realismo. Em oposic¢do ao realismo, surgia o nominalismo que defendia a
ideia de que tais entes ndo existiam de forma independente, sendo apenas nomes dados de

forma particular as caracteristicas de um ou outro objeto.

2L A metafisica é um dos principais ramos da filosofia e se ocupa das questdes existenciais, das categorias
bésicas do ser e da totalidade do universo. Embora a matematica se relacione com diversos ramos da filosofia, a
pergunta “o que ¢ nimero” pode ser melhor abordada se inserida no campo da metafisica.
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Dentro da mesma corrente podem haver divergéncias, ja que além da compreensao do
que é o0 objeto estudado ha também o debate sobre como se d& o acesso a esse objeto. Platdo e
AristOteles eram ambos realistas, embora diferissem na forma de compreender 0 acesso que
temos aos universais: para Platdo, os universais seriam entes que existem em algum lugar fora
do espago-tempo e se manifestavam nas coisas observaveis. Para Aristételes, entretanto, tais
entes seriam criados por nossa capacidade de abstracéo.

Platdo e Aristdteles legaram-nos duas perspectivas modelares para a compreensédo da
natureza dos objetos matematicos, e nosso modo de acesso a eles. Na de Platdo a
figura geométrica e o nimero sdo vistos como formas puras a que ascendemos por
meio exclusivo da razdo, sem nenhum concurso dos sentidos. J& Aristoteles ndo
acreditava na independéncia das formas matematicas e preferia vé-las simplesmente
como aspectos do mundo real, a que temos acesso por um processo de abstracdo
necessariamente fundado na experiéncia. (SILVA, 2004, p. 1)

Assim, mesmo crendo na existéncia do niumero como entidade, o realismo ndo era
assertivo quanto a sua natureza. O nominalismo, por sua vez, ndo podia crer nessa existéncia
pura, se atendo apenas a ideia do nimero como caracteristica pontual desse ou daquele objeto.
De acordo com essa corrente, 0s conceitos matematicos seriam variaveis de acordo com quem

0s enuncia, ndo sendo possivel um desenvolvimento l6gico e coerente da teoria dos nimeros.

O nominalismo, entendido como teoria que nega o valor ideal e autbnomo da
Matematica, reduzindo-a a interpretagdo ou tradugdo mental de realidades e relagdes
concretamente existentes, é insuficiente para justificar a natureza e a existéncia de
conceitos matematicos. A teoria dos numeros ndo pode ser interpretada
exclusivamente por uma visdo nominalista. (FONSECA, 2010, p. 106)

Além do realismo e do nominalismo, uma terceira corrente se difundiu na Idade Média
acerca desse assunto: o conceitualismo, que embora acreditasse na existéncia real dos
universais, os entendia como criag@es do espirito humano e ndo como pré-existentes fora dele.
Essa terceira corrente compunha o debate da época acerca dos conceitos numéricos. De forma
grosseira pode-se dizer que, na teoria dos numeros, o logicismo é afluente do realismo
platdnico, enquanto o intuicionismo decorre do conceitualismo.

Para os realistas platbnicos, ascendiamos aos numeros por meio da razdo, a priori.
Para os realistas aristotélicos, esse acesso seria empirico. Para os logicistas, as leis da
matematica eram analiticas. Para os conceitualistas, eram sintéticas. Partindo desse ponto de
vista e com 0 objetivo de compreender como o nimero era interpretado por logicistas
(partindo do realismo platonico e seguindo até o formalismo de Hilbert) e intuicionistas
(partindo do conceitualismo de Kant até o construtivismo de Brower)?, faz-se primeiro
necessario um olhar para algumas concepgdes criadas previamente, a saber: empirismo e

apriorismo, inducéo e deducéo, andlise e sintese.

22 Os trabalhos de Immanuel Kant e Luitzen Egbertus Jan Brower serdo melhor citados adiante
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3.2 Métodos de acesso ao conhecimento

Como ja foi visto, empirico é aquilo obtido pela experiéncia sensorial, enquanto a
priori € o que pode ser desenvolvido sem a necessidade da experiéncia. Entretanto, ndo é
possivel identificar um conhecimento empirico como sendo simplesmente aquele “abstraido”
da experiéncia, j& que a abstracdo é um processo mental pouco definido. Por exemplo, ndo se
pode afirmar que o tipo de conhecimento obtido ao abstrair a quantidade “dois” de um par
sapatilnas vermelhas € do mesmo tipo daquele obtido ao abstrair-se, do mesmo par, a
“vermelhidao”.

Tais abstracdes diferem pelo fato de que a cor pode ser entendida como uma
caracteristica propria do objeto, diferentemente do nimero. O conceito de nimero, ja nesse
exemplo, mostra sua natureza dificil de se obter. Assim, um fato empirico pode ser melhor
definido como aquele cuja justificativa de sua veracidade s6 pode ser dada pela observacao da
realidade sensorial.

E nesse sentido que o nimero (de acordo com algumas correntes de pensamento) pode
ser entendido como um fato a priori, pois pode ser definido por processos mentais para s
entdo ser aplicado a0 mundo objetivo (par de sapatilhas), ndo necessitando dele para ser
verdadeiro. JA a compreensdo empirica do ndmero exigiria que todo conceito numérico

derivasse de modelos reais.

A perspectiva platdnica € o modelo de todas as vers@es realistas da filosofia da
matematica, reconheciveis por distinguirem nitidamente o mundo matematico do
mundo empirico. A aristotélica, por sua vez, é a versdo prototipica das filosofias
empiristas da matematica, caracterizadas por negarem-lhe um dominio préprio
supra-empirico. O calcanhar de Aquiles das filosofias realistas é o problema do
acesso: como percebemos, com a razdo apenas, 0 mundo matematico, sem o
concurso dos sentidos? O empirismo, por seu lado, tropeca na questdo
epistemoldgica: se 0s juizos matematicos sdo afinal juizos sobre o0 mundo empirico,
ainda que considerado por um aspecto particular, por que eles ndo estdo sujeitos
quanto a justificacdo - como de fato ndo estdo - ao testemunho dos sentidos?
(SILVA, 2004, p. 1)

Immanuel Kant (1724 — 1804) fora um filésofo prussiano de grande contribuigdo para
a filosofia e, em particular, para a filosofia matematica, sendo um dos principais defensores
do conceitualismo. Seus tratados acerca das formas pelas quais elaboramos o que nos é dado
empiricamente ou a priori foram definitivas na compreenséo atual do que consideramos como
pensamento analitico, sintético, dedutivo ou indutivo.

De acordo com Kant, as formas de pensamento analiticas sdo caracterizadas por
aquelas em que um enunciado € obtido de forma dedutiva pela particularizacdo de um

conceito anterior, esse mais geral. As sintéticas, por sua vez, sdo caracterizadas por aquelas
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em que o enunciado é obtido de forma indutiva pela reunido de conceitos anteriores. Seguem
dois exemplos:

e Se “A” ¢ um conceito que sempre admite a propriedade “p” (dizemos p(A) ¢ verdade
para todo A), sendo “a” um caso particular de “A”, entdo certamente “a” admite a
propriedade “p”. Nessa explanagdo, a veracidade de p(a) ¢ uma dedugdo logica de
p(A), sendo a conclusdo obtida da premissa de forma analitica.

e Seja “B” um conceito que ndo admite a propriedade “p” (dizemos p(B) € falso).
Sabendo que p(A) é verdade para todo A, pode-se sintetizar as duas informacdes para

obter a conclusdo de que “nenhum B é A”.

Barker (1969, pp. 20, 21) ressalta que, segundo Kant, o raciocinio analitico produz
enunciados que sao verdadeiros em virtude exclusiva de sua construcdo logica. Nesse sentido,
mesmo a analise sendo importante na compreensdo de Varios conceitos, nao seria capaz de
infligir desenvolvimentos cientificos, por ndo afirmar nada de novo: apenas conclui algo que
logicamente ja era tido como verdade. O raciocinio sintético, por outro lado, é mais eficaz no
desenvolvimento cientifico, pois pode enunciar novos conhecimentos, como pode-se notar ao
estudar o segundo dos exemplos anteriores.

No exemplo, o enunciado “nenhum B ¢ A” ndo poderia ser concluido apenas da
observacio de que “B ndo admite a propriedade p”. E preciso também afirmar que “p(B) é
falso para todo B”. Mas como se pode afirmar isso? Se essa afirmacao puder ser deduzida da
definicdo de B, pode se dizer de forma equivalente que B é o nome de todo elemento que néo
admite a propriedade p. Nesse caso, dizer “nenhum B ¢ A” é uma conclusdo analitica,
deduzida da definicdo de A e de B. Nenhum conhecimento novo foi criado. Por outro lado, se
“p(B) ¢ falso para todo B” ndo puder ser deduzido da definicao de B, entdo ¢ uma afirmacao
capaz de sintetizar um conhecimento novo (nenhum B é A). Entretanto, como a verdade dessa
afirmacéo pode ser garantida?

Em geral o conhecimento sintético é indutivo e empirico: ao observar muitos casos
particulares de B e notando que em todas as observacGes ndo ocorre p(B), por inducéo,
conclui-se que p(B) nunca e verdade. Porém, se todos os raciocinios sintéticos fossem dessa
natureza, todas as ciéncias (e a Matematica em especial) seriam resultado de observacoes e
generalizacGes, sendo sempre baseadas em experiéncias particulares e tendo pouco caréater de
verdade ldgica.

Ocorre, entretanto, que nem todo raciocinio sintético é indutivo ou empirico. O

método axiomatico presente na Geometria euclidiana, um dos focos do trabalho de Kant,
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apresenta alguns enunciados que sdo sintetizados a partir dos axiomas, mas que nao formam
de maneira nenhuma um conhecimento empirico (j& que ndo precisam ser verificados na
realidade) ou indutivo (ja que sdo construidos por deducdes ldgicas e defini¢bes particulares,
nédo por generalizacdes).

Que dizer, no entanto, dos juizos sintéticos a priori? Aqui estava, no parecer de
Kant, a origem dos profundos problemas filosoficos. Suponhamos haver um
conhecimento a priori (isto é, ndo justificavel pela experiéncia sensorial) e sintético
(isto é, ndo justificavel pela conexdo intrinseca dos conceitos empregados — ou seja,
ndo justificavel pela maneira de entender os termos empregados). Esse
conhecimento teria de ser justificado por algum peculiar “terceiro elemento”. Seria,
além disso, de grande importancia compreender de que maneira esse conhecimento
poderia ser obtido. Para Kant, era na Matematica que se encontravam os mais claros
exemplos de tal conhecimento sintético a priori. (BARKER, 1969, p. 22)

A distingdo entre sintético e analitico nem sempre é precisa e a préopria teoria dos
nimeros pode atestar isso. Considere-se, por exemplo, a afirmag¢do “todo ntmero
multiplicado por zero resulta em zero”. Uma forma de compreender esse enunciado como
analitico, ou seja, como sendo verdadeiro apenas por sua estrutura Idgica, seria definir nimero
como “tudo aquilo que multiplicado por zero resulta em zero”. Entretanto, ao supor tal
definicdo, seriamos obrigados a concluir que o infinito ndo é um namero, j& que o produto
entre zero e infinito é indeterminado.

Por outro lado, se supomos tal enunciado como sintético, deve-se estuda-lo a partir das
definicbes de nimero, zero e produto. Assim, ao assumir que o infinito € um ndmero, todo o
sistema precisa ser revisto e o enunciado deve ter seu inicio alterado para, por exemplo, “todo
numero real...”. Ao manifestar-se 0 desejo de incluir os nimeros infinitos no estatuto de
naimero, torna-se imprescindivel uma revisdo do que se considera por numero, de modo a
garantir que o infinito possa ser construido a partir dessa definicao.

Como veremos adiante, a discussao sobre a natureza do conhecimento matematico estéa
intimamente ligada a visdao do nimero como conceito desenvolvido ora sinteticamente, ora
analiticamente, podendo ser proveniente do/aplicado ao universo empirico, ou ainda

desenvolvido independente desse.

3.3 O tipo de conhecimento matematico

Kant via na Geometria um profundo manancial de estudo. O que seria, por exemplo, a
triangularidade? Na Geometria, a triangularidade é baseada nos conceitos primitivos de reta e
plano que, de acordo com Euclides, geram o quinto postulado. O enunciado desse postulado é

logicamente equivalente a afirmac¢do de que “a soma dos angulos internos de um triangulo ¢
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igual a dois angulos retos”, que por sua vez pode ser equivalente a definicdo de triangulo
como a regido interna do plano formada pelo encontro de trés retas ndo paralelas duas a duas,
desde que entendamos o plano da maneira tradicional euclidiana.

O quinto postulado pode ser um enunciado sintético a priori. E construido sobre
conceitos prévios e é verdadeiro de acordo com uma interpretacdo (ndo necessariamente
empirica) do que vem a ser uma reta. Compreender esse enunciado como empirico seria
assumir que a definicdo de linha reta s6 pode ser tida como verdade por termos visto muitas
linhas retas. Essa ndo € a melhor atitude mental, principalmente por que hoje é sabido que
outras interpretacdes de reta sdo possiveis?, tornando falso o quinto postulado e gerando
novas compreensdes de qual é a forma de um plano e do que vem a ser um triangulo. Isso ndo

necessariamente faz com que o sistema de axiomas de Euclides seja inconsistente.

A confusdo nessa matéria surge, com frequéncia, em virtude do fato de se supor que
sendo verdadeiros os postulados de alguma Geometria ndo-euclidiana, entdo ndo
podem ser verdadeiros todos os postulados da Geometria de Euclides. As pessoas
que pensam assim imaginam que as Geometrias euclidianas e ndo-euclidianas séo
incompativeis, de modo que ndo podem ser ambas corretas. Isso € um engano.
Pessoas que pensam assim ndo compreendem, com nitidez, o fato que os postulados
de uma Geometria s6 chegam a ser verdadeiros ou falsos ao receberem uma
especifica interpretacdo; ndo percebem, de maneira nitida, que um conjunto de
postulados, ndo-interpretados, puros, nem é verdadeiro, nem falso. (BARKER, 1969,
p. 72).

Dessa forma é preciso compreender com clareza o que significa um axioma. Para
Euclides o axioma poderia ser visto como uma verdade irrefutivel, mas ndo existiam em sua
época, obviamente, as geometrias ndo-euclidianas. O trabalho de Felix Klein sobre as
geometrias projetivas seria determinante para concluir que as geometrias ndo euclidianas sé
seriam consistentes se a euclidiana também o fosse. Assim, apds o desenvolvimento da l6gica
e ainda hoje, os axiomas passam a ter o carater ressaltado por Hilbert no fim do século XIX:
formam um conjunto de conceitos capaz de construir um sistema consistente, ou seja, a partir
dos quais é possivel produzir enunciados nunca contraditérios e cuja veracidade é deduzida
logicamente dos axiomas.

Desse ponto de vista, 0s axiomas ndo precisam ser verdadeiros por si s6. Se forem
verdadeiros sob alguma interpretacdo de seus termos, entdo os enunciados verdadeiros

construidos sobre eles serdo verdadeiros para tal interpretacdo, e os falsos serdo também

23O conceito de reta euclidiano foi sustentado por séculos e usado na definicdo de movimento dada por Newton
em suas explanacdes sobre o comportamento do mundo fisico. E também o conceito cotidiano mais usual,
mantendo-se presente no curriculo do ciclo basico e cuja veracidade pode ser dada de forma intuitiva. Entretanto,
o desenvolvimento de geometrias avessas ao quinto postulado permitiram novas concep¢fes de funcionamento
universal, servindo de base para a teoria da relatividade e para toda a visdo de mundo de Einstein. Essas novas
geometrias (de Riemann e de Bolyai — Lobachevsky) supGem outras definicbes do que venha a ser uma reta,
defini¢Bes essas que se mostram verdadeiras em diversos estudos fisicos.
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falsos para essa interpretagdo. Por outro lado, se os axiomas forem falsos sob alguma outra
interpretacdo, nada podera ser concluido a partir deles.

E nesse sentido que se entende o desenvolvimento a priori da matematica: os axiomas
formam enunciados puros, que ndo precisam ser verificados em termos empiricos para serem
considerados verdadeiros ou falsos. Desse modo, os enunciados construidos sobre eles
também ndo serdo empiricos.

O exemplo da Geometria explicita a necessidade de se colocar o numero de forma
clara como conceito primitivo, ressaltando que a veracidade de tal conceito ndo deve
depender exclusivamente de empirismo. Caso o fosse, reduziriamos a teoria dos nimeros e a
aritmética ao que nossos sentidos podem obter, o que excluiria do estatuto de nimero nao s6

os infinitos como também os irracionais ou complexos. Frege esclarece esse ponto:

Recentemente G. Cantor introduziu os ndmeros infinitos em uma obra notavel.
Estou inteiramente de acordo com ele quanto & critica & ideia de que em principio
apenas os numeros finitos poderiam ser admitidos como efetivamente reais.
Sensivelmente perceptiveis espaciais, ndo o sdo nem estes, nem as fragdes, nem os
nlmeros negativos, irracionais e complexos, e se chamamos de efetivamente real o
que produz efeitos nos sentidos, ou ao menos o que produz efeitos que podem ter
como consequéncias proximas ou remotas percepgdes sensiveis, entdo decerto
nenhum desses numeros é efetivamente real. Mas também ndo necessitamos
absolutamente de tais percep¢des como fundamentos para a demonstracdo de nossos
teoremas. (FREGE, 1992, p. 98)

Nota-se entdo que, mesmo sendo Frege um dos precursores do logicismo (decorrente
do realismo platénico) e, portanto, contrario ao intuicionismo (simpatico ao conceitualismo
kantiano), ainda assim, ele e Kant negavam a hip6tese nominalista de que 0s nimeros eram
simples abstracGes desse ou daquele objeto, concordando ndo s6 com a existéncia do numero
como entidade real como com a visdo de que a Matematica era um conhecimento a priori.

Tendo por base tais conceitos prévios, nota-se que o desenvolvimento matematico
tende a se distanciar da experiéncia cotidiana, a ponto de ser considerado a priori mesmo por
correntes em oposi¢do. Isso ndo exclui, entretanto, o fato de que os conceitos matematicos sao
aplicaveis a situacdes percebidas pelos nossos sentidos, o que lhes d& um caréater, para nao
dizer empirico, ao menos atrelado a alguma justificativa externa.

O problema do acesso, entretanto, € ainda mais atual. O debate acerca do carater
analitico ou sintético da matematica decorre da questdo sobre o matematico ser descobridor
ou criador de ideias. Se 0s numeros sdo obtidos de forma sintética, pode-se dizer que o
matematico os cria. Caso contrario, os descobre via analise. A seguir serdo expostos 0S
aspectos sob o0s quais logicistas e intuicionistas entendiam o nimero, para entdo apresentar as

decorréncias dessas correntes e propor ainda outras questoes.
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3.4 A natureza do nimero

Conforme o exposto, 0 enunciado citado anteriormente (“todo numero multiplicado
por zero resulta em zero”) s6 pode ser estudado se o conceito de nimero estiver bem definido.
Sé com uma defini¢do clara é possivel compreender se 0s complexos, 0s irracionais e 0s
transfinitos podem ou ndo configurar um tipo de namero.

Esse ponto de vista remete a histdria do cisne negro: sabendo serem todos 0s cisnes
aves brancas, ao deparar com um cisne negro, a ciéncia diria: “isso ndo ¢ um cisne”. Essa ¢ a
unica atitude possivel a ser tomada quando se entende o enunciado “todos os cisnes sdo
brancos” como sendo uma verdade axiomatica analitica, ou seja, quando se entende que a cor
branca faz parte da definicdo do que € cisne. Outra abordagem, entretanto, levaria a outro
rumo: vendo um cisne negro e considerando-o digno do estatuto de cisne, a ciéncia pode
dizer: “ha cisnes brancos e negros”, voltando assim sua atengdo para a questdo “o que define
entdo um cisne? .

O problema do cisne negro é comumente citado na matematica como um caso de
estudo de provas e refutacdes ou de atitudes possiveis acerca de eventos improvaveis. No
contexto légico, o caso se assemelha a questdo sobre o nimero. As defini¢bes encontradas ao
longo da histdria precisaram ser continuamente revisitadas de forma a englobar 0s novos entes
numeéricos. Apos a inclusdo de negativos, irracionais, complexos e transfinitos no estatuto de

namero, a partir do trabalho de Cantor, restava aos matematicos responder essa questao.

A questdo: o que é o nimero um? ou: o que significa o sinal 1? recebera
frequentemente como resposta: ora, uma coisa. E se fazemos entdo notar que a
proposic¢éo "O ndimero um é uma coisa" ndo é uma defini¢éo, porque hd em um lado
o artigo definido, no outro o indefinido, e que ela apenas afirma que o nimero um
pertence as coisas, mas ndo que coisa seja, seremos talvez convidados a escolher
uma coisa qualquer que desejemos chamar de um. Contudo, se cada um tivesse 0
direito de entender o que quisesse por este nome, a mesma proposicéo a respeito do
um significaria coisas diferentes para diferentes pessoas; tais proposi¢des ndo teriam
nenhum contetido comum [...]. Ora, ndo é vergonhoso para a ciéncia estar tdo pouco
esclarecida acerca de seu objeto mais préximo, e aparentemente tdo simples? Tanto
menos poder-se-a dizer o que seja nimero. (FREGE, 1992, pp. 29 - 30)

A axiomatica de Peano, embora apresentasse um conjunto de axiomas para 0s quais 0
conhecido conjunto dos naturais formava um modelo, ndo definia o que vinha a ser o nimero.
Frege se colocaria nessa busca com afinco, se valendo de severas criticas as concepgdes

filoséficas pré-existentes.

O numero ndo é, da mesma maneira que a cor, 0 peso e a dureza, abstraido das
coisas, ndo é, no mesmo sentido, uma propriedade das coisas. Resta a questdo de
saber sobre o que algo é enunciado por meio de uma indicacdo numérica. O nimero
ndo é algo fisico, mas tampouco algo subjetivo, uma representacdo. O nimero ndo
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surge por anexacdo de uma coisa a outra. Nem a doacdo de um nome apds cada
anexacdo faz alguma diferenca. (FREGE, 1992, p. 74)

Com essas palavras, Frege refuta qualquer possibilidade de empirismo e critica a ideia
kantiana de que a matematica seria formada por sintese. De fato, Frege considerava
contraditério que algo pudesse ser desenvolvido sinteticamente e a priori. Discordando de
que a analise sO era capaz de criar tautologias, defendia a matematica como ciéncia a priori e
analitica. Essa seria a base do logicismo, que se esforcava para construir axiomas que
formalizassem a Matematica como ciéncia pura, ndo dependendo de qualquer nocao
vinculada ao senso comum.

Em contrapartida, alguns matematicos que compartilhavam principios kantianos
negavam qualquer possibilidade de formalizacdo completa, defendendo que a ldgica nédo
prescindia a intui¢do e suas verdades s6 eram atestadas por que concordavam com as nogdes
intuitivas preestabelecidas. Luitzen Egbertus Jan Brower (1881 — 1966) se basearia no
conceitualismo kantiano que via 0s numeros como criacdes da mente para fundamentar o

intuicionismo e combater o logicismo.

Do ponto de vista do Intuicionismo, devemos dispor de uma demonstragdo
construtiva de qualquer enunciado matemético a propésito dos nimeros, antes de
estarmos autorizados a dizer que sabemos da verdade desse enunciado. Se 0
enunciado afirma a existéncia de pelo menos um nimero de tal ou qual espécie,
devemos saber como construir ou computar esse nimero, usando apenas um nimero
finito de fases. (BARKER, 1969, p.101)

Desse modo, embora os intuicionistas pudessem conceber como valida a inducdo de
Peano e a infinitude dos nameros naturais (pois qualquer nimero por maior que fosse era
construido por um nimero finito de “passos”), ndo poderiam aceitar os infinitesimais, os
transfinitos e outros processos como a demonstracdo de Cantor sobre a incapacidade de
enumerar 0s irracionais. O infinito potencial dos naturais (que pode ser atingido
recursivamente) era aceitavel, mas o infinito atual presente na afirmacdo de que no intervalo
real [0,1] ha infinitos nUmeros (tantos quanto na reta real inteira) se mostrava um conceito de
natureza bastante distinta.

QOutros conceitos decisivos no desenvolvimento matematica eram negados pelo
intuicionismo. O principio do terceiro excluido, que afirma que uma proposi¢cdo € ou
verdadeira ou falsa, ndo podia ser aceito por haver proposi¢des ndo passiveis de construgdo
intuitiva; da mesma forma, o axioma da escolha da teoria de Zermelo-Fraenkel, que serviria
de base para inumeras demonstracfes posteriores, até hoje ndo é aceito em matematicas

construtivas.
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Um dos principais defensores do intuicionismo foi Jules Henri Poincaré (1854 —
1912), cujos trabalhos em Fisica, Filosofia e Matemaética (incluindo as geometrias nédo
euclidianas) Ihe dariam o titulo de ultimo universalista. Ele defendia a intuicdo matematica
como essencial ao desenvolvimento dessa ciéncia, considerando ainda essa habilidade como
sendo diferente da intuicdo comum, essa sim ligada a imaginacéo e a subjetividade. Para ele o
logicismo ndo era capaz de afirmar nada, uma vez que a compreensdo dos enunciados 16gicos
dependia da intuicdo para julgar se se tratavam de afirmacGes verdadeiras ou falsas. A
despeito da importancia de Poincaré, o desenvolvimento e a fixacdo dos transfinitos em

trabalhos posteriores se encarregariam de frear o Intuicionismo.

O Intuicionismo — a mais influente das formas da Filosofia conceitualista do nimero
— mutila, assim, de modo consideravel, a Matematica classica, rejeitando alguns de
seus métodos de raciocinio e abandonando alguns de seus axiomas. A Filosofia que
sustenta o Intuicionismo teria atrativos bastantes para compensar essas perdas? N&o,
por certo. (BARKER, 1969, p. 104)

Além disso, os logicistas se mantinham trabalhando sobre a teoria dos conjuntos
finitos e infinitos, buscando o formalismo analitico e desconsiderando a hip6tese de o nimero
ser um enunciado sintético, criado exclusivamente pela mente. Para Frege o nimero seria
entdo um ente real, abstrato, ndo observavel por nossos sentidos e para o qual ascendemos por
meio da razéo.

Essa visdo se assemelha ao conceito platdnico de realismo, mas Frege acreditava que a
analise das manifestacfes préprias do nimero, por meio da légica, era capaz de gerar uma
definicdo precisa do que vem a ser esse objeto. Vejamos como ele define os nimeros 0 e 1:

O nGmero O pertence a um conceito se nenhum objeto cai no seu &mbito [...]. O
numero 0 pertence a um conceito se a proposi¢do “a ndo pode ser abrangido por um
tal conceito” ¢é verdadeira universalmente qualquer que seja a [...]. O nimero 1
pertence ao conceito F se a proposi¢do “a ndo esta compreendido em F” ndo ¢
verdadeira universalmente, qualquer que seja a, e se as proposi¢cdes “a esta
compreendido em F” e “b esta compreendido em F” se segue universalmente que a e
b sdo idénticos (FREGE, 1992, pp. 93 - 94).

Russel e Whitehead, seguindo a linha de Frege, desenvolveriam com afinco a l6gica
simbolica como fundamento de todo conceito matematico, dando corpo ao logicismo. Crescia
em paralelo a corrente formalista®* proposta por Hilbert, que tinha como objetivo a construcéo
do conhecimento matematico a priori sobre uma linguagem que formasse por si s6 um
sistema completo e consistente, livre de interpretagdes. Segundo ele, os axiomas ndo
precisariam ser verificados como verdadeiros ou falsos se o sistema construido sobre eles ndo

gerasse contradigoes.

24 O Formalismo é uma corrente filosofica que prioriza a forma sobre o contetdo. O formalismo matematico
proposto por Hilbert defendia que apenas as relagdes entre axiomas deveriam ser levadas em consideracdo na
construcdo ldgica do conhecimento, descartando-se seu significado extensional.
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Uma teoria axiomatico-dedutiva interpretada pode ou ndo ser formal, mas uma
teoria ndo interpretada é sempre formal, pois se 0s termos da teoria ndo significam
nada, s6 podemos manipuld-los mediante um sistema dado de regras explicitas. A
axiomatizagdo que Hilbert apresentou em 1899 da geometria nos Grundlagen der
Geometrie [Os fundamentos da Geometria] era desse tipo, uma teoria ndo
interpretada e formal. Enquanto Euclides apresentava definigbes dos termos

EEENT3

“ponto”, “reta” e “plano” (e axiomas, ou postulados, como verdades evidentes
referentes a esses termos), Hilbert apenas considerava trés distintos conjuntos de
objetos, que chamava de pontos, retas e planos (mas que poderia chamar do que
quisesse). (SILVA, 2007, p. 186)

O trabalho de Russel em prol do logicismo difere do formalismo de Hilbert justamente
no ponto das teorias ndo interpretadas. Russel ndo concordava que a natureza dos objetos
citados nos axiomas ndo era importante. Em seu trabalho, ressalta que qualquer progressao
discreta satisfaz os axiomas de Peano e que o objetivo dessa axiomatica ndo era descrever um
conjunto qualquer, mas sim o conjunto ja conhecido dos nimeros naturais. De fato, se
entendermos “0” como sendo “dois” e “‘sucessor” como sendo “metade”, teremos a

progressao 2, 1, ¥, ... que satisfaz os cinco axiomas.

Esse ponto, isto ¢, que “0” e “nimero” e “sucessor” ndo podem ser definidos por
meio dos cinco axiomas de Peano, devendo ser compreendidos independentemente,
é importante. Queremos que nossos nimeros ndo meramente verifiquem formulas
matematicas, mas que se apliquem de maneira correta a objetos comuns. (RUSSEL,
2007, p.26)

Como sera exposto mais adiante, a preocupacao de Russel em definir nimero, zero e
sucessor, visando criar uma ponte entre os axiomas de Peano e a nocdo intuitiva de nimeros
naturais, remete ao conceito de complementaridade. Mas essa ndo era a ideia de Russel no
momento. Uma vez definidos os elementos que seriam a base da constru¢do de todos os
nameros, Russel se ocupa de definir o que sdo relacdes, o que é a similaridade entre relagdes e
0 que sdo relacdes de ordem. Esses conceitos seriam essenciais para distinguir os nimeros
ordinais dos cardinais e também para conceituar o infinito como o conjunto que possui
similaridade com algum subconjunto proprio.

A ldgica de Russel permanece encadeada na construcdo dos transfinitos como
representantes de numeros. Da mesma forma ele define as opera¢fes. Quanto aos racionais,

irracionais, negativos e complexos, ele afirma:

Um dos erros que atrasaram a descoberta de definicGes corretas nessa regido € a
ideia comum de que cada extensdo de nimero incluia as espécies anteriores como
casos especiais. Pensava-se gque, ao lidar com nimeros inteiros positivos e negativos,
0s numeros inteiros positivos podiam ser identificados com os ndmeros inteiros
originais, sem sinal. Assim, também, pensava-se que uma fracdo cujo denominador
fosse 1 podia ser identificada com o nimero natural que é seu numerador.
(RUSSEL, 2007, p. 85)

Com base nesse principio, passa a definir +m, -m e m/n como relagdes entre nimeros.

Define por fim (2007, p. 96) 0s nimeros reais a partir dos cortes de Dedekind: “um ‘ntimero
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real’ ¢ um segmento da série de razdes em ordem de magnitude. Um ‘nimero irracional’ ¢ um
segmento da série de razdes que ndo tem nenhuma fronteira. Um ‘numero real racional’ ¢ um
segmento da série de razdes que tem uma fronteira”.

O trabalho dos logicistas seguia aparentemente em direcdo ao sucesso de sua
empreitada até a descoberta do paradoxo de Russel. Tal enunciado mostrava que a teoria dos
conjuntos de Cantor ndo era consistente e que suas bases poderiam levar a contradi¢des. Tal
inconsisténcia levara Cantor a desistir de sua busca pelo maior de todos os conjuntos e Frege
a inserir no prélogo de seu trabalho o adendo de que esse paradoxo poderia ruir 0s
fundamentos de sua Aritmetica.

A inconsisténcia da teoria dos conjuntos levaria a matematica a novos rumos. Por
negar o principio do terceiro excluido, o intuicionismo ndo era prejudicado pela presenca de
paradoxos, de modo que os intuicionistas viam a inconsisténcia como um refor¢o para sua
tese. Poincaré defenderia a tese dos impredicativos (enunciados que geram paradoxos
causados por autorreferéncia), buscando a exclusdo de teorias que contivessem afirmacoes
desse tipo.

Contra eles, Hilbert afirmaria: “ninguém ira nos tirar do paraiso que Cantor criou para
n6és”, propondo assim uma revisdo de quais principios conjuntistas eram afetados pelo
paradoxo. A atitude de revisdo da estrutura logica sobre a qual se construia a Matemaética
pura, cada vez mais distante de aplicabilidades, abriria espago para teorias que contornassem
os paradoxos, como a teoria dos tipos de Russel e a nova teoria dos conjuntos de Zermelo-

Fraenkel, construindo assim o perfil da Matematica dos anos seguintes.

3.5 Desdobramentos filoséficos no século XX

Com a virada do século novas linhas de pensamento se fariam a cada ano mais
presentes. De certo modo é possivel afirmar que, desde Descartes, as ciéncias ditas exatas
vinham se sobressaindo as ciéncias humanas, como a filosofia. Mesmo Frege (1992, p. 29)
afirmara em seu livro que as questfes filosoficas ndo eram de interesse da maior parte dos
matematicos. Ainda assim a filosofia sobrevivia aos avangos tecnoldgicos da nova era,
incrementando seus pontos de vista.

Antes do século XX as principais questdes da filosofia da Matematica eram acerca de
guais eram 0s objetos dessa ciéncia e de como tinhamos conhecimento deles. Na busca por
essas respostas, os intuicionistas haviam atrelado o nimero as restri¢cées da cognigdo humana,

descaracterizando varios aspectos intensionais desse objeto, como por exemplo o infinito
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atual. Os formalistas, por sua vez, ao descolar os objetos matematicos de suas representacdes,
ignoravam seus aspectos extensionais. Com essa abordagem, a questdo passaria a ser sobre
como saber se 0s enunciados matematicos eram verdadeiros sem colocé-los sob o julgamento
epistemolagico.

Mais uma vez, uma perspectiva global dos rumos da filosofia apés o embate dos
logicistas e intuicionistas se tornaria impraticavel nos limites desse trabalho. Entretanto,
alguns nomes podem ser importantes para a compreensdo do conceito de complementaridade
entre intensdo e extensdo de objetos matematicos, conceito esse que servira de base para
analisarmos finalmente as influéncias do trabalho de Conway na conceitua¢do do nimero.

Um grande fil6sofo do inicio do século passado, Edmund Gustav Albrecht
Husserl (1859 — 1938), desenvolvera a fenomenologia defendendo a ideia de que os objetos
matematicos sdo criacdes da consciéncia atreladas a capacidade da experiéncia humana, de

modo que se adequam a essa experiéncia.

Tanto para Husserl quanto para Platdo a matematica refere-se a formas ideais. Mas
se para Platdo essas formas tém independéncia ontol6gica, para Husserl ndo
necessariamente. Podemos vé-las assim se assim quisermos, mas podemos também
vé-las, como faria Aristoteles, como simples aspectos do mundo real, dependentes
dele. Além disso, Husserl abre a possibilidades de que essas formas sejam
simplesmente criadas por ndés para dar conta da diversidade da experiéncia,
simplesmente como formas possiveis. (SILVA, 2004, p. 3)

Husserl argumenta a favor de uma ideia chamada reducdo fenomenoldgica. Segundo
essa ideia, um circulo seria a figura obtida quando, ap6s inumeras constatacdes de casos de
figuras circulares, o observador realizasse a reducdo dessas observacfes as suas caracteristicas
invariantes. O mesmo pode ser aplicado ao conceito de nimero natural, onde o dois é um
fendmeno que descrevemos por reducdo fenomenoldgica a partir de nossa observacdo de
varios casos onde ocorre o par. Restaria entdo analisarmos qual seria o invariante pertencente
a todos os tipos de nimeros.

Ludwig Joseph Johann Wittgenstein (1889 — 1951), a principio um seguidor de Russel,
mudaria radicalmente seu ponto de vista sobre a l6gica ao afirmar que a matematica era
apenas uma linguagem vazia, um grupo de regras combinadas com as quais a humanidade
pressupunha representar a estrutura da realidade, mas sem compromisso com a mesma. Com
essa visdo filosofica, Wittgenstein ignorava a questdo do acesso e enxergava a matematica
como desprovida da pretensdo de ter seus enunciados julgados como verdadeiros ou falsos.
Para ele, o significado das coisas do mundo néo era acessivel por nenhuma linguagem criada

pela mente humana.


https://pt.wikipedia.org/wiki/1889
https://pt.wikipedia.org/wiki/1951
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Essas novas abordagens explicitavam as novas questdes filoséficas: afinal, as verdades
matematicas, construidas logicamente, eram realmente irrefutdveis? Ou tais verdades se
alteravam quando os matematicos se deparavam com novas manifestagdes fenomenoldgicas?
Ou ainda, sera possivel que os enunciados matematicos ndo digam nada sobre a realidade, ndo
podendo nunca ser verificados ou falseados?

Outro grande nome do século XX, Charles Sander Pierce (1839 — 1914), se debrugcaria
sobre essas questdes desenvolvendo o falibilismo, segundo o qual ndo existem verdades e
certezas absolutas, mas apenas teses que precisam (e podem) ser expostas a refutacdes.
Segundo o pensamento de Pierce, o conhecimento nunca € completo e absoluto, mas sim
provisorio e parcial, caminhando assint6ticamente em direcéo a verdade. Sua tese se baseia na
ideia de que todo conhecimento depende de verificacdo epistemologica para ser considerado
verdadeiro, de modo que sua veracidade ndo pode ser absoluta uma vez que esta vinculada a
parcialidade e falibilidade do observador.

E nesse cenario que surge a complementaridade, apresentada pela primeira vez por
Niel Bohr (1885 — 1962). Embora Bohr fosse quimico, sua teoria seria aplicavel aos diversos

ramos das ciéncias.

Considerando a situacdo em 1927, em termos de tese, naquela época estava claro
que a fisica tinha herdado teses opostas do periodo “classico” (antes de 1900) e do
periodo quéantico (ap6s 1900). Uma tese importante do periodo anterior era a
continuidade, embora existisse lado a lado com a visdo atomistica da matéria. Uma
tese importante do periodo mais recente foi a descontinuidade, embora existisse lado
a lado com a teoria da onda de propagacdo eletromagnética e das teorias mais
recentes associadas com De Broglie e Erwin Schrédinger. [...] A proposta de Bohr,
de 1927, era, em sua esséncia, a de que deviamos tentar ndo acomodar as
dicotomias, mas descobrir a complementaridade das representacBes dos eventos
nessas duas linguagens téo diferentes. (HOLTON, 1984, p.50)

Um ponto merece destaque na visdo complementarista: por essa vertente, os polos
ditos complementares ndo representam apenas uma dualidade que pode ser observavel em um
fendmeno (seja por oposicdo ou por consecutividade), mas mais que isso, possuem papel
significativo na construcdo do fenémeno em si. E na interacdo do par complementar que o
objeto se define, sendo assim gradativamente construido. A andlise de um elemento do par
gera questbes e definicbes que interferem no outro elemento, formando assim, por
complementaridade, a totalidade do fenémeno.

Com o passar das décadas, a empreitada formalista de constru¢do da Matemaética
axiomatica ficava cada vez mais distante. Mais precisamente em 1931, o formalismo seria
irrevogavelmente derrubado pelo teorema da incompletude apresentado por Kurt Goédel,

concluindo que um sistema consistente ndo pode ser completo. Nessa mesma década o
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logicismo e a nova teoria dos conjuntos seriam defendidos pelo movimento Bourbaki,
desenvolvendo uma reestruturagdo didatica dos livros de matemaética e da organizacdao dessa
disciplina no ensino superior.

A historia depende de certo distanciamento para ser escrita e quanto mais proximos do
presente estdo 0s acontecimentos, mais turvos estes se tornam. Assim, embora novas
abordagens filosoficas continuassem surgindo, o pensamento ldgico cartesiano permanecia
com a palavra final nas buscas pela verdade cientifica. Como veremos mais adiante, a
construcdo dos numeros de Conway pode contribuir significativamente nas abordagens
numéricas em nivel superior, mas aparentemente a relevancia desse trabalho ainda sera
colocada a prova do tempo.

Seguindo na mesma direcdo de Pierce, Karl Popper (1902 — 1904) desenvolveria a
ideia da falseabilidade, segundo a qual s6 poderia ser chamada de ciéncia a teoria que fosse
falseavel, ou seja, aquela que fosse desenvolvida sobre conceitos que pudessem ser refutados
e cujas refutacdes pudessem ser testadas. Nesse sentido, pode-se notar que o criacionismo, por
exemplo, ndo pode ser considerado ciéncia por ndo ser possivel testar sua falsidade.

Ja na segunda metade do século, Imre Lakatos (1922 — 1974) se basearia na
falseabilidade Popperiana para desenvolver o quase-empirismo, trazendo a leitura de que a
falseabilidade era responsavel por fazer com que novas teorias se sobrepujassem as antigas,
balizando e aperfeicoando a teoria original. Como exemplo, vemos que a negac¢ao do quinto
postulado havia trazido um novo olhar sobre a geometria, sem que as novas teorias
descartassem as antigas. Na teoria dos nimeros, a ocorréncia de novos tipos de numeros havia
propiciado o desenvolvimento de toda a teoria dos conjuntos, de Cantor a ZFC.

Talvez seja importante nesse momento retomar as definicbes de intenséo e extenséo
aplicadas a objetos matematicos, ideias que haviam sido utilizadas por Grassmann e Hamilton
em seus trabalhos sobre numeros complexos com suas representacdes vetoriais. Para
Hamilton, os aspectos intensionais de um conceito sdo formados pelo conjunto de
significados que determinam esse conceito, ou seja, suas definicdes corretas; ja 0s aspectos
extensionais sdo formados pelo conjunto de modelos aos quais 0 conceito se aplica, por
extensdo, de forma verdadeira.

Assim, o proprio desenvolvimento da Matematica passou, ao longo dos séculos, a se
tornar fonte de conhecimento matematico. O trabalho de Hamilton sobre complexos era
formado por um par de representacdes, onde de um lado figuravam as expressdes algebricas
envolvendo nimeros complexos e do outro um sistema geomeétrico de quatro dimensdes onde

as operagdes algébricas representavam transformacdes no espaco. Ressalta-se, para fins
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filosoficos, que o par intensdo/extensdo ndo esta diretamente relacionado ao par matematico
formado por ciéncia pura/aplicada, principalmente por que a extensdo de um sistema
axiomatico pode ser um modelo de aplicacio que ndo envolva necessariamente as
experiéncias epistemoldgicas. No caso de Hamilton, por exemplo, a extensdo vinha de uma
geometria de quatro dimensdes epistemologicamente inconcebivel, mas formava ainda assim
uma interagdo com 0s aspectos intensionais da sua teoria.

No ultimo quarto do século XX, o Movimento da Matematica Moderna implantado
nos curriculos comecava a mostrar alguns resultados insatisfatorios e novas teorias
curriculares como a etnomatematica comegavam a surgir. E dessa época a publicacdo do livro
de Conway sobre nimeros e jogos, cujo contetudo sera apresentado no capitulo seguinte.
Nesse mesmo periodo, as criticas filosoficas a visdo conjuntista e formalista da matematica
ganhavam corpo quando Michael F. Otte?® defendeu seu doutorado desenvolvendo seus
estudos sobre a complementaridade e sua aplicacdo ao saber e fazer matematicos.

Partindo da visdo de Pierce de que as verdades cientificas se relacionam mais com a
interpretacdo de fendmenos do que com os fendmenos em si, Otte encara a dualidade
estabelecida pelo par formado entre a matematica-linguagem e matematica-atividade como
ligadas justamente pela capacidade social de interpretarmos os objetos matematicos de acordo
com o contexto em que se inserem. Assim, 0s sistemas axiomaticos formais e ndo
interpretados formam apenas uma unidade do dual, sendo as interpretacbes do sistema

responsaveis pela formacao do par complementar.

Assim, Otte encontra na teoria semidtica do cientista e filosofo Charles Sanders
Peirce os pressupostos tedricos ao desenvolvimento de sua perspectiva semidtica ao
pensamento sobre Complementaridade, ndo menos porque, segundo Otte, foi Peirce
quem genialmente reformulou a epistemologia kantiana em termos semi6ticos.
Alicercado nessas perspectivas e bases filoséficas € que Otte constroi sua teoria
sobre Complementaridade a analise e interpretacdo do desenvolvimento do
Conhecimento Matematico. (ARRUDA et al, 2015, p. 3)

A semiotica (estudo da relacdo entre signos, significantes e significados em uma
linguagem simbolica) pode ser aplicada a Matematica ndo por que essa seja uma linguagem,
mas por que, em vez de tratar dos objetos observados, trata de como simbolizamos esse
objeto, a exemplo das redugdes fenomenologicas. Arruda (2015, p. 3) nos lembra que “a
matematica ndo se refere ao mundo empirico, mas sim a nossas atividades neste mundo

empirico. Ela é uma meta-ciéncia das ciéncias, de si mesma, e da tecnologia”.

%5 Michael Otte é Doutor em Matematica pela Universidade de Goettingen (1967) pela Universitaet Munster
(Westfaelische-Wilhelms) (1972). Atualmente é docente do Programa de Pds-graduacdo Universidade
Bandeirantes, Sdo Paulo. Seus trabalhos sobre a complementaridade dos aspectos extensionais e intensionais
de objetos matematicos nortearam a abordagem filosdéfica feita sobre o trabalho de John H. Conway.
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Assim, a Matematica fica em algum lugar entre as ciéncias aplicadas e a ldgica formal,
essa sim vazia de significado quando ndo interpretada. A matemética, mesmo em seus
sistemas ndo interpretados, ndo € vazia por que € desenvolvida de forma complementar entre
0s aspectos intensionais e extensionais de seus objetos, onde um ndo pode prescindir do outro.

Corroborando com o fato de que as interpretacbes das teorias matemaéticas nao
precisam ser justificadas de forma empirica, a visdo da mateméatica como meta-ciéncia € que a
diferencia das outras atividades cientificas. Como proposto por Lakatos, o desenvolvimento
da matematica se baseia em provas e refutacbes acerca da propria teoria e nao
necessariamente acerca da aplicacdo da teoria em modelos de ordem pratica. Voltando ao
exemplo das geometrias, nota-se que os axiomas de Euclides pretendem dar um significado a
geometria plana a partir da intensionalidade dos conceitos primitivos, mas tal significado s
possui sentido completo quando atrelado, por extensdo, a nocao usual de plano infinito. Uma
concepcdo eliptica de universo como extensdo da definicdo dos conceitos geométricos
primitivos, a menos do quinto postulado, transforma o conjunto de axiomas de Euclides na
geometria riemanniana.

Esse exemplo torna clara ndo so a ideia de que um objeto é definido simultaneamente
por seus aspectos intensionais e extensionais, como também a visdo de que a matematica se
refere mais as concepgdes cientificas do mundo do que as experiéncias epistemoldgicas. O
mesmo pode ser observado na compreensdo de numeros complexos como par de nimeros
reais ou como vetores no plano de Argand-Gauss, ou ainda no par equacdo e representacao
cartesiana dos objetos da Geometria Analitica.

Como vimos, o avango da teoria dos numeros a niveis cada vez mais complexos de
abstracdo gerou uma compreensao dos sistemas axiomaticos como uma estrutura construida
sobre um grupo de afirmacdes que nao precisam ter relacdo com a realidade, validos apenas
por seus aspectos intensionais. A critica intuicionista a esse ponto de vista residia no fato de
que, de modo geral, as validades dos conjuntos numéricos s6 eram verificadas por suas
relacdes com seus aspectos extensionais.

Ressalta-se que a maior parte das estruturas algébricas teria surgido de alguma
maneira como forma de solucionar questfes da vivéncia humana, mesmo que tais questoes
fossem puramente cientificas ou filosoficas. Assim, mesmo ndo estando intrinsecamente
relacionados com a realidade empirica, as estruturas numéricas se vinculam a resolugédo de
problemas (muitas vezes gerados pela propria Matematica), de modo que quanto mais seus
axiomas (aspectos intensionais) possam ser interpretados (por extensdo) de acordo com 0s

dados do modelo que se deseja investigar, mais repletos de significados se tornarao.
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A tendéncia em transformar a Matematica em Logica pura é equivocada, visto que a
Matematica possui objetos (dependem das hipoteses e substancias da atividade
matematica), enquanto a Logica ndo se ocupa com a natureza das coisas, ndo afirma
nada acerca do mundo, grosseiramente podemos dizer que se ocupa de formas e ndo
de objetos. Essa é uma diferenca fundamental entre as duas (OTTE, 2003b Apud
FONSECA, 2010, p. 82).

Esse ponto de vista é claramente encontrado na obra de Russel. Mesmo fazendo parte
dos principais defensores do logicismo, Russel tinha criticas ao formalismo. Sua linha de
raciocinio ressalta que, de seu ponto de vista, era necessario existir uma complementacéo
entre 0s aspectos intensionais dos axiomas de Peano e seus aspectos extensionais,
representados pelo senso comum dos nimeros 0, 1, 2, 3.... E baseado nessa critica que Russel
defende a necessidade de uma definicdo precisa do zero e da funcdo sucessor, de modo a
garantir que o conceito “ntimero natural” esteja definido. Ao definir os nimeros reais, essa

critica é retomada:

Por for¢a do hébito de se deixarem influenciar pela imaginagdo espacial, as pessoas
supunham que as séries deviam ter limites em casos em que pareceria estranho que
ndo tivessem. Assim, ao perceber que ndo havia nenhum limite racional para as
razdes cujo quadrado era menor que 2, elas se permitiram “postular” um limite
irracional que deveria preencher a lacuna dedekindiana [...]. O método de “postular”
0 gue gueremos tem muitas vantagens; as mesmas vantagens do roubo sobre o
trabalho honesto. Vamos deixa-lo para outro e seguir adiante com nossa labuta
honesta. (RUSSEL, 2007, p. 94)

Assim, apenas enunciar 0s axiomas como um sistema consistente mesmo quando nédo
interpretado n&o define o nlmero nem garante sua existéncia. E preciso antes verificar se tais
axiomas formam um grupo de afirmacdes que, segundo alguma interpretagéo, faca com que o
objeto se esta tentando definir seja verdadeiramente um modelo para tais postulados.
Seguindo esse movimento, o0 objeto passa a ser definido ndo apenas pelos axiomas ou apenas

pelo modelo ao qual os axiomas se aplicam, mas pelo par.

Uma teoria axiomatica moderna transformou-se em um par, no seguinte sentido: de
um lado ela é uma teoria intensional, descrevendo a relagdo entre seus termos
tedricos por meio de axiomas. E, de outro lado, ela constitui referéncias ou
extensdes de tais termos, evidenciando as aplicacOes, interpretacdes ou modelos da
teoria (OTTE, 2003b Apud FONSECA, 2010, p. 82).

A complementaridade “Otteana” aparece entdo como uma vertente filosofica capaz de
explicar o conceito de nimero abarcando diferentes aspectos, de modo a satisfazer lacunas
deixadas tanto pelo intuicionismo quanto pelo logicismo. Ao assumir uma postura dialética,
Otte permite que novas concepcGes de numero sejam abracadas de forma a compor a

definicdo desse objeto de forma dinamica.

As contradi¢des internas a propria ciéncia, como ao proprio corpo de
conhecimentos, sdo fator determinante no desenvolvimento [do conhecimento]l...].
Tais contradigBes surgem, pois, num momento determinado e muitas vezes ndo
podem ser resolvidas no quadro de teorias ja existentes, de forma que, ndo podemos
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entendé-las como erro ou até mesmo defeitos. Por estarem ligadas ao
desenvolvimento do conhecimento, é o seu reconhecimento que figurara como o
caminho ao entendimento e talvez a uma possivel e perseguida resolucdo destas
contradi¢Bes. O novo conhecimento supera o velho dialeticamente, constituindo um
exemplo de negacédo da negacdo e revelando a unidade dialética entre continuidade e
descontinuidade no processo de construgdo do conhecimento. (ARRUDA et al,
2015, p. 5)

Como veremos a seguir, 0s niumeros de Conway configuram uma teoria que abre nova
gama de abordagens acerca do que vem a ser um numero. No contexto da
complementaridade, podemos enxergar no trabalho desse matematico ndo apenas um par de
axiomas e modelos de aplicacdo sobre o qual sua teoria se desenvolve, como também a
relacdo entre sua teoria as teorias pré-existentes.

A partir da relagdo entre aspectos intensionais e extensionais do par nameros de
Conway e jogos de Conway, pode-se desenvolver questionamentos entre novas dialéticas
entre o sistema de Conway e 0 sistema numérico conjuntista perpetuado nas abordagens
didaticas atuais, abrindo espaco para uma visdo mais abrangente de conceito de namero.
Assim, ap0s apresentar a teoria de Conway no capitulo seguinte, sera possivel enumerar

algumas perspectivas filosoficas e didaticas as quais esse trabalho nos remete.
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4 UM NUMERO E UM JOGO

4.1 Os numeros de Conway

Em seu livio On numbers and games, publicado em 1976, John Horton Conway
afirma que escreveu o livro em sete dias (excetuando partes enxertadas e correcOes feitas
posteriormente). Afirma também que conseguiu, no livro, unir duas de suas paixfes: numeros
transfinitos e jogos matematicos. A propria forma como o livro é construido denota sinais de
complementaridade, pois os dois assuntos abordados se desenvolvem mutuamente, se
autorregulando e auxiliando um no desenvolvimento e compreenséo do outro.

O que se apresenta a seguir é, de forma bastante resumida, um possivel caminho a ser
percorrido na construcdo dos numeros de Conway, alternando entre suas definicdes de
namero e de jogo. A teoria ndo se esgota aqui e tampouco sera necessario, nesse momento,
apresenta-la com tantos detalhes. Para o debate acerca das concepc¢des de nimero, a breve
apresentacdo certamente servira para incrementar a discussao.

Conway (2001, p. 4) inicia sua exposi¢do ressaltando que a construcdo dos Reais feita
por Dedekind e dos transfinitos feita por Cantor podem ser compreendidas como parte de uma
Unica construcdo, mais simples e mais geral, formando a classe dos ndmeros ordinais,
simbolizada de No e apelidada de “ntimeros surreais?®”. Para compreendé-la, basta uma nogao
da teoria ingénua dos conjuntos.

A classe dos numeros surreais é construida da seguinte maneira:

e Se E e D sdo dois conjuntos de nimeros (surreais) e nenhum membro de E apresenta a
relagdo > com qualquer membro de D, entdo {E | D} ¢ um numero (surreal). Todos 0s
nameros (surreais) sdo construidos dessa maneira.

e Convenciona-se que, sendo x = {E | D}, xE € membro de E e x° é membro de D. Pode-
se também denotar x por {xF | x°} e, no caso da notacdo x = {a, b, c, ...| d, &, f, ...} tem-
sea, b, c, ... elementos de xEe d, g, f, ... elementos de xP.

e Dizemos x >y quando ocorre simultaneamente as duas seguintes condicfes: (y nao
apresenta a relagdo > com nenhum x°) e (nenhum yE apresenta a relacdo > com x). Se

y > X, dizemos que x <.

Os numeros surreais, bem como a relagdo >, sdo construidos recursivamente, de modo

que podem ser melhor compreendidos por meio de exemplos e experimentagdes. As

%6 O nome “numeros surreais” foi dado por Donald E. Knuth, colega de Conway, em uma novela onde narra a
histéria de dois personagens que investigam os axiomas de Conway gradativamente até que conseguem construir
essa classe de nimeros.



116

convengdes de notagdo foram colocadas antes da definicdo da relagdo para simplificar a
linguagem da propria definigdo. O termo “surreal”, colocado entre parénteses na definigao,
ndo esta presente no livro de Conway. Foi inserido para explicitar o fato de que, nesse
momento, ainda ndo h& nenhuma evidéncia de que os objetos que estdo sendo construidos
sejam numeros no sentido usual.

O interessante da constru¢do reside na afirmagdo “todos os numeros surreais sao
construidos dessa maneira”. Esse enunciado, unido ao fato de que nenhum niimero surreal foi
construido até o momento, leva a conclusdo de que o conjunto vazio é um conjunto de
nameros surreais. Assim, pode-se construir o primeiro namero: {@ | @}.

De acordo com a definicdo da relagdo >, pode-se notar que {@ | 8} > {® | @}, ja que o
namero criado ndo se relaciona com nenhum ndmero do conjunto esquerdo e nenhum ndmero
do conjunto direito se relaciona com o nimero criado. Pode-se demonstrar (e Conway o faz
algumas péaginas adiante) que essa relagdo é reflexiva para qualquer ndmero surreal, sendo
também antissimétrica e transitiva, de modo a cumprir as defini¢cbes de relacdo de ordem
(ampla).

Uma vez definida essa relagdo com suas propriedades, pode-se expandir seu uso:

e Dizemos x £y quando a relacdo > ndo é observada de x paray.

e Dizemos x =y se ocorre simultaneamente x >y e y > x. A relagdo “=" é reflexiva,
simétrica e transitiva, configurando uma relacdo de equivaléncia.

e Dizemos x >y (analogamente, y > x) se ocorre simultaneamente x>y ey £ X.

e Dizemos x <y quandoy > Xx.

As relagdes “>" e “=" sdo totais. Ou seja, quaisquer nUmeros surreais s&o comparaveis
de acordo com essas relacdes, de modo que a classe de numeros surreais € totalmente
ordenada, respeitando a tricotomia.

Uma vez construido o primeiro numero, que serd convenientemente simbolizado por
0, € possivel construir dois novos numeros, num segundo momento: {@ | 0} e {0 | @}. Nota-se
que 0> {@ |0} e {@ |0} £ 0, ou seja, 0 novo numeros ¢ diferente de zero (e menor que esse).
Da mesma forma, {0 | @} >0 e 0 = {0 | @}, sendo também diferente de zero (e maior que
esse). Por fim, como a relagdo é transitiva, temos {@ | 0} <0 < {0 | @}.

Esses novos numeros, também convenientemente, serdo simbolizados por -1 e 1,
respectivamente. Como j& é possivel supor, basta seguir aplicando a recurséo para construcdo

de novos elementos, o0 que seré feito a seguir. Combinando de todas as formas possiveis 0s 4
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conjuntos E e D de elementos ja criados (incluindo o conjunto vazio), é possivel formar 16
pares de conjuntos, listados e analisados abaixo:
e {@|®}, nimero criado no primeiro momento
e {0 |0}e{0]| @} numeros criados no segundo momento
o {0|0} {12} {11} {1]|-1}, {10} {0]|-1}, ndo configuram nimeros surreais,
ja que em todos os casos ocorre que algum membro de E satisfaz a relacdo > com
algum membro de D, negando a definicéo dessa classe de numeros.
e {0|-1},{-1|0},{0|1},{1|2}, {0]|1}, {-1|0}e{-1]|1}, nimeros aparentemente

novos.

Ao analisar esses novos numeros pela relacdo de ordem, observa-se o seguinte:
o {0|-1}<-1
e -1<{-1]|0}<0
e 0<{0|1}<1
o 1<{1|0}
o {P]1}>0e0>{0|1},0useja{@|1}=0
o {-1|0}>0e0=>{-1|0},ouseja{-1|0}=0
e {-1]|1}>0e0>{-1|1},ouseja{-1|1}=0

Usando da conveniéncia mais uma vez, 0s quatro primeiros nimeros da lista acima
serdo respectivamente simbolizados por -2, —%2, %2 e 2; nUmeros criados no terceiro momento.
Os termos “primeiro”, “segundo” e “terceiro” estdo em italico pelo seguinte motivo: os trés
ultimos numeros da lista acima levam a descoberta de que esse sistema permite
simbolizarmos 0 mesmo nimero por conjuntos E e D distintos. Para resolver essa situacdo,
Conway afirma que é possivel saber se um determinado par {E |D} é equivalente a algum
outro par analisando a existéncia de um numero x tal que E < x < D com x sendo um ndmero
mais simples, ou seja, um ndmero criado em um momento anterior.

Essa defini¢do sera formalizada futuramente. No momento, nota-se que o elemento x =
0 foi criado no primeiro momento e € tal que -1 < x < 1. Assim, tendo sido o par {-1 | 1}
criado no terceiro momento e observando que E < 0 < D, de acordo com a definicdo dada
para “niimero mais simples”, conclui-se que {-1 | 1} é equivalente a 0.

Antes de formalizar o que Conway chama de “teorema da simplicidade”, pode ser de

utilidade didatica abrir parénteses para outro trabalho do autor, O livro dos nimeros, escrito

em conjunto com Richard K. Guy. Nessa publicacdo, ao ressaltar que um namero surreal pode
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ter representagdes distintas, o autor conclui (1999, p. 300): “Levanta-Se agora, naturalmente, a
questdo de saber quando é que dois nomes diferentes representam 0 mesmo ndmero. A
resposta tem algo de surpreendente: joga-se um jogo! ”

O conceito de que um nimero € um jogo decorre da definicdo de jogo que sera exposta
a seguir. De acordo com essa defini¢do, ser& possivel notar que os nimeros mais simples séo
aqueles que representam situagdes de jogos com menos agdes possiveis. Apds definir o que é

um jogo de Conway seré possivel retomar o desenvolvimento formal dos numeros surreais.

4.2 Jogos Combinatdrios

Antes de apresentar a relacdo entre jogos de Conway e nimeros surreais, convém uma
breve explicacdo sobre uma classe mais geral de jogos, chamados jogos combinatérios, que
sdo aqueles em que a cada momento todos os jogadores podem prever todas as jogadas
futuras, sem interferéncia da sorte ou blefe do adversério.

Esse tipo de jogo tem um carater de grande interesse matematico, por ser logicamente
dedutivel a partir da analise combinatdria de todas as jogadas possiveis. Nessa classe de
jogos, sempre é possivel desenvolver uma estratégia étima para cada lance, de modo que o
desempenho de cada jogador depende basicamente de sua capacidade I6gica. Sdo exemplos de
jogos combinatorios o xadrez e o jogo da velha.

O estudo dos jogos (como o estudo dos numeros transfinitos) faz parte dos temas pelos
quais Conway demonstra maior interesse. Os jogos de Conway fazem parte de uma classe de
jogos combinatdrios jogados por exatamente dois adversarios e nos quais um sai vencedor, de
modo que o nimero de jogadas € finito. Além disso, para que se possa estudar esse tipo de
jogo, sera preciso considerar em alguns momentos que ambos os jogadores possuem amplo
raciocinio l6gico, realizando sempre as jogadas que otimizam suas chances de vencer (jogadas
otimas).

Um jogo que satisfaz esse modelo é o desmata-mata, ou Hackenbush, em inglés. Esse
jogo ¢ utilizado por Conway n’O livro dos nimeros ¢ pode ser visto como modelo extensional
de seus axiomas numéricos. Nele, um grafo com linhas de duas cores, separadas por vértices,
é disposto sobre uma reta horizontal, chamada de solo. Todas as linhas do grafo devem estar
direta ou indiretamente ligadas ao solo e cada cor corresponde a um jogador, que a cada
jogada deve eliminar uma das linhas do grafo. Chamaremos esses jogadores de E (jogador da

esquerda) e D (jogador da direita). Quando uma linha do grafo é retirada, todas as linhas que
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se desligam do solo ap0s essa jogada sdo eliminadas. Perde o jogador que ficar sem linhas de
sua cor para retirar.

Vejamos alguns exemplos?’ de jogos de Hackenbush:

(a) (b) ﬂ I ) (d)

Figura 1. Exemplos de jogos de Hackenbush

Nesses exemplos o jogador E s6 pode retirar linhas azuis enquanto o jogador D s6
pode retirar linhas brancas. Para analisar as chances de cada jogador em uma configuracéo de
Jogo como essas, deve-se supor que todas suas jogadas sejam étimas.

e No jogo (a) apenas o jogador D tem jogadas possiveis. Independentemente de quem
comece 0 jogo, o jogador D ganha.

e No jogo (b) ambos os jogadores tém jogadas disponiveis e 0 jogador que comeca
sempre perde.

e Nos jogos (c) e (d) ambos os jogadores tem jogadas disponiveis e o jogador E ganha

independentemente de quem comeca.

De maneira formal, para cada jogo é definido um conjunto S de posi¢cdes que podem
ser obtidas por movimentos dos dois jogadores e que, dentre essas posicoes, distingue-se uma
posicdo inicial chamada de so. A cada acdo e realizado um deslocamento de So para outra
posicdo de S, sendo esse deslocamento realizado por um ou outro jogador. Simboliza-se essas
acOes por duas relacdes bindrias —e e —b tais que s —E S’ significa um deslocamento da
posi¢do s para a posicao s’ feita pelo jogador esquerdo € S —bD S’ representa 0 mesmo para o
jogador direito.

Nos exemplos da figura 1 ha, em cada caso, a imagem da posicdo So. A retirada de
pecas brancas seria simbolizada pela relagdo —b e a retirada de pegas azuis pela relagdo —e.

Cada figura obtida ap0s a retirada de alguma peca forma uma nova posicao sn. S € 0 conjunto

27 Todos os exemplos e definicdes formais de jogos nesse capitulo foram obtidos de FONSECA, R. F. da. A
complementaridade entre os aspectos intensional e extensional na conceituacdo de nimero real proposta
por John Horton Conway. Dissertagdo (Doutorado em Educacdo Matematica), PUC-SP. Séo Paulo, 2010.
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de todas as figuras que podem ser formadas a partir da figura inicial. Vale ressaltar que cada
nova figura constitui por si s6 um novo jogo, mais simples do que o jogo anterior.

Seguindo com a formalizacdo, define-se entdo que a relacdo s — s’ existe se, e
somente se existir s > s’ ou S —b s’. Ou seja, todo movimento deve ser feito por um dos
dois jogadores. Além disso, se ndo existe s’ tal que seja possivel estabelecer uma relacio S
—E §’, entdo o jogador esquerdo ndo tem movimentos a fazer, o que significa que perdeu o
jogo (analogamente para s —b s’ e o jogador direito).

Ressalta-se que o tipo de jogo estudado aqui deve satisfazer uma condicao de finitude,
isto €, a condicdo de ndo existir nenhuma sequéncia infinita de posi¢des s, com n natural, tal
que sn — Sn+1. Desse modo conclui-se que nenhum jogo dessa classe terminara empatado ou
retornard a posicao inicial.

Essa condicao garante que todo jogo, ao ser jogado, resultard em uma sequéncia finita
de passos, partindo de uma configuracdo para outra até a configuracéo s» onde apenas um dos
dois jogadores possa realizar uma acdo, configurando assim o jogador vencedor. De forma
intuitiva, pode-se dizer que essa sequéncia leva cada configuracdo de jogo a uma
configuracdo mais simples, 0 que remete ao teorema da simplicidade citado anteriormente e
que sera exposto mais adiante. Também de forma intuitiva, esse jogo mais simples é o que se
chama jogo predecessor, cuja defini¢do formal esta exposta a seguir.

e Um jogo X’ =(S’, s’o, &> &, = p) € um predecessor de x = (S, So, =, —D), S€ para
cada posicéo s o pertencente a S tal que so — S’o, pode-se associar um jogo tal que: no
conjunto S’ estao as posigdes s, incluindo s o para as quais existe uma cadeia s’o — ...
— s, coms —>’k S’ se, e somente se, s — S’; analogamente para —p. O jogo x’ é

predecessor esquerdo ou direito de x se s o resulta da relacdo —& ou —p.

Em suma, um jogo x’ € predecessor de outro jogo x se a posicdo s’o de x’ pode ser
obtida por uma sequéncia de uma ou mais movimentacgdes feitas a partir da posicdo So de X. Se
x’ é finalmente obtido por uma movimentacdo do jogador esquerdo, entdo € predecessor
esquerdo de x. Se é obtido por uma movimentagdo do jogador direito, x’ € predecessor direito
de x.

4.3 Classificacdo de jogos

Uma vez definido o tipo de jogo combinatério do qual fazem parte os jogos de

Conway, pode-se dividi-los em classes a partir de uma andlise da configurac&o inicial de cada
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jogo. Para que a classificacdo dos jogos possa ser realizada, é preciso primeiro estabelecer,
antes do inicio do jogo, quem ira fazer a primeira jogada, a partir da qual os jogadores
realizardo movimentos alternados. Feito isso, é possivel construir uma andlise estratégica do
jogo desde seu inicio, estudando as chances de vitorias de cada jogador a partir de jogadas
otimas.

Voltando ao exemplo (b) da figura 1, vé-se um jogo onde quem comeca perde:

E D
=1~
S1

S0

52

D E

=) s’y S2

Figura 2. Andlise de estratégia de um jogo

Na primeira situacdo, o jogador esquerdo comeca e o direito vence. Na segunda,
ocorre o contrario. Simbolizaremos essas duas situacdes utilizando as notagcdes ExD e DXxE,
sendo a primeira letra indicadora de quem comeca 0 jogo e a segunda indicadora de quem
vence 0 jogo quando ambos utilizam apenas jogadas étimas.

Essa notacdo pode ser aplicada em todos os exemplos de jogos anteriores, como
mostra a figura 3. No exemplo (a) o jogador direito ganha independente de quem comece. No
exemplo (b), como foi visto, quem comeca perde. Nos exemplos (c) e (d), o esquerdo sempre
ganha, independente de quem comece.

(@) {nyﬂ I (©) (d)
ExD

ExD X ExE ExE
DxD DxE DxE DxE

Figura 3. Classificacdo dos jogos
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Nesses jogos de Hackenbush ndo h& nenhuma configuracdo onde o jogador que
comeca sempre ganha, mas o jogo da velha é um exemplo onde ocorre simultaneamente EXE
e DxD. Pode-se entdo classificar os jogos como segue:

e Um jogo x pertence a classe E se se verifica (DXE e EXE).
e Um jogo x pertence a classe D se se verifica (DxD e ExD).
e Um jogo x pertence a classe P (primeiro) se se verifica (DxD e EXE).

e Um jogo x pertence a classe S (segundo) se se verifica (ExD e DxE).

De acordo com essa classificacao, é possivel considerar o jogo nulo como um jogo da
classe S, ja que nesse jogo quem comeca fica sem jogadas primeiro, portanto perde. Além
disso, em qualquer jogo da classe E sabe-se que o jogador esquerdo vence, o que significa que
0 ultimo movimento é dele. Assim, nos jogos dessa classe, 0 jogo nulo é um predecessor
esquerdo. Analogamente, nos jogos da classe D, o jogo nulo é um predecessor direito.

A partir dessa observacdo pode-se dizer que o0s jogos da classe E séo positivos, ja que
0 jogo nulo esté a esquerda deles. Em contrapartida, os jogos da classe D sdo negativos, ja que
0 jogo nulo esta a direita deles. Os jogos da classe P ndo podem ser comparados com 0 jogo
nulo, ndo estando nem a esquerda nem a direita desse.

Partindo dessas ideias, define-se 0 oposto de um jogo como sendo aquele que se obtém
invertendo as posicBes da esquerda e da direita. Logo, o oposto de um jogo positivo € sempre
negativo, sendo a reciproca verdadeira. Simboliza-se 0 jogo oposto de x por —x, de modo que:

e X=(S, so, 2>, >b) € X = (S, So, &b, —E). Nota-se que — (-x) =x,e—0=0.

Define-se entdo a adicdo x + y de dois jogos x e y como sendo a situacdo em que 0S
dois sdo jogados simultaneamente e cada jogador pode, na sua vez, fazer uma movimentacao
em x ou em y exclusivamente. O jogador que primeiro ficar sem jogadas possiveis em ambos
0s jogos perde. Formalmente, tem-se:

e Se X = (Sx, Sox, 2Ex, —bx) € Y = (Sy, Soy, —Ey, —>Dy), €Ntdo X +y = (S, So, >, —D),
onde S = Sy x Sy e So = (Sox, Soy). Além disso, deve ocorrer (Sx, Sy) e (S’x, S'y) Se, €
somente se (Sx >ex S’xe Sy=S’y) OU (Sx = S'x€ Sy—>Ey S'y), de forma a garantir que as
jogadas sejam feitas pelo jogador esquerdo em apenas um jogo de cada vez

(analogamente para —p e 0 jogador direito).

¢ X-y=x+()
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De acordo com essas definigdes, nota-se que a classe S € o elemento neutro da adicéo,
ja que ao se jogar qualquer jogo da classe S simultaneamente com outro jogo, o valor 16gico
do novo jogo ndo muda. As propriedades associativa e comutativa da adicdo também se
verificam, ou seja, 0 jogo y + x € isomorfo ao jogo x +y e (x +y) + z € isomorfo a x + (y + z).
Além disso pode-se definir relacdes de ordem e equivaléncia para jogos da seguinte maneira:

e Dados dois jogos x e y, tem-se x >y se, e somente se X —y for um jogo da classe E ou

daclasse S.

e Analogamente, tem-se x <y se, e somente se X — y for um jogo da classe D ou da

classe S.

e Dados dois jogos x e y tem-se que x =y Sd0 equivalentes se, e somente se X >y ey >Xx

(ou seja, x =y se x —y € da classe S).

A relacdo de ordem estabelecida aqui ndo € total, pois ndo inclui os jogos da classe P.
Ainda assim é reflexiva, antissimétrica e transitiva. De acordo com essas defini¢fes, pode-se
obter alguns resultados importantes:
e x =0 paratodo jogo x da classe S
e Nenhum predecessor esquerdo de x € maior ou igual a x

e xndo e maior ou igual a nenhum predecessor direito de x

Com essas definicdes € possivel compreender melhor o que sdo 0s jogos de Conway.

4.4 Axioma de Conway para jogos

O axioma que define os jogos de Conway é similar ao que foi anteriormente
apresentado para 0s nUmeros surreais:

e SeXxeysdo dois jogos de Conway, entdo o par {x | y} € um jogo de Conway.

Nessa definicdo, x e y representam o conjunto de configuracdes possiveis de serem
obtidas por movimentos de cada jogador (E ou D) em um determinado momento do jogo, de
modo que o par {x | y} passa a constituir uma nova configuracdo. Se essa configuracao for
obtida por um movimento do jogador esquerdo, o par passa a fazer parte do conjunto
esquerdo do novo jogo. Analogamente, se essa configuracdo for obtida por uma jogada do
jogador direito, o par forma um jogo distinto ao ser incluido no conjunto direito do novo jogo.

A diferenga entre esse axioma e o apresentado anteriormente acerca dos numeros é

que, para jogos, os valores x e y ndo precisam apresentar uma relacdo de ordem especifica
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para que o par {x | y} seja considerado um novo jogo. Ainda assim a construcdo dos jogos de
Conway consiste em realizar 0 mesmo processo de recorréncia feito anteriormente: uma vez
que existem dois jogadores E e D, a auséncia de um jogo presume a auséncia de jogadas
possiveis para ambos os jogadores, o que leva automaticamente a existéncia do jogo {@ | 0},
representante do tabuleiro vazio. ApoOs a criacdo de um jogo vazio, que € 0 mesmo que
chamamos de solo no jogo de Hackenbush, pode-se considerar que tal posigéo foi obtida por
uma jogada, ou seja, um movimento de um dos dois jogadores, 0 que cria 0 novo jogo por
recorréncia do axioma.

Todo jogo de Conway é um jogo com essas caracteristicas. Assim, sendo um jogo
definido pela quadrupla (S, so, =&, —b), temos que, em um jogo de Conway x = {xE | x°}, x
representa a posicao so e os elementos dos conjuntos xE e x° representam as outras posicoes de
S. Essas novas posi¢Oes podem ser obtidas por movimentos do jogador esquerdo ou direito
através das relacbes —e e —p. A condicdo de finitude é verificada porque, se existisse uma
sequéncia infinita de posicdes s, com n natural, tal que sn — Sn+1, existiria também uma
sequéncia de conjuntos (sn) de tal modo que todo conjunto seja um elemento esquerdo ou
direito do conjunto precedente, o que contraria 0 axioma de fundamento da teoria dos
conjuntos.

A relacdo entre os jogos de Hackenbush e os nimeros de Conway ndo € imediata.
Entretanto, analisando uma a uma as jogadas em uma figura de Hackenbush e representando-
as com determinado simbolismo, a relagdo buscada surge naturalmente. Tome-se 0 jogo (a) da
figura 1 como exemplo, reproduzido abaixo, a partir do qual eliminou-se uma peca de cada

vez, partindo da mais distante do solo, até a Ultima peca:

D D

S0 S1 S2
Figura 4. Andlise do jogo (a)

A letra D sobre as setas indicam o jogador que fez 0 movimento. Os indices So, S1 € S2
indicam o jogo obtido apds cada movimentacdo. Uma vez feita essa constru¢do, podemos

descrever esse jogo da seguinte maneira:



125

e Considera-se a posicao final s, onde ndo hé pecas, como um jogo simbolizado pelo
par {@ | @}, indicando que ndo ha jogadas para nenhum dos dois jogadores. O
conjunto vazio do lado esquerdo indica essa condicdo para o jogador E, enquanto o
conjunto vazio do lado direito indica condi¢do analoga para o jogador D.

e Chamando o par {@ | @} de 0, podemos observar que tal configuracdo de jogo foi
atingida a partir de uma acao do jogador D. Dito isso, pode-se simbolizar a posi¢éo s:
por {@ | 0}, indicando que o 0, para esse jogo, é predecessor direito.

e Chamando o par {@ | 0} de -1, podemos observar que tal configuragédo de jogo
também foi atingida a partir de uma acdo do jogador D. Assim, pode-se simbolizar a
posicdo so do jogo (a) por {@ | -1, 0}, indicando que tanto o O quanto o —1 sé&o

predecessores direitos de So.

Com essa notacdo, essa classe de jogos revela sua semelhanca com a construcdo dos
nameros surreais. Para aprofundar o estudo, vejamos como essa notacao se aplica aos outros

exemplos de Hackenbush, ja com a notagdo de Conway referenciada em cada posicao.

I M [

S0 51 S2
113 @oy=- @@ =0
D E

=1
S0 st S2
113 {00} =1 (@ @ry=0

Figura 5. Andlise do jogo (b)

No caso do jogo (b), a configuracdo inicial gera um conjunto de movimentos que
precisa ser analisado em duas etapas, ja que ndo é possivel determinar uma Unica forma de
retirar a peca mais distante do solo. Nesse exemplo, o conjunto de posic¢des S é formado pelos
pares {@ | 0}, {@ | 8}, {0 | @}, {~1| 1}, sendo essa Ultima identificada como so.

Analisando primeiro a situagdo em que o jogador esquerdo comega, nota-se que a

posicao s; corresponde ao o0 jogo {@ | 0} = —1 (idéntico a posi¢do s: do jogo (a) analisado
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anteriormente), de modo que o —1 € predecessor esquerdo de so. Por outro lado, se o jogador
direito comeca, chega-se em uma posicao s’1, que ainda ndo foi analisada. Essa nova posicao
s’1 forma um jogo com uma Unica jogada, que deve ser feita pelo jogador esquerdo e resulta
em {@ | @} = 0. Desse modo, pode-se chaméa-la de {0 | @} = 1. Como a posicdo s’1 = 1 foi
obtida pelo jogador direito e a posi¢cdo s; = —1 foi obtida pelo jogador esquerdo, pode-se
concluir que a posicao so do jogo (b) corresponde ao par {-1 | 1}.

Esse jogo faz parte da classe S, pois nele ocorre simultaneamente ExD e DxE. Essa
observacao confirma o que foi dito anteriormente sobre a equivaléncia entre o par {-1 |1} eo
par mais simples {@ | @} = 0. Esse exemplo demonstra que a utilizagdo dos jogos de
Hackenbush como modelo de interpretacdo dos axiomas de Conway pode ser de grande
importancia na compreensao desses axiomas.

Outro ponto a ser observado aqui é que o jogo (b) pode ser interpretado como a soma
de dois jogos jogados simultaneamente, a saber, o jogo {@ | 0} = -1 (formado por uma Unica
linha azul) e o jogo {0 | @} = 1 (formado por uma Unica linha branca). Esse fato ajuda a
compreender 0 conceito de jogo oposto: 0 jogo {@ | 0} € obtido pela inversdo de todas as
jogadas esquerda e direita do jogo {0 | @} e a soma de ambos resulta em um jogo da classe S,
equivalente ao jogo nulo.

No jogo (c) nota-se que as posi¢des s1 e S representam jogos que ja foram analisados

anteriormente:

H D :
S0 51 52
{0[1} {0] @} {09}

Figura 6. Andlise do jogo (c)

Pode-se entdo concluir diretamente que s2 = 0 e s1 = 1 fazem parte respectivamente dos
conjuntos E e D desse jogo, de modo que a posi¢do so do jogo (c) corresponde ao par {0 | 1},
que serd agora chamado de %.

Conforme o exposto, a posi¢do so desse jogo de Hackenbush é um jogo positivo
(classe E), ja que o jogador da esquerda, responsavel por mover as pecas azuis, ganha
independentemente de quem comeca 0 jogo. Nesse ponto da exposi¢do € possivel abandonar



127

momentaneamente o modelo de Hackenbush e jogar diretamente o jogo de Conway. As
jogadas possiveis sdo as seguintes:
e {0|1}>p1={0]|@} »>e0={0| @} Aqui, ap6s a movimentacdo do jogador da
direita, ele ja ndo tem mais movimentos. O jogador da esquerda ganha o jogo.
e {0]|1}—>e0={0 |0} Aqui, apos a movimentacdo do jogador da esquerda, € a vez do

jogador da direita, que ndo tem movimentos. O jogador da esquerda ganha o jogo.

Nesse momento é possivel também comecar a investigar por que esse jogo foi
convenientemente chamado de % no inicio do capitulo. Para isso, basta elaborar um jogo

composto pela soma de dois jogos {0 | 1} com um jogo {@ | O} e analisar a estratégia de

1L 0t

{01} {01} {@]0}

) ﬂ—“-h[rml

{01} {o[1} {@]0}
Figura 7. O jogo %

vitoria.

Nessa soma de jogos, ao realizar apenas jogadas 6timas independentemente de quem
comeca, chega-se ao jogo dado no exemplo (b) que, como vimos, é um jogo da classe S. 1sso
significa que essa soma resulta em um jogo onde quem comeca perde, ou Seja, um jogo
equivalente ao jogo nulo. Adiante sera justificado, pelo elemento neutro do produto, o fato de
ser utilizado o namero 1 para representar o jogo {0 | @}. No momento, considerando isso
como verdade, justifica-se chamar seu oposto {@ | 0} de —1. Desse modo, sendo x ={0| 1} e
tendo verificado que x + x + (1) = 0, justifica-se chamar o jogo {0 | 1} de “%.

Para encerrar essa andlise, falta analisar o jogo (d) da figura 1 (reproduzido a seguir) e

propor ainda uma investigacdo. No jogo (d), a posi¢éo s1 corresponde exatamente ao jogo (c)
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e é obtida pelo jogador E. Assim, conclui-se 0 jogo ¥ é predecessor esquerdo da posicao so do
jogo (d), formando assim o jogo {0, ¥2 | 1}, que ainda n&o foi analisado ou nomeado.

u_'u_'l_'

{01} 0| @ {09}

Figura 8. Analise do jogo (d)

Adiante se justificara o fato de chamar o jogo x = {#2 | 1} de %. No momento basta
observar que todo jogo de Hackenbush com um numero finito de linhas pode ser associado a

um jogo de Conway x = {XE | x°} onde xE e xP tem um nimero finito de elementos e X

representa um numero racional da forma Zﬂn Vejamos entdo o que acontece se imaginarmos

um jogo de Hackenbush com uma quantidade infinita de linhas:

Ll

S0 Sn2=% sn=10

Figura 9. Andlise de um jogo infinito
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Nota-se que, mesmo em um jogo infinito, o nimero de jogadas é finito. 1sso ocorre por
que um dos dois jogadores ird comecar 0 jogo e todas as pegas que estiverem sobre a peca
retirada por ele serdo eliminadas. Essa finitude esta relacionada ao fato de que cada jogada
leva a um jogo mais simples e, de acordo com a forma como 0s jogos (e 0S nUmeros) séo
criados, todo processo levara em algum momento ao jogo zero, criado no primeiro momento.

Para descobrir que nimero esse jogo representa, basta descobrir 0 comportamento
gerado pelo padrdo das cores. Nesse caso, apds a sequéncia azul — branca — branca — azul,
todas as linhas seguirdo o padrao alternado branca — azul.

Partindo do jogo ¥ ja analisado, observa-se que, nessa formacao, o zero € predecessor
esquerdo e o 1 é predecessor direito. Como 0 % € obtido pelo jogador direito, %2 é um
predecessor direito. Assim, a posicao Sn-3 representa o jogo ¥ e € um predecessor esquerdo.
As proximas posicoes serdo 3/8 a direita, 5/16 a esquerda, 11/32 a direita, 21/64 a esquerda e
assim por diante. Observando o padrdo, percebe-se que o conjunto esquerdo forma uma série
crescente cujo limite é 1/3. J& o conjunto direito forma uma série decrescente cujo limite é
dado por 1 — 2/3 = 1/3. Como 1/3 seré o Gnico nimero entre xE e x°, conclui-se que esse jogo
de Hackenbush s6 pode representar 1/3. Veremos também adiante que toda dizima periddica
pode ser representada por uma soma infinita de fracGes binérias, tendo assim um jogo de
Hackenbush com infinitas linhas que a represente.

As analises dos cinco exemplos tornam claro que jogos como os de Hackenbush, da
mesma forma que os numeros surreais, podem ser descritos simbolicamente a partir da teoria
de Conway fazendo uso da linguagem de conjuntos e do uso de simbolos numéricos. Resta
ver como a soma de jogos e o elemento oposto podem ser definidos segundo essa simbologia.
Para jogos de Conway, se x = {xF | x°} e y = {y& | yP}, tem-se:

e —x={-xP|—xE} € o elemento oposto de x
o x+y={E+y, x+y*[x°+y,x+y°}

* Y-Xx=y+(X)

As relagdes de ordem e equivaléncia para jogos de Conway seguem as mesmas ideias
das relagdes para jogos em geral, de acordo com as defini¢Oes de jogos positivos e negativos
pelas classes E ou D e da relacdo de ordem entre a subtracdo de jogos e o jogo nulo. A
transposicdo formal dessa ideia para a axiomatica dos jogos de Conway e consequentemente
para 0s numeros surreais ndo é simples, mas uma breve explicacdo de seu desenvolvimento
sera dada posteriormente. No momento, o que foi definido até aqui é suficiente para a

compreensdo da afirmacdo de que “um numero ¢ um jogo”.
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4.5 Os numeros surreais como corpo ordenado completo

Os jogos de Conway como foram descritos apresentam claramente uma relacéo direta
com o que se chamou no comeco do capitulo de “niimeros surreais”. Conforme o exposto, o
axioma que define os jogos de Conway é o mesmo que define 0os numeros surreais, acrescido
da condigdo de que um jogo x = {xE | xP} representa um néimero se, e somente se xEx xP.

Esse adendo ao axioma dos jogos seleciona apenas aqueles jogos que pertencem as
classes E, D e S ja que nos jogos da classe P?® pode ocorrer por exemplo o caso {0 | 0}. Ao se
excluir o caso P dessa classe de jogos, os que sobram estabelecem entre si uma relacéo de
ordem total, onde a classe S representa o elemento neutro.

Retomando entdo a axiomatica do inicio, tem-se:

e Se xF e xP sfo dois conjuntos de niimeros surreais e nenhum membro de xE apresenta a
relagdo > com qualquer membro de XP, entdo x = { xE | x° } é um ndmero surreal.

Todos 0s nimeros surreais sdo construidos dessa maneira.

e Dizemos x >y quando ocorre simultaneamente as duas seguintes condigdes: (y ndo
apresenta a relagdo > com nenhum x°) e (nenhum Yy apresenta a relagio > com X). Se

y > X, dizemos que X <y

e Dados dois nimeros x e y, tem- se X =y Se, e somente se X >y ey > X

e Sex>yey X entdo x >y. Analogamente para x <y

e Sendox={xF|xP}tem-se xXE £ xex & xP

e O oposto de um elemento x é dado por —x = {-xP | x5}

e A adicgo de dois elementos é dada por x +y = {xE +y, x + y& | xP +y, x + yP}
e A subtracdo entre dois elementos é dada pory —x =y + (-x)

e Aadicdo é comutativa: X +y =y +Xx

e Aadicdo é associativa: (y +X) +z=y + (X + 2)

e Oelemento 0={@ | @} e neutro da adi¢ao

e Sey>z entdox +y>Xx+zparatodos X, y, z nUmeros surreais.

Conway ressalta que a definicdo de equivaléncia néo significa a mesma coisa que a

igualdade. Ocorre aqui como ocorre nas classes de equivaléncia de fragfes: dois nimeros x e

28 Nos exemplos tratados aqui e nos jogos de Hackenbush em geral ndo se observa jogos da classe P. Para esse
estudo esse tipo de jogo foi negligenciado justamente por ndo se relacionar a nimeros Reais. Alguns exemplos
dessa classe de jogos podem ser encontrados em FONSECA, R. F. da. A complementaridade entre os aspectos
intensional e extensional na conceituacdo de nimero real proposta por John Horton Conway. Dissertacdo
(Doutorado em Educagdo Matematica), PUC-SP. Séo Paulo, 2010.
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y podem ser equivalentes mesmo tendo xE diferente de yE e xP diferente de y°. Por isso
diferencia-se o sinal “=" de equivaléncia do sinal “=” de identidade. Na definicdo da
subtracdo e da comutatividade da adicdo, o sinal de identidade significa que os dois membros
representam nimeros com 0s mesmos conjuntos E e D.

Conforme o exposto, Conway afirmara que para identificar se um nimero possui um
equivalente mais simples, joga-se um jogo. A apresentagdo de alguns jogos permitiu essa
observacgdo na préatica, ao mostrar que o jogo {0 | 1} + {0 | 1} + {® | 0} é equivalente ao jogo
{-1] 1} que é equivalente ao {@ | @} = 0. Para demonstrar formalmente essa afirmac&o, o
autor enuncia o Teorema da simplicidade:

e Paratodo x = {xE | xP}, caso exista um niimero z tal que Xt £ z £ xP e ndo existam
nimeros em zP ou zF que também satisfacam essa condic&o, entdo x = z (sendo z sua

forma mais simples).

De acordo com esse teorema, qualquer nimero que tenha um elemento negativo em
seu conjunto esquerdo e um elemento positivo em seu conjunto direito é equivalente ao O,
umavez que z = 0 = {@ | @} estara entre seus conjuntos esquerdo e direito e nenhum elemento
direito ou esquerdo de z satisfara essa mesma condicdo. Esse teorema responde de forma
muito mais rapida a questdo dos nimeros criados a partir do terceiro momento, pois sempre
gue um ndmero criado em um momento anterior recair entre 0s elementos esquerdo e direito
de um determinado nimero, a equivaléncia se verifica automaticamente.

A demonstracdo desse teorema e de muitas outras propriedades listadas anteriormente
utiliza um enunciado chamado de principio de recorréncia e que vale para jogos em geral.
Partindo da definicdo de jogo predecessor, enuncia-se o seguinte principio:

e Se paratodo jogo x, o fato de uma propriedade P ser verdadeira para todo predecessor

x’ de x implicar que é também verdadeira para X, entdo todo jogo x possui a

propriedade P.

Esse principio se estende para 0s nUmeros surreais como 0 principio da inducéo
completa funciona no conjunto dos naturais, com a vantagem que a recorréncia segue aqui um
passo finito. O conceito de predecessor, ao ser transportado para a classe de nimeros surreais,
se vale do conceito de simplicidade. Assim, um jogo predecessor é sempre representado por
um numero mais simples, ou seja, um que foi criado num momento anterior. Desse modo,
toda propriedade que tem a caracteristica de ser hereditéaria (ou seja, sendo valida para algum

numero também ¢é valida para um mais simples), é valida para todos os nimeros.
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Uma forma de observar o funcionamento desse principio é justamente na
demonstracdo de que {@ | @} é o elemento neutro da adicdo. Pela defini¢do anterior de adi¢ao
tem-se

x+0={x|x"}+{0 |0} ={x"+0|x"+0}

Se 0 ndo for o elemento neutro da adigdo, ocorrera x + 0 # X, 0 que gera x& + 0 # XE.
Mas, pela definicdo de nimero surreal, xX£ é um nimero criado antes de X, 0 que torna a
propriedade x + 0 # x uma propriedade hereditaria. Sendo hereditaria, tem de ser valida para
todo x, mas isso ndo é verdade, pois0+0={0 |0} + {0 | 0} = {@ | } = 0. Logo, tem-se X +
0 = x para todo x.

Com o principio da recorréncia e o teorema da simplicidade, a teoria de Conway
permite a demonstracdo de todas as outras propriedades listadas, garantindo que a classe de
nameros (No, +, >, 0) forma uma estrutura algébrica definida por um Gnico axioma e que
depende apenas de uma relagdo de ordem bem definida para ser construida. Essa classe possui
uma relacéo de equivaléncia e respeita a tricotomia, de modo que a relacdo de ordem > ¢ total.
A classe € munida também de uma operacgdo de adi¢do + que é associativa, comutativa e com
0 como elemento neutro. Como todo elemento possui oposto, é uma classe fechada para a
adicdo e para a subtracdo, formando um grupo abeliano. O passo que falta para transformar
esse grupo em um corpo é a definicdo da multiplicacdo. Assim, para quaisquer dois himeros
surreais x e y, tem-se o produto:

o Xy ={EYHxyE Xy xPy +xy° - xOyP XEy +xyP - Xy X0y +xyE - xPyE }

As seguintes propriedades da multiplicacdo se verificam:
e A multiplicacdo € comutativa: xy = yx
e Vale aregra de sinais: (—x)y = x(-y) = —xy
e A multiplicagdo é associativa: (xy)z = x(yz)

e A multiplicacdo é distributiva sobre a adi¢do: x(y + z) = xy + xz

Nota-se que a associativa e a distributiva geram elementos equivalentes, mas néo
idénticos, ao contrario da comutativa e da regra de sinais. As operagdes abaixo também geram
elementos idénticos:

o X0 ={xX*|xX"H{o |0} ={0|0}=0
e x1 ={xE|xP}O|0}={xE1+x0-xE0|xP1+x0-xP0} = {xE|xP}=x
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A propriedade da multiplicagdo por zero € imediata. J& a demonstragdo do 1 como
elemento neutro da multiplicagdo parte de x0 = 0 e utiliza o principio de recorréncia da
mesma forma que a demonstracdo do zero como elemento neutro da adicéo.

Uma vez definido o elemento neutro da multiplicacéo, é possivel construir um ndmero
y de modo que, sendo x um namero surreal positivo, y serd tal que xy = 1, chamado de inverso
de x. O elemento inverso existe na classe dos nimeros surreais para todo x e é unico, de modo

que qualquer elemento z que satisfaca zx = 1 € equivalente a'y. O inverso € dado entdo por:

. [ 1+(xP-x)yE 1+(xE-x)yP | 14(xF-x)yE 14(xP-x)yP
y _{0' xPD ’ xE xE ’ xP }

Nota-se que essa expressao inclui o 0 no conjunto esquerdo, sendo valida apenas para
valores positivos de x, como foi explicitado anteriormente. Caso x seja um ndmero surreal
negativo, seu inverso sera o oposto de y, 0 que movera o zero para o conjunto da direita. Além
disso essa notagdo apresenta uma recursdo: os simbolos y° e yE utilizados representam 0s
elementos inversos de xP e xE respectivamente. O uso dessa notagdo se relaciona com o fato
de que aqui y significa o inverso de x e ndo um nuimero y = {y& | y°} qualquer. O uso de y em
vez de x* evita 0 uso da potenciagdo que ndo foi definida.

No decorrer do texto, Conway apresenta ainda a defini¢do da raiz quadrada, mas nosso
objetivo aqui estd concluido: os nimeros de Conway se mostraram ndo s6 como um caso

particular dos jogos de Conway, mas também como um corpo ordenado.
4.6 Os nUmeros reais sao surreais

Finalmente é possivel concluir que os nimeros surreais sdo nimeros no contexto
usual. Como demonstrado, os simbolos {@ | @} e {0 | @} representam 0 O e 0 1 para 0s
nameros surreais, sendo respectivamente os elementos neutros da adi¢do e da multiplicacéo.
Além disso, tem-se {@ | 0} como oposto ao 1, representando assim o —1. Utilizando a soma de
jogos, demonstrou-se que {0 | 1} = %, sendo possivel concluir imediatamente que {-1 | 0} é
seu oposto —2.

Os outros numeros criados no terceiro momento ndo foram investigados, mas agora é
possivel concluir que {1 | @} s6 pode representar o 2, pois somado com —1 resulta em 1. Seu
oposto, {@ | —1}, representa assim o —2. Outro nimero que ndo havia sido investigado, mas

aparecera entre os jogos de Hackenbush foi o {0, %2 | 1}. Pelo teorema da simplicidade, esse
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p ;- ~ 3 7 . .
numero € igual a {¥2 | 1} e pode-se demonstrar que representa a fracao 5+ due so seria criada

no quarto momento.

Esse breve experimento recursivo pode levar a uma série de inferéncias que se
mostram aos poucos verdadeiras e demonstraveis. A principio observa-se que o0 zero é
necessariamente o primeiro ndmero criado, num momento que chamaremos de dia 0 da
criagdo. A partir dai todos os numeros da forma {x — 1 | @} com x natural n&o nulo s&o criados
no dia x e representam o natural x. Observa-se também que todo nimero do tipo {x | y} com x
e y naturais representa o racional (x + y) + 2, criado no dia y + 1. Além disso, nimeros
opostos sdo sempre criados no mesmo dia.

Pelo teorema da simplicidade, provou-se que todo niimero x = {E | D} com algum x&
negativo e algum xP positivo é equivalente a 0. Pelo mesmo teorema nota-se que, tendo todos
os elementos de E e D o mesmo sinal, caso exista um ou mais inteiros entre E e D, {E | D} ¢é
equivalente ao inteiro de menor modulo. A demonstracdo desse fato é simples. Sendo o
namero x = {x — 1 | @} o menor natural entre E e D formados por positivos, é imediato que
ndo ha elementos em xE ou xP que também estejam entre E e D. A demonstracéo é analoga

para E e D formados por negativos.
- N ., 3 . . . . . . ~
A criagdo do nimero {% | 1} = 5 S0 poderia ser realizada no terceiro dia, pois a fragdo

% s6 foi criada no segundo dia, ap6s 0 0 e o0 1. Ocorre que qualquer fracdo cujo denominador

é uma poténcia de dois sera criada em algum dia n com n natural. Seguindo esse raciocinio
Conway mostra que, em um processo finito, todos os racionais diadicos (do tipo zﬂn com m
inteiro e n natural) podem ser criados por seus axiomas.

De fato, sendo x um racional diadico, x pode ser escrito como {x — Zin | x + zin}, como

pode ser demonstrado:
e No caso de n = 0 a demonstracdo é imediata, j& que X sera inteiro e pode-se recorrer ao
fato de x = {x — 1| x + 1} ser equivalente a {x — 1 | @} parax >0, {@ | x + 1} para x <

0,ou{@ | @} parax=0.

- 1 1 .
e Paran>0, define-sez={x— - | X + Z—n} e prova-se que z = X, pois
1 1 ; . . .
o 2z={z+Xx——|z+x+—=1}¢éo0numero mais simples entre E e D.
2n 2n

1
pr <27<2X— pr

1 1 . .
O X—mp<Z<X+ implica em 2x —

1
on-1’

Z 1 A .
o Como 2x é tal que 2x — = < 2x < 2X — por recorréncia, conclui-se que

2x = 2z, de modo que x = z.
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Com essa demonstracdo conclui-se que para cada racional diddico ha um ndmero de
Conway que o representa. Como os nimeros de Conway representam um corpo totalmente
ordenado, essa representacdo € Unica. Resta saber que numeros podem ser criados em
processos infinitos.

Como dito no inicio do capitulo, a estrutura desenvolvida por Conway forma uma
generalizacdo dos cortes de Dedekind e da teoria de Cantor para nimeros reais e transfinitos.
A relacdo entre a construcdo dos numeros de Conway como um par e a construcdo dos
numeros reais por cortes de Dedekind possuem associacdo direta. Em ambos os casos, cada
namero se define por um par de conjuntos esquerdo e direito. A diferenca é que Dedekind
define os cortes como sendo pares de conjuntos de racionais, para entdo afirmar que os cortes
onde o conjunto esquerdo possui maximo ou o direito possui minimo sdo representantes dos
préprios numeros racionais. Ja na teoria de Conway, a existéncia de um conjunto anterior ndo
é necessaria: todos 0s seus nimeros s&o construidos a partir do vazio.

A relacdo entre a construgcdo de Conway e a construgdo dos reais por intervalos
encaixantes proposta por Cantor ndo é tdo imediata por que depende exatamente dos
processos infinitos. Pelo teorema da simplicidade, tem-se que quando x = {E | D} é tal que E e
D s&o conjuntos ndo vazios com méaximo e minimo respectivamente, sendo xE o maximo e E e
xP 0 minimo de D, entdo pode-se afirmar que x = {xE | xP}. Nota-se que, nesses casos, X e x°
sdo nimeros mais simples que x, sendo x criado num processo finito. Assim, X representa um
racional diadico. Por outro lado, quando E ndo possui maximo ou D ndo possui minimo,
podendo um deles ser vazio, x pode representar outro tipo de nimero.

Por exemplo, pode-se notar que o namero transfinito o representante da infinitude dos
naturais pode ser diretamente associado ao surreal {1, 2, 3, 4, ... |@}. Essa afirmacdo é uma
extensdo da construcdo dos inteiros vista anteriormente e demonstra que é possivel encontrar
significado para numeros surreais onde E e D sdo conjuntos ndo limitados. Decorre dela que
esse tipo de nimero passa a ser criado a partir do dia w.

A fracdo 1/3, por exemplo, tem representacdo decimal infinita. Utilizando linguagem
binaria, pode-se escrever 1/3 como 0,01010101.... Ocorre que todos 0s nimeros racionais néo
di&dicos ainda podem ser escritos como somas infinitas de fragfes binarias. Uma vez que os
pares de conjuntos E e D formadores dos nimeros surreais podem ser infinitos, sempre havera
uma forma de escrever um numero surreal que corresponda a um numero racional qualquer.

Retomando a teoria de Cantor, ressalta-se que Cantor associa a cada nimero real uma
sequéncia de Cauchy de nOmeros racionais. Uma vez construidos todos o0s surreais

representantes de racionais, € de se esperar que 0s representantes dos irracionais também
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possam ser construidos como pares de somas infinitas. Conway demonstra isso com um
teorema.

O caminho que foi seguido até aqui intencionou demonstrar que ao escolher um
numero real qualquer sempre serd possivel encontrar um namero surreal que o represente.
Assim, para formalizar a existéncia de um conjunto dentro dos nimeros surreais isomorfo aos
reais, Conway prop0e a seguinte definicao:

e X € um numero real se e somente se —n < x < n para algum inteiro n, e
x={x-1,x-1/2,x-1/3, ... | x+1,x+1/2, x + 1/3, ...}
Ou em uma forma reduzida:

o X={x—(1/n)|x+ (1/n)}n>0. (Entende-se que n varia no conjunto dos naturais)

Com essa definicdo do que vém a ser nimeros reais, Conway conclui que basta uma
compreensdo do que sdo naturais para construir todos os reais, 0 que é apresentado na forma
do seguinte teorema em quatro partes:

i.  Ndmeros racionais diadicos sdo nimeros reais.

ii.  Sexeysdo nimeros reais, entdo — X, X +y e Xy sao nimeros reais.

iii.  Cada namero real tem uma Unica expressdo na forma {E | D}, em que E e D séo
conjuntos ndo vazios de racionais, E ndo tem maior elemento, D ndo tem menor
elemento, e ha no maximo um ndmero racional que ndo estda em E nem em D. E,
ainda, y’ <y € Eimplicay’ €E,z’ >z € D implicaz’e D.

iv.  Cada corte {E | D} como descrito em (iii) € igual a um Gnico namero real.

A parte (i) do teorema é imediata, de acordo como o que ja foi demonstrado aqui,
recorrendo ao teorema da simplicidade. A parte (ii) depende apenas das defini¢bes
apresentadas para as operacdes dadas. A parte (iii) € a que mais desperta interesse:
analisando-a com cuidado nota-se que é similar a definicdo dos cortes de Dedekind.

E importante ressaltar que a inclusdo da afirmagdo — n < x < n garante que E e D n&o
sejam vazios, fazendo com que X ndo seja transfinito. Além disso, a forma como x foi
construido garante que E ndo tem maximo e D ndo tem minimo, mas X é cota superior de E e
inferior de D. Caso x seja racional, ele é o Unico racional que ndo figura nem em E nem em D.
Caso seja irracional, € o supremo de E e infimo de D. A parte (iv) € a reciproca: todo corte
desse tipo define um ndmero entre -n e n. A unicidade desse numero decorre de que a
existéncia de outro y entre E e D, sendo racional, sé pode ser igual a x. Sendo irracional, s6

pode ser o supremo de E e infimo de D, portanto igual a x.
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Conway ressalta ainda que ¢ possivel substituir os termos “racional” por “racional
diadico” em seu teorema, mostrando assim que tanto os racionais ndo diddicos quanto os
irracionais podem ser construidos a partir do dia . O exemplo do nimero surreal que
corresponde ao transfinito w mostra que a classe de nimeros surreais € mais extensa que 0s
reais, incluindo também os transfinitos. Conway demonstra assim que todo namero ordinal,

dos reais aos transfinitos é um caso particular de jogo {E | D}.
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CONSIDERACOES FINAIS

Ap0s essa exposicdo, pode-se voltar a questdo “o que ¢ nimero?” com uma nova gama
de perspectivas. Em retrospectiva € possivel notar que, partindo das questdes propostas na
introducdo desse trabalho, algumas respostas e outras tantas perguntas foram sendo
elaboradas. Ao buscar uma definicdo de nimero ao longo da histéria e da filosofia, esbarrou-
se em topicos ainda atuais nos meandros do pensamento matematico:

e Afinal, as verdades matematicas, construidas logicamente, sdo realmente irrefutaveis?
Ou ainda, serd possivel que os enunciados matematicos ndo digam nada sobre a
realidade, ndo podendo nunca ser verificados ou falseados?

e No ambito filosofico, € possivel compreender a Matematica como sendo uma ciéncia
ora obtida da experiéncia, ora fruto apenas do pensamento humano? O que essas
diferentes compreensdes podem ocasionar nas metodologias de ensino?

Essas sdo questdes que permanecem em aberto na Filosofia da Matematica, mas cujo
debate pode ser incrementado pela busca por definicbes do que é ndmero. Ao definir o
namero partindo apenas de seus aspectos intensionais chegou-se a um conjunto de axiomas
que pouco diz sobre o conceito de nimero tal qual é ensinado nas escolas, onde parte-se
principalmente de seus aspectos extensionais.

Isso pode dizer muito sobre a construgdo da matematica como meta-ciéncia, bem
como sobre a nocdo de verdade matematica. Os curriculos atuais do ciclo basico mostram
uma tendéncia a contextualizacdo como parte essencial no processo de aprendizagem
matematica. Esse viés é fruto de um movimento de reacdo critica a0 MMM e a abordagem
conjuntista que parte de uma Matematica formal e ndo interpretada. Ainda assim, a parte das
mudancas curriculares do ciclo béasico, a abordagem axiomatica é a que prevalece no ensino
superior.

A coexisténcia dessas diferentes abordagens parece confirmar a ideia de que uma
visdo complementarista pode ser de grande valia para 0s processos de ensino e aprendizagem
matematicos. Ao buscar a complementaridade como ponto de vista filoséfico dos saberes
matematicos, pode-se vislumbrar novas respostas para as questdes citadas acima. Entretanto,
para que essa Visdo possa ser considerada, é preciso retomar outras questdes também
levantadas ao longo desse estudo.

e E possivel que haja dentro do curriculo escolar espaco para o questionamento

filoséfico acerca do que vem a ser nimero?
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e Quanto da compreensdo do que é numero por parte dos estudantes depende de
sua apresentacdo socialmente contextualizada?

Essas ndo sdo questdes que possam ser abordadas de forma superficial, principalmente
quando se observa que a elabora¢do de um curriculo vai muito além da selecdo de contetdos.
A organizacdo desses conteudos num quadro curricular funciona como um Tangram onde a
realocacdo das pecas € capaz de formar figuras completamente distintas. Na construcdo do
saber do aluno, que hoje é produto e amanhd sera produtor do curriculo, a escolha dos
contetidos e de sua articulacdo é um ato social e politico, que pode definir a relacdo desse
aluno com a ciéncia que se esta ensinando.

Esse quadro fica ainda mais nebuloso quando se compreende que o professor de
matematica, que ontem foi aluno, passou também por um processo de cisdo entre o contetdo
do ciclo basico e o conteudo do ensino superior. Se essa cisdo colabora ou ndo na
conceituacdo de numero absorvida pelo professor, ainda nédo é possivel saber, assim como nédo
é possivel determinar qual o espaco que a abordagem filoséfica do conceito de numero
poderia ter nos curriculos dos diferentes niveis de ensino. Mas pode-se supor ainda assim que
a auséncia atual do debate filos6fico gera uma nocgdo distinta do que vem a ser 0 nimero para
professores e alunos, o que nos leva de volta as questdes que abrem esse trabalho.

e E possivel definir o que é nimero de forma Unica? Existe espaco nos curriculos
brasileiros atuais para esse questionamento? O conceito de nimero real é o
mesmo para professores e alunos de matematica?

De acordo com tudo o que foi 0 exposto, parece entdo nao ser possivel definir nimero
de forma Unica, do mesmo modo que o conceito de nimero ndo pode ser 0 mesmo para
professores e alunos. Embora o texto tenha seguido em direcédo a afirmacédo de que o numero é
um jogo, o caminho percorrido mostra que todas as vezes em que se perguntou o que era o
ndmero, uma nova abordagem surgiu. Ainda assim, essa proliferacdo de respostas é algo que
deve ser considerado, pois deixa claro que o processo de constru¢do do conhecimento nédo
escolhe caminhos. Ao contrario, quanto maior o nimero de caminhos distintos na busca de
um novo saber, mais significativo ele se torna.

Assim, mais importante do que definir nimero de forma Unica, é criar o0 espago para que
professores e alunos fagcam essa pergunta. As respostas certamente serdo distintas, mas o debate
também serd certamente enriquecedor. A resposta que a teoria desenvolvida por Conway
permite a pergunta “o que ¢ nimero” € importante entdo em diversos sentidos. No ambito
axiomatico, fica demonstrado que todos os nimeros ordinais podem ser integrantes de uma

classe de jogos, sendo assim um caso particular deles. H& ainda a possibilidade de se
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investigar se 0s jogos que ndo representam ndmeros ordinais ndo poderiam representar outro
tipo de nimeros, por exemplo os complexos.

Como a abordagem de Conway a partir dos jogos ndo prescinde de defini¢do
axiomatica, evidencia que 0s processos algoritmicos em teorias ndo interpretadas e a
linguagem puramente lo6gica e simbdlica ndo perdem seu valor diante dessas novas
abordagens. Com isso, € possivel supor que os jogos de Conway seriam um incremento
valioso ao ensino superior.

Claro que sua teoria apresenta desvantagens quando direcionada ao ciclo basico,
principalmente na execucdo das operacOes e demonstracGes, que sdo significativamente
menos simples e de mais dificil compreensdo do que, por exemplo, as opera¢des com fracdes
feitas no método tradicional. Além disso, quando Conway contorna questdes como o salto
epistemoldgico que ocorre nas construcdes tradicionais ao se passar dos racionais para 0S
irracionais, parte ele prdprio dos cortes de Dedekind para poder generaliza-los, sendo entéo
preciso algum conhecimento de andlise para compreender completamente a teoria. Mas nada
disso impede que, uma vez apresentada essa teoria no ensino superior, seja possivel encontrar
professores que realizem transposic¢des didaticas envolvendo jogos e somas de progressdes ou
jogos e ordenacéo de racionais.

No &mbito filoséfico, os aspectos intensionais da axiomatica de Conway interagem
com 0s aspectos extensionais por meio de modelos de jogos, como os jogos de Hackenbush,
satisfazendo assim o0s preceitos da complementaridade. Essa construcdo dual, partindo
simultaneamente do estudo do jogo para compreender o nimero e da definicdo do numero
para criar 0 jogo, € um retrato do que se entende por complementaridade no escopo
matematico. Ndo ha um processo hierarquico entre o axioma e sua interpretacdo: a relacdo
entre 0 jogo e a teoria formal é via de méo dupla, onde o viajante decide em qual direcdo
prefere seguir. Nesse sentido, o estudo dos numeros de Conway sugere de forma natural
maneiras de transpor o contetdo para os diversos ciclos escolares, configurando assim uma
possibilidade de reunido entre a matematica escolar e a matematica do ensino superior.

Partindo desse ponto de vista, é possivel afirmar que o surgimento dos nimeros de
Conway é sintomatico, uma vez que esta imerso em um movimento maior nas ciéncias em
busca de incluir as a¢fes do observador no objeto observado. A prépria definicdo de numero
ndo poderia ser diferente: esta intrinsecamente ligada ao desenvolvimento tecnoldgico
humano e se altera em conjunto com esse desenvolvimento, como pbde ser visto na

contextualizacdo historica feita no primeiro capitulo.
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Assim, o0 estudo dos nimeros surreais ndo ensina apenas sobre nimeros e jogos, mas
ensina também sobre a complementaridade: analisando a teoria de Conway como parte da
teoria dos nimeros, nota-se inclusive que os nimeros surreais formam um aspecto extensional
da propria definicdo intensional de nimero real. Como aspecto complementar da teoria, 0
estudo desses “novos” numeros pode levar a novas respostas para algumas questfes
levantadas pelo proprio desenvolvimento dos nimeros reais.

e O que é um inteiro? Uma unidade pode ser feita de partes? Se sim, cada parte é
uma nova unidade? Existe um limite para esse fracionamento? Existe enfim
uma unidade fundamental?

O estudo dos nimeros de Conway pode gerar pontos de vista distintos dos tradicionais
na abordagem a essas perguntas, e esse € um dos aspectos importantes da complementaridade:
0 modelo de aplicacdo deve ser capaz de aperfeicoar a teoria. Por outro lado, esse modelo
gera também suas proprias questdes. Por exemplo:

e O que pode significar para a compreensao do universo matematico o ato de
definir os naturais por particularizacdo dos reais ao invés de definir os reais
como construcao a partir dos naturais?

E nesse sentido que foi feita a afirmacdo de que a resposta para a pergunta norteadora
desse texto ndo podera ser respondida de forma Unica. Antes, para compreender tudo que um
nimero pode vir a ser, é preciso que o estudante tenha acesso a diferentes formas de
construcdo desse objeto. Dentre essas construcdes, a de Conway parece ser imprescindivel, ja
que analisando aspectos historicos, filoséficos e didaticos, parece ser possivel afirmar que um
ndmero € sim um jogo, mas ndo apenas um jogo de Conway. Um ndmero é um jogo no
sentido de que seus aspectos intensionais ndo serdo suficientes para defini-lo de modo a
incluir tudo que recai sobre esse conceito, como saber as regras de um jogo ndo € 0 mesmo

que saber joga-lo. Um nimero é simultaneamente o jogo, o0 jogador e o tabuleiro.
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