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“Nao ha homens mais inteligentes do
que aqueles que sao capazes de inventar
jogos. E af que o seu espirito se mani-
festa mais livremente. Seria desejavel
que existisse um curso inteiro de jogos
tratados matematicamente.”

Leibniz



Resumo

Apresentaremos neste trabalho a relagao existente entre a Teoria dos Grupos e o Jogo
dos 15. Para dar fundamento a pesquisa, inicialmente foi realizado uma contextualizacao
sobre os principais conteudos: Teoria dos Grupos e Grupo das permutacoes. Em seguida
foi apresentado o Jogo dos 15, sendo descrito a histéria do Jogo com suas regras e jogadas.
Na sequéncia foi relacionado a Teoria dos Grupos e o Jogo dos 15, mostrando um teorema
que decide quando o Jogo dos 15 tem solucao. Com a pesquisa verificamos a importancia
do tema proposto, pois este possibilita ao aluno ampliar seu conhecimento, portanto para
encerrar foi feito uma discussao sobre jogos na sala de aula como estratégia de ensino,

concretizando o estudo sobre a relagao existente entre a Matematica e o ludico.

Palavras chave: Algebra; Teoria de Grupos; Permutagoes; ludico; jogos.
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Abstract

We will present in this work the relationship between the Theory of Groups and the
Game of 15. To base the research, initially a contextualization was carried out on the
main contents: Group Theory and Group of permutations. Next was presented the Game
of 15, being described the history of the Game with its rules and plays. In the sequence
was related to Theory of Groups and Game of 15, showing a theorem that decides when the
Game of 15 has solution. With the research we verified the importance of the proposed
theme, since this allows the student to expand his knowledge, so to close a discussion
about games in the classroom as a teaching strategy, materializing the study about the

relationship between mathematics and play .

Keywords: Algebra; Group theory; Permutations; playful; games.
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Introducao

O aluno contemporaneo, que é um sujeito globalizado, fortemente mediado pelas
tecnologias digitais, € um grande desafio para a educagao. Estamos diante de um aluno que
precisa de motivacao para os saberes matematicos. Que precisa de um entendimento sobre
o porqué daquele conhecimento adquirido, de acordo com MEC (1998b), a medida que
vamos nos integrando ao que se denomina uma sociedade da informacao crescentemente
globalizada, é importante que a Educacao se volte para o desenvolvimento das capaci-
dades de comunicacao, de resolver problemas, de tomar decisoes, de fazer inferéncias, de
criar, de aperfeicoar conhecimentos e valores, de trabalhar cooperativamente. Assim o
saber matematico vai se moldando, através do processo cognitivo, associando praticas
pedagdgicas a esta etapa.

Nesta pesquisa, o desenvolvimento desse ambiente de construcao de conhecimento
matematico pode ser concebido através de jogos que ultimamente vem ganhando espaco
no ambiente escolar, numa tentativa de trazer o lidico e tornando as aulas mais fascinan-
tes e interessantes. Segundo, Lara (2004), as atividades lidicas podem ser consideradas
como uma estratégia que estimula o raciocinio, levando o/a aluno/a a enfrentar situagoes
conflitantes relacionadas com o seu cotidiano. Esta pesquisa de carater exploratorio, foi
um estudo feito com o Jogo dos 15, observando suas regras e jogadas, relacionando-o com
o conteudo de Algebra, em particular sobre Teoria dos Grupos, sendo necessario uma
breve apresentacao do contetudo, dando énfase ao Grupo das Permutagoes, assim também
¢ uma pesquisa bibliografica, relacionando teoria e pratica, tornando significativo o pro-
cesso de aprendizagem do aluno, proporcionando a construc¢ao e /ou resgate de conceitos
e habilidades matematicas a partir da pratica docente. O presente trabalho se divide em

quatro secoes ordenadas: secao um, reservada para a introducao do trabalho composta



pela apresentacao tematica, objetivos propostos a serem alcancados com o estudo, a me-
todologia aplicada e sua intencionalidade. Na secao dois, apresenta-se um breve estudo
sobre Teoria dos Grupos, em especial Grupo das Permutagoes, apresentando os conceitos
fundamentais que levam a sua compreensao. Em seguida, na se¢ao trés um breve histérico
do Jogo dos 15, apresentando suas regras e jogadas. Na secao quatro, um estudo feito
com o Jogo dos 15, relacionando com o conteudo de Algebra, em particular sobre Teoria
dos Grupos, com aplicagao do Grupo das permutacoes para sua resolucao do Jogo dos 15,
tendo como fonte principal de embasamento o livro de Domingues e lezzi (2003). Na secao
cinco, faz uma discussao dos jogos na sala de aula, utilizando o jogo como estratégia de
ensino para estabelecer relagoes entre a pratica vivenciada e a construcao e estruturacao

do conhecimento.



Capitulo 1

Nocao de Teoria dos Grupos

Este capitulo foi escrito de acordo com livro Domingues e Iezzi (2003), nele dis-
cutimos a Teoria dos Grupos, em particular os grupos de permutacao, que compoe papel

fundamental no trabalho.

1.1 Grupos e subgrupos

Definicao de grupo: Seja G um conjunto no qual estd definida uma operacao

entre pares de G. Dizemos que G é um grupo se sao validas as seguintes propriedades:
e Associatividade: ax(bx ¢) = (axb)xc, V a,b,c € G;

e Existéncia do elemento neutro: Existe um elemento e em G tal que e x a =

a * e = a para todo a pertencente a G;

e Existéncia do elemento simétrico: Para qualquer elemento a em G, existe um
elemento m em G, tal que axm = m*a = e, onde e é o elemento neutro previamente

mencionado . Representamos o inverso de a por a™'.

e Se, além disso, ainda se cumprir o axioma da comutatividade: a x b =
b * a, quaisquer que sejam a, b pertencente a G”’, o grupo recebe o nome de grupo

comutativo ou abeliano.

Usa-se frequentemente a notagao (G, *) para indicar o grupo G com a operagao *. E

comum omitirmos o simbolo * e usarmos expressoes como, por exemplo, "Seja G um



grupo”ou " Consideremos um grupo G, o que naturalmente pressupoe a operacao suben-
tendida. Outra maneira ainda de nos referirmos a um grupo (G, *) é dizer que "G tem
)

uma estrutura de grupo em relagao a operacao *”.

1.2 Propriedades imediatas de um grupo
Seja (G, *) um grupo. As propriedades da operagao *:

e O elemento neutro de um grupo é unico.
Demonstracao: Suponha que e e e’ sao dois elementos neutros. Entao, para todo
g € G, é verdade que gxe’ = e’ xg = g. Em particular, temos e xe’ = e. Também
é verdade que, para todo g € G,g*xe = e x g = g. Em particular, para g = €’,

temos e x e’ = e’. Portanto, e =exe’ =¢e’.

e Cada elemento de um grupo G possui apenas um simétrico.
Demonstracao: Seja g € G e sejam x e x’ inversos de g. Entdao, x = x *e =
x*(g*x')=(x*xg)*xX’ =e*xx =x".

e Em um grupo temos (xxy)t =yt sxx"! .

Demonstragio: Temos que (x*y)™(x*y) = e. Aplicando y™! nos dois lados da igualdade
temos:(x * y) 1 (x * y) * (y') = e x (y!). Pela associatividade e definicio de elemento
neutro temos:(x*y) ' *x = y™'.Agora, aplicando x* nos dois lados desta tiltima igualdade,

finalmente obtemos (x xy) ™t =yt xx' .

Cabem aqui algumas observagoes no que diz respeito a linguagem a ser empregada

daqui pra frente:
e Sera chamado de grupo aditivo, o grupo cuja operacao ¢ uma adicao e grupo mul-
tiplicativo, se a operacao for multiplicacao.
e No caso de grupo aditivo, o simétrico de um elemento a é chamado oposto de a e

indicado por -a; e no caso do grupo multiplicativo, o simétrico de a , é chamado de

inverso de a e denotado por a™.

e Na maior parte da teoria desenvolvida sobre grupos, usa-se normalmente a notagao
de multiplicagao, pois ¢ mais pratica e, é claro, os resultados obtidos valem em

qualquer caso, bastando mudar convenientemente a notagao.
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1.3 Alguns grupos importantes

Grupo aditivos dos inteiros
Sistema formado pelo conjunto dos nimeros inteiros, com a operagao usual de
adicgao.
e Grupo aditivo dos racionais
Sistema formado pelo conjunto dos nimeros racionais, com a operacao usual de
adicao.
e Grupo aditivo dos reais
Sistema formado pelo conjuntos dos niimeros reais, com a operacao usual de adicao.
e Grupo aditivo dos complexos Sistema formado pelo conjuntos dos numeros
complexos, com a operacao usual de adigao.
e Grupo multiplicativo dos racionais

Sistema formado pelo conjunto dos nimeros racionais nao nulos, denotado por Q —
{0}, e com a multiplicagao usual sobre este conjunto. O nimero 1 é o elemento

neutro desse grupo.

e Grupo multiplicativo dos reais nao nulos

Sistema formado pelo conjunto dos niimeros reais nao nulos, denotado por R — {0},
e com a multiplicacao usual sobre este conjunto. O ntimero 1 é o elemento neutro

desse grupo.

e Grupo multiplicativo dos complexos

Sistema formado pelo conjunto dos nimeros complexos nao nulos, denotado por

C — {0}, e com a multiplica¢do usual sobre este conjunto. O nimero 1 é o elemento

neutro desse grupo. Eo inverso de um elemento z = a + bi, nao nulo, é 27! =

a N —-b .
1.
a2 + b2 a? + b2

1.4 Grupos finitos

Chama-se grupo finito, um grupo (G,*) em que o conjunto G é finito. Nesse

caso, o numero de elementos de G é chamado ordem do grupo (notacao o (G)) e a tdbua

>



da operacao x se denomina tabua do grupo. Arthur Cayley 1821-1895, foi o primeiro
matematico a usar tabuas para representar grupo e o uso de matrizes na Matematica.
Exemplo 1: F4cil verficar que G ={—1,+1} é um grupo multiplicativo, sua

ordem é 2 e sua tabua é:

1.5 Subgrupos

Consideremos o grupo aditivo (Q,+). Observemos que Z, por exemplo, é um

subconjunto de Q para qual valem as seguintes propriedades:
e 7 ¢é fechado para adicao;

e (Z, +), em que + indica a adi¢ao de Q, restrita aos elementos de Z, também é um

grupo. Por isso se diz que Z é um subgrupo de Q.

Definigao: Seja (G, *) um grupo. Diz-se que um subconjunto ndo vazio H C G

é um subgrupo de G se:

e H é fechado para a operacao *, (isto é, se a, b € H entao axbe H);

e (H,x) também é um grupo ( aqui o simbolo * indica a restrigdo da operagao de G
aos elementos de H). E imediato verificar que, {e} e {G} sio subgrupos de G. Esses

dois subgrupos, sao chamados subgrupos triviais de G.

Proposicao 1: Seja (G,x) um grupo. Para que um sugconjunto H C G seja um sub-
grupo de G, é necessario e suficiente que a * b~! seja um elemento de H sempre que aeb
pertencerem a esse conjunto.

Demonstracao

(—) Indiquemos por e e e, respectivamente, os elementos neutros de G e H.
Como e, xe, = e, = e xe, e todo elemento do grupo possui inverso em relagao a *, entao
e = e;,. Tomemos agora um elemento b € H e indiquemos por b~ e b,:l seus simétricos

em G e H, respectivamente. Como, porém, b,' xb=e, =e=b"'xb, entdo b, =b"" (



novamente pelo fato de todos os elementos do grupo possuirem inverosos em relagao *).
Por fim, se ae b € H, entao a * b,:l €, uma vez que, por hipé6tese, ( H,x) é um grupo.
Mas bgl =b! e portanto a *x b~te H.

(<) Como, por hipdtese, H nao é vazio, podemos considerar um elemento g €
H. Juntando esse fato a hipétese: zo* x5! = e € H. Considerando agora um elemento b €
H, da hipétese e da conclusio anterior segue que exb™ ' = b~' € H. Mostremos agora que
H ¢é fechado para operacao x. De fato, se a, b € H, entao, levando em conta a conclusao
anterior, a, b~'€ H. De onde (novamente usando a hipétese): a * (b_l)_1 =axbe H.
Falta mostrar a associatividade em H, mas isso é trivial, pois, se a,b,c € H, entao a,b,c €
G e, portanto, a * (b*c) = (a *b) * ¢ ( j4 que essa propriedade vale em G).e

Convém observar que, se o grupo é aditivo, entao a condi¢cao de subgrupo dada

pela proposicao apresenta-se assim:

e Sea, b € H, entdao a + (-b) € H. E no caso de um grupo multiplicativo:

e Se a, b € H, entdo ab~'e H.

Exemplo 2: O conjunto H = {z € R*|z > 0} é um subgrupo do grupo multi-
plicativo dos nimeros reais R - {0}. De fato, se a,b € H, entdo a,b € mathbb R, a >0 e
b > 0. Mas, se b > 0, entdo ab~! > 0, pois o produto de dois niimeros reais estritamente

poaitivoa também é estritamente positivo. De onde, ab™* € R.

1.6 Grupos de permutacoes

Permutagao é o termo usado na teoria dos grupos para designar uma bijecao de
um conjunto nele mesmo. Se E indica um conjunto nao vazio denotaremos por S(E) o
conjunto das permutacoes dos elementos de FE. A composi¢ao de permutagoes é, neste
caso, uma operagao sobre S(E), pois, se [ e g sdo permutagoes de F, ou seja, se f: E —
E e g: E — FE sao bijecoes, entao a composta go f : EF — E também é uma bijecao.
Para essa operagao vale a associatividade e que ip : F — E ( definida por ig(z) = =z,
para todo z € F), que obviamente é uma bijecao, é o elemento neutro nesse caso, posto
que : (igo f)(x) = ig(f(x)) = f(x), para todo x € E, o que garante a igualdade igo f = f.
Analogamente se prova que foig = f. Finalmente, se f é uma permutagao de E, entao o
mesmo acontece com f! ( aplicacdo inversa de f), é uma bijecdo e é o elemento inverso

de f para a composicao de aplicacdes, pois fo f' = flo f=ipg.
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Portanto , (S(E),0) é um grupo - o grupo das permutacgées sobre E. Observacao:
O grupo (S(E),0), é comutativo se, e somente se, sua ordem é 1 ou 2.

Um caso particular importante de um grupo de permutagoes, relacionado com a
origem da Teoria dos Grupos, é aquele em que E = I,, {1,2,3,...,n} em que n > 1. Neste
caso, em vez da notagao genérica S(F), usa-se S,, para indicar o grupo das permutagoes
sobre E. E o préprio grupo (S,,o) tem um nome especial: grupo das permutagoes de n
elementos. Da andlise combinatéria sabemos que esse grupo tem ordem n!. Para o estudo
de S, costuma-se usar a seguinte notagao: se f € S, e f(1) =iy, fo = ia,..., f(n) = iy,

entao:

Por exemplo, a permutacao idéntica, elemento neutro de S,,, é denotada por

1 2 ... n
E—
1 2 ... n

Nessa notacao, a ordem das colunas nao importa, embora em geral se usem os

elementos da primeira linha em ordem crescente. Por exemplo, em Sj3,

1 2 3 2 31
2 13 1 3 2

pois ambas tém o mesmo efeito sobre os elementos de E.

Com essa notacao, a composicao de duas permutagoes

=1 A A |
11 12 ... 1In Ju J2 - In
se faz da seguinte maneira:

1 ... 4 ... n 1 ... r ... n . T

o
I

gof=1 . . ‘ . . _ .
N i In 1 e o e p e Jiy

pois (g o f) (v) =g(f(r)) = g(ir) = Ji.

Por exemplo, em S, :

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
2 41 3 31 4 2 1 2 3 4



Notar que , por exemplo, a imagem de 3 pela composta se obtém da seguinte maneira:
3—4—3.

Ainda de acordo com essa notacao, se

a ... r .. b
f—
1 . n
entao
1 1 T n
a r

Por exemplo, em S, a permutacao inversa de

1 2 3 4
4 3 1 2

1 2 3 4
34 21

=

1.7 Ciclos e Notacao Ciclica

Para o estudo que se segue, precisaremos introduzir uma nova notacao para as
permutacoes.

Definicao: Sejam aq,as,...,a, € I,, inteiros distintos. Se ¢ € S,, é uma per-
mutacdo tal que o(a;) = ay, o(ay) = o*(a1) = as,..., o(a,_1) = 0" *a1) = a, e
o(a,) = o"(a1) = a; e 0, = z, para todo x € I, - {ay,as,...,a,}, entdo se diz que o
é um ciclo de comprimento r e que o0 = (aq, as, ..., a,) é um conjunto suporte de o. Para
designar a permutacao assim definida, usaremos a notagao o = (ay,as,...,a,). Ser = 2
entao o é chamado de transposicao.

Exemplo 3: Consideremos em S5 a permutacao

1 2345
41 3 2 5



Como o(1) =4, 0(4) =2,0(2) =1, 0(3) =3 e o(5) = 5, entdo o é um ciclo de

comprimento 3 cujo conjunto suporte é {1,2,4}. portanto, podemos escrever:

o=(142)

A notacao ciclica merece um comentario. Primeiro, ela nao indica em que grupo
S, esta. Por exemplo, o ciclo o0 = ( 1 4 2 ), tanto pode se tratar do exemplo anterior,

como de:
1 2 3 45 6

4 1 3 2 5 6
De que permutagao se trata realmente é determinado pelo contexto. Outro as-

g =

pecto dessa notacao é que o mesmo ciclo pode ser descrito de mais uma maneira, pois
cada um dos elementos do suporte pode ocupar a primeira posicao, desde que nao se mude

a sequéncia em que eles aparecem. Em S5, por exemplo:

(1a2)=(a21)=(2114)

Em qualquer dessas trés notagoes, 1 — 4,4 — 2,2 - 1,3 — 3,5 — 5 e,
portanto, efetivamente elas indicam a mesma permutacao de Ss.

Definigao: Seja G um grupo e seja x um elemento de GG. A ordem de z, notagao
o(x), é o menor inteiro nao negativo n, tal que =" = e.

Proposicao 2: Se 0 = (ay,a9,...,a,) € S, é um ciclo de comprimento r > 1,
entao o(o) = r.

Demonstracdo: Da definicdo de ciclo decorre diretamente que o' *(a1) = a; (i =
1,2,3,....x) e 0" (ay) = a;. Entdo o' # e sempre que 1, e, portanto, r < o(¢). Por outro lado,
se 4 é um indice tal que 1, entdo 0" (a;) = 0" (0" H(a1)) = 0" (0" (a1)) = 0" Hay) = a,.
Considerando-se que, o(x) = x sempre © # a; (i = 1,2,3,...,r), entdo 0" = € e, por
conseguinte, o(o) < r. De onde, o(c) = re
Definicao: Dois ciclos cujos suportes sao conjuntos disjuntos, sao chamados ciclos dis-
juntos. Exemplo:

Dois ciclos como ( 1 2 4 > e( 3 5 ) em Ss, cujos suportes sao conjuntos
disjuntos, sao chamados ciclos disjuntos

Proposicao 3: Dois ciclos disjuntos comutam.

Demonstragao: Sejam ¢ e o ciclos disjuntos de S,,, com suportes iguais respecti-
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vamente a A e B. Se x é um elemento de [,,, ha trés hipéteses possiveis:

e x €A. Entao, (poo) (x) = p(o(x)) = p(z), ao passo que (cop)(z) = o(p(x)) = ¢(x).

Portanto, @ o 0 e o o ¢ coincidem em A.
e x €B (raciocinio andlogo).

e x ¢ Aex ¢ B.Neste caso, (poo) (x) = p(o(z)) = p(z) = x, ao passo que
(cop)(z) =0(p(x)) = ¢(xr) = x. Portanto, p oo e 0 o ¢ também coincidem fora

de A ¢ Be

Proposicao 4: Toda permutacao o € 5, excecao feita a permutacao idéntica, pode
ser escrita univocamente (salvo quanto 4 ordem dos fatores) como um produto de ciclos
disjuntos.

Demonstra¢ao: Supondo, para facilitar, que o(1) # 1, consideremos a sequéncia
de imagens de 1 pelas poténcias sucessivas de o :
d’(1) =1, (1), c*(1) = (g o 0)(1), (1), ...

Como I, é finito, os elementos dessa sequéncia nao podem ser todos distintos.
Isso nos permite fazer a seguinte escolha: seja r o menor expoente estritamente posi-
tivo tal que ¢°(1) = 1, o(1), 0*(1) = (o o o)(1), 6*(1),..., 0" (1) sejam distintos mas
0" (1) = o?(1), para algum inteiro j tal que 0 < j/r. Daf segue que ¢"(1) = 1. Obtém-se

assim o ciclo:

o1 = (1,0(1),09(1), ...,a" (1))

que coincide com a restricao de o a seu conjunto suporte. Indiquemos por a o menor
inteiro de I,, que ndo aparece no suporte de oy e tal que o(a) # a. (Se nenhum a de I,
cumprisse essa desigualdade, a demostragao ja se encerrada.) Repetindo-se o argumento

anterior com a sequencia

o’(a) =a

, 0(a), 0*(a) = (0 00)(a), 0°(a), ...
chega — seaumcicloos, que também coincide com a restigao de o a seu conjunto suporte.

Mostraremos que o, e 09 sao disjuntos. De fato, suponhamos que b fosse um elemento
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comum aos suportes desses dois ciclos. Entao b = ¢'(1) = 0°(a), com 0 < s < t. Dali,
o'™*(1) = a, o que coloca a no suporte de o(1), contrariamente a nossa escolha.Esse
processo certamente termina num numero finito de m de passos. E, o se escreve da
seguinte forma ¢ = 0y 0090 ...00,,, 01,09, ...0p, ciclos disjuntos e

Exemplo 4: Vamos decompor em ciclos disjuntos a seguinte permutagao de Sg:

12345678
16 8375 24

Como o(1) = 1, vamos comegar o processo descrito na demonstragao com o ele-

mento 2: 2, 0(2) =6, 0%(2) = o(c(2)) = 0(6) =5, 0(5) =7, 0(7) = 2.
Portanto,
o1 = < 2 6 5 7 )
Repetindo-se o processo a partir de 3,

03)=8,008)=4,0(4)=3
logo,

022(3 8 4)

portanto,

U=<2 6 5 7)0<3 8 4)-

Proposicao 5: Se n > 1, entao toda permutacao de .S,, pode ser expressa como
um produto de transposicgoes.
Demonstracao: Uma verificagao simples mostra que para todo ciclo de compri-

mento r em S,, vale a identidade

(al,ag,ag, ...,aT,l,a,,) = (alaT)o(alar,l)o...o(alag)
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Portanto, dada uma permutacao de S,,, é s6 decompo-la em ciclos, de acordo com

a proposicao anterior, e depois aplicar a identidade acima para cada um dos ciclose

Exemplo 5:
Em S;,0=(1234)=(1 4)0o(1 3)o(1 2).
Exemplo 6: Vejamos como decompor em transposigoes a seguinte permutacao

de Ss:
1 23456 78

16 83 75 24

Como ja vimos no exemplo 4: (265 7)o (384). Logo:
(2657)=(2 7)o (2 5)o(2 6) e (384)=(3 4)0(3 8)
Portanto:

c=(2 7)o (25)0(26)0(3 4)0(3 8)

1.8 O sinal de uma permutacao

A decomposicao de um ciclo em transposicgoes, garantida pela proposicao 5, nao é
tnica. De fato, como (a b)o (b a) é uma aplicacao idéntica de I,,, que é o elemento neutro
de S,,, entao num produto de transposicoes podem-se inserir tantas expressoes desse tipo
quanto desejemos, sem afetar o resultado. Em S;, por exemplo:

(2657)=(2T7)0(25)0(26)=(12)o(21)0(27)0(25)0(2 6)

Pode-se demontrar, porém, que todas as decomposicoes de um mesmo ciclo em
transposigoes tém em comum a paridade, ou seja, se numa delas o niimero de transposicoes
é par(impar), entdo o mesmo acontece em todas as outras. Para provar esse importante

resultado, é preciso introduzir o conceito de sinal de uma permutacao.

.~ . _ a; as ... Qp , ,
Definicao: O sinal de uma permutagao o = é o numero

by by ... b,
real, aqui denotado por sgno, e definido por:
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CLZ‘—CLj

bi — b;

sgno =

em que o produto é estendido a todos os pares (i,j) de indices tais que i > j.
Da definigao decorre diretamente que o sinal da permutagao idéntica é 1. Convém

observar que o produto que define sgno nao depende da ordem das colunas na expressao

de o que cada quociente %% ¢ uma fungao par (i,j).
t Y
' ) 12 3
Exemplo 7: O sinal da permutagao o =
2 31

(o) = >0 g S = (1) () () =1

Proposicao 6: O sinal de uma transposicao ¢é -1.

Demonstracao: Seja T € S, uma transposicao. Evidentemente podemos repre-

sentar 7 da seguinte maneira:

ay ag... Qp ...Qg ... Qp

as Q... Qg ..0p ... Qp

Se (r, s) é o par de indices alterados pela transposi¢ao 7, comum 1 < r < s < n,

entao as situacoes possiveis sao as seguintes:

, A2 — @y
a)(r, s) = (1 2). Nesse caso, o fator correspondente em sgnr é =—1.
ap — az
, g — aq
b)r = 1es > 2. Nesse caso, o fator correspondente em ¢ .
g — Q2
, s — A2
c)r=2es > 2. Nesse caso, o fator correspondente em sgnr é .
as —
, Qs — Ay
d)r > 2. Nesse caso, o fator correspondente em sgnr é = 1.
as — Gy

Como os fatores de b) e ¢) aparecem em pares cujo produto é 1 entao,
Gz — ag 1
= —1]e

ap — a2
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Proposigao 7: Para quaisquer permutagoes o, ¢ € S, sgn(poo) = (sgny)(sgno).

a as ... @ b1 bg bn
g = e Y=

by by ... b, ¢l Cy ... Cp
Portanto:

a; — a; b; — b, a; — a;
(sgu) (sgno)=(sgno) (senp) = [ [ 72 [1 - — =] == =sen(poo)e
i g i 7 i %

Corolario 1: Se 0 € S,,, entao sgno = +1.

Demonstracao Como ja vimos, toda permutacao pode ser expressa como um
produto de transposicoes. Portanto:

0=MAO0MXo0O..0\,
para convenientes transposicoes A\ A, ...\, € S,,. Entao usando-se a generalizacao natural
da proposicao 7 para r fatores e considerando-se que a assinatura de uma transposicao é

igual a -1:

sgno = sgn(A; o Ag o ... 0 \.) = (sgnA1)(sgnra)...(sgnAy.)=(—1)(—1)...(=1) =
(—1)" = +£1le

Colorario 2: Qualquer que seja a permutacio o € S,, sgno~ ' = (sgno) ™!
Demonstragio: Como (12) o (12) indica a identidade de S,, entdo 0 oo = (12) o
(1 2).Portanto:
[sgn(o™)] (sgna) = sgn (0 0 0) = sgn[(12) o (1 2)]= =[sgn (12)] [sgn (1 2)] = (~1)(~1) =
1

1

De onde, sgno™" = (sgna)_l .

Proposicao 8: Seja dada uma permutacao o € 5, e consideremos duas decom-

posicoes de o em transposicoes:
0=MAO0MXNO..0O\. €0 = 0pP30...0pg
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Entao os inteiros r e s tétm a mesma paridade.
Demosntragao: Devido ao corolario 1, sgno = (—1)" = (—1)°. Se r for par, entao
(=1)" =1; dai (—1)®* = 1 e, portanto, s também é par. O raciocicio é andlogo no caso em

que r é impare

Definicao: Uma permutacao o € S,, é chamada par ou impar conforme possa
ser expressa como um produto de um nimero par ou impar de transposicoes. Em outras
palavras, conforme seu sinal seja +1 ou -1. O conjunto das permutacoes pares de 5, serd
indicado por A,,.

Podemos associar a uma permutagao um sinal positivo (+) ou negativo (-), obtido
contando-se o numero de transposicoes (isto é, a troca da posigao de dois elementos)
necessarias para se obter a permutacao. Para exemplificar, consideremos as permutacoes
das letras a, b e c:

(a b c) — terd sinal (+) pois nenhuma troca foi feita
(b a ¢) — terd sinal (-) pois houve apenas uma troca (do a com o b)

(b ¢ a) — tera sinal (+) pois trocamos o a com o b e, posteriormente, o ¢ com o a

Uma permutacao é sempre obtida por meio de uma série de transposicoes simples.
Se ela for obtida por meio de um nimero par de transposicoes, seu sinal serda +, e se for
obtida por um nimero impar de transposicoes, seu sinal sera - . O nimero de transposicoes
de uma permutacao pode mudar, mas a paridade nao.

Observe os exemplos:

Exemplo 1:

1 234567
6 4 5 3 217

€ S5y

e Notagcao ciclica f =(1 6)o(2 4 3 5)=(1 6)o(2 5)0(2 3)o(2 4)

paridade PAR

Exemplo 2:

1 23456 78
1683 75 24

€ Ss

°
Q
Il
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e Notagao ciclicac=(2 6 5 7)o (3 8 4)=(2 7)o (2 5)o(2 6)0o(3 4)0(3 8)

e paridade IMPAR
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Capitulo 2

Jogo dos 15

Nesta se¢ao, apresentaremos o O Jogo dos 15. Sera descrita a histéria do Jogo,

bem como suas regras e jogadas.

2.1 O Jogo

E um jogo de tabuleiro, que fez parte da infancia de muitas pessoas e hoje, de-
vido a tecnologia, pode ser baixado de graga da internet. De acordo com Dal Monte Neto
(2009), tudo comegou na década de 1870, quando o americano Sam Loyd, inventor de
um numero enorme de quebra-cabecas, publicou no suplemento dominical de um jornal
nova-iorquino um problema-desafio com o prémio de 1000 délares para quem descobrisse
a solucao. Como o editor se mostrasse desconfiado, Loyd teve de garantir o pagamento de
seu proprio bolso. Relatos da época dao conta de que muitos patroes tiveram de proibir
o porte de quebra-cabeca nos recintos de trabalho, para impedir que seus funcionarios
brincassem com ele pelos cantos. Rapidamente, o jogo atravessou o Atlantico e consta
que na Alemanha os deputados chegaram a leva-lo as sessoes do Parlamento. Em Pa-
ris, tornou-se comum promover torneios nos cafés, onde os fregueses se esqueciam dos
compromissos, concentrados por horas a fio na brincadeira.

O Jogo dos 15 consiste em uma caixinha quadrada com dezesseis partilhas,
também quadradas. A 162 é retirada, deixando-se um espaco vago, para o qual pode-
se empurrar uma pastilha adjacente, na horizontal ou vertical. Esta, por sua vez, ao ser
removida deixa outro espaco, para o qual pode-se empurrar outra pastilha e assim por

diante. Desse modo, é possivel desarranjar a ordem indicada na Tabela 2.1, através do
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deslizamento sucessivos de pastilhas (nao vale retird-las da caixa).

Tabela 2.1: Tabuleiro do jogo dos 15.

11213 14

516 |7 |8

9 |10 |11 12
15|14 | 15

O que Sam Loyd propos em seu desafio foi chegar a configuracao da Tabela 2.1,
partindo da posi¢ao indicada na Tabela ??7. Nesta, o objetivo é ordenar as pegas em

ordem crescente de 1 a 15.

Tabela 2.2: Configuracao inicial do Tabuleiro.

1 2 18 |4

5 |0 7 18
labeltab2 7 10177 12

1315 | 14

Segundo Dal Monte Neto (2009), ninguém jamais ganhou o prémio oferecido por
Sam Loyd, ainda que muitas pessoas alegassem ter descoberto a solugao casualmente,
mas, sem te-la anotado, diziam nao saber reconstitui-la. Notéria demonstragao de orgu-
lho ferido, ja que o problema, simplesmente, nao tem solugao. Sam Loyd sabia disso e,
portanto, nao hesitou em arriscar seu préprio dinheiro no prémio. Nao tardou muito para
que comecassem a investigar o comportamento matemaéatico do passatempo. Descobriu-se
que, entre os varias combinagoes iniciais possiveis, exatamente metade apresenta a possi-
bilidade de chegar-se a posicao da Tabela 2.1 e a outra metade conduzem, na melhor das

hipéteses, a posigao da Tabela ?7. Veremos isto com mais detalhes ao longo do trabalho.

2.2 O jogo, suas regras e jogadas

Trata-se,como ja foi dito na se¢ao 2.1, de uma pequena caixa quadrada, com 15
espacos cobertos por quinze pecgas, numeradas de 1 a 15, também quadradas e um espaco

vazio para que se possa movimenta-las (conforme a Tabela 2.3).
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Tabela 2.3: Exemplo de configuragao do tabuleiro

112 3 14
516 |7 |8
9 10|11 12
1315 | 14

Para jogar, deve-se deslocar as pegas, no sentido vertical ou horizontal, ocupando
0 espaco vazio, sem retira-las da caixa. Um exemplo de jogada é a Tabela 2.4, onde o

nimero 14 foi deslocado para o espaco vazio, num movinto horizontal.

Tabela 2.4: Configuracao do tabuleiro apés uma jogada.
1 12 3 | 4
5 |6 7 |8
9 |10 |11 |12
18| 15 14

Objetivo: Ordenar os numeros da tabela, até obter a Tabela 2.5.

Tabela 2.5: Configuracao final do tabuleiro.
112 |13 |4
516 |7 |8
9 10 | 11 | 12
18|14 | 15

De acordo com o artigo Luiz Barco (2009), a popularidade do jogo fez com que
ele merecesse, anos mais tarde, artigos em publicagoes cientificas. Analisando a invencao
de Sam Loyd, matematicos chegaram a seguinte conclusao: sao quase vinte e um trilhoes

de configuracoes possiveis das pecas na caixinha (21 x10'?).
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Capitulo 3

Jogo dos 15 e a Teoria dos Grupos

Nesta secao, exibiremos a relacao entre a Teoria dos Grupos e o Jogo dos 15. Em

particular mostraremos um teorema que decide quando o Jogo dos 15 tem solugao.

3.1

abaixo:

S5

Loyd):

Associacao do jogo com o grupo de permutacoes

A cada configuragao do Jogo dos 15, associaremos uma permutagao de Sy5, como

T1 | T2 x3 Ly

Is | To X7 Is

Tg | 10 | T11 | T12

Z13 | T14 | Z15

Associamos a esse jogo a permutacao abaixo:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
= €
Ty T2 T3 T4 Xg T7 Te Ty X9 Lo T11 Ti2 Ti5 Ti4 T13

Exemplo 1:

Para o jogo dado pela configuracao abaixo (que corresponde ao Jogo de Sam

Associaremos a seguinte permutacao do Sis:
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112 3 [4
516 |7 |8
9 10|11 12
15315 | 14

123456 789 10 11 12 13 14 15
f = € Sis
12348765 9 10 11 12 14 15 13
Em notagao ciclica f—(58) o (67) o (13 1415) = (58) o (67) o (13 14) o (13 15),
como a composi¢ao de permutacoes pares resulta numa permutagao par, temos que sua
paridade é PAR.
Exemplo 2:

Para o jogo dos 15 resolvido, temos a seguinte configuracao:

1 1213 4
516 |7 |8
9 (101112
13114 [ 15

Associaremos a seguinte permutacao do Sis:

123456 789 10 11 12 13 14 15
1234876 59 10 11 12 15 14 13

Sua notagao ciclica f—(58) o (67) o (13 15), como a composi¢ao de permutagoes

impares resulta numa permutagao impar, temos que sua paridade é IMPAR.

Teorema 1 Ao fazermos uma jogada no Jogo dos 15, a paridade da permutac¢do associada

¢ a mesma ( nao muda).

Demonstracao:
Dividiremos a demonstragao em todos nos casos a seguir, pois o espaco vazio do Jogo dos

15 pode estar em qualquer lugar na tabela.
Modelo 1: Jogada na vertical

Considere a seguinte tabela H relativa a um jogo dos 15, em que z1, xs, ..., £15, SA0 0S

nimeros de 1 a 15, em qualquer ordem:
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I1 T2 I3 T4
Iy Ze Z7 zsg
Ty T10 | T11

T12 | 13 | 14 | T15

Associamos a esse jogo a permutacao abaixo:

1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15
H = € Sis

Ty X2 T3 T4 Tg X7 Tg Ty T9 X100 T11 Tis Ti4 T13 T12

Ao fazermos uma jogada na vertical com o elemento xg, temos o seguinte tabela F:

Z T2 z3 T4
Ts Z7 rs
T9 Ze Z10 | T11

Z12 | 13 | T14 | T15

Associamos a esse jogo a permutacao abaixo:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
F = 6515

1 T2 X3 T4 Ty Ty Ty L9 Te Tio L11 L5 Ti4 L1z L12
Tanto na matriz H quanto na F, a paridade é desconhecida, pois x1, xs, ..., 215,
sao os numeros de 1 a 15, em qualquer ordem.

Agora considere a permutacao G, dada por:

123456 789 10 11 12 13 14 15
123456 9 7 8 10 11 12 13 14 15

’m515

Observe que em notagao ciclica G=(789) = (7 8)o(79), temos que sua paridade é

par.

Fazendo agora a composicao de F com G, temos:F' o G = H | observe

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

X1 X2 T3 T4 Tg L7 Tg X5 L9 T10 T11 L15 T14 T13 T12

Portanto, como G é par, a paridade de F' é a mesma de H..
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Modelo 2: Jogada na horizontal
Considere a seguinte tabela H relativa a um jogo dos 15, em que z1, xs, ..., X15, SA0 OS

nimeros de 1 a 15, em qualquer ordem:

I T2 z3 Tyq
Ts Te T7 | T8
Tg T10 | T11

Ti2 | T13 | T14 | T15

Associamos a esse jogo a permutacao abaixo:

1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15
H= EASH

X1 T2 T3 T4 g X7 Xg Iy T9 T10 L11 L15 T4 T13 T12

Ao fazermos uma jogada na horizontal, temos o seguinte tabela F:

T T2 T3 Ty
Ts Te | T7 | T8
T9 Z10 | T11

T2 | T13 | T14 | T15

Associamos a esse jogo a permutacao abaixo:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
F = € Sis

Ty T2 X3 T4 Ty Ty Tg X5 T9 Tio Ti1 Ti5 Ti4 L1z T12
Observe que apés a movimentacao, temos que a matriz F ¢é igual a matriz H, e
portanto a paridade de ambas as matrizes é a mesma .
As demais posigoes sao analisadas de modo analogo.Com isso concluimos a de-

monstracao e

De acordo com a notagao ciclica, o Jogo dos 15 resolvido tem paridade IMPAR.
Portanto pelo Teorema um jogo sé tera solucao se a paridade for IMPAR.
Voltando ao Jogo de Sam Loyd, cuja configuracao apresentada abaixo:

A permutacao associada é:
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2 13 |4
6 |7 |8
10 | 11 ] 12
3115 14

~| | G| ~

1 23456 789 10 11 12 13 14 15
f= € Sis
1 2348 7 6 5 9 10 11 12 14 15 13

Como vimos no exemplo 1 sua paridade é par, portanto pelo Teorema, impossivel

resolve-lo.
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Capitulo 4

Jogos na sala de aula

Nesta segao, faremos uma breve discussao sobre o uso de jogos na sala de aula
como estratégia de ensino. Em particular do caso do Jogo dos 15, como uma forma de

abordar temas mais avangados em Matematica como a Teoria dos Grupos.

4.1 O jogo como estratégia de ensino

Para Libaneo (1994) o processo de ensino se caracteriza pela combinagao de ativi-
dades do professor e dos alunos. Estes, pelo estudo das matérias, sob direcao do professor,
vao atingindo progressivamente o desenvolvimento de suas capacidades mentais. A direcao
eficaz desse processo depende do trabalho sistematizado do professor que, tanto no pla-
nejamento como no desenvolvimento nas aulas conjuga objetivos, contetidos, métodos e
forma organizada de ensino.

O professor, ao dirigir e estimular o processo de ensino em funcao da aprendizagem
dos alunos utiliza intencionalmente um conjunto de agoes e procedimentos, que chamamos
de estratégias de ensino. Por exemplo, a atividade de explicar a matéria corresponde os
métodos de exposicao; a atividade de estabelecer uma conversacao ou discussao com a
classe corresponde o método de elaboragao conjunta. Os alunos, por essa vez, sujeitos
da propria aprendizagem, utilizam-se de métodos de assimilagao de conhecimentos. Por
exemplo, a atividade dos alunos de resolver tarefas corresponde o método de resolugao
de tarefas; a atividade que visa o dominio dos processos de conhecimentos cientificos
numa disciplina corresponde o método cientifico; a atividade de observacao corresponde

o método de observagao e assim por diante.
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Em resumo, podemos dizer que as estratégias de ensino sao as agoes do professor
pelas quais se organizam as atividades de ensino e dos alunos para atingir os objetivos
do trabalho docente em relagao ao conteudo especifico, regulando a forma de interacao
entre ensino e aprendizagem, entre professor e os alunos, cujo resultado é a assimilagao
consciente dos conhecimentos e desenvolvimento das capacidades operativas dos alunos.

Frente a estas discussoes sobre o que € estratégia de ensino e a sua importancia no
processo de aprendizagem, podemos destacar o uso de jogos na sala de aula como método,
para estabelecer relagoes entre a pratica vivenciada e a construcao e estruturagao do
conhecimento. Portanto, a utilizacao de jogos torna-se um recurso interessante e prazeroso
que viabiliza a aprendizagem.

Conforme as orientacoes dos novos Parametros Curriculares Nacionais, vé MEC
(1998a), as atividades com jogos podem representar um importante recurso pedagégico, ja
que os jogos constituem uma forma interessante de propor problemas, pois permitem que
estes sejam apresentados de modo atrativo e favorecem a criatividade na elaboracao de
estratégias de resolucao e busca de solucoes. Propiciam a simulacao de situacoes problema
que exigem solucoes vivas e imediatas, o que estimula o planejamento das acoes.

Sabendo da importancia que os PCN “s representa no ambito educacional para o
desenvolvimento dos projetos escolares, e a influéncia que possui nas atividades a serem
realizadas pelos professores de Matematica , usando o jogo como método, nos PCN s
existe a defesa de que os jogos podem contribuir na formagao de atitudes construgao
de uma atitude positiva perante os erros, na socializagao (decisoes tomadas em grupo),
enfrentar desafios, desenvolvimento da critica, da intuicao, da criacao de estratégias e dos
processos psicologicos basicos.

Ainda existe muito educadores que tentam utilizar jogos em sala de aula, somente
para diversao e nao para dar encaminhamento ao trabalho, fortalecer o conhecimento
estudado, nao que o jogo nao tenha esse carater de diversao, mais existe a possibilidade
de explorar os jogos para avaliar os efeitos dos mesmos em relagao ao processo ensino-
aprendizagem da Matematica.

Segundo Grando et al. (2000) a grande maioria ainda vem desenvolvendo as ati-
vidades com jogos espontaneamente, isto é, com um fim em si mesmo, o jogo pelo jogo,
ou imaginando privilegiar o carater apenas motivacional. Nota-se uma certa auséncia de

preocupacao em se estabelecer algum tipo de reflexao, registro, pré formalizacao ou siste-
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matizacao das estruturas matemaéticas subjacentes a agdo no jogo (andlise). Desta forma,
nao se estabelece um resgate das acoes desencadeadas no jogo, ou seja, um processo de
leitura, construcao e elaboracao de estratégias e traducao, explicitacao numa linguagem.
Trata-se apenas de compreensao e cumprimento das regras, com elaboracao informal e
espontanea de estratégias, e sem muita contribuicao para o processo ensino-aprendizagem
da Matematica.

Para sistematizar esse conhecimento, deve-se entender quais os tipos de jogos
que existe, para que o professor consiga manipular essa recreacao transformando numa

estratégia de ensino.De acordo com Lara (2004), os jogos podem ser divido em:

1. Jogos de construcao: aqueles que trazem ao aluno um assunto desconhecido fa-
zendo com que, através da manipulacao de materiais de perguntas e respostas, ele
sinta a necessidade de uma nova ferramenta, ou se preferirmos, de um novo conhe-
cimento para resolver determinada situagao problema proposta pelo jogo. E, na
procura desse novo conhecimento ele tenha a oportunidade de buscar por si mesmo
uma nova alternativa para sua resolucao. Jogos desse tipo permitem a construcao
de algumas abstracoes matematicas que, muitas vezes, sao apenas transmitidas pelo

professor e memorizadas sem uma real compreensao pelo aluno.

2. Jogos de treinamento: O treinamento pode auxiliar no desenvolvimento de um
pensamento dedutivo ou logico mais rapido. Muitas vezes, é através de exercicios
repetitivos que o aluno percebe a existéncia de outro caminho de resolucao que
poderia ser seguido aumentando, assim, suas possibilidades de agao e intervengao.
Além disso, o jogo de treinamento pode ser utilizado para verificar se o aluno cons-
truiu ou nao determinado conhecimento, servindo como um termometro que medira

o real entendimento que o aluno obteve.

3. Jogos de aprofundamento: Depois que o aluno tenha construido ou trabalhado
determinado assunto, é importante que o professor proporcione situagoes onde o
aluno aplique-o. A resolucao de problemas é uma atividade muito conveniente para
esse aprofundamento, e tais problemas podem ser apresentados na forma de jogos.
Os contetidos matematicos sao tratados, ainda, por alguns professores de forma
fragmentada. Sera, também, através dos jogos de aprofundamento que poderemos

fazer uma articulagao entre diferentes assuntos ja estudados.
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4. Jogos estratégicos: Muitos jogos que nosso aluno esta acostumado a jogar com
seus amigos, entre eles: Dama, Xadrez, Batalha Naval, Cartas, ou com o com-
putador e celulares. Podemos desenvolver, no ensino da Matematica, jogos desse
tipo. Jogos que facam com que os alunos criem estratégias de acao para melhor
situagao como jogadores. Onde tenha que criar hipéteses e desenvolver um pen-
samento sistémico, podendo pensar muiltiplas alternativas para resolver um deter-
minado problema.Esta presente nos PCNs MEC (1998a) o seguinte argumento:Nos
jogos de estratégia (busca de procedimentos para ganhar) parte-se da realizagao de
exemplos praticos (e ndo da repeti¢ao de modelos de procedimentos criados por ou-
tros) que levam ao desenvolvimento de habilidades especificas para a resolugao de

problemas e os modos tipicos do pensamento matematico.

4.2 O Jogo dos 15

Este trabalho tem o objetivo de proporcionar aos professores de Matematica,
tanto na escola como nas instituicoes de Ensino Superior, a possibilidade de discutir
através do jogo dos 15 temas de Matematica, como a Teoria dos Grupos.

Teoria dos Grupos é um dos assuntos de fundamental importancia em diversas
areas afins, como: na Fisica, onde ¢é utilizada para descrever as simetrias que as leis
da Fisica devem obedecer; na Quimica, grupos sao utilizados para classificar estruturas
cristalinas e a simetrias das moléculas, logo, em particular em Matematica, grupos sao
usados para o estudo de simetrias.

Nesse contexto, através de um jogo conhecido popularmente como Jogo dos 15,
a abordagem do tema Teoria dos Grupos, que é de fundamental importancia para a
Matematica. O jogo com sua ludicidade permite uma visao mais atrativa e agradavel na
compreensao do conteiudo abordado.

Considerado como jogo estratégico, O Jogo dos 15, é um jogo simples e pode ser
jogado por qualquer pessoa, logo o professor pode usar em qualquer serie ou ano, e tem
a oportunidade de desenvolver nos alunos habilidades légicas e técnicas para a resolucao
de problemas. Aproveitando para sistematizar e entender o processo do Jogo dos 15, o
professor utiliza do contetdo de Algebra Linear: Teoria dos Grupos, em particular Grupo

das Permutacoes, que pode ser trabalhado com os alunos do Ensino Médio, aproveitando
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a Analise Combinatéria para justificar todo esse processo.

Na Analise Combinatéria, a nogao de grupo de permutacao e o conceito de um
grupo sao frequentemente utilizados para simplificar a contagem de um conjunto de obje-
tos. E no Ensino Superior que o aluno compreende toda essa sistematizagao do Jogo dos
15, e os conteuidos trabalhados usados sao indispensaveis para a construcao do modelo

matematico, se tornando um importante método de ensino.
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