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RESUMO

Este trabalho trata do célculo fracionério, ou seja, o célculo que considera valores
nao necessariamente inteiros para a ordem das derivadas e integrais. Apesar de
existirem relatos do célculo fracionario desde o final do século XVII, este ganhou
mais destaque a partir do século XX. Discute-se nesse trabalho a solugdo de
problemas classicos normalmente descritos pelo célculo de ordem inteira como o
problema da tautécrona, o sistema de Lotka-Volterra, o decaimento radioativo
através do calculo fracionario. Além disso, uma aplicacdo do calculo fracionario as
equacdes horarias do movimento € feita utilizando as definicbes de Riemann-

Liouville e Caputo.

Palavras-chaves:

Célculo fracionario, tautocrona, equacfes horarias do movimento, Lotka-Volterra,

decaimento radioativo.






Fractional calculus applied to the kinematic equations and other

applications

ABSTRACT

This essay deals with fractional calculus, that is, the calculus that accounts not
necessarily integer values for the order of the derivatives and integrals. Although
there have been reports about the fractional calculus since the end of the 17th
century, the interest around this topic increases significantly during the 20th century.
Classical problems like the tautochrone curve issue, the Lotka-Volterra system and
the radioactive decay, solved by the integer-order calculus, are now discussed by the
point of view of the fractional calculus. Furthermore, the fractional calculus is applied

to the kinematic equations through the Riemann-Liouville and Caputo definitions.

Keywords:

Fractional Calculus, tautochrone, kinematic equations, Lotka-Volterra, radioactive

decay.
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1. INTRODUCAO

O desenvolvimento do célculo integral e diferencial de ordem inteira trouxe
consigo questionamentos sobre o que seriam o0s operadores de derivagcdo e
integracdo de ordem néo inteira (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015). Porém, o calculo de
ordem nao inteira, também conhecido como calculo fracionario ou calculo de ordem
arbitraria, manteve-se por muito tempo relativamente desconhecido.

Este anonimato deve-se principalmente ao fato do calculo de ordem inteira
conseguir representar e descrever diversas situacdes da fisica e da engenharia,
abrangendo ainda seus significados geométricos e fisicos, o que ainda € um
problema em aberto no célculo fracionario. Entretanto, alguns estudos sobre essa
interpretacdo podem ser encontrados em Machado et al (2003), Podlubny (1999,
2002) e em Tarasov (2016).

No final do século XX vislumbrou-se o ressurgimento do interesse por esta
area atraves das primeiras conferéncias internacionais sobre o calculo de ordem néo
inteira. Além disso, mais precisamente na década de 90, surgiram publicacbes em

livros, revistas e simpdsios sobre o tema.

1.1 Motivacéao

Do calculo de ordem inteira sabemos que para uma funcdo polinomial
simples, f(x) = x", por exemplo, suas derivadas usuais sdo dadas por f'(x) =n-
x1: f"(x) =n-(n—1)-x""%; podendo, entdo, generalizar sua k-ésima derivada:

fX(x) =

1
n'k)' -x""K parak <n.

(n—
Também sabemos as derivadas das fungbes trigonométricas, como por

exemplo, f(x) =sen(x). Temos f'(x) = cos(x) = sen (x+ g); f"(x) = —sen(x) =
sen (x + ). Podemos generalizar a k-ésima derivada de f(x): f¥(x) = sen (x + k;).

Se tomarmos uma funcdo exponencial para uma base a € R, a > 0, ou seja,
f(x) = a*, e calcularmos suas derivadas, temos f'(x) = In (a) - a*. E a generalizacao

para a k-ésima derivada é fX(x) = (In (a))X - a*.
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A partir dessas ideias, bastante comuns no ensino superior, surge o
guestionamento: 0 que acontece se a ordem k das derivadas ndo for um nimero
inteiro?

A resposta a essa questdo, envolvendo o calculo de ordem néo inteira, tem
contribuido para o desenvolvimento deste novo campo de investigacao,
principalmente porque a maneira de se utilizar o célculo fracionario na descrigdo de
algum fendbmeno é, a principio, bastante simples. Substitui-se a derivada de ordem
inteira da equacdo diferencial que representa o fenbmeno por uma derivada de
ordem nao inteira. Este método conduz a equacfes diferenciais de ordens nédo
inteiras.

A resolucdo dessas equacdes € bastante diferente da resolucéo de equacdes
diferenciais de ordem inteira, principalmente por utilizar as chamadas funcdes
especiais, que sao caracteristicas do calculo fracionario, como a funcédo de Mittag-
Leffler.

Apesar dessas dificuldades, alguns resultados e algumas generalizagbes
importantes foram obtidas utilizando-se o célculo fracionario em diversas areas,
como probabilidade (PODLUBNY, 1999), biomateméatica (ELSHEHAWEY et al, 2001,
CAMARGO; OLIVEIRA; GOMES, 2007), psicologia (SPROTT, 2004), funcbes
especiais (KYRIAKOVA, 1994; VIRCHENKO; FEDOTOVA, 2001); fractais (BUTERA,
DI PAOLA, 2014) e mecénica dos fluidos, fenbmenos de transporte e redes elétricas
(DEBNATH, 2003).

1.2 Revisao bibliografica

Essa secdo apresenta uma breve revisdo bibliografica dos temas utilizados
para o desenvolvimento dessa pesquisa. A selecdo dos trabalhos teve como
principal objetivo compreender a teoria concernente ao calculo fracionario, bem
como ilustrar sua importancia através de aplicacoes.

Em setembro de 1695, em uma troca de correspondéncias entre Leibniz e
L’Hospital, surge o questionamento se seria possivel generalizar a ordem de uma

derivada para numeros nao inteiros. Surge entdo a pergunta do que seria a derivada

‘meiésima’ da funcéo identidade f(x) = x. E Leibniz responde que “d'/?x = xvdx: x”,
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complementando que essa igualdade “algum dia gerara muitas consequéncias
frutiferas” (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015, p. 10). Esse € o primeiro registro do
calculo fracionario.

Na sequéncia, outros grandes matematicos contribuiram no desenvolvimento
do mesmo, como Riemann, Liouville, Abel, Weyl, Riesz, Caputo, entre outros.

Um levantamento historico sobre o calculo fracionario pode ser encontrado
em Oliveira (2010) e Camargo e Oliveira (2015), enquanto sua cronologia pode ser
encontrada em Machado et al (2011) e Miller e Ross (1993).

Em Camargo e Oliveira (2015), apdés um levantamento historico sobre o
calculo fracionério, os autores apresentam as diferentes defini¢cbes para a integral e
a derivada fracionaria discutindo a utilizacdo de cada uma dessas definicbes em
diferentes situacBes. Além disso, os autores dedicam alguns capitulos para
comentar sobre algumas ferramentas necessarias para a resolucdo de equacdes
diferenciais de ordem fracionaria. Para concluir, eles comentam sobre a resolucéo
de alguns problemas, como o da tautdcrona, do decaimento radioativo, da equacgao
logistica fracionaria, do sistema de Lotka-Volterra (sobre interacdes presa-predador)
e da equacao de Langevin (sobre difusdo anémala).

Oliveira e Machado (2014) também apresentam as definices e formulacdes
do célculo fracionario, além de uma breve comparacdo entre as formulacbes de
Riemann-Liouville e de Caputo, que serdo comentadas neste trabalho.

Em 1974 um quimico e um matematico, Oldham e Spanier (2006),
escreveram em conjunto a obra “The Fractional Calculus” que trata dos conceitos de
diferenciacdo e integracdo para uma ordem arbitraria. A motivagdo para o seu
trabalho foi quando perceberam que usar derivadas e integrais de ordem meio trazia
algumas vantagens ao se comparar com a formulacdo com ordens inteiras.

Em seu livro eles comentam acerca da economia na abordagem das leis de
Fick sobre difusdo. Também destacam que outros problemas de ciéncias fisicas séo
representados e resolvidos de maneiras sucintas utilizando o célculo fracionario.

Também vale a pena ressaltar o trabalho de Rodrigues e Oliveira (2015a), no
qual destaca-se a utilizacao das transformadas de Laplace e toda a sua abordagem
aplicada a equagbes diferenciais fracionarias. Neste trabalho também sé&o

apresentadas aplicacdes do calculo fracionario na resolucdo de problemas no
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campo da viscoelasticidade linear e de osciladores harmdnicos mostrando que a
formulac@o através do célculo de ordem néo inteira é mais consistente com 0s
dados experimentais.

Aplicacbes do calculo fracionario na resolugcdo da equacdo do telégrafo
fracionaria, na generalizacéo fracionaria do sistema de Lotka-Volterra e da equagéo
de Langevin sao desenvolvidas em Camargo (2009).

Ainda envolvendo a equacédo do telégrafo fracionaria, Camargo, Chiacchio e
Oliveira (2008) discutem a utilizacdo do célculo de ordem néao inteira para ilustrar
problemas da fisica argumentando que as situagdes que envolvem a variavel ‘tempo’
devem ser descritas ndo apenas destacando o que ocorre no exato instante do
fendbmeno, mas também considerando o que eles chamam de ‘meméria no tempo’.

Na area de Biologia, Gomes (2013) apresenta algumas aplicacdes do calculo
fracionério, mostrando um problema de crescimento de uma populacdo de bactérias
(crescimento exponencial) e um problema sobre a equacédo logistica, que representa
uma situacao de crescimento populacional, mas com uma restricdo que inibe este
crescimento, como uma alta procura por alimentos, por exemplo. Na resolucéo
desses dois problemas via calculo fracionario, a autora da dissertacdo concluiu que
essa ferramenta fornece uma descricdo generalizada dos fendmenos, podendo ser,
inclusive, mais precisa.

Também em seu trabalho, Gomes (2013) faz um estudo bem detalhado do
sistema de Lotka-Volterra (sobre interacdes presa-predador), comparando as
solu¢cbes de ordem inteira e de ordem fraciondria. A autora conclui em sua
dissertacdo que a abordagem fracionaria pode levar o sistema a convergir para o
ponto de equilibrio de maneira mais rapida do que a abordagem inteira.

O trabalho de David, Linares e Pallone (2011) se apresenta como uma
discussdo sobre a utlizacdo do calculo fracionario nas ciéncias aplicadas e na
engenharia e também como um incentivo para o uso dessa ideia matematica como
uma ferramenta para pesquisadores das mais diversas areas. Neste, 0s autores
utilizam o célculo fracionario em uma situacdo que envolve engenharia de alimentos,
sugerindo a utilizacdo do mesmo para a simulacdo da viscoelasticidade de gomas

de mascar. Adicionalmente, o autor utiliza o céalculo de ordem n&o inteira para
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descrever uma situagédo que envolve robds, concluindo que um dos casos de ordem
fracionéria é aquele que descreve melhor o problema.

Rodrigues e Oliveira (2015b) apresentam uma aplicacédo do calculo fracionario
a equacao de Bessel, que € encontrada no estudo dos fendmenos de propagacao
de ondas, da conducao de calor e de equilibrio eletrostatico de dominios cilindricos.
Nesse trabalho, ao utilizar o calculo de ordem néo inteira, os autores chegam a uma
aparente contradicdo com o calculo de ordem inteira deixando algumas discussdes
em aberto para trabalhos posteriores.

Bhatti (2007) apresenta uma aplicagdo do céalculo de ordem néo inteira sobre
a equacgéao de onda de Schrdodinger e um ‘principio de incerteza fracionario’. O autor
conclui que o calculo fracionario € uma ferramenta poderosa para descrever uma
série de eventos, e, além disso, que 0 mesmo retorna as solucdes classicas ja
conhecidas quando utilizadas as ordens inteiras nas derivadas.

Em Ebaid (2011) é apresentado um estudo sobre o movimento de projéteis,
abordando um problema da mecanica classica por meio do célculo fracionario. Nele
sdo formuladas as equacfes para obtencao da trajetdria, do alcance, do tempo de
Voo e da altura maxima utilizando o calculo de ordem arbitraria. Ao final do trabalho,
o autor faz uma comparacdo dos resultados encontrados através dessa formulagcéo
com dados experimentais obtidos.

A dispersdo de poluentes na atmosfera foi modelada utilizando o calculo de
ordem nao inteira e comparada com resultados experimentais no trabalho de Goulart
et al (2017).

Outra interessante aplicacdo do calculo de ordem né&o inteira pode ser
encontrada em lonescu, Machado e Keyser (2011), onde é modelado o sistema
respiratorio humano.

Aplicagdes do calculo fracionario na economia, mostrando que a utilizacdo
dessa ferramenta pode tornar possivel a realizacdo de simulagcbes computacionais
de processos econémicos com memoéria dindmica, sao discutidas em Tarasova e
Tarasov (2018).

O trabalho de Grigoletto e Oliveira (2013) aborda a versédo fracionaria do
teorema fundamental do célculo, discutindo-o nas formulagdes de Caputo, Riemann-

Liouville, Liouville, Riesz e Weyl, além de apresentar duas aplicacées do teorema ao
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resolver duas equacdes diferenciais fracionarias. Uma discussdo sobre o teorema
fundamental do calculo também pode ser encontrada em Tarasov (2008). Nesse
trabalho o autor também aborda o célculo vetorial fracionario. Uma discusséo sobre
a regra da cadeia para o calculo fracionario pode ser encontrada em Wang e Hu
(2016).

Além de abordar interpretacdes geométricas e fisicas para os operadores
fracionarios, Podlubny (2002) propde relacdes dos conceitos do célculo fracionario
com conceitos de escalas de tempo e espaco e também apresenta uma nova

interpretacgédo fisica e geométrica para as integrais de convolucao de Volterra.

1.3 Objetivos e estrutura do trabalho

Este trabalho surgiu principalmente pelo interesse do autor em investigar esta
nova area apos uma palestra sobre o tema.

Uma pequena revisdo bibliografica revelou a existéncia de aplicacbes em
temas diversos. Dentre estes, temas com grande proximidade com conteudos que
podem ser trabalhados de forma interdisciplinar no ensino médio, area de interesse
e atuacao do autor desta dissertacéo.

Desta forma, este trabalho tem como objetivo descrever e analisar alguns
problemas classicos de forma qualitativa e quantitativamente, sob o ponto de vista
do célculo fracionario. Entre os problemas escolhidos tem-se o problema da
tautocrona, do sistema de Lotka-Volterra e do decaimento radioativo.

Além deles, faz-se uma aplicacao do calculo fracionario as equacdes horarias
do movimento, um tépico bastante comum as grades do ensino médio e de muitos
cursos do ensino superior.

Para o desenvolvimento dos objetivos propostos, o trabalho esta dividido
basicamente em duas partes.

A primeira delas apresenta as definicbes e propriedades que permeiam o0
calculo fracionario, além de falar sobre a fungdo gama, a funcdo de Mittag-Leffler e
as transformadas de Laplace, ferramentas importantes para o calculo fracionario.
Dentre as diferentes formula¢cdes do célculo fracionario, nesta parte do trabalho

ainda séo apresentadas as formulacées dos operadores de derivagcéo e integragao
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de ordem fracionaria segundo Caputo e Riemann-Liouville, cujas caracteristicas
serdo discutidas no decorrer do capitulo.

A segunda parte do trabalho aborda as aplicac6es do calculo fracionario aos
problemas selecionados e as equacdes horarias do movimento.

O trabalho é finalizado com as consideragOes finais e sugestdes para

trabalhos futuros.
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2. CALCULO DE ORDEM NAO INTEIRA

Antes da apresentacdo das definicbes para os operadores integrais e
diferenciais de ordem n&o inteira, inicialmente serdo apresentados 0s conceitos
sobre duas funcbes especiais - a funcdo gama e a funcao de Mittag-Leffler - e sobre
a transformada de Laplace, ferramentas necessarias ao desenvolvimento das

aplicacdes propostas.

2.1 Funcédo gama

A definicdo de Euler para a funcdo gama é dada por:
I'(z) = f t?le~tdt,paraz € C,com Re(z) > 0. (2.1)
0

E possivel demonstrar que, para qualquer z, temos
['(z+ 1) =zI'(2), (2.2)

e que I'(1) = 1. De fato,

r(1) =J tl_le_tdt=f e tdt
0 0

n
= lim | e 'dt= lim[—e ']} (2.3)

n—oo 0 n—»,oo

= lim[—e™ + €] = 1.

n—»,oo
Portanto, podemos concluir que se z € N,

'z+1) =2z (2.4)
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Com essa definicdo, podemos mostrar que a fungdo gama nédo esta definida
para z = 0, pois de (2.2) teriamos I'(0 + 1) = 0-T'(0) e, portanto, I'(1) =0, o que
contradiz o que acabamos de mostrar. Além disso, a funcdo gama nédo esta definida

para nenhum inteiro negativo, pois

I'z+1)=zI'(z)=>T(2) = @ (2.5)

e a funcdo gama para z = —1 depende de I'(0). Pensando recursivamente, ndo &

possivel definir a funcdo gama para nenhum namero inteiro negativo.

E possivel também mostrar que T (%) = +/m. De fato:

1 © 1, © 1
F(—) = f tz e tdt = f t 2e tdt. (2.6)
0

0

Fazendo a mudanca de variavel t=u? (e dt= 2udu)na equacgdo (2.6),

temos:

o

1 @ i, 2
r (E) = f (u?)ze ™™ 2udu = Zf e du. (2.7)
0 0

Considerando I = [” ™" du, temos

(o] 2 o0 o0
2 = (J eV du) = f e % du - f e v du. (2.8)
0 0 0

A variavel u pode ser trocada pela variavel v em qualquer uma das integrais

sem perda de generalidade, chegando em:
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12 =f e~V du-f e V" dv
0

. o (2.9)
= f e‘“z-e“’zdudv=f f e~ @) qudy.
o Jo o Jo

Fazendo uma mudanca de variavel para coordenadas polares, com

u? 4+ v? = r?, temos

T - L3 o
2 = fzj e T'rdrdd = jz (j e‘rzrdr> de. (2.10)
o Jo o \Jo

Calculando a integral entre parénteses, fazendo mais uma mudanca de
. . _ 1 _ 1
variavel, com w = r? e dw = 2rdr, teremos [” e " 'rdr = Efow e Wdw =-.

Ent&o, temos I? = fg%ae = E e, portanto, I = ‘/Zj Assim,

r (—) - VT (2.11)

Usando a equacéo (2.2), podemos calcular a funcdo gama para qualquer

valor fracionario de denominador igual a 2. Por exemplo,

()=o) -3

"(3)=r(z+1) -2

€ assim sucessivamente.

(2.12)
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A Figura 1 apresenta® a funcdo gama no intervalo ] — 7; 4], destacando os
pontos onde ela coincide com o fatorial dos nimeros naturais. Também é possivel

notar que a funcdo nao esta definida nos nimeros inteiros ndo negativos.

“re

Figura 1 - Funcdo Gama.

2.2 Funcdes de Mittag-Leffler

A funcdo de Mittag-Leffler & considerada por muitos como uma das funcgdes
especiais mais importantes (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015). Em geral, as solugdes
de equacOes diferenciais com coeficientes constantes aparecem em termos da
fungcdo exponencial. Entretanto, a equacéao diferencial de ordem néo inteira tem sua

solucdo dada em termos das funcbes de Mittag-Leffler. Por esse motivo, pode-se

! Todos os gréficos serdo feitos no software Geogebra (disponivel em www.geogebra.org). Quando néo for
possivel utilizar este software por limitagdes do mesmo, outro serd utilizado e anunciado.
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dizer que a funcdo de Mittag-Leffler € uma generalizacdo da fungdo exponencial
dentro do célculo fracionario.

Uma das maneiras de se definir a funcdo de Mittag-Leffler com um
parametro a, Re(a) > 0, denotada por E,(z), € através da seguinte série de

poténcias:

o)

Zk
EQ(Z) = Em (213)

k=0

Convém notar que, para a = 1, temos

X A X A
Ei(2) = ZF(k—-I—l) = ZF’ (2.14)
k=0 k=0

que é a expanséo da funcdo exponencial em uma série de poténcias.
Também é possivel definir a funcdo de Mittag-Leffler com dois parametros a e
B, Re(a) > 0, e Re(B) > 0, denotada por E,g(z), como sendo a seguinte série de

poténcias:

(o]

Zk
EOL,B(Z) = ZF(O(I{—-I-B) (215)

k=0

Para f = 1, temos a fungéo de um unico parametro, ou seja, E, ;(z) = E,(2).
Esse caso com dois parametros foi introduzido por Agarwal (1953).

A funcédo de Mittag-Leffler com trés parametros o, 3 € p, o, 3, p € C, € dada por
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o)

Pk
Eg,g(z) = Emﬁ. (2.16)
k=0
onde (p)x = F(F‘Z;;() =plp+D(+2)..(p+k—-1) e (p)o=1. O pardmetro (p)x €

chamado de simbolo de Pochhammer, e essa generalizacdo com trés parametros foi

proposta por Prabhakar (1971). Convém notar que, para p =1, temos Eé‘ﬁ(z) =

Ea,B(Z)'

2.3 A transformada de Laplace

Algumas das ferramentas utilizadas para a resolucdo de equacghes
diferenciais sao as transformadas integrais de Fourier e de Laplace, dentre outras.
Em geral, a utilizacdo destas leva a equacédo diferencial a uma equacdo mais
simples do que a equacao original. Assim, resolve-se essa equa¢ao mais simples e,
por meio da transformada inversa, recupera-se a solucao da equacéo original. Sera
dada mais énfase as transformadas de Laplace, com uma breve citacdo a
transformada de Fourier.

Seja f(t) uma funcdo. A transformada de Laplace bilateral de f(t), denotada
por L[f(t)](s) = F(s) é definida por:

LIf()](s) = F(s) = fooe‘Stf(t)dt, (2.17)

onde s = ¢ + it. No caso onde ¢ = 0, temos s = it e entdo F(it) é a transformada de
Fourier de f(t).
A transformada de Laplace unilateral, ou simplesmente transformada de

Laplace de f(t), € dada por:
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o

LIFO]() = F(s) = f e~S(t)dt. (2.18)

0

Também é importante notarmos que a transformada de Laplace é um
operador linear, ou seja, se F(s) e G(s) sao, respectivamente, as transformadas de
Laplace das funcdes f(t) e g(t), temos L[af + bg](s) = aF(s) + bG(s), onde a e b sédo
constantes reais.

As transformadas de Laplace para as derivadas de f(t) sédo dadas por:

LIF'®](s) = sLIf(D](s) — £(0);

(2.19)
LI (©]1(s) = sLIfB)](s) — sf(0) — £'(0),
de tal modo que podemos generalizar este resultado para:
L[f(“)(t)](s) = sPL[f(1)](s) — s"Hf(0) — -+ — sf =2 (0) — f-D(0)
(2.20)

n—-1
= SNL[FD](s) — Z[sn‘l‘kf(k) )]
k=0

Se a € um numero néo inteiro, tal que m — 1 < a < m, com m inteiro, temos

L[f@](s) = s*Lf(t)](s) — z [se~17k£ 09 (0)]. (2.21)
k=0

A seguir sdo apresentados dois exemplos a fim de ilustrar a sequéncia do

trabalho.



Exemplo 1: Transformada de Laplace da fungéo constante f(t) = 1.

n

L[1](s) =f e St1dt = lim | e Stdt
0 n—oo

0

e—sn e—S'O 1
= lim I - l = -

n—o | —§ —S

— n
eSt

n—-oco —§

Entdo, temos que a transformada de Laplace de f(t) =1 ¢€ 2

Exemplo 2: Transformada de Laplace da funcéo f;(t) = t*.

00 n

Fi(s) = L[tX](s) = j e Sttkdt = lim | e Sttkdt.

0 n=%Jgo

Integrando por partes, temos:

n e—st n n o-st
lim | e St%tkdt = lim tk) — f ktk-1dt
n-o Jo n—coo —S 0 0 —S

e~ st n n ,—st k n
= lim t*] — lim kt=ldt = - lim | e Sttk1dt
n—oco —S 0 n—oo 0 —S S n—o 0

—st n
pois lim (e—s tk) = 0. Porém, como

n—-oo 0

n

I{l_r){)lo e St tk=1dt = Fy_4(s)

0

é a transformada da funcéo f,_; (t) = t“~, podemos escrever que

30

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)
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k 2.26
Fie(s) = = Fies (9) (2.26)
Assim, podemos utilizar uma recorréncia, de modo que
k kk — k!
Fr(s) = 3 Fr_1(s) = 3 Fr_p(s) == K Fo(s). (2.27)

No entanto, F,(s) é a transformada para o caso k = 0, ou seja, para a funcdo

constante e igual a 1, calculada em (2.22). Portanto,

k1 K (2.28)
Fk(S) = S_k g = Sk+1.

Ent&o, a transformada de Laplace de fi (t) = t< é k

sk+1”

A utilizacdo da transformada de Laplace para resolver equacfes diferenciais
requer o uso da transformada de Laplace inversa de modo a recuperar a solugéo da
equacao original.

Define-se a transformada de Laplace inversa pela seguinte expressao:

1 o+it
f(9) = £ [FI() = 5 lim f  E(s)ds, (2.29)
o—I1T

onde s = o +it. Vamos calcular um exemplo que relaciona as transformadas de
Laplace com as funcdes de Mittag-Leffler, e que sera retomado na sequéncia desse

trabalho.

Exemplo 3: Transformada de Laplace inversa £ [%]

Pela definicdo da transformada inversa, temos:
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1
f(t) = L7HFI(H) = 5= lim

1'[] T—00 o—

fc+itest Sa—l ds (230)
i S*+1 7

a—1

Dividindo o numerador e o denominador da fracéo Ssa+1 por s%, podemos

reescrever a transformada inversa da seguinte forma:

o+it
f(t) = =— lim f ds
2T 1>
(2.31)
1 o+it est 1
= — limf — ds.
2T 1> o—it S 1 +Sia
A fragao s pode ser escrita como uma serie geométrica de razédo ——, cujo
intervalo de convergéncia é |—S—a| < 1. Temos, entéo,
1 o+it St had
- T K (2.32)
0 =g im [ 5 20 ()]s

k=0

Permutando-se o sinal da integral com o sinal do somatorio, obtemos a

expressao:

o+it est 1

k_ -
f(t)_z( 2 2mi rh—Eg iz S s"‘de
(2.33)
K o+it eSt
1 —l ——ds.
Z( Yo tim | . gads

k=0

Como
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1 o+it est
T | s @3
o—it

€, pela definicdo, a transformada de Laplace inversa de sak% temos
f(t) = y 1kt !
®=) DL (2.35)
k=0

Se multiplicarmos o numerador e o denominador da fracdo por I'(ak + 1) (que
seria 0 equivalente a (ak)!, se (ak) € N), obtemos exatamente o resultado do

exemplo anterior. Entdo, usamos o fato de que

[,_1 [F(ak+1) — tak, (2.36)

sok+1

e também o fato de que I'(ak + 1) € uma constante em relagéo a transformada de

Laplace inversa. Dessa forma:

d _, [Tlak +1) 1
f(t) = ;H)kﬁ [ s+ T(ak + 1)]

F'(ak + 1) (2.37)

Sak+1

= =Dk S
ey F'(ak+ 1)

had _ sk
R G I g G
e, I'(ak+ 1) e, F'(ak + 1)

Porém, esta € a representagcdo em série da funcdo de Mittag-Leffler para
z = —t% Entdo, podemos concluir que f(t) = E,(—t%).

Soc—l

De maneira analoga, é possivel concluir que £7!'|——| = E,(—mt%) e que
s%+m «

a—1

£ [ S| = Eq(mt®).
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2.4 Integrais de ordem nao inteira

Algumas formulacdes para as integrais de ordem nao inteira podem ser
encontradas em Camargo e Oliveira (2015), como as de Riemann-Liouville, as de
Liouville e as de Weyl. Aqui apresentaremos apenas a formulacdo de Riemann-

Liouville.

2.4.1 Integrais de ordem arbitraria de Riemann-Liouville

Seja X = [a,b] um intervalo finito. As integrais de ordem arbitraria a, a € C,

Re(a) > 0, de Riemann-Liouville, denotadas por (I3, f)(x) e (I3_f)(x) séo definidas

por:
1 * f
(ILDHx) = F(a)L & _(gl_a dt,comx > a (2.38)
e
N 1 (P f®
(Ip_Hx) = F(a)L =)< dt,com x < b. (2.39)

As integrais nas equacdes (2.38) e (2.39) sdo denominadas de integrais a
esquerda e a direita, respectivamente.

Convém notar que para o = 1, teremos as definicdes usuais de integrais:

L 1 (D) (" (2.40)
(3060 = 7755 f = dt = f f(O)dt

— t)l—l
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1 b f b
I_H ) = 1“(1)f = _(81_1 dt = f f(t)dt (2.41)

visto que I'(1) = 1.

No caso especifico de fung¢des polinomiais, temos que se B € C, Re(f) > 0,

entao
(It =P ) = % (x —a)Pro-? (2.42)
e
a -1 F( ) +o—1
(15-(0 = 0P 1)) = g s (b = 0P (2.43)

Note que, se tomarmos a e f inteiros, teremos as integrais de ordem inteira.

Como exemplo, veja que, paraa =1 e 3 = 2, temos

1 2-1 _ re) 241-1 _ 1 2 2.44
(a4 (t—a) )(x)—m(x—a) _E(X_a) (2.44)
e, por outro lado, temos
X 1 L |
f (t—a)dt = [E (t— a)z] =>(x—a) (2.45)

2.5 Derivadas de ordem nao inteira

Algumas formulagBes para as derivadas fracionarias também podem ser
encontradas em Camargo e Oliveira (2015), como as de Riemann-Liouville, Caputo,
Weyl, Riesz, Grinwald-Letnikov, Marchaud e Liouville.
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Apresentaremos a seguir as formulacdes de Riemann-Liouville e de Caputo.

2.5.1 Derivadas de ordem arbitraria de Riemann-Liouville

As derivadas de ordem arbitraria a, o € C, Re(a) > 0, de Riemann-Liouville

séo definidas por:

d\" 1 d\" (¥ fi
D H) = (&) (GyD®) = F(n—_a)(&> f #?Hmdt' (2.46)
comn=[Re(a)]+1;x>ae
d\" 1 d\" (®  f(t
0506 = (3) @06 = r=(51) | ot @.47)

com n = [Re(a)] + 1;x < b, onde [Re(a)] representa a parte inteira de Re(a).

As derivadas nas equac0fes (2.46) e (2.47) sdo denominadas de derivadas a
esquerda e a direita, respectivamente.

Nesta notacdo, temos que as derivadas de ordem arbitraria sdo, para
Riemann-Liouville, derivadas de ordens inteiras de integrais de ordens arbitrarias.

No caso especifico de fun¢des polinomiais, se 8 € C, Re(8) > 0, entdo

r
(D% (t—a)P1)(x) = %(x — a)fet (2.48)
e
(D500 - 9P 1) (0 = A (2.49)

(B—a)
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Se tomarmos agora 3 = 1, temos as derivadas de ordem a, para uma fungao

constante:
D t—a)' Hx) = %(X —a)lme1 o
1 (2.50)
= (Dg; D(x) = m x—a)™®
e
ra
(Dp-(b - Hx) = l“(1(——)cx) b-—x)t*1>
1 (2.51)
= (D3 1D (x) = m (b—x)"%

Ou seja, as derivadas fracionarias de uma constante sdo, na formulagdo de
Riemann-Liouville, diferentes de zero.
Novamente, se tomarmos valores inteiros para o e {3, teremos as derivadas de

ordem inteira usuais. Veja, paraa=1¢€e 3 = 2,

I'(2
(Da+(t—a)* H(x) = %(X - =1 (2.52)

e, por outro lado,

d(x — a) B

2.53
dx L ( )

No Anexo A, podemos encontrar uma tabela com derivadas e integrais de

1 ~
ordem a = 5 para algumas funcdes.
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2.5.2 Derivadas de ordem arbitréria de Caputo

Para evitar o fato da derivada de uma func&o constante ndo se anular, Caputo
propds uma definicdo para a derivada de ordem qualquer baseada na definicdo de
Riemann-Liouville, porém com uma inversao na ordem das operacdes de integracdo
e derivacdo, conforme apresentado a sequir.

Seja X =[ab] um intervalo finito e sejam D% [y(t)](x) = (DLy)(x) e
Dy_[y(D)](x) = (Dy_y)(x) as derivadas de Riemann-Liouville de ordem a, a € C,
Re(a) > 0. Definimos as derivadas de Caputo ( “D%,y)(x) e ( °Df_y)(x) da seguinte

maneira:

(@)
(D& H)() = | DS, f(t)—z ~a | (2.54)

£%9(b)
(°DE_f)(x) = | DE_ (D) — z (b — O] | (%), (2.55)

onde n =[Re(a)]+1,sea € Nen=aq, se a € N. As derivadas nas equacdes (2.54)
e (2.55) sdo denominadas de derivadas a esquerda e a direita, respectivamente. No
caso 0 < Re(a) < 1, temos [Re(a)] = 0. Logo, n =1 e entdo as equacdes (2.54) e

(2.55) passam a ser

(°DZ,)(x) = (DZ, [f(t) — f(@)D(X) (2.56)
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(°DE_f)(x) = (DE_[F(D) — f(LID (). (2.57)

Também é possivel definir as derivadas fracionarias de Caputo da seguinte

maneira.
0500 =1 | f(t;(t) dt = (374D (0 @.58)
c
(“DE_f)(x) = FE;?Z) L i C _f(:;gt_)nﬂ dt = (-1)*(1H-*D"N(x), (2.59)

paran = [Re(a)]+1,se a ¢ N e n=a, se a € N. Ou seja, as derivadas fracionarias
de ordem a de Caputo séo as integrais de ordem n — «, de Riemann-Liouville, das
derivadas de ordem inteira n usualmente definidas.

Convém observar que as derivadas de Caputo sdo mais restritivas, pois
exigem gue a funcao tenha derivada de ordem inteira.

Se tomarmos em particular o caso onde 0 < Re(a) < 1, temos novamente

n=1e

1 X f(v)
ra- on)fa x—p“

(°DLA) = dt = (117“DH () (2.60)
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-1 b))
(1-a) ), (t—x)*

(°DE_f)(x) = = dt = (=1 (I;2“Df) (x). (2.61)

A partir dessa ultima definicdo, € possivel obter as derivadas de ordem a da
funcdo constante. Se f(t) = k,k € R, temos f™(t) = 0, pois a derivada de ordem

n € N de uma funcéo constante € nula. Ou seja,

dt

S x gy
(D29 = =g |

(h—a) ), (x—t)an+ (2.62)

dt = 0.

1 (% 0
" Tn- cx)fa (x — i+l

De modo analogo, teremos ( “Df_f)(x) = 0. Portanto, as derivadas de ordem

arbitraria de funcdes constantes, de acordo com a formulacdo de Caputo, sdo nulas.
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3. APLICACOES

Neste capitulo, discutiremos aplica¢cdes importantes do célculo fracionario em
alguns problemas, como o da tautdcrona, do sistema de Lotka-Volterra, do

decaimento radioativo e das equacdes horarias do movimento.

3.1 O problema da tautocrona e a resolucao de Abel

O problema da tautécrona € um classico dentre os problemas que envolvem
calculos de variacOes, e ja foi abordado e resolvido de diversas formas. O trabalho
de Castro (2014) traz uma série de apontamentos interessantes sobre este
problema. Vamos apresentar aqui a resolucdo que utiliza o calculo fracionério
(atribuida a Abel).

O problema consiste em determinar a curva na qual o tempo gasto por um
objeto para deslizar, sem atrito, com gravidade uniforme até seu ponto minimo néo
depende do seu ponto de partida.

Como a particula se move sem atrito, vamos utilizar o principio da
conservagao de energia, que nos garante que a soma da energia potencial
gravitacional com a energia cinética permanece constante. A energia potencial
gravitacional é o produto entre a massa do objeto, a aceleracdo da gravidade no
local e sua altura naquele instante, e a energia cinética é igual a metade do produto

da massa do objeto pelo quadrado de sua velocidade naquele instante. Ou seja,
1 2
EpzmgheEczzmv.

Vamos considerar um objeto de massa m, que comeca seu movimento a uma

. . . d
altura h,, num local de gravidade g, e possui velocidade v=d—i, sendo que s

representa o espago percorrido sobre a curva. Partindo do repouso, sua velocidade

inicial € nula e, portanto, sua energia cinética inicial sera nula. Logo,

1 1
mgh, + ErnO2 = mgh + Emvz, (3.1)
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sendo que h € a altura do objeto no instante em que ele atinge a velocidade v.

Entao, temos:

1
Emv2 = mgh, — mgh, (32)

de onde podemos escrever: v = 2g(h, —h) e, portanto, v = % = +,/2g(hy — h).

Adotando como referencial a direcdo vertical orientada para cima, e supondo um
objeto em queda livre, portanto com velocidade no sentido contrario do referencial,

escolheremos apenas o valor negativo da expressao

ds

= t28ho—B) 82)

e podemos escrever

ds
dt= ——=

v2g(hg —h)

1 ds

=- 3.
NeNOED) (3:4)
-1 ! (E>dh
J2g/(hy —h) \dh/

Integrando o lado direito da igualdade em relacdo a h e o lado esquerdo em

relacdo a t, de h, até zero, temos:

0 0
frdttho—\/lz_’g\/ﬁ(g—pdh. (3.5)

E, portanto,
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(3.6)

T=—

rfhom (&)

onde t representa o tempo de descida. Ou seja, a equacéo que devemos resolver é

=&l o e o0

3.1.1 Resolucgéo utilizando célculo fracionério

Observando a equacao (3.7) a ser resolvida, e relembrando da definicdo das
integrais fracionarias de Riemann-Liouville, equacdes (2.38) e (2.39), vemos que 0

segundo membro da equacédo corresponde a definicdo da integral de ordem a = % a
menos de um fator constante. Portanto, multiplicando e dividindo o segundo membro

por I’ G) obtemos:

fho \/— ds> dh =

(3.8)

_F(%) 1 (Mo 1 ds
_ Jz—gr(%)j" (hy — 2 )

Pela definicdo de Riemann-Liouville, th"; (dh) dh é a definicdo da

(3)7°  (ho-hy2

integral fracionaria de ordem a =% da funcao f(h) = d—;. Entdo, podemos aplicar a
derivada segundo Riemann-Liouville de ordem a =% nos dois membros da equacao

(3.8), obtendo:
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1 1 1

dz F(?) dz | 1 fho 1 (ds)dh (3.9)
1t= 1 1 \3n .

dhz V28 dhz r(%) 0 (hy—h)z ‘4P

1 . . , .
Lembrando que F(E) =+/m e como, neste caso, a integral fracionaria de

1 . . , . 1
ordem a=-ea derivada fracionaria de ordem o =

~

- sdo operacdes inversas,

N

teremos no segundo membro da equagéao (3.9) que

1

d2 (3 _ e ds (3.10)
T <1§+f> (h) = f(h) = =

Além disso, no primeiro membro da equacéao (3.9), segundo a definicdo de

. . . . 1 ~ . -
Riemann-Liouville, a derivada de ordem o = > da funcdo constante iguala 1 é

LIPS 3.11
1“(%) (h) N (3.11)

Entdo, temos:

d F(%) @ | 1 fho 1 ds
T )0

_ =) dh| =
1 11 1 (dh)
V2 1 _
dhz g dhz [I(3)” (ho—h)2 (3.12)
. 1 VT ds
Vvmh J/2g dh

e, portanto,
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L% (3.13)
dh mwh
Assim,
V2 2T/ 2
ds = v Y28 dh o s(h) = ZV 28V (3.14)
mh T

Portanto, é possivel observar que a resolucdo do problema da tautécrona via
calculo fracionario € muito mais simples e direta do que a resolucdo convencional,

que utiliza transformadas de Laplace e pode ser vista em Camargo e Oliveira (2015).

3.2 Sistema Lotka-Volterra ou sistema presa-predador

Analisaremos nessa secdo o0 sistema de Lotka-Volterra ou sistema presa-
predador. Esse sistema pode ser aplicado a situacdes que englobem duas
populacdes no mesmo ambiente, onde uma delas é considerada a presa e a outra, o
predador.

Varias aplicacdes da Biologia podem ser explicadas e representadas por esse
modelo, como situacdes de parasita-hospedeiro, genética de populagdes, controle
de pragas. Ou mesmo a situacdo que motivou a pesquisa de Vito Volterra
(VOLTERRA, 1926) e Alfred Lotka (LOTKA, 1925), no ano de 1925, estudando o
que ocorreu com as populacdes de tubardes e peixes no mar Adriatico.

Esse sistema se baseia no seguinte fato: a populacédo de predadores aumenta
caso haja fartura de presas. Porém, com o aumento da populacédo de predadores, a
quantidade de presas diminui. Supondo ausentes os predadores, a populacdo de
presas, x(t), crescera de forma exponencial. Por outro lado, na auséncia de presas,
a populacdo de predadores, y(t), decrescera exponencialmente num certo tempo.

Entéo, o sistema de Lotka-Volterra é dado por:



46

dx _ b

ar - x@—by) (3.15)
dy _

i y(c — ex)

onde a é a taxa de natalidade de x(t) na auséncia dos predadores, b € a taxa de
sucesso dos ataques de y(t), ¢ € a taxa de mortalidade de y(t) na auséncia de
presas e e é a taxa de mortalidade de x(t).

Existem dois pontos que sdo chamados criticos, que fazem as duas equacdes
serem iguais a zero. Séao eles o ponto P(0,0), que ndo serd considerado neste

trabalho, pois seria a situacdo onde a quantidade de predadores e de presas é
inicialmente igual a zero, e 0 ponto Q(g;%), gue € considerado o ponto de equilibrio

do sistema.
Para resolver o sistema, dividimos a segunda equacao do sistema (3.15) pela

primeira, encontrando

dy _ _yle—ex) (3.16)
dx  x(a—by)

A equacao (3.16) pode ser resolvida separando os termos em x e em y, da

seguinte forma:
(3.17)

1 1
— ; (a—Dby)dy = " (c—ex)dx

de onde podemos escrever:

a C
—5dy +bdy = Zdx —edx. (3.18)
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Integrando os dois lados da equacéo (3.18), temos:
—aln(y) + by = cIn(x) — ex + k, (3.19)

onde k € R.

Assim, o sistema tem como resposta a funcdo de duas variaveis:

f(x,y) = cln(x) —ex + aln(y) — by = k. (3.20)

3.2.1 Caso Fracionério

O sistema fracionario de Lotka-Volterra, dadas as mesmas definicdes das

constantes a, b, c e e, é dado por:

{ D%x(t) = x(a — by) (3.21)
DPy(t) = —y(c - ex)

com a e 3 sendo numeros quaisquer entre 0 e 1.

Efetuando uma troca de variaveis e tomando x = u +§ ey=v+ %, obtemos a

~ ~ ,ye . . C a
translacdo dessas equacdes para o ponto critico determinado anteriormente (— ; E)’
e

0 gue resulta no seguinte sistema:

o _ ac b bcv ac
D u(t)—au+€— uV—au—T—F (3.22)

ac aeu acy’
DAv(t) =—(cv—evu—cv+—————)

com a e 3 sendo numeros quaisquer entre 0 e 1. Logo, podemos escrever:
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ha _h bcv D« _ b
u(t) = —buv — — u(t) = —E(uve + cv) (3.23)

8 B aeuy 8 e
DPv(t) = — (—evu — T) DPv(t) = b (bvu + au)

. o yo- Cc a
Como estamos estudando o sistema proximo ao ponto critico (E;E)’

podemos considerar o sistema linearizado, ou seja, desprezamos 0s termos nao
lineares, pois préximo ao ponto critico sua interferéncia € pequena (ver equacao
(3.24)). Ou seja,

« bc
D¥u(t) = ——v (3.24)

ae
DBv(t) = T

Utilizando transformadas de Laplace no sistema de equacbes de (3.24),

temos:

bc
LID(D)] = £ [—?v] 3.25)

L[DBv(D)] = £ [% uf

Usando o fato que u(0) = u, e v(0) = v, sdo as popula¢des iniciais de presa
e predador, e que F(s) = L[u(t)] e G(s) = L[v(t)], temos:

bc
s*F(s) — s tug = — - G() (3.26)

sBG(s) — sP 1y, = ?F(s)

Isolando F(s) na primeira equacgao, temos:
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s% 1y, — % G(s) (3.27)

SO(

F(s) =
Substituindo F(s) na segunda equacéo de (3.26), temos:

bc
aes* 'uy — —G(s)
sPG(s) — sP1yvy = - e € =

ae

bc
sBG(s) — sP 1y, = F(s_luo - @G(S)) =

ae ac
sBG(s) — sPlvy = —s 7y, — S—aG(s) =

b
ac ae
sPG(s) + =00 = Fs‘luo +sPlyy =
(3.28)
G(s)[ B+—] ——s tug + sB-lyy =

s +ac] ae
l = Fs_luo +sbly, =

G(s) I

a{)e sy, + s*+B-1y,
G(s) = s@tB 4+ ac =

Sa+B—1 a—-1

ae S

G(s) = b s*+B + ac

Vo + U

s**B + ac
Substituindo o resultado acima em F(s), equacao (3.27), e resolvendo a

equacao encontrada de maneira analoga, obtemos

SO(+B—1 . _E SB—I , (329)
s9tBtac © e s*tB4ac O

F(s) =

Agora, aplicando a transformada de Laplace inversa, obtemos as solu¢des do

sistema inicial:
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bc
() = UoBuryp(—act™"P) = Vo B (—act™*?) (330)

ae 3.31
v(t) = voEqsp(—act®®) + u, ?tBEMB‘BH(—act“*B), (3.31)
onde Eg4p € Eq4par1 SA0 as funcdes de Mittag-Leffler de um e dois parametros,

respectivamente.
Reescrevendo as solugdes do sistema, ou seja, as equagdes (3.30) e (3.31)

nas variaveis iniciais, temos:

C c ay bc 3.32
x(t) = E + (Xo - E) Ea+3(—act°‘+6) - (yo - E) ?taEa+B’a+1(—acta+B) ( )
e
€\ ae (3.33)

a a
Y(t) = B + (yo - B) Ea+5(—act°‘+6) + (XO - E) ?tBEoH_B,B_Fl(—aCtOH-B).

Em seu trabalho, Camargo, Oliveira e Gomes (2007) apresentam uma

representacdo grafica dessas solug¢des, conforme apresentado na Figura 2. Para a

~ g ~ 3 p
construcdo desse grafico, sdo usados os valores a=2, b = s Cc=2ee=-, além

dos valores x(0) = 1000 e y(0) = 150.
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{a) o 1. & 1. {h) o na, 4 (1.4, (] ox s, 5 .5,

Curvas obtidas [para valores de o = 4., Os dois eixos estao em escala de ] [para 0D,

{al ao=1. =104 |||:- a= 1. =101 [e) v = 1. 3 = (.G,

Curvas obtidas para valores de o 2 3. Os dois eixos estiao e escala de 1 para 1000,

Figura 2 — Graficos do Sistema de Lotka-Volterra Fracionario.
Fonte: Extraido de Camargo, Oliveira e Gomes (2007).

Ao observarmos a Figura 2, podemos ver no primeiro grafico, a==1, 0
caso do sistema Lotka-Volterra para o calculo convencional de ordem inteira. Nele é
possivel observar que a curva toca 0s eixos, ou seja, existem instantes nos quais
alguma das populagbes torna-se igual a zero. Se uma das populacdes, seja de
presas ou de predadores, fosse igual a zero, naturalmente a outra populacao
também se extinguiria, tornando o modelo fisicamente inapropriado.

Nos outros graficos, observamos os casos de ordem nao inteira com curvas
tendendo ao ponto critico comentado anteriormente (para as constantes escolhidas,
0 ponto critico seria o ponto (4, 4/3)). Especificamente para a + < 1,8, existe uma
vantagem na comparacdo com o caso de ordem inteira, pois os graficos ndo tocam

0S €eixos, ou seja, as populacdes nao se extinguem.

3.3 Decaimento radioativo

Alguns materiais chamados radioativos possuem um decaimento de sua

massa. Isso significa que com o passar do tempo, sua massa tende a se
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desintegrar. Experimentalmente, postula-se que este decaimento € proporcional a
massa remanescente, ou seja, se m(t) € a massa de certo material no instante t e k

€ uma constante positiva, podemos escrever

dm(t)

(3.34)
T —km(t).

A resolucdo usual para esta equacdo diferencial, utilizando separacdo de

variaveis, nos leva a

édm = —kdt. (3.35)
Integrando os dois membros da equagéo acima, temos
f%dm - f—kdt > In(m) = —kt + C, (3.36)
onde C é uma constante real. Logo,
m(t) = e kt+C, (3.37)

Podemos calcular a constante C em funcdo da massa inicial do material. Seja

m, a massa do material no instante t = 0. Logo,

my = m(0) = e%+C = €, (3.38)

Portanto, podemos reescrever a funcdo m(t) da seguinte maneira:
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m(t) = mpe ™, (3.39)

onde m, € a massa inicial do material e k € uma constante positiva que depende do
material.

Essa expressao que relaciona a massa de um material radioativo com o
tempo €&, inclusive, apresentada no ensino médio durante o ensino de logaritmos e
exponenciais. Porém, podemos utilizar o calculo fracionario para obter uma
expressédo que descreva de maneira mais acurada esse fenomeno (CAMARGO e
OLIVEIRA, 2015). Uma expressao geral para este mesmo caso, utilizando agora
derivada de ordem a, com 0 < a < 1 pode ser dada por:

d*m(t) (3.40)
e —km(t).

Aplicando a transformada de Laplace nos dois membros da equacéo, temos:

d*m(t)
|

= s*L[m](s) — s* 'm(0) = —kL[m](s),

l (s) = L[-km(D)](s) = (3.41)

sendo a transformada de Laplace para uma derivada fracionaria como definido na

equacdo (2.21). Considerando L[m(t)](s) = F(s) e m(0) = m, a massa inicial, temos

s®F(s) —s* Im, = —kF(s) =

a—-1

:moso‘+k'

(3.42)
= F(s)

Aplicando a transformada de Laplace inversa, temos:
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a-1 a-1
L7F(s)] = L7 lmo Si‘ﬂl = myLt Lsa _ k]_ (3.43)

sa-1
s*+k

Relembrando que £ [ ] = E,(—kt%), temos

m(t) = myE,(—kt%), (3.44)

onde E, é a fungdo de Mittag-Leffler com um pardmetro a. Para a = 1, recupera-se a
solucéo usual, pois E; (—kt) = e kE,

Na Figura 3 temos a representacéo gréfica’ da equacéo (3.44), considerando
my,=1,k=05ea=1{025;0,5;0,75;1}.

Figura 3 — Grafico da equacéao (3.44) para alguns valores de a, com 0 < a < 1.

Na Figura 3, podemos observar os casos intermediarios advindos do calculo
fracionario, ilustrando de maneira mais aprimorada o decaimento radioativo de certo
material em funcdo do tempo, bem como o caso inteiro a =1, para efeito de

comparacao.

2 Esse grafico foi feito com o software Graphmatica, disponivel em www.graphmatica.com



http://www.graphmatica.com/
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Em Lemes, Santos e Braga (2013), os autores comentam que o modelo para
o decaimento radioativo através do célculo fracionario apresenta bons resultados
quando comparado com dados experimentais. Para pequenos tempos de
observacdo, o modelo prevé de fato um decaimento exponencial e prevé um

decaimento mais suave para um namero grande de meias-vidas.

3.4 As equacdes horarias do movimento

Durante as aulas de Fisica do Ensino Médio sdo apresentadas aos alunos as
equacdes horarias do movimento. Seja um maovel qualquer, partindo de uma posicéo
So, com velocidade inicial igual a v, e aceleracdo constante igual a a. Dizemos que a

posicao s(t) do mével no instante t € dada por

at?
s(t) =sg + vt + > (3.45)

e sua velocidade v(t) no instante t € dada por

v(t) = vy +at. (3.46)

3.4.1 Formulacéo via derivagao fracionaria

As equacbes horarias do movimento podem ser obtidas através de operacdes
de derivacdo, sendo possivel mostrar que a expressdo da velocidade é a derivada
da expressao da posicdo, uma vez que a velocidade é a variacdo do espaco, ou
seja, se derivarmos a fungdo horaria do espaco (equacédo (3.45)), obteremos a
funcdo horaria da velocidade (equacao (3.46)). Ou seja, s'(t) = v(t).

Se tomarmos a derivada da fungéo horéaria da velocidade, teremos:

vVit)=0+a=a, (3.47)
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ou seja, v'(t) = a e, portanto,

s"() =v'(t) =4, (3.48)

uma constante do movimento.
Calculando a derivada de ordem a, com 0 <a <1 da funcdo horaria do

espaco, segundo a formulacdo de Riemann-Liouville para o intervalo [0; t] temos:

2
1 d tso+vox+—a)2(
— d
FI—wdt), (t—xeit

(Do+s)() =

(3.49)
ax?

-1 dft %0 d+ft YoX d+ft 2 4
TTA-odt|), t=x0« ) t=0s ) =

Calculando separadamente essas trés integrais, temos para a primeira que:

Jt So 4o [ solt= 0t sett (3.50)
o (t—x)¢ 1-—« 1—a

0
A segunda integral é resolvida utilizando uma substituicdo simples de t —x, e
observamos no final que a primitiva calculada para x = t se anula, sobrando apenas

a primitiva calculada para x = 0. Ou seja,

ft VoX 3 x(t—0)"%  (t-x* | vot? ¢ (3.51)
0

(t—x)“dx_vo_ 1-—a _(1—0()(2—0()0:(1—0()(2—0()'

A terceira integracdo € feita por partes, e no final, a primitiva se anula para

X = t, e a primeira das parcelas também se anula para x = 0. Assim,
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2 _
.[; —(t - dx =
al x?(t—x)~**tt 2x(t — x)~ot+?
2 [_ —a+1  (—a+D(-a+2) (3.52)

2

Z(t _ X)—(X+3 t

(ot D(—a+2)(—a+3)|

B 2at3~¢ B at3™«
C2(—a+D(—a+2)(—a+3) (1-o0)2-a)(3—a)

Substituindo os resultados acima na equacdo (3.49), podemos calcular a

derivada de ordem a, como:

Do 1 dfsptt® Vo 27
(Do.+$)(®) = r(1-o)dt|1—-« + (1-a)(2-a)
at3—a
I oc)l
(3.53)
1 e, Vot at?>~®
‘r(1—a)[50t R,
Sot™¢ Vot at? @

“Tl-o Te-w TG-a

E interessante notar que essa expressdo, para o =0, retorna para a

expressdo original, isto €, a funcdo horaria do espaco. Quando o tende a 1, a

t« . . . ~ , .
parcela h tende a zero, recuperando o caso inteiro, ou seja, a funcéo horéaria da

velocidade.
Este problema também pode ser abordado segundo a formulagéo de Caputo.
Considerando novamente a derivada de ordem a, com 0 < o < 1 da funcgao
horaria do espaco e calculando para um intervalo [0; t], pela definicdo de Caputo,

temos:
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’

2
1 t(SO+V0X+%)
d
ra- a)_l;

(“DSys)(®) = (t — x)a-1+1 X=

“Ta-w), ==
1 ft Vo 44 ft ax
TTA-o) ), t—x)¢ X o (t—x)« I
Resolvendo separadamente cada uma das integrais acima, temos:
ft Vo [ vo(t— X)l“"lt Vot (3.55)
dx =|— = ,
o (t—x)¢ 1—a 0 1—a
€,
]t x x(t—x)t¢ t—xz« 1 B at?>~® (3.56)
o (t—x)¢ x=a 1-—« (1—0()(2—0()0_(1—0()(2—0()'

Assim sendo, temos que a derivada pela definicdo de Caputo, para uma

ordema,com0<a<1é:

1 votli™® N at?~¢ _ vt N at?~¢ . (3.57)
[l-)|(1-a) 1-a0)2Z2-a)]| TZ-a) TI'G-w

Na expressdo acima, se a =0 recuperamos 0 caso da fungcdo horéria do
espacgo, a menos da constante sy, € para a = 1 temos exatamente a funcéo horaria
da velocidade.

Ainda utilizando a definicdo de Caputo, a derivada de ordem a, com1 < «a < 2,

para a funcéo horaria do espaco é dada por
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2 77
t{Sg + Vvox + ax
(CD“ s)(t) = ! f 2 dx
o+ r-al, (t—x)a—2+1

(3.58)

1 v a q
“Te- a)fo =)t

Calculando a integral proposta através de uma substituicdo simples de x —t e

observando que a primitiva calculada para t = x se anula, temos:

1 Y a 1 atre  atre (3.59)
r2- a)j; (t—x)ot dx = r2-a)2—-a) TB-a)

Convém notar novamente que para a = 1 temos o caso da funcdo horéaria da
velocidade, a menos da constante vo e para a = 2 temos exatamente a funcéo
horéria da aceleracado, que, nesse caso, € uma funcéo constante.

Ou seja, ao usar a formulagdo de Caputo, conseguimos recuperar 0s casos ja
conhecidos das derivadas de ordem inteira, além disso, conseguimos ilustrar o que

ocorre nos casos das derivadas de ordens nao inteiras.

3.4.2 Formulacao via integracao fracionaria

As equacgOes horarias do movimento também podem ser obtidas através da
integracdo. E possivel mostrar que a equacdo horaria da velocidade (equacdo
(3.46)) é a integral da funcao constante igual a a, e que a equacéo horaria do espaco
(equacéo (3.45)) é a integral da equacao horaria da velocidade (equacao (3.46)).

Considerando que um movel possua aceleracdo constante igual a a, a partir
das definicbes das integrais fracionarias, equacdes (2.38) e (2.39), vamos
determinar uma funcédo que descreva sua velocidade e uma funcdo que descreva

sua posi¢céo dado um certo tempo t.
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A integral de ordem o, 0 < a <1, da funcédo constante f(t) = a utilizando a

definicdo de Riemann-Liouville, para um intervalo entre 0 e t, € dada por:

1
500 = 1 ), T
1 —a(t—-x)" ¢ _ at® (3.60)
" T'(a) a o CT(a+1)

Pode-se destacar que, na equacgao (3.60), o caso a =1 recupera a fungao
horaria da velocidade a menos da constante v,, ou seja, a fun¢éo v(t) = at.

A partir da funcdo horéria da velocidade v(t) = v, + at, vamos calcular a
integral de ordem a, com 0 < a < 1, utilizando a definicdo de Riemann-Liouville, para

um intervalo entre 0 e t.

t V0+aX

r( ), T ™

I3+ (®) =

t

F( )J (t—x)* 1dX+F( D) x(t—x)* 1dx

(3.61)
v, (t—x9" f s
F(a) " F( ) x(t—x)*""dx
_ vot® L@ t . a-1g
“T+1D  T() OX( 0T dx.
Resolvendo a primeira integral da equagéao (3.61), temos:
(04 t (04
T3 TN S S @02
I'(a) F(oc) a [(a+1)




61

A segunda integral da equacdo (3.61) pode ser resolvida usando uma

substitui¢cao, ou seja:

a (t a [x(t=x%" [tt-x*
— | x(t—x)*1dx = —f dx
F((x)j;) ( ) I'(a) |« o Jo o

" T'(o) aa+1) || Tla+2)
Portanto, das equacdes (3.62) e (3.63), temos:
1 (% vo+ax vot® at«*? (3.64)
04 — — .
(G (®) = T'(@)J, (t—x)1« T+ D Ta+2)

gue para o caso o = 1 recupera a equacao horaria do espaco, a menos da constante

2
Sp, OU seja, a funcao s(t) = vt + %

3.4.3 Representacao grafica das equacdes do movimento para a formulagédo

fracionéaria

As solucdes graficas das equacdes obtidas na secdo anterior para as funcdes

horarias do movimento serdo comparadas com sua formulacéo classica através de

simulacbes numéricas para diferentes parametros «, que definem a ordem da

derivada fracionaria.

A Figura 4 apresenta os graficos da equacéo (3.57) para a =0, a« =0,5 e

a = 1, considerando as constantes v, = -5 e a = 1.
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14
12
10

14
12
10

Podemos ver na Figura 4 que, quando temos a = 0 e « = 1, retornamos para

8 8 8
6 6 6
4 4 4
2 2 2
; t t t
-2 || 2 4 6 8 10 12 14 -2 4 6/8 10 12 14 -2 2 & 6 8 10 12 14
=9 ",‘ f -2 "; / -2 y
4 4| 4
S/ :
-6 -6 - -6
-8 -8 -8
-10 -10 -10
-12 A -12 -12
(a) (b) (c)
Figura 4 - Graficos da equacéo (3.57) (a) « =0; (b) a=0,5;(c) a =1.

0s casos conhecidos das funcgdes polinomiais de graus 2 e 1, respectivamente.

Porém, no caso a = 0,5, € possivel ver uma figura intermediaria entre uma parabola

€ uma reta.

Na Figura 5, veremos os graficos para os valores de a de 0 até 1, com

incremento de 0,1.
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14 16 18 20

a=0

a=0,1
a=0,2
a=0.3
a=04
a=0,5
a=0,6
a=0,7
a=0,_8
a=0,9
a=1

Figura 5 - Grafico da equacao (3.57) para alguns valores de a, com 0 < o < 1.

Na Figura 5 temos os graficos dos casos intermediarios entre a =0 e a = 1.
No caso a = 0 temos uma parabola e em todos os casos entre 0 e 1, curvas que se
assemelham a parabolas, mas com o eixo de simetria distorcido, de modo que
conforme a se aproxima de 1, essas curvas aproximam-se cada vez mais de uma
reta.

A Figura 6 apresenta os graficos das equacfes (3.57) e (3.59) considerando
novamente a=1, paraas ordens a =0, a =0,5,a=1,a=1,5 e a = 2. A equacgao
(3.57) foi utilizada nos casos a =0 e a=0,5. Nos outros casos, foi utilizada a

equacdao (3.59). Para esses gréficos, foi considerado v, = 0.
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9T 9Ty 9Ty
8 8 8
7 7 7
6 6 6
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
t t t
-1 0 1 2 3 4 5 -1 0 1 2 3 4 5 -1 0 1 2 3 4 5
-1 -1 -1
(a) (b) (c)
9ls 9s
8 8
7 7
6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
t t
-1 0 1 2 3 4 5 -1 0 1 2 3 4 5
-1 -1
(d) (e)
Figura 6 - Graficos das equacdes (3.57) e (3.59) (&) a=0; (b) =0,5; (c) @ =1; (d)
a=15;() a=2.

7

Na Figura 6a, vemos uma funcdo quadratica, que € a equacao horaria da
posicdo quando ha aceleracdo constante. Na Figura 6c¢, temos uma func¢éo afim, que
€ a primeira derivada da equacéo horaria da posicéo, ou seja, a equacgao horaria da
velocidade. Na Figura 6e, temos uma fungcédo constante, um resultado que coincide
com o fato de que a segunda derivada da func&o horaria da posicéo é a aceleragéo,
que, nesse caso, é constante.

Ja na Figura 6b e na Figura 6d temos os casos intermediarios do calculo

fracionario, com ¢ =05e a=15.
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Portanto, observamos que a utilizagdo do calculo de ordem arbitraria para
modelar as equagfes horarias do movimento recupera, para 0S casos inteiros, as
situacdes do calculo classico de ordem inteira, como pode ser visto graficamente.
Fica aqui o questionamento acerca da interpretacao fisica para os casos de ordem
nao inteira exibidos nas Figuras 5 e 6. Seria interessante, em um trabalho futuro, a
realizacdo de um experimento para comparacdo dos dados com os resultados
obtidos via célculo fracionario, como foi feito em Ebaid (2011) na modelagem do

movimento dos projéteis via calculo fracionario.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

O célculo fracionario, apesar de ter suas origens junto com o célculo de
ordem inteira, ganhou maior popularidade nas ultimas décadas e, com certeza, deve
vir a ser muito mais estudado nas préximas, ja que muitos dos problemas ainda
estdo em aberto.

O objetivo desse trabalho foi descrever e analisar, qualitativa e
quantitativamente, alguns problemas classicos através do célculo fracionario. A
escolha dos problemas analisados esta relacionada a conteddos que podem ser
trabalhados de forma interdisciplinar na educacéao basica.

Nesse trabalho, através da formulacdo de Riemann-Liouville e de Caputo,
foram estudados os problemas da tautécrona, do sistema Lotka-Volterra, do
decaimento radioativo e das equacdes horarias do movimento. Através desse estudo
foi possivel observar e descrever alguns fenébmenos com a utilizacdo do calculo
fracionério, sugerindo que a utilizacdo de ordens néo inteiras na representacdo de
alguns fendbmenos pode gerar beneficios. Entretanto, outros estudos séo
necessarios para quantificacdo desses beneficios.

Na solucdo do problema da tautécrona, proposta por Abel, temos que o
calculo fracionario € uma ferramenta que torna a solugdo muito mais simples,
elegante e direta.

Também vimos a aplicacdo do calculo fracionario no sistema de Lotka-
Volterra, onde a utilizacdo de ordens arbitrarias apresenta uma vantagem de
interpretacdo sobre a ordem inteira. No caso convencional de ordem 1, o modelo
admite que uma populagdo uma vez extinta pode voltar a existir, conforme discutido
no Capitulo 3. No entanto, através da abordagem do calculo fracionario, escolhendo-
se convenientemente as ordens das derivadas, podemos evitar esse tipo de
resultado, obtendo um sistema fisicamente apropriado.

Ao utilizarmos o calculo de ordem néo inteira nas equacdes do decaimento
radioativo, encontramos uma formulacdo que recupera a solucao usual do célculo
classico para a ordem a = 1. Para as ordens a, com 0 < a < 1, temos a situagéo

gue descreve o decaimento radioativo ndo exponencial. Essa formulagédo mostrou-se
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adequada a resultados experimentais, conforme apresentado em Lemes, Santos e
Braga (2013)

Adicionalmente, as equacfes horarias do movimento foram formuladas
através do célculo fracionario. Além de recuperar o caso classico utilizando a
derivada de ordem inteira, essa formulacdo contempla situagbes intermediarias,
embora ainda sem interpretacéo fisica.

Como sugestdo para trabalhos futuros, propfe-se a obtencdo de dados
experimentais para comparacdo com os resultados obtidos via calculo fracionario
nas equagdes horarias do movimento, assim como encontrados no trabalho de
Ebaid (2011).

Além disso, sugerimos como pesquisa futura a utlizacdo do calculo
fracionario para modelar o sistema de Lotka-Volterra com mais do que duas
espécies, como ja abordado utilizando o célculo classico; ver Nascimento e Silva
(2016).
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Anexo A - DERIVADAS E INTEGRAIS DE ORDEM a=1/2 DE

ALGUMAS FUNCOES

Na Tabela A.1 sdo apresentadas as derivadas e integrais de ordem a = % de

algumas funcbes através da definicdo de Riemann-Liouville, conforme equacdes
(2.38), (2.39), (2.46) e (2.47). Essa tabela pode ser encontrada em Oldhan e Spanier

(2006).

Tabela A.1 — Derivadas e integrais de ordem a = % de algumas funcoes

Funcéao Derivada de ordem a = % Integral de ordem a = %
0 0 0
¢ X
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X T
1
— 0
NE Vr
1 1
Vx ~Vm —Vmx
2 2
X 3
" 2 2
A 3\/E
3 5
x? 8x2 16x2
3Vn 15Vrm
1
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In(x) N X
NS = virin (3)




