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“A Geometria faz com que possamos adquirir
o hdbito de raciocinar, e esse hdbito pode ser empregado,
entao, na pesquisa da verdade e ajudar-nos na vida”.

Jacques Bernoull:



Resumo
Neste trabalho, estudaremos algumas curvas diferenciais como a Cicloide, Hélice e
Espiral de Arquimedes. Mostraremos como algumas curvas geométricas representam
fendmenos da natureza, com a intencao de motivar e despertar a curiosidade matemé-
tica. No decorrer deste estudo faremos um breve levantamento histérico, passando por

conhecimentos matematicos e geométricos das curvas e suas aplicagoes préticas.

Palavras-chave Geometria Diferencial; Curvas; Aplicacoes.



Abstract
In this work, we will study some differential curves like Cycloid, Helix and Spiral
of Archimedes. We show how some geometric curves represent phenomena of nature,
with the intention to motivate and awaken mathematical curiosity. In the course of
this study we will make a brief historical survey, passing through mathematical and

geometric knowledge of the curves and their practical applications.

Keywords Differential Geometry; Curves; Applications.
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Introducao

A ciéncia da matemaética é imprescindivel para o desenvolvimento de varias areas
do conhecimento humano, servindo de base para diversas ciéncias, o que propicia a
nocao da sua dimensao e importancia, nao apenas como um campo de estudo isolado,
abstrato, mas integrado a realidade e aos fenémenos da natureza e da sociedade.
Apolénio (262 — 190a.C'), em sua obra As conicas, foi o primeiro a utilizar um

sistema de coordenadas, o que contribuiu para o surgimento da geometria analitica. A
relagdo entre equagoes algébricas e geometria (curvas) torna-se evidente na historia e
facilita o surgimento da geometria analitica. A obra La géométrie, de Descartes(1596 —
1650), poderia ser descrita ndo s6 como uma aplicacao da algebra a geometria, mas
como sendo a traducao de operagoes algébricas em linguagem geométrica. Enquanto
René Descartes partia de um lugar geométrico (representacao grafica) e encontrava sua
equagao (representagao simbolico-algébrica), Pierre de Fermat(1607 — 1665) partia de
uma equagao e estudava o lugar geométrico correspondente(veja [25]). Arquimedes(287—
212a.C.) lidou com as ideias do Calculo Integral em seus estudos de areas e volumes.
No entanto, o calculo nao se desenvolveu na antiguidade, e isso s6 aconteceu nos tempos
modernos. No século XV II que o Teorema Fundamental do Cdlculo foi reconhecido
como elemento importante de ligagdo entre a derivada e a integral [2]. Por sua vez,
a obra Os Elementos, de Euclides(323 — 285a.C.), acabou enveredando a matemaética
grega para um caminho geométrico. Em consequéncia, a matematica numérica (arit-
mética e algebra) s6 apareceu no ocidente europeu a partir do século X177 da nossa
era, importada da India através dos Arabes. E foi no final do século XV I que a algebra
alcangou maturidade necesséria para o desenvolvimento do calculo [2]. Bonaventura
Cavalariere(1598 — 1647), no século XV, popularizou bastante as aplicagdes do cal-
culo de areas e volumes. No comego do século X1X, Leonhard Euler(1707 — 1783),
considerado por muitos o maior génio matematico de seu tempo. Foi um verdadeiro

desbravador das mais diversas areas da matematica [2].
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SUMARIO SUMARIO

A geometria diferencial € uma dentre as intimeras variedades de pesquisa do conhe-
cimento matematico, e como tal, possui ampla aplicagao, conforme relata Picado [20],
que diz: muitos dos problemas que envolvem curvas e superficies fazem da geometria
diferencial um amplo campo de pesquisa e estudo. As curvas e as superficies sao objetos
que intuitivamente se verificam e partem de questoes naturais. A geometria diferencial
se preocupa com a formulagao matematica de tais questoes utilizando das técnicas do
célculo diferencial. Picado [20] afirma que o estudo das curvas planas e das curvas
no espago ¢ de grande relevancia para o desenvolvimento da ciéncia e da tecnologia,
uma vez que se aplica em diversas areas, tais como: geologia, estatistica, economia,
processamento de imagens, tecnologia da informacao, etc. Aqui mostraremos algumas
aplicagoes.

Tenenblat [27| afirma ainda que no estudo da geometria diferencial, podemos carac-
terizar uma curva diferencidvel utilizando um referencial moével. O mais natural deles
é o referencial de Frenet, que é uma base ortonormal obtida em cada ponto de uma
curva regular. E relevante ressaltar que a sua importancia também se da pelo fato de
que a partir deste referencial é possivel determinar duas outras medidas significativas:
a curvatura e a tor¢ao, que sao duas funcoes escalares que sao capazes de determinar
por completo a forma de uma curva, a menos de um movimento rigido.

O triedro de Frenet foi criado pelo francés Jean Frédéric Frenet, sendo uma base
formada por vetores unitarios e ortogonais entre si. As féormulas de Frenet descrevem
as propriedades de uma particula que se move ao longo de uma curva continua e
diferenciavel ou as propriedades geométricas da propria curva, independentemente do
movimento no espago euclidiano tridimensional (veja [4, 23, 27]).

A geometria diferencial estuda a influéncia das propriedades locais (e globais) no
comportamento de toda curva ou superficie e estende ao estudo dos espagos nao eucli-
dianos e variedades de qualquer dimensao, fundamentando-se nos métodos do calculo
diferencial e integral.

Dentre os objetivos principais desse trabalho podemos destacar: as aplicagoes de
curvas diferencidveis na modelagem de fenémenos da natureza, bem como fazer estudos
conceituais, construir representacoes grdaficas das aplicagoes evidenciando a importincia
desta reflexdo para o ensino.

E imprescindivel entender a contribuicdo da mateméatica em seus aspectos gerais,
pois, quando a mesma tem demonstrado a sua aplicabilidade, gera beneficios e valores
para a formacao social e intelectual, propiciando o desenvolvimento da autonomia, da

criticidade, da criatividade e da capacidade de argumentacao. De tal forma, que o
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estudo da matematica, atribuido com a demonstracao da sua aplicabilidade, comprova
a importancia deste ensino como componente curricular essencial.

Neste trabalho estudaremos as aplica¢oes de curva no plano e no espaco. Os méto-
dos de pesquisa foram escolhidos para atender os objetivos gerais do estudo.

Para Koche [11]: “O planejamento de uma pesquisa depende tanto do problema a
ser investigado, da sua natureza e situagao espago-temporal em que se encontra, quanto
da natureza e nivel de conhecimento do investigador”. Ja para Marconi e Lakatos [16],
os critérios para a classificacao dos tipos de pesquisa variam de acordo com o enfoque
dado pelo autor. A escolha do tipo de pesquisa a ser realizada dependera dos problemas
encontrados bem como das suas condi¢oes e natureza. Essa escolha esté ligada ao nivel
de conhecimento do autor, e definird o tipo mais indicado a ser aplicado.

Essa dissertagao esta estruturada da seguinte forma: Introdugao, Preliminares, Cur-
vas e Aplicagoes e, Consideracoes Finais.

No Capitulo 1, sera feito um estudo preliminar sobre curvas no plano e no espaco.
Iremos mostrar nas segoes 1.1 e 1.2, as defini¢oes e proposigoes das féormulas de Frenet,
curvatura e torcao, exemplificando para melhor entendimento das curvas.

No Capitulo 2, veremos algumas curvas e como elas representam fenémenos da na-
tureza. Sera apresentado as aplicagoes de curvas e iremos mostrar a parametrizagao,
equagao cartesiana, comprimento da curva, além de calcular & érea, curvatura, torcao
e determinar as formulas de Frenet das curvas em questao. Queremos mostrar a im-
portancia da geometria diferencial para os alunos de diversas areas da biologia, exatas
e humanas.

O capitulo 3, esta reservado para a discussao final.
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Capitulo 1

Preliminares

As curvas diferenciaveis no espaco Euclidiano é um tema tratado em disciplinas
introdutorias de Geometria Diferencial, na qual se utiliza noc¢oes de algebra linear
e célculo diferencial. A Geometria Diferencial é o estudo das propriedades locais (e
globais) de curvas e superficies [4, 27]|.

Neste trabalho, serao utilizados os conceitos fundamentais do célculo vetorial e
do célculo diferencial de fungoes de uma ou mais variaveis. Na figura abaixo, alguns

exemplos de curvas planas.
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Figura 1.1: Curvas Planas [22]
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1.1. CURVAS PLANAS CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.1 Curvas Planas

Nesta secao definiremos parametrizacoes, comprimento de arco, mudanca de para-
metro e féormulas de Frenet das curvas no plano.

As definigoes e resultados apresentados nessa se¢ao podem ser obtidas em [27].

1.1.1 Curva Parametrizada Diferenciavel

Uma curva no plano ¢ descrita dando-se as coordenadas de seus pontos como fungoes

de uma variavel independente.
Definicao 1.1. Uma curva parametrizada diferenciavel do plano é uma aplicacao di-
ferenciavel a (de classe C*°), de um intervalo aberto I C R em R?. A variavel t € T
¢ dita parametro da curva, e o subconjunto de R? dos pontos a(t), t € I, é chamado
traco da curva.

Uma curva parametrizada diferenciavel do plano é uma aplicacao o : I C R — R2
que para cada t associa a(t) = (z(t), y(t)), onde as fungoes x(t) e y(t) sdo diferenciaveis
(ou, C™).

Exemplo 1.2. Seja a aplicacao a(t) = (xo + at,yo + bt); t € R, a,b > 0.

Ay

5

Figura 1.2: Reta no plano

Derivando a(t), temos:

Calculando | /() |, obtemos:

|o/(t)| = Va?+0b2, onde a®>+b*#0,

18



1.1. CURVAS PLANAS CAPITULO 1. PRELIMINARES

entao, a ¢ uma curva parametrizada diferenciavel cujo traco é uma reta passando pelo

ponto (zg, o), paralela ao vetor de coordenadas (a, b).

Exemplo 1.3. Considere a aplicagao a(t) = (t,| ¢ |),t € R. Pela defini¢do de funcao
modular temos que:
t,set >0
[t 1=
—t,set < 0.

Entao, calculando o limite lateral pela esquerda:

t —t
lim u = lim —
t—>0— T t—0— t
= lim —1

t—0—

= —1.

t t
lim u lim -
t—0t 1 t—0+ ¢t
= lim1
t—0t
= 1.
t t
Como os lim I # lim u, a(t) nao ¢ diferenciavel no vértice.
t—0- T t—0t

Portanto, a(t) ndo é uma curva parametrizada diferenciavel, ja que | ¢ | ndo é diferen-

ciavel em t = 0, conforme figura abaixo.

AY

(Z, [¢])

Figura 1.3: Grafico fun¢ao modular
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1.1. CURVAS PLANAS CAPITULO 1. PRELIMINARES

Exemplo 1.4. As curvas parametrizadas a(t) e 3(r) possuem o mesmo trago em R2.
De fato, a(t) = (t,2t), t e Re f(r) = (2r+ 1,4r +2), r € R.

Igualando as coordenadas de f(r) com as coordenadas de a(t), teremos:

2r+1 = t,
logo
2r = t—1 (1.1)
e
4r+2 = 2t
assim
22r)+2 = 2t (1.2)

Substituindo a equagao (1.1) em (1.2), teremos:
2t—1)+2 = 2t
entao
2t-242 = 2t
Portanto
2t = 2.

Como podemos ver pela igualdade acima, «(t) e §(r) possuem o mesmo trago, conforme

a figura abaixo.
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1.1. CURVAS PLANAS CAPITULO 1. PRELIMINARES

A )

a®) B(r)

=Y
=Y

Figura 1.4: Curvas parametrizadas distintas com o mesmo trago

1.1.2 Vetor Tangente

Definicao 1.5. Seja o : I C R — R? uma curva parametrizada diferenciavel que a
cada t € I, associa a(t) = (z(t),y(t)). O vetor o/(t) = (2/(t),y'(t)) é chamado vetor

tangente a « em ¢.

A defini¢ao de vetor tangente coincide com a nogao intuitiva que temos de vetor
tangente a uma curva, isto é, um vetor cuja a direcao ¢ a direcao limites de cordas,

determinadas por um ponto «(t) e pontos proximos «(t + h), quando h tende a zero.
a(t +h) —at)
h

1
a(t + h) multiplicado pelo escalar 7 conforme figura abaixo.

¢ o vetor de a(t) a

De fato, fixado t € I, para h # 0 tal que t + h € I,

‘lr

a(t+ h)

Figura 1.5: Vetor tangente [14]
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1.1. CURVAS PLANAS CAPITULO 1. PRELIMINARES

t+h)—alt
Observamos que illuré at+h) —alt) é exatamente a definicao da derivada da apli-
_>
cagao o em t, ou seja:
t+h)—alt
J(t) = nim AEEM =)
h—0

Exemplo 1.6. A aplicagdo a(t) = (cos(t)(2cos(t) —1),sin(t)(2cos(t) — 1)), com t € R,

possui vetor tangente dado por:

&/(t) = (—sin(t)- (2cos(t) — 1) + cos(t) - (—2sin(t)), cos(t) - (2cos(t) — 1) + sin(t) - (—2sin(t)))
—2sin(t) - cos(t) + sin(t) — 2 cos(t) - sin(t), 2 cos?(t) — cos(t) — 2sin>(t))
) + sin(t), 2(cos?(t) — sin?(¢)) — cos(t))
—2(2sin(t) - cos(t)) + sin(t), 2(cos®(t) — sin?(t)) — cos(t))
(

(
(
= (—4sin(t) - cos(t
(
(—2sin(2t) + sin(t), 2 cos(2t) — cos(t)).

Figura 1.6: Cardioide [14]

Esta é uma curva parametrizada diferenciavel, e, é denominada cardiéide, conforme

trago da figura acima.

Vale dizer que um vetor tangente a uma curva « é definido no parametro ¢, e nao
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T -
Entao, o (5) #+ o (?) Portanto, o vetor tangente ao traco da curva na origem

de R? nao esta bem definido.
Para o desenvolvimento da teoria local das curvas, é preciso que exista uma reta
tangente a uma curva « para cada valor do pardmetro t. Para isso é suficiente que o

vetor tangente a « seja nao nulo para todo t.

Definigao 1.7. Uma curva parametrizada diferenciavel o : I C R — R? ¢ dita regular
se o(t) # 0, para todo t € I.

E importante definirmos uma curva regular quando queremos definir uma reta tan-

gente a uma curva num ponto dado.

Definicao 1.8. Seja a : I C R — R? uma curva regular. A reta tangente a a em

to € I & a reta que passa por a(tp) na diregao de o(ty), isto é a reta da pela fungao

g(r) = alty) + ra(tg).

1.1.3 Mudanca de Parametro

Ja mostramos que duas curvas podem ter o mesmo traco. Na verdade, a partir de
uma curva regular o, podemos obter varias curvas regulares que tém o mesmo traco de
«, da seguinte forma: Sejam I e J intervalos aberto de R, o : I — R? uma curva regular
e h: J — I uma fungao diferenciavel (C'*), cuja derivada de primeira ordem é nao nula,
em todos pontos de J e tal que h(J) = I. Entao a fungao composta 3 = aoh : J — R?
é uma curva regular com o mesmo trago de «, chamada reparametrizagao de o por h.

A funcao h é dita mudanca de parametro, conforme figura abaixo.

8 ‘A

B(s) = a(h(s))

T

Figura 1.7: Mudanca de parametro
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Exemplo 1.9. Seja a curva regular
a(t) = (acos(t),asin(t)),t € R,

onde a # 0 ¢ constante. Sabemos que o/(t) = (—asin(t),acos(t)). Determinando o

modulo de o/(t):

[o'(t) | =

a?sin’(t) 4 a2 cos?(t)

a?(sin®(t) + cos?(t))

I
| <

s
Seja h(s) = —, s € R. A reparametrizagao de o por h é a curva
a

3= i) = (aes( ) asn2) ).
Determinando 3(s):
70 = (con(2) Lo (2) )
= (i Q) s (3))

Portanto,

1 = )+ (o= ()
- | () ()

= 1.

A curva 8 é uma reparametrizagao de « pelo comprimento de arco. Veremos mais

a seguir.
Exemplo 1.10. A curva
B(r)y = (=2r+1,—4r+2),reR
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é uma reparametrizagao de
alt) = (t,2t),t e R,

Basta considerar a mudanga de parametro h(r) = —2r+1, r € R, conforme o Exemplo
1.4.

Uma mudanga de parametro h é uma funcao estritamente crescente ou decrescente,
portanto é bijetora. Além disso, se [ é uma reparametrizacao de « por h, entao « é
uma reparametrizacao de 8 por A1

A orientacao de uma curva regular plana « é o sentido de percurso do trago de a.

Seja [ uma reparametrizagao de o por h. Se h é estritamente crescente, entao e «
tém a mesma orientacao. Se h é estritamente decrescente, entao [ e o tém orientacoes

opostas.

Figura 1.8: Orientacao de uma curva regular plana

A aplicagao «(t) é chamada de curva parametrizada pois é expressa por equagoes
paramétricas onde t é o parametro real. E importante perceber a diferenca entre uma
curva parametrizada e seu trago. Enquanto uma curva parametrizada no espago ¢ uma

aplicacao o : I C R — R?, o traco da curva é um subconjunto R
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1.1.4 Comprimento de Arco

t

A aplicagao s(t) = / | &/(t) | dt é denominada fun¢ao comprimento de arco da
to

curva « a partir de ty5. Esta funcao é diferenciavel de classe C*°, pois a é uma curva

diferenciavel regular.

Definigao 1.11. Uma curva regular o : I € R — R? ¢ dita parametrizada pelo
comprimento de arco se, para cada ty, t; € I, tg < t1, o comprimento do arco de curva

a de tg aty éigual a ty —ty. Isto é

t1
/ |/ (t) | dt = t;—to.

to

Proposicao 1.12. Uma curva regular o : I C R — R? é dita parametrizada pelo

comprimento de arco se, e s0 se, para todo t € I, | &/(t) |= 1.

Demonstracao. Suponhamos a parametrizada pelo comprimento de arco e fixemos ¢y €

I. Consideremos a funcao s : I — R, que, para cada t € I, associa

s(t) = /t | o/(2) | dt.

Se ty <ty entao, por hipotese,

to
/ () | dt = to—t.
t

Se t < tg, entao

—st) = /tolo/(t)]dt

- to—t

Portanto, para todo t € I, s(t) =t —ty, e, s'(t) = 1. Como §'(t) =| &/(¢) |, concluimos
que | /(t) |= 1, para todo t € I. O

Exemplo 1.13. Seja a aplicacao «a(t) = (cos(t),sin(t)), t € R. Calculando o compri-
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mento de «, de 0 & 27, teremos:

s = [ 1o |a
_ /0 " | (=sin(t), cos(t)) | dt

2
_ / 1dt
0

- i

= 27 —0.
Portanto, o comprimento a(t) é igual a 2w. O vetor tangente ¢ dado por o/(t):

a(t) = (cos(t),sin(t))
a(t) = (—sin(t),cos(t)).

A norma é dada por:

[o/(t) | = V/(=sin(t))? + (cos(t))?
= \/sin2(t) + cos?(t)
_ Vi

(0,1)

(1,0)

<Y

Figura 1.9: Circunferéncia de raio 1 e centro na origem
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Logo, «(t) é parametrizada pelo comprimento de arco. O trago é uma circunferéncia

de centro na origem e raio igual a 1.

Exemplo 1.14. A aplicagio a(t) = (at +¢,bt +d), t € R e a®> + b* # 0, Seja s(t) a

funcao comprimento de arco de « a partir de tg = 0, isto é,

t
s(t) = / Va? + b2t
0
= Va?+ b%t.

s

A fungao inversa de s é dada por h(s) = W s € R. Portanto, f = a o h, que a
a® +

cada s associa

Calculando (), obtemos:

Fls) = (\/a2a+ b2’ \/a2b+ b2)'

| 5'(s) | = \/
S

Consequentemente,

2 2
a b
e — + e —
Va? + b2) (\/@2 + 62)

a? n b2
a2 + b a2 + b2

a?® + b?
a? + b2

Portanto, 5 ¢ uma reparametrizacao de a pelo comprimento de arco.

Exemplo 1.15. Consideremos a curva a(t) = (e’ cos(t),e'sin(t)), t € R, chamada

espiral logaritmica.
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O vetor tangente de o é dado por

d(t) = (e cos(t) + e'(—sin(t)), e’ sin(t) + €' cos(t))
= (e’(cos(t) — sin(t)), €' (sin(t) + cos(t)).

A norma do vetor tangente é

| o'(2) |

— V(e (cos(t) — sin(1)))? + (e (sint) + cos(t)))?

- \/ (e1)2[(cos2(t) — 2 cos(t) sin(t) + sin2()) + (cos2(t) + 2 cos(t) sin(t) + sin®(¢))]
S

N

Entdo a curva «(t) nao estd parametrizada pelo comprimento de arco. Verificamos

que | /() |= e'+/2. Assim, a funcdo comprimento de arco de a, a partir de ty = 0, é:

s(t) = /0 o) | dt
= /t e/2dt
= V2 — V2.

A funcao inversa é dada por:

Portanto,

p(s) = ((% +1) cos(log(ﬁ +1)), (E +1) sin(log(ﬁ + 1))),

¢ uma reparametrizagao de « pelo comprimento de arco.
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Figura 1.10: Espiral

A Espiral serd amplamente abordada na secao 2.2, onde trataremos da equagao

cartesiana, paramétrica, férmulas de Frenet, comprimento e érea.

1.1.5 Foérmulas de Frenet

Vimos anteriormente que toda curva regular do plano pode ser reparametrizada
pelo comprimento de arco. Dada uma curva regular a(s) = (z(s),y(s)),s € I C R,
parametrizada pelo comprimento de arco s, para cada s € I, a/(s) é um vetor unitario,

que denotamos por t(s), isto é,

Um vetor v é ortogonal a t se (v,t) = 0.

Defini¢ao 1.16. Seja n(s) um vetor unitario ortogonal a t(s), tal que a base ortogonal
de R? formada por t(s) e n(s) possua a mesma orientagao que a base canoénica e; =

(1,0), e5 = (0,1) de R?, isto é,

n(s) = (=y(s),2'(s)).
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Figura 1.11: Base Canodnica

O conjunto de vetores t(s) e n(s) é um referencial para a curva o em s. A reta
normal a & em s é a reta que passa por «(s) na diregao de n(s).

Observando que t(s) e n(s) sao aplicagoes de I C R em R? diferenciaveis de
classe C™ e, para cada s € I, os vetores de R?, #/(s) e n/(s) podem ser escritos como
combinacao linear de #(s) e n(s). Como t(s) é unitario, temos que #'(s) é ortogonal a
t(s), portanto, t'(s) é proporcional a n(s). Esse fator de proporcionalidade, denotado
por k(s), é chamado de curvatura de o em s, t'(s) = k(s)n(s).

Considerando a curva a(s) = (z(s),y(s)),s € I, segue que

k(s) = (t'(s),n(s))
= (a"(s),n(s)).

Por outro lado, dado que a(s) = (z(s),y(s)) temos que

k(s) = —2"(s)y'(s) +y"(s)a'(s).

Analogamente, como n(s) é unitario, temos que n'(s) é ortogonal a n(s) e, portanto,

n'(s) é proporcional a t(s). Como

(n'(s),t(s)) = —2'(s)y"(s) +2"(s)y/(s),
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concluimos que

Definicao 1.17. Seja o : I € R — R? uma curva regular, parametrizada pelo compri-

mento de arco s, entao o referencial de Frenet t(s), n(s) satisfaz as equagoes:

t'(s) = k(s)n(s)
n'(s) = —k(s)t(s),para todo s € I,
que sao as formulas de Frenet de uma curva plana.

A fungao k(s) =| &"(s) | indica a velocidade com que as retas tangentes mudam de

direcao.

Exemplo 1.18. Seja a(s) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco cujo
traco ¢ uma reta. Entdo, a curvatura ¢ identicamente nula (veja [27], Exemplo 4.1).
Considere a(s) = (as + o,bs + yo), s € I, onde a e b sao constantes e a* + b* = 1.
Como t(s) = a/(s) é constante, temos que t'(s) = 0 e, portanto, k(s) = 0, para todo
sel.

Exemplo 1.19. Considere a curva

als) = (a+bcos <§) ,c+ bsin (g)),s €eR,b>0,

Cujo trago ¢ uma circunferéncia de centro (a,c) e raio b (veja [27], Exemplo 4.1). O

vetor tangente é dado por

ts) = <—bsin(§

O vetor normal é
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)5)

Mais ainda, derivando o vetor tangente temos que

P(s) — <—cos<%) ~%,—Sin(
b

Logo, a curvatura é dada por:

k(s) =

—~
B
—~
»
S~—
S
—~
»
S~—
Nyt

I
S = S T

A A

-
X

=Y

Figura 1.12: Sinais Opostos

O sinal da curvatura depende da orientacao da curva.
Vamos considerar o referencial de Frenet e a curvatura de uma curva regular com

um parametro qualquer.

Proposigao 1.20. Seja « : I C R — R? uma curva regular de parametro qualquer

r € I. Consideramos 3 : J C R — R? uma reparametrizacao de o pelo comprimento
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de arco s, isto &, B(s(r)) = a(r). Se t(s), n(s) é o referencial de Frenet de (s) e k(s) é
a curvatura, entao diremos que t(r) = t(s(r)), n(r) = n(s(r)) é o referencial de Frenet

de a, e k(r) = k(s(r)) é a curvatura. Portanto, se a(r) = (z(r), y(r)), temos que

L@
) R
I

"= e wr

—a"y + 2y

(@ + )

Exemplo 1.21. Consideremos a espiral logaritmica
alr) = (e"cos(r),e"sin(r)),r € R.
Determinando as derivadas de primeira e segunda ordem, obtemos

a'(r) = (e cos(r) — e sin(r), e sin(r) + " cos(r)),
= ¢"(cos(r) — sin(r), cos(r) + sin(r)),

a"(r) = (e cos(r) — e sin(r) — € sin(r) — e" cos(r), " sin(r)
+ e cos(r) + e cos(r) — " sin(r))

e’ (—2sin(r), 2 cos(r)).

Agora vamos calcular a curvatura k(r). Primeiro iremos determinar | o/(r) |. Assim

[ (r) | = V/(er)*[(cos(r) —sin(r))? + (sin(r) + cos(r))?]

—a" -y = 2-e"sin(r)(e" sin(r) + €" cos(r))

= 2-e?rsin®(r) + 2€2" sin(r) cos(r),

35



1.1. CURVAS PLANAS CAPITULO 1. PRELIMINARES

-y = (e cos(r) — e sin(r)) - (2¢" cos(r))

= 2¢e%rcos?(r) — 2e?rsin(r) cos(r)).
Consequentemente

—2" -y 2y = 2 sin®(r) + 2% sin(r) cos(r)
4+ 2e*" cos®(r) — 2e*" sin(r) cos(r))

2 - e sin®(r) + 2% cos*(r)

2 - e* (sin*(r) + cos?(r))

= 27,

Entao, a curvatura é dada por:

—. y/ + - y”
(lo'(r) 1)?
902"
(er\@):a
902"
€3r\/§
902

2€3T\/§
1

e’”\/i

k(r) =

1.1.6 Teorema Fundamental das Curvas Planas

A seguir, determinaremos o resultado mais importante sobre as curvas planas. Nessa
secao, faremos a demonstragao deste resultado para que tenhamos uma visao mais clara

quando tratarmos das curvas no espaco.

Teorema 1.22. [Teorema Fundamental das Curvas Planas/. Dada uma funcao dife-
rencidvel k(s), s € I C R, existe uma unica curva regular o(s), parametrizada pelo
comprimento de arco s, cuja curvatura € k(s). A curva a(s) € unica quando fizamos

a(sg) = po e a'(sg) = vg, onde vy € um vetor unitdrio de R?>. Mais ainda, se duas
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curvas «(s) e B(s) tém a mesma curvatura, entdo elas diferem por sua posicao no

plano.

Demonstracao. Primeiramente, demonstraremos a existéncia e unicidade da curva .

Consideremos 6(s) = / k(s)ds, onde sq € I é fixo. Fixando o ponto py = (9, o) de
S0

R? e A € R. Definimos uma curva a(s) = (z(s),y(s)) por

x(s) = xo+ /S cos(6(s) + N)ds,

S0

y(s) = yo+ /S sin(0(s) + N)ds.

S0

Vamos verificar que a curva « assim definida esta parametrizada pelo comprimento de

arco s e sua curvatura é k(s). Como o referencial de Frenet é

t(s) = (cos(0(s)+ A),sin(0(s) + A)),
n(s) = (—sin(6(s) + A),cos(d(s) + A)),

temos que | o/(s) |= 1 e a curvatura de « é dada por (t'(s),n(s)) = 0'(s) = k(s). ?
k(s)?n(s),n(s) 7 k(s) n(s),n(s) ? k(s)
Seja a(s) = (x(s),y(s)) uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco

s, cuja curvatura ¢ k(s). Segue das equagoes de Frenet que
(l'//,y//) = k(_ylv x/)a

isto é, x(s) e y(s) satisfazem as equagoes

Portanto, segue do teorema da unicidade de solucao do sistema de equacoes diferenciais
que, fixados a(sg) = po e &' (sg) = vy, a curva « é unica (veja [12]).
Agora, provaremos que se duas curvas a(s) e f(s) tém a mesma curvatura, entao

elas diferem por sua posicao no plano, isto é, existe uma rotagao L e uma translacao
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T em R? tal que
a(s) = (Lo T)(B(s)).

Sejam « e § duas curvas que tém a mesma curvatura. Fixado sg, existe uma rotacgao
L e uma translagao T de R? tal que a curvatura @ = L o T o (3 satisfaz a(sy) =
a(sg) e @(sg) = '(sg). Segue da demonstragao anterior que @ = «. Portanto,
a=LoTo}. [

Portanto, podemos concluir do Teorema 1.22 que toda curva diferenciavel plana, a

menos de um movimento rigido, é determinada pela sua curvatura.
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1.2 Curvas no Espacgo

Nesta se¢ao, vamos generalizar a nocao de curvas. Trataremos das curvas no espago,
ou seja, o espaco euclidiano R?. Vamos perceber que muitos conceitos basicos das curvas
no espago serao analogos aos das curvas no plano.

As definigdes e resultados desta se¢do podem ser encontradas em Tenenblat (veja

em [27]).

1.2.1 Curva Parametrizada Diferenciavel

Defini¢ao 1.23. Uma curva parametrizada diferenciavel de R® é uma aplicacao o,

diferenciavel (de classe C*), de um intervalo aberto I C R em R3.

Exemplo 1.24. A aplicagdo a(t) = (acost,asint,bt), t € R, a > 0, b # 0 é a hélice

circular. O traco desta curva esta contida no cilindro 22 + 3* = a?.

Az

T 2nb

Figura 1.13: Hélice

A hélice seré estudada na secao 2.3.

t t t
Exemplo 1.25. Seja a aplicagao a(t) = (cos— sin—,——= |, t € R uma curva

V2 V2TV2

parametrizada pelo comprimento de arco, pois:

o - (o) Bl ) 2.7
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Logo,

A definicao de comprimento de arco é analogo para o espago.

Uma curva parametrizada diferenciavel o : I C R — R3 ¢ dita plana se existe um

plano de R? que contém a(T).

1.2.2 Vetor Tangente, Curva Regular e Mudancga de Parametro

As nocgoes de vetor tangente, curva regular e mudanca de pardmetro para curvas

no espaco sao iguais aos das curvas planas. Por este motivo, seremos breves.

Definicao 1.26. Seja a(t) = (x(t),y(t), 2(t)), t € I C R, uma curva parametrizada
diferenciavel. O vetor tangente a a em t € I é o vetor o/(t) = (2/(t),y'(t),2'(t)). A
curva « é regular se para todo t € I, o/(t) # 0. A reta tangente a curva regular o em
to € I & a reta que passa por «a(ty) na diregao de o(ty), isto é, a reta dada pela fungao
g(r) = a(ty) + ra(ty), r € R.

Se a curva «a(t) descreve o movimento de uma particula em fung¢ao do tempo, entéo
o/ (t) é o vetor velocidade de a no ponto «(t) e a norma do vetor | /(t) | nos fornece o

modulo da velocidade da particula no ponto.

Definigao 1.27. Sejam I e J intervalos abertos de R, a : I — R3 uma curva regular e

h:J — I uma fungao diferencidvel C'°, cuja derivada de primeira ordem é nao-nula
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em todos os pontos de J e tal que h(J) = . Entao a fungdo composta
f=aoh:J— R

¢ uma curva regular, que tem o mesmo traco de «, chamada reparametrizacao de «

por h. A funcao h é a mudanga de parametro.

Exemplo 1.28. A curva

B(s) = (cosﬁ,sinﬁ,ﬁ),seﬂ%,

é reparametrizacao da hélice circular.
a(t) = (cost,sint,t),

s
ela mudancga de parametro h(s) = —, s € R.
p ca de p (s) 7
Definigao 1.29. Seja a(t), t € I C R, uma curva regular de R3. O comprimento de
t1
arco da curva « de ty a t; é dado por: / | /(t) | dt e a fun¢ao comprimento de arco

to
da curva « a partir de t; é:

s(t) = /t1|o/(t)|dt.

Definigao 1.30. Uma curva regular o : I € R — R? ¢ dita parametrizada pelo

comprimento de arco se para cada tg, t1 € I, ty < ty,

t1
/ | Oé/<t) | dt = t1 — to-

to
Proposi¢ao 1.31. Uma curva regular o : I C R — R? estd parametrizada pelo
comprimento de arco se, e s0 se, | «(t) |= 1, para todo t € I.

Como nas curvas planas, toda curva regular no espago admite uma reparametrizagao

pelo parametro comprimento de arco.

Proposigao 1.32. Sejam « : I C R — R? uma curva regular e s : [ — s(I) C R a

funcao comprimento do arco de « a partir de tg. Entao, existe a fungao inversa h de s,
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definida no intervalo aberto J = s(I), e § = o o h é uma reparametrizagao de «, onde

[ esté parametrizada pelo comprimento de arco.

Exemplo 1.33. Seja a aplicagdo a(t) = (cos(t), sin(t),0).

A2

Y
XL

Figura 1.14: Circunferéncia no plano

O vetor tangente o/(t) ¢ dado por
a'(t) = (—sin(t),cos(t),0).

O moédulo do vetor tangente é

(1) = V(S0 + (cos(B)? + 02
NG
1

Portanto, «(t) é parametrizada pelo comprimento de arco.

1.2.3 Teoria Local das Curvas no Espaco: Férmulas de Frenet

A partir das defini¢coes acima, vamos considerar nas proximas secoes, apenas curvas

parametrizadas pelo comprimento de arco.
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Seja o : I C R — R? uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco.

A velocidade com que as retas tangentes mudam de diregao:

Definicao 1.34. Se o : I C R — R? é uma curva regular parametrizada pelo compri-

mento de arco, entdo a curvatura de & em s € I é o ntimero real k(s) =| a(s) |.

Proposigao 1.35. Seja o : I € R — R3 uma curva regular parametrizada pelo
comprimento de arco. Entao, «(I) é um segmento de reta se, e so se, k(s) =| a’(s) |= 0,

para todo s € 1.

A orientagdao de uma curva corresponde ao sentido do percurso de seu traco. Em
uma reparametrizacao § = ao h, o e § tém a mesma orientacao se h é crescente e

orientagoes opostas se h é decrescente.

Definigao 1.36. Seja o : I C R — R? uma curva regular parametrizada pelo compri-

Oé”(S)
k(s)

em s. A reta normal a o em s € I é a reta passa por a(sg) na dire¢do do vetor normal

n(so).

mento de arco tal que k(s) > 0. O vetor n(s) = ¢ denominado vetor normal a o

Como n(s) = o’(s) = t/(j
(

[ a"(s) [ k(
t
Definigao 1.37. Seja o : I C R — R? uma curva regular parametrizada pelo compri-

g, portanto t'(s) = k(s)n(s). Denotando por (s) o
vetor unitario o/(s), temos que t(s) e n(s) sdo vetores ortonormais e t'(s) = k(s)n(s).

mento de arco tal que k(s) > 0. O vetor binormal a @ em s ¢é b(s) = t(s) x n(s). O

referencial ortonormal t(s), n(s), b(s) é o triedro de Frenet da curva a em s.

b(s) A

— a(t)
@
(0

Figura 1.15: Triedro de Frenet
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Defini¢ao 1.38. O namero real 7(s) definido por ¥'(s) = 7(s)n(s) é denominado tor¢do

da curvatura em s.

Exemplo 1.39. Vamos obter o triedro de Frenet, a curvatura e a tor¢ao da hélice

circular parametrizada pelo comprimento de arco, da aplicagao:

s . s bs
a(s) = | acos ————, asin , ,
() < Va2 +b? Va2 + b2 \/a2+62)

s
s € R, onde a > 0 é uma constante, e h(s) = N O vetor tangente é dado por
a® +

1 S S
t(s) = ——| —asin——=,ac0s —,b |,
(5) a2—i—b2( a? + b2 a? + b? )

que possui moédulo 1.
Para determinar a curvatura, temos que calcular a derivada do vetor tangente, que

¢ dada por

a’(s) = ¢ <cos i sin —— O)
a2+ b2 Va2 4+ Ve )

Portanto,
k(s) = |a"(s)|
a? + b2

Calculando o vetor normal:

n(s) =

—a S S
——— | cos ,8in ,0
a2+b2< e+ VP )

a
a? + b?

S S
— €08 ———, — sin —=,0].
< Va2 + b2 Va2 + b2 )
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O vetor binormal é dado por

b(s) = t(s) xn(s)
! (b sin i b cos i a)
—_ n———, — —.a .
a? + b? a? + b? a? + b?

Consequentemente, a derivada do vetor binormal é

b s S
Cos ,sin ;0.
\/a2—|—b2( va? +b? va* +b? )

b'(s) =
Portanto a torcao é dada por

7(s) = (¥'(s),n(s))
b

N

Definicao 1.40. Seja o : I C R — R3 uma curva regular, parametrizada pelo compri-
mento de arco, e tal que k(s) > 0, para todo s € I, entao o triedro de Frenet é definido
por:

t(s) = o/(;s;)(, |
" e
b(s) = t(s) xn(s).

E satisfaz as equagoes:

Que sao denominadas formulas de Frenet.

Proposigao 1.41. Seja o : I C R — R3? uma curva regular de parametrote §:J C

R — R? uma reparametrizagao de a pelo comprimento de arco, isto ¢, 3(s(t)) = a(t),
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para todo t € I. Sejam k(s) > 0 e 7(s) a curvatura e a torgdo de 8 em s € J, entao:

| /(1) x () |

k() = S

_ () x a"(t),a"(t))
T(‘S(t)) _ | O/(t) X Oé”(t) |2

A préxima proposicao é muito util quando queremos determinar se uma curva é

plana.

Proposigao 1.42. Uma curva regular o : I C R — R? de curvatura nao-nula. Entao

« ¢ uma curva plana se , e s6 se, 7 = 0.

Definigao 1.43. Uma curva regular o : I C R — R? ¢ uma hélice se existe um vetor

unitario v que forma um angulo constante com «'(t), para todo t € I, isto é,

{o/(t), v)
| /(1) |

é constante.

Em seguida, apresentaremos um resultado que caracteriza a hélice.

Proposigao 1.44. Seja o : I C R — R3 uma curva regular de curvatura e torcao

nao-nulos. Entao, o é uma hélice se, e s6 se, — é constante.
T

Demonstragao: Podemos supor « parametrizada pelo comprimento de arco. Se « é
uma hélice, entao existe um vetor unitario v tal que (a/(s),v) é constante. Portanto,
(a(s),v) = 0, isto &, k(s)(n(s),v) = 0. Como k(s) # 0, segue-se que v pertence ao

plano determinado por ¢(s) e b(s), para cada s € I. Entao seja
v = cosf(s)t(s) + sin(s)b(s).
Derivando e usando as féormulas de Frenet, obtemos

0= —sinf(s)0(s)t(s) + (k(s)cosb(s) + 7(s)sinb(s))n(s) + cos6(s)0 (s)b(s).
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Portanto, Vs € I,

sinf(s)f'(s) = 0,
cosf(s)f'(s) = 0,
k(s)cosf(s)+ 7(s)sinf(s) = 0.

As duas primeiras equagoes determinam €'(s) = 0, para todo s € I. Portanto, 0(s)

é constante. Além disso, a constante cosf é nao-nula, pois caso contrario, teriamos

k
7(s) = 0, o que contradiz a hipotese. Segue da terceira igualdade que — é constante.

k
Reciprocamente, se — é constante, fixemos 6 tal que tan(d) = ——. Entao,
T T

v = cos(0)t(s) + sin(0)b(s)

¢ um vetor unitario constante e para todo s € I, (t(s),v) = cos(#) é constante, conforme

[27]. Portanto, o ¢ uma hélice. O

Exemplo 1.45. Seja a aplicagao «a(t) = (4cost,b — 5sint, —3cost), t € R. Mostra-
remos nesse exemplo que as definigoes para uma curva parametrizada nos levam aos

mesmos resultados de uma curva nao parametrizada pelo comprimento de arco.

AZ

Y

Figura 1.16: Trago da aplicacdo a(t) = (4cost,5 — 5sint, —3 cost)

47



1.2. CURVAS NO ESPACO CAPITULO 1. PRELIMINARES

Caso 1: A curva nao parametrizada pelo comprimento de arco:
Vamos determinar primeiramente as devidas de 1* ordem (vetor tangente), 2* ordem

e 3* ordem de «(t).

a(t) = (—4sint,—5cost,3sint),
a’(t) = (—4cost,bsint,3cost).
a”(t) = (4sint,5cost, —3sint).

Determinando o médulo do vetor tangente, obtemos

| /()| = +/(—4sint)2+ (=5cost)? + (3sint)2,

= V16sint + 25cos2 t + 9sin?t,

= \/25(sim2 t + cos?t),
— V25,
= 9.

O produto vetorial de o/(t) e a(t) &:
7 7 k
o (t) x a"(t) = | —4sint —5cost 3sint

—4cost bsint 3cost

= (=15cos’t — 15sin®t)i — 0] + (—20sin® ¢ — 20 cos? t)k
= (—15(cos®t + sin?t))i + (—20(sin? ¢ + cos? t))k

— —15i — 20k

— (=15,0,—20).

Calculando o moédulo do produto vetorial acima, obtemos:

[o/(t) x a"(t) | = /(~15)2+ 02+ (-20)
= V625
= 25.
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A curvatura de « é dada por:

/(1) x (1) |
KOS e P
%
_
1
= 3

Para calcular a torcao, calcularemos primeiramente o produto interno, uma vez que

7(t) = (5'(t) x 5"(t), B"(t)). Assim,

—4s8int —b5cost 3sint
7(t) =| 4sint 5cost —3sint

—4cost Hsint 3cost

3
—~

o~
~—

—4sin(t)(15 cos(t) + (15sin?(t)) + 5 cos(t) (12 sin(t) cos(t) — 12sin(t) cos(t)) +
4+ 3sin(t)(20sin%(t) + (20 cos*(t))

= —4sin(t)(15) + 5 cos(t)(0) + 3sin(t)(20)

= —60sin(t) 4 60sin(t)

= 0,

Caso 2: A curva esta parametrizada pelo comprimento de arco.

Determinando uma fung¢ao comprimento de arco da curva « a partir de t;.

s(t) = /Oyo/(t)|dt
t

— [ s
0

=[5 -[5-0

= bt.
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Portanto, a reparametrizacao pelo comprimento de arco da curva a é dada por

s s s
— (4cos2,5—5sin>, -3 —).
B(s) ( cos ¢ sin cos ¢
As devidas de '(s), 8"(s) e 5" (s) sao dadas por
) = (2sin® —coss Sein?
B'(s) = ( 581115, cos5,5sm5 ,
1s) = (—tcoss tein? 3 cos
g (s) = < 25COS5,5SIH5,25COS5 ,
mgy — (An® Leos® -3 gin?
g (s) = <125sm5,25cos5, 195 S0 E |-

Calculando o modulo de | 5/(s) |, veremos que de fato  esta parametrizada pelo

comprimento de arco.

, 4 . s\? 5\ 2 3 . s\°
| B'(s) | = \/(—581115) +<—cosg> —I—<5SID5>

= \/<;§ sin?(s) + cos2(s) + 2% sm2(s)>

B \/16 sin?(s) + 25 cos?(s) + 9sin’(s)
B 25

= 1

Calculando a curvatura k(s):

2 2 2
k(s) =| 5”(5) | = \/(—245 cos ;) + <; sin ;) + (235 cos ;)

_ \/1660828 2% 40 eos®
- 625 5 5 625 5
25 5 S 1 9 S

= Vo5t

1
= \/25(0082 g + sin? g)

[
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Determinando o Triedro de Frenet. O vetor tangente (’(s) é dado por

s 3

.S
— —,—sin— | .
cos5,5s 5

S

4 .
——sin —
)

57

B'(s)

O vetor normal é

s 3

4 s 1 .
—— oS —, —sin —, —
25 55 525

;)
coSs —
)

7 J k
4 s s 3 . s
——sin— —cos— —sin-—
b(s): 5 5 5 5 5
4 s .S 3 S
——Ccos— sin-— — COS —
5 5 5 5 5
2 3 98 3 ., -( 12 s . s 12 s . s
= 4|—=-cos’- ——sin“- | —j|—==cos—-sin—- + —cos— -sin—
5 5 5 5 25 5 5 25 5 5
+ k —ésinzf—%COSQE
5 5 5 5
o - 4
= 3 (—g (0052 5 + sin? ;)) + k (—5 (sin2 g + cos? ;))
- 3 - 4
— == o
0

/?
ol W

o1



1.2. CURVAS NO ESPACO CAPITULO 1. PRELIMINARES

A torgao é dada por 7(s) = (b/'(s),n(s)). Como ¥'(s) = (0,0,0), obtemos:
4
T(s) = <(O, 0,0), (—5 cos g, sin g, g cos g) >
0.

Isto é, 7(s) = 0. Portanto, os resultados obtidos para a curva parametrizada pelo

comprimento de arco, e nao parametrizada sao os mesmos.

O referencial de Frenet, curvatura e tor¢ao estudados nas preliminares, distinguem-
se sobre os seguintes aspectos:

Caracterizar a curva. Sabendo que, através da torcao de uma curva, podemos
determinar quando curva é plana ou nao;

Se um corpo estiver sobre uma superficie, descrevendo uma trajetoria curva, pode-
mos identificar a reagao sofrida pelo corpo sobre o ponto da superficie em cada instante.
A cicloide é um exemplo dessa situacao;

A curvatura indica a velocidade com que as retas tangentes mudam de dire¢ao;

Entretanto, o referencial de Frenet da o comportamento do movimento de uma
curva no plano e espago, em cada instante.

Observacao: E muito importante ressaltar que, assim como para as curvas no plano, o
Teorema fundamental das curvas no espaco diz que, a menos de um movimento rigido,

uma curva no espaco € determinada pela tor¢ao e pela curvatura.
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Capitulo 2

Curvas e Suas Aplicacoes

Nesse capitulo, iremos ver algumas aplicagoes da cicloide, da espiral de Arquimedes
e da hélice. Obteremos as equacoes paramétricas e cartesianas, bem como a curvatura,
torcao e as formulas de Frenet. Também iremos determinar o comprimento de arco e
area.

Iremos usar conceitos de geometria diferencial para os calculos a seguir.

2.1 Cicloide

A cicloide é a curva tracada por uma particula qualquer, fixa numa circunferéncia
que rola sem deslizar, ao longo de uma reta. Esta curva ficou conhecida por “Helena
de geometria” uma vez que, tal como a ‘“Helena de Troia” foi cobicada e disputada por
varios homens, também a cicloide gerou varias disputas na comunidade matemética.
Joahnn Bernoulli chegou mesmo a chamar-lhe “curva fatidica do século XVII” (veja
28]).

A curva cicloide, segundo Medeiros [17], foi arduamente estudada durante o século
XVII e que, neste contexto, contribuiu para a construgao do Célculo Diferencial e
Integral hoje conhecido.

No inicio do estudo das equagoes diferenciais, os irmaos Bernoulli se depararam
com a cicloide quando se propuseram a resolver o problema da braquistocrona, que
fora proposta por Christiaan Huygens quando este estudou o péndulo do relogio (ver
28]).
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Figura 2.1: Relégio de péndulo por Huygens em seu livro Horologium [28]

A cicloide é de fundamental importancia na arquitetura. Conforme Venceslau [28]
a cicloide pode ser utilizada na construcao de prédios com boa reflexao da luz natural
quando associada a uma plataforma de luz na forma adequada. A utilizagao da ilumi-
nacao natural na construcao civil € uma forma de evitar danos ao meio ambiente. Para
possibilitar uma maior incidéncia de luz, foi pensada uma cipula com uma abertura

acompanhada de uma prateleira de luz, que deveriam possuir formas adequadas para
uma melhor otimizagao.

Figura 2.2: Construgoes com formato cicloide [28|
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2.1. CICLOIDE CAPITULO 2. CURVAS E SUAS APLICACOES

De acordo com Venceslau [28], o skate vertical ¢ uma modalidade praticada em uma

pista que apresenta a forma de uma curva cicloide, de acordo com a figura abaixo.

Figura 2.3: Pista de Skate 28]

Nas proximas secoes iremos tratar das propriedades fisicas importantes da cicloide
(braquistocrona e a Tautocrona). Também iremos determinar a parametrizagao, com-

primento de arco e a area abaixo da curva da cicloide.

2.1.1 Braquistécrona a Curva de Menor Tempo

A braquistocrona foi proposta por Bernoulli como um desafio aos matematicos da
Europa. O matemaético suigo procurava descobrir qual trajetéria seria a mais rapida
partindo-se de um ponto A alcangando um ponto B em um nivel mais baixo e nao na

mesma vertical.

Figura 2.4: Cicloide [28]
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Dentre todas as possiveis trajetorias ligando os dois pontos A e B situados em
niveis diferentes onde uma determinada particula, sujeita apenas a gravidade, levaria o
menor tempo para alcangar o nivel B mais baixo, a encontrada foi a cicloide. Portanto,
a curva que atende este quesito é conhecida como Braquistdcrona [3].

Braquistocrona é a curva que um ponto percorre quando este se desloca de uma
posicao a outra em declividade, no menor tempo possivel, sendo nula a velocidade
inicial, sujeito a acao da gravidade apenas.

Na figura abaixo, podemos ver trés tragos de curvas: Reta, circulo e a cicloide.
Apesar da reta ser a menor distancia, a Braquistocrona é a curva de menor tempo. A

prova matematica da Braquistocrona pode ser encontrada, por exemplo, em [3].

Figura 2.5: Braquistocrona [24]

O desafio proposto por Bernoulli tratava-se de encontrar, qual deveria ser a forma
de uma rampa, para que uma particula, deslizando por ela a partir do repouso e sob
a acao da gravidade, faga o menor tempo possivel para atingir outro ponto mais baixo
da trajetoria [3]. O desafio foi encaminhado por carta aos matematicos mais brilhantes
do mundo da época dando-lhes um prazo de seis meses, depois prorrogados por mais
quatro meses para que o problema fosse solucionado [3]. Além do proprio Johann
Bernoulli(1667 — 1748), outros cinco mateméticos apresentaram solugoes originais para
o problema: Sir Isaac Newton (1643 —1727); Jacques Bernoulli (1654 —1705); Gottfried
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Wilhelm Leibniz (1646 — 1716); EhrenfriedWalther von Tschirnhaus (1651 — 1708) e
Guillaume de L’Hopital (1661 — 1704).

Figura 2.6: Johann Bernoulli, Sir Isaac Newton, Jacques Bernoulli, Gottfried Wilhelm

Leibniz, Ehrenfried Walther von Tschirnhaus e Guillaume de L’Hopital [3]

2.1.2 Tauto6crona a Curva de Mesmo Tempo

Tautocrona (também chamada isdcrona) é a trajetoria que uma particula percorre
sempre no mesmo tempo, independentemente do seu ponto inicial. Esta particula estéa

sujeita apenas a agao da gravidade [3].
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Figura 2.7: Tautocrona [24]

O problema da tautécrona foi estudado e solucionado por Christiaan Huygens, no
ano de 1659. O matemaético demonstrou geometricamente em sua obra “Horologium
oscillatoruim” que a curva (tautocrona) era uma cicloide. A solugao por ele encontrada
foi depois usada para resolver o problema da curva braquistocrona. Bernoulli(1667 —
1748) solucionou o problema usando calculo em um trabalho onde aparece o termo
integral pela primeira vez. Anos depois, outros dois matematicos, Lagrange(1736 —
1813) e Euler(1707 — 1783), deram uma solugao analitica ao problema. A tautocrona é
uma importante propriedade da cicloide. A demonstragao matemaética da Tautécrona

encontra-se descrita também em |[3].

2.1.3 Parametrizacao da Cicloide

A cicloide é a curva gerada por um ponto fixo P da circunferéncia quando este “gira”
em torno de seu centro sobre uma reta sem deslizar (veja [4, 8, 27]). Galileu(1564—1642)
estudou a curva e tentou encontrar sua area usando pedagos de metal cortados na forma

da cicloide. Torricelli(1608 — 1647), Fermat(1607 — 1665) e Descartes(1596 — 1650)

também encontraram rigorosamente sua area.
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Figura 2.8: Cicloide

A curva cicloide é a trajetoria descrita por um ponto P = (z,y) de R?, localizado
no circulo de raio r e centro O, que gira ao longo do eixo O,, sem escorregar e com

aceleragao escalar constante (veja também [22]).

(W)

Figura 2.9: Construcao da Cicloide |3|

De acordo com Reis e Silva [21], vamos desenvolver a parametrizagao de uma cir-

cunferéncia de raio r e centro C' = (a, b).
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Figura 2.10: circunferéncia de raio r e centro C' = (a, b)

Da figura acima, podemos tirar do triangulo retangulo, as relagoes trigonométricas

para as fungoes seno e cosseno:

T —a
Figura 2.11: Triangulo retangulo

Observando a figura acima e considerando 0 < 6 < 27, temos:

T —a

cos(f) =

r

y—2>b

sin(f) =

r
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portanto,
xr—a = cos(f)r

y—b = sin(f)r,

Assim,
r = a+rcos(f)

y = b+rsin(f).

Concluimos a parametrizagao da circunferéncia raio r e centro C' = (a, b).

Agora vamos considerar a parametrizacao de uma cicloide gerada pela rotacao da
circunferéncia de raio r inicialmente centrada em C' = (0,7). Esta ira girar no sentido
horéario, iniciando em —m/2. O centro da circunferéncia se deslocara mantendo sua

ordenada constante e igual ao seu raio:
b(t) =r.

Ja sua abscissa se deslocara 2mr ap6s a circunferéncia completar uma volta em torno
do seu centro, sem deslizar, sobre o eixo Ox.

Observando a figura abaixo:

27r
Figura 2.12: Circunferéncia de raio r e centro C=(0, r)

Para o movimento do centro ao longo da horizontal, devemos observar que, enquanto
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o angulo move 27, a circunferéncia ira se deslocar 27r, conforme a proporc¢ao abaixo:

2 — 27r
t — «aft),
portanto, temos que a(t) = rt.
™
Para iniciarmos o giro a partir de —90° e no sentido horario tomemos 6 = —— — t.

Substituindo t na equagao paramétrica da circunferéncia de C' = (a, b), obtemos:

r = a(t)—i—rcos(—g—t)
y = b(t)+7"sin<—g—t>.

Pelas identidades trigonométricas, temos:

x = a(t) —rsin(t)
y = b(t) —rcos(t).

Lembrando que a abscissa é a(t) = rt e a ordenada do centro da circunferéncia fica

constante igual a r, podemos ver que

r = rt—rsin(t)

y = r—rcos(t).
Portanto, concluimos a equacao paramétrica da cicloide:

r = rlt—sin(t)]
y = rll—cos(t)],

ou simplesmente, a(t) = r(t — sin(t), 1 — cos(t)).

2.1.4 Equagao Cartesiana da Cicloide

Sabemos que a equagdo paramétrica da cicloide é a(t) = r(t — sin(t), 1 — cos(t)),

62



2.1. CICLOIDE CAPITULO 2. CURVAS E SUAS APLICACOES

teRer R, Assim,
r = rlt—sin(t)]
y = r[l—cos(t)].

Logo,
x
— = t—sin(t
' (t
Y
= = 1-—cos(t
! ()
Portanto,
) x
sin(t) = t——
r
cos(t) = 1-— v
r
Dai obtemos que,
in(t) rt—x
sin =
r
r—y
cos(t) = .
0 =

Elevando as igualdades ao quadrado e somando termo a termo, temos

[ (sint)? = (”‘x)Q

er = ()

agora somando, temos que

sin?(t) + cos?(t) = <rt;x>2+(T;y>2,

logo
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portanto
= (x—1t)*+ (y—1)

Lembrando que cos(t) = 1 — g, temos t = arccos (1 — g). Substituindo na expressao
r r

acima, obtemos:

2 _ Y\\? 2
r* = (x—r-arccos (1 —=)) +(y—r).
r

Que é denominada a equacgao cartesiana da cicloide.

2.1.5 Comprimento de Arco da cicloide

O comprimento de uma curva é dada pela formula:

C:/ab|o/(t)|dt

para todo t € [a,b] C R (veja [4, 8, 27]).

Da figura abaixo, determinaremos o comprimento de seu arco.

Y
A

Figura 2.13: Comprimento da cicloide

Sendo, «a(t) = r(t —sin(t),1 — cos(t)), a primeira derivada de o/(t) é:

a(t) = r(l—cos(t),sin(t)).
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Determinando o modulo de | &/(t) |:

[o/(t) | = V/r2[(1 = cos(t))? + (sin(t))?]
= r\/l — 2cos(t) + cos?(t) + sin?(t)
= 71 —2cos(t) + 1
= r/2(1 —cos(t))

= 7V2y/1 — cos(t).

Substituindo na férmula do comprimento da circunferéncia e considerando 0 <t <

27, obtemos:

C = /2ﬂrx/§\/1—cos(t) dt

2m
= /2 V1 —cos(t) dt
0
2
= /2 V1 —cos(t) dt.
0

Das relacdes trigonométricas, sabemos que cos(2x) = cos?(z) — sin?(z). Fazendo

- o (3)-50()

2z =t teremos:

Como,
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t
temos que 1 — cos(t) = 2sin? (§>, obtemos:

C

t dk
Fazendo k = 3 segue que —

dt

C

r\/§/027r,/2sin2 (%)dt
V2 :ﬂ V2sin (%) dt
\/5\/5/11 (g) at

27 t
27’/ sin (—) dt.
0 2

1

5

27’/ sin(k)2dk
0

4r/ sin(k)dk
0

™

—4r cos(k)

[—4r cos(m)] — [—4r cos(0)]

[—4r.(—1)] — [~4r.1]
8r.

Portanto, o comprimento da cicloide gerada pela rotagao de um circulo de raio r

em torno do seu centro ¢ dado por 8r.

2.1.6 Area da Cicloide

Seja f : [a,b] — R é uma funcao integravel em [a,b]. A &rea determinada pelas

retas © = a e x = b, pelo eixo x e pelo grafico y = f(x) é dado por

onde z € [a,b] C R (veja [§]).

A:/abf(x)dx
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Sabemos que a equacao paramétrica da cicloide é
xz(t) = r[t—sin(t)]
y(t) = r[l —cos(t)].

d
Segue que dxr = (1 — cos(t))dt e, entao y(t) = d_x

De acordo com [8], temos pela definigao de diferencial que

dr = (%(w(zﬁ))) dt,

onde

Portanto temos que,

A = /abf(:p) dx
— /027r y(t)r(1 — cos(t))dt.

Portanto, a area que estamos calculando é dada por

2
A = /0 r(1 — cos(t))r(1 — cos(t))dt
2m
= / r2(1 — cos(t))?dt
0
2m
= 72 — cos(t))?
= [ o)
2m
= 72 — 2cos cos®
_ /0(1 2 cos(t) + cos?(1))dt

27
= 72t — 2sin(t)]

2m
+ / cos?(t)dt.
0

0
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Pelas relagoes trigonométricas, temos que

1 + cos(2t)

2
t =
cos*(t) 5

Assim

2m 2m 1 2
/ cos*(t)dt = / Ls(t)dt
0 0 2

27r1 ot 2w

/ Ls()dt = / (1 4 cos(2t)dt

0 2 0
27 27
t —1—/ cos(2t)dt | .
0 0

d
Fazendo u = 2t, teremos du = 2dt e dt = TU, entao:

2w 4m d
/ cos(2t) dt = / cos(u) o
0 0 2

4m d 1 4m
/ cos(u) - —/ cos(u) du
0 2 2 Jo

N | —

DO | —

1 4 .
—/ cos(u) du = sin(u)
2 J, 2 |,
Como
sin(u)  sin(2t)
2 27

27 . 2T
1 2t
temos que / cos(2t) dt = 3 <t + Smé >> ‘ :
0
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Determinando a area da curva cicloide:

A

[ 1
2m — 2. —(2 —
_71' 0—|—2<7T+2)]

[ 1 0
—9204+ = b
02043 (0+3)]

r2[3n] — r2[0]

2T
/0 r(1 — cos(t))r(1 — cos(t)) dt
2
r2[t — 2sin cos>
[t — 2sin(t) +/0 (t) dt]

:t — 2sin(f) + ;(t + Sin(%))]

2

2 0

o — 2sin(2m) + & (271' + Sin(d‘w))]

2 2

o 2500+ 10+ 220

2
0)

Portanto, a area da regiao entre a cicloide e o eixo O,, gerada pela rotacao de um

circulo de raio 7 em torno do seu centro sera dada por 37r2. Também concluimos que

sua area é trés vezes maior do que a area da circunferéncia, conforme figura abaixo.

Y
27

wr

wr
wr

Tr 2mr L

Figura 2.14: Area da cicloide de raio r
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2.1.7 Formulas de Frenet para a Cicloide
Sabemos que a equagao paramétrica da cicloide ¢ a(t) = r(t — sin(t), 1 — cos(t)),

reR,r>0eteR. Logo, as derivadas o/(t) e o/'(t) sao dadas por:

a'(t) = r(1—cos(t),sin(t))
a"(t) = r(sin(t), cos(t)).

Determinando | o/(t) |:

|a'(t) ] = r(1—cos(t), sin(t))
= /12(1 — cos(t))? + r2(sin(t))2
_ \/r2<1 — 2cos(t) + cos2(t)) + r2(sin®(t))

= r- \/1—2COSt

= r-y/2—2cos(t

= 7-4/2(1—cos(t)).

( )

= 4/r2(1 —2cos(t) + COS2( ) + sin’(t))
(t) +
)

O vetor tangente para as curvas nao necessariamente parametrizada pelo comprimento

de arco é dado por:

o/(t)
| /(2) |
r(1 — cos(t),sin(t))
r++/2(1 — cos(t))
1

= 0 coD) - (1 — cos(t), sin(t)).

tHt) =
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O vetor normal é dado por:

(=, 2)
(/)2 + (y')?
r(—sin(t), 1 — cos(t))
r- ?(1 — cos(t))

= o) - (—sin(t), 1 — cos(t)).

n(t) =

Sabemos que a curvatura é dado por

Fazendo os calculos parciais:

—z" -y = —rsin(t) - rsin(t)

= —r?sin’(t),

-y = r(1—cos(t)) - cos(t)
= r%cos(t) - (1 — cos(t))
= r?cos(t) — r? cos?(t),

logo

—7". y’ + - y” = 2 sin2(t) + r? cos(t) —r? COSZ(t)
= r?cos(t) — r?(sin® + cos*(t))
= r?cos(t) —r?

= 7r%(cos(t) — 1).
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Entao, para todo t € R — 27k; k € Z a curvatura k(t) é dada por:

—2 oy 42y
(r-+/2(1 — cos(t)))3
r?(cos(t) — 1)
(r-+/2(1 — cos(t)))3
r?(cos(t) — 1)
3+ (\/2(1 — cos(t)))? - 1/2(1 — cos(t))

k(t) =

cos(t) — 1
r-2(1 —cos(t) - \/2(1 — cos(t))
—1
T 220 — cos(D)
1

2/2r - \/1 — cos(t)

O sinal da curvatura da cicloide depende de sua orientagao.

A cicloide nao é uma curva regular para t = 27k, k € Z, pois:

o' (2rk) = r(1— cos(2rk),sin(27k))
o (2mk) = r(1-1,0),
o'(2rk) = (0,0).

Logo

n'(t) = —k()tt),Vsel,
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Entao, para a cicloide #'(t) é:

t'(t) = k(t)n(t)
—1 1 ,
N 2v/2r - /1 — cos(t) ' V2(1 — cos(t)) (Zeinf). 1 = cos(t))
-1 _
= R p—r. (—sin(t),1 — cos(t))

Além disso,

() = ! ! (1 = cos(t), sin(t))

2v/2r - /1 — cos(t) ' V2(1 — cos(t))
1

= 21— cos)) (1 — cos(t),sin(t))

(& wZe)

Na cicloide, percebemos que a ordenada de t'(t) é constante e, que a abscissa de

n'(t) é constante também.
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2.2 Espiral Arquimedes

De acordo com Holanda [9], uma curva plana é aquela que uma crianga pode fazer
ao ter um lapis e um papel ao seu alcance. Sao figuras com tnico traco sem que o lapis
saia do papel.

Nas flores, destaca-se o girassol, a forma como suas sementes estao dispostas formam

espirais logaritmicas que tanto curvam para a direta quanto para a esquerda.

Figura 2.15: Sementes do girassol [13]

Em relagao a disposigao das sementes dos girassois, Livio [13] afirma que consiste

numa exibi¢ao espetacular de espirais cruzadas.

“Quando vocé olha para um girassol nota padroes espirais tanto horarios
quanto anti-horéarios formados pelos flésculos. E evidente que os flésculos
crescem de modo a assegurar a mais eficiente divisao de espago horizontal.

A quantidade dessas espirais em geral depende do tamanho do girassol”.
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A razao aurea é encontrada em diversas areas das nossas vidas, em geral relacio-

1++5
9

namos essa razao a beleza e equilibrio. A razao durea é dada por ¢ =
(veja [13]).

Em uma flor com 100 pontos, observa-se que existem 13 espirais viradas para uma

~ 1 62

diregdo e 21 para outra, o que nos remete ao namero ¢(veja [10]). No girassol de 100

pontos, como na figura abaixo, mostra essa razao aurea, o1 = .
'] A : . - ™
- P _y——" ® .
; .'. e - - . - 5 : .
’ Y -" _‘ . . o * - . -
; J / v .. . . .
1 ¥ YL
1 ; “w " . . - .
" 3 \\_. . - W . . . ol v . .
- - o | L - 2 . . bt -
O e P o * " '. » . » » e . - -
/ » ' .
y Jl ..’f b 3 & It » e . = - - . & e
4 f
g #/; 2 £ [ J L o = - . o .
. / -
? - 4 - 4 : . - ? o
\. L o . o . e
- - .
T . = ' ® 0

Figura 2.16: Girassol 100 pontos [10]

A espiral de Arquimedes tem uma infinidades de aplicagoes no mundo real. Com-
pressores de espiral, feitos de duas espirais de Arquimedes do mesmo tamanho inter-

caladas, sao usados para comprimir liquidos e gases(veja [7]).

Figura 2.17: Processo de compressao |7]

5



2.2. ESPIRAL ARQUIMEDES CAPITULO 2. CURVAS E SUAS APLICACOES

Provavelmente nenhuma outra curva exerce fascinio maior do que a espiral. Ber-
noulli a chamava de “spira mirabilis” e a considerava notével pelas propriedades ma-
tematicas que a torna tunica entre as curvas planas. Ela é utilizada como modelo
decorativo favorito, por conta da graciosidade de sua forma. Na natureza ela ocorre

mais frequentemente do que qualquer outra curva (veja [24]).

Figura 2.18: Concha [24]

Pedir-se a um paciente que desenhe uma espiral de Arquimedes é uma maneira de
quantificar o tremor humano, esta informacao ajuda no diagnostico de enfermidades
neurologicas. Operagoes computacionais matematicas se tornam mais faceis e rapidas,
torando possivel a analise de aspectos importantes do desenho da espiral. Quando se
compara a linha reta obtida por meio de transformacao raio-angular da espiral ideal,
com a gerada a parir de uma espiral real, desenhada por uma pessoa, é possivel detec-
tar irregularidades. Espirais de Arquimedes também sao usadas em microbiologia de
alimentos para determinar a concentragao bacteriana através de uma placa espiral(veja
).

Os sulcos das primeiras gravacoes de disco de vinil formam uma espiral de Arqui-
medes, fazendo os sulcos igualmente espacados e maximizando o tempo de gravagao

que poderia acomodar-se na area do disco [18].
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Figura 2.19: Disco de vinil

Um método para a quadratura do circulo, é um problema proposto pelos antigos
geometras gregos consistindo em construir um quadrado com a mesma area de um dado
circulo servindo-se somente de uma régua e um compasso em um numero finito de etapa,
relaxando as limitagoes estritas no uso de uma régua e um compasso nas demonstra-
¢oes geométricas da Grécia antiga, faz uso da Espiral de Arquimedes. Também existe
um método para trissectar angulos, um dos problemas classicos da geometria sobre
construgoes com régua e compasso e consiste em, dado um angulo qualquer, construir

um outro com um tergo de sua amplitude baseados no uso desta espiral [18].

Figura 2.20: Anéis de Jade [19]

As ranhuras espirais, sao visivelmente mais uniformes que outros padroes gravados
em pegas de jade antigas, como a figura acima. Os anéis estudados datam de 550 AC,

portanto, 300 anos antes de Arquimedes ter existido, conforme [19].
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De acordo com Neto [19], as referéncias historicas mais antigas a maquinas compos-
tas que inter-convertem movimento linear e rotacional com precisao, veem dos escritos
atribuidos a Heron de Alexandria, datados do Primeiro Século DC. Logo, os chineses
estariam, aparentemente, meio milénio na frente da Europa nessa tecnologia.

Loxodromia é a linha que, a superficie da Terra, faz um angulo constante com todos
os meridianos. Muito embora nao constitua o caminho mais curto entre dois pontos, a
loxodromia é o tipo de trajeto mais simples e normalmente empregue em mapas rodo-
viarios ou maritimos, desde que se avistem acidentes geograficos como referéncia(veja
[19]).

Figura 2.21: Linha loxodromica [19]

Seguir a loxodromia é como seguir numa rua contornando os quarteiroes. A razao
estd no fato da orientacdo dos navios e aeronaves se realizar com base nas cartas
nauticas, fornecidas por proje¢oes azimutais, bussolas magnéticas e giroscopicas sobre
as coordenadas deformadas, que atendem o sentido de orientagdo da terra plana(veja
19]).

A projecao estereografica da linha loxodrémica no plano tangente ao polo é a espiral

logaritmica. A lox6droma que passa por Campinas, o angulo de rumo é de 275° [19].
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Figura 2.22: Lox6droma [19]

A linha de rumo constante, seguindo a rota loxodréomica nao permite a um navio
dar a volta ao mundo regressando ao ponto de partida. Pedro Nunes (1502-1578),
famoso gedgrafo, matematico portugués, cosmografo real, demonstrou em 1546 que a
curva percorrida vai se aproximando do polo, em torno do qual da infinitas voltas sem

nunca chegar a ele(veja [19]).

Figura 2.23: Projegao estereogréfica [19]
Machado [15], alega que as galaxias espirais s@o sistemas estrelares constituidos

principalmente por um disco aproximadamente circular e bastante achatado que além

de estrelas, contém gés e poeira, e se encontra imerso em um halo de matéria escura.
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“A caracteristica mais marcante destas galdxias sdo seus bracos espirais,
evidentemente, onde ocorre intensa formacao estrelar. As galéxias espirais,
apresentam ainda um bojo no centro do disco, cuja importancia relativa
diminui conforme o tipo morfolégico seja mais tardio; e um halo de material
estelar, constituido basicamente de aglomerados estrelares e estrelas pobres
em metais; além do halo de matéria escura. A dimenséo radial dos discos &
tipicamente de ordem de kiloparsecs, enquanto que a escala de altura é de

poucas centenas de parsecs”.

Figura 2.24: Galaxias Espirais [15]

Parsecs é uma unidade de distancia usada em trabalhos cientificos de astronomia.
Equivale a distancia de um objeto cuja paralaxe anual média vale um segundo de arco
1". Parsec também pode ser entendido como a distancia a qual se deveria situar um

observador para ver uma unidade astronémica(UA), equivalente a distancia da Terra
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ao Sol, sob o angulo de um segundo de arco [15]. Um parsec é equivalente a 3,26156

anos-luz.

Estrela

Figura 2.25: 1 parsec

1 o
Sabendo que 1° corresponde a 36007, entao 1”7, corresponde a (m) . O angulo

P° corresponde a um arco de 1". Sendo assim, parsec é dado por:

1 U.A.
tan(1”) = [il ,

1 U.A.
tan(17)’

Fazendo d = 1 Parsec, obtemos:

1 U.A.
tan(1”)

1 U.A.
71T N\°
()

1 Persec = 206264,8 U.A.

1 Parsec =

1 Parsec =
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Figura 2.26: Galaxias Espirais [15]

Portanto, trata-se de estruturas de fato bastante achatadas. Que as galaxias espi-
rais se constituem de discos achatados ja era conhecido desde o inicio da astronomia
extragalactica [15].

A espiral de Arquimedes é umas das curvas com mais aplicagoes no cotidiano. Pode
ser facilmente encontrada tanto na natureza como em objetos de criagao humana. Al-
guns exemplos: As galaxias em espiral, os caracdis e alguns redemoinhos de ventos
ou de agua tem a forma de uma espiral de Arquimedes, o disco de vinil, compresso-
res, micro propagacao bacteriana, espiral de Fermat e logaritmica, espiral de Littus e
Parker(nos ventos solares) e na roda de Catarina. Embora Arquimedes nao tenha des-
coberto essa espiral, ele a usou neste livro para quadrar um circulo e fazer a trissectar
um angulo, que sao dois problemas classicos e historicos da mateméatica, juntamente

com a duplicacao do cubo(veja [18]).
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2.2.1 Equagao Polar da Espiral Arquimedes

Um sistema de coordenadas polares no plano é formado por um ponto fixo O deno-
minado po6lo e uma semirreta com origem em O denominada eixo polar. Cada ponto
do plano é denotado por P = (r,#), onde r é a distancia de P ao pdlo e 6 é o an-
gulo tomado no sentido anti-horario entre o eixo polar e o segmento OP. Um ponto
em coordenadas polares P = (r,0) pode ser escrito em coordenadas cartesianas com
x = rcos(f) e y = rsin(f). Um ponto em coordenadas cartesianas P = (x,y) pode
ser escrito em coordenadas polares, pois 7 = /22 + y2 e cos() = T e sin(f) = g, se
r # 0(veja em [14]). g '

A
P
[/ ,
L g =rcosh
oy = rsent
0 -
0 z ’L

Figura 2.27: Mudanga de coordenadas

A Espiral de Arquimedes tem esse nome em homenagem ao matemaético grego
Arquimedes(287a.C. — 212a.C.), que viveu no século IIT a.C., é também conhecida por

espiral aritmética.

Figura 2.28: Espiral de Arquimedes
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De acordo com Silva [26], por defini¢ao, a espiral de Arquimedes é o lugar geométrico
dos pontos P de uma reta que gira em torno do centro O com velocidade angular
constante e o ponto P se desloca sobre a reta r a partir de O com velocidade constante
sobre a reta.

A equagao polar é dada por r(¢) = a.¢ cuja dedugao é simples, pois a cada giro
completo da reta a curva distancia de 27.a, sendo “a” uma constante do centro(origem)

ao ponto P.

\

Figura 2.29: Espiral de Arquimedes - equagao polar

2.2.2 Equacao Paramétrica da Espiral Arquimedes

Passando da forma polar para a paramétrica:

x = r(0)cos(d)
y = r(0)sin(d),

obtemos:

z(0) = a(0)cos(h)
y(0) = a(f)sin(h).
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2.2. ESPIRAL ARQUIMEDES CAPITULO 2. CURVAS E SUAS APLICACOES

2.2.3 Equacgao Cartesiana: da Espiral Arquimedes

Sabemos que a equagao polar da espiral de Arquimedes é () = a -6, com a > 0 e

6 € R, em radianos (veja [21], Exercicio 6.21.a).

Em coordenadas polares temos:

Como r(f) = a#, podemos escrever:

¥

Elevando ao quadrado obtemos:

(0) cos(d)
)sin0).

<
—~
>

(a-0-cos(0))?
(a-0-sin(h))>.

Somando as equagoes acima, membro-a-membro, teremos:

2+ = a*(0) - cos*(0) + a*(0) - sin®*(0)
= a*(0)(cos*(0) + sin*(0))

— a*(0)
Portanto temos que
2 .2
Y e (2.1)
Por outro lado,

y a(0) sin(0)

x a(6) cos(0)
sin(0)
cos(0)
tan(0),
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implicando em 6 = arctan <Q>

x
Substituindo 6 na equag¢ao 2.1, obtemos que:

%+ y? )
3 = arctan (—) .
a T

Portanto

Extraindo-se a raiz quadrada de ambos os lados da equagao, obtemos que:

\/m = \/a2 - (arctan <%>)27

logo
T = oo ()
r¢+y* = a-arctan|—|,
T
assim
vVt +y? y
—— = arctan (—) .
a T
Portanto
tan | ————— = =
a T
Entao

y = x-tan| —— | .

a

Portanto, a equagao encontrada ¢ denominada equagao cartesiana da espiral de

Arquimedes.
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2.2.4 Comprimento da Curva da Espiral Arquimedes

Em coordenadas polares temos:

¢ = [Vreroras
— [ Vs awras
~ [ Ve epas
= /a\/T(e)Zde.

Seja 6 = tan(t), entao temos que:
do = sec*(t)dt,
de modo que:
C = a/ V1 + (tan(t))? sec®(t)dt.

Pelas relagoes trigonométricas, sabemos que:

1+ (tan(t))* = (sec(t))?,

consequentemente:
C = a/ sec2(t) sec?(t)dt
= a/sec(t) sec?(t)dt
= a/secg(t)dt.
Temos que:

1 1
/sec?’(t)dt = 3 sec(t) tan(t) + Eln | sec(t) + tan(t) | +k, k € R.
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Logo, concluimos que:

C = gsec(t) tan(t) + gln | sec(t) + tan(t) |

- 39\/1+92+gln|\/1+92+9l.

Para 0 < 6 < 27, obtemos:

C = gZW\/1+47r2+gln\v1+47r2+27r\
= g(Qﬂv1+47r2+ln|\/1+47r2-|—27r|)

~ 21, 26a.

Portanto, o comprimento de uma Espiral de Arquimedes é aproximadamente 21, 26a

(1))

onde “a” é constante.

Figura 2.30: Comprimento da Espiral de Arquimedes
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2.2.5 Area da Espiral de Arquimedes

Por [8], sabemos que o célculo da area na forma polar é dado por

1 /B
A= 5/ r*(0)do

com 0 € [a, B]. Sabemos que a formula polar da espiral é r(0) = af, onde a > 0 e

6 > 0. Assim a area da espiral de Arquimedes é dado por:

1 2
A= 1 / ¥2(6)d6
0

Figura 2.31: Area da Espiral de Arquimedes

89



2.2. ESPIRAL ARQUIMEDES CAPITULO 2. CURVAS E SUAS APLICACOES

2.2.6 Formulas de Frenet da Espiral Arquimedes

Determinaremos as férmulas de Frenet para curvas planas nao-parametrizadas pelo
comprimento de arco.
Seja a(r) = (a -1 -cos(r),a-r-sin(r)) com a > 0, r € R em radianos. Dividimos

temos que

o (r) = (a-cos(r)—a-r-sin(r),a-sin(r) +a-r-cos(r))

= (a(cos(r) — r -sin(r)), a(sin(r) + r - cos(r))).
E o”(r) é dado por

a"(r) = (a[=sin(r) — (sin(r) + 7 - cos(r))], a[cos(r) + (cos(r) — r - sin(r))]
= (a[—2sin(r) — r - cos(r)],al2 cos(r) — r - sin(r)])
= (—a(2sin(r) 4+ r - cos(r)),a(2cos(r) — r - sin(r))

)-

Consequentemente | o/(r) |:

| o/(r)] = V(a(cos(r) — r-sin(r))) + (a(sin(r) +r - cos(r)))?
= \/@2(0052(7’) —2-cos(r) - r-sin(r) 4+ 72 - sin?)+

+ \/—l—aQ(st(T) + 2 - sin(r) - r - cos(r) + r2 cos?(r))

= \/GZ(COSQ(’I”) — 27 - cos(r) - sin(r) + 72 - sin?)+

+ \/+a2 sin?(r) + 2r - sin(r) - cos(r) 4 72 cos?(r))

= \/a2(cos2(r — 7 -sin(2r) 4+ 72 - sin?) 4 a2(sin?(r) + r - sin(2r) + r2 cos?(r))

)
= \/&2(6052( ) — 7 -sin(2r) + r2 - sin® +sin?(r) + 7 - sin(2r) + 72 cos2(r))

= \/a2[(cos2(r) +sin?(r)) — 7 - sin(2r) + 7 - sin(2r) + r2(sin? + cos2(r))]

= \/@2[(0052(7") + sin?(7)) — 7 - sin(2r) 4 7 - sin(2r) 4 72(sin? + cos?(r))]
= Va2[1+0+4r2(1)]

= av1+1rZ
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o/(r)
| a/(r) |

Portanto o vetor tangente t(r) = ¢ dado por:

—~

_ a(cos(r) — r - sin(r)), a(sin(r) + r - cos(r))
fr) Ve

= am(cos(r) — r-sin(r), sin(r) + r - cos(r))
1 . .
= ==5(cos(r) = r-sin(r), sin(r) +7- cos(r)).

|

é dado por:

E o vetor normal n(r) = ~—

(—a(sin(r) + 7 - cos(r), a(cos(r) — r - sin(r)))

n(r) =

av'1+r?
_ (a(—sin(r) — r - cos(r), a(cos(r) — r - sin(r)))
WIEr?
= —A — (—sin(r) — r - cos(r), (cos(r) — r - sin(r)))
1 . .
= e (—sin(r) — r - cos(r), (cos(r) — r - sin(r)))
-1 . .
= m(r - cos(r) + sin(r), (r - sin(r) — cos(r))).
Para calcular a curvatura k(r) = %, vamos calcular primeiramente
—2"(r)y'(r) = —(—a(2sin(r) +r - cos(r))) - a(sin(r) + r - cos(r))

= @*[(2sin®(r) 4 2rsin cos(r) + rsin cos(r) + 72 cos*(r))

= a®[(2sin®(r) + 3rsincos(r) + r? cos*(r)).
Portanto

Z'(r)y"(r) = (alcos(r) —r-sin(r))) - a(2cos(r) — r - sin(r))
= a*[2cos?(r) — rsin(r) cos(r) — 2sin(r) cos(r) + r? cos*(r)]

= a*(2cos*(r) — 3rsin(r) cos(r) + r* cos?(r)).
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Sendo assim, determinamos

—2"(r)y'(r) + "' (r)2'(r) = a*[(2sin®(r) + 3rsin(r) cos(r) + 72 cos®(r))
+ a%(2cos?(r) — 3rsin(r) cos(r) + r2 cos?(r))
= a?[2(sin®(r) + cos?(r)) 4 0 + r%(cos?(r) 4 sin?(r))

= (2—1—7’)

Portanto temos que a curvatura k(r) = (veja [27], Exercicio 4.4-5) é

Portanto as formulas de Frenet para a Espiral de Arquimedes sao:

- Vetor tangente:

t(r) = (cos(r) — r - sin(r),sin(r) 4+ r - cos(r)).

—_

_|_

<
[\V]

- Vetor normal:

n(r) = m(r - cos(r) + sin(r), (r - sin(r) — cos(r))).

- Curvatura:

- Torgao é 7 = 0.

A torgao da curvas planas é nula, de acordo com Tenenblat [27].
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2.3 Heélice

As hélices, sao curvas espaciais de grande interesse no estudo da Geometria Dife-
rencial. Elas sao curvas cujas retas tangentes fazem um angulo constante com uma
direcao fixa.

De acordo com Duval [6], molas sao elementos mecanicos amplamente utilizados em
engenharia mecanica para exercer forgas constantes, eliminar folgas em mecanismos,
armazenar e fornecer energia, isolar vibragoes, absorver energia de impactos, medir
forcas. Entre as molas, distinguem-se 3 grandes familias: molas sujeitas a esforcos
de torcao, molas sujeitas a esforcos de flexao e molas sujeitas a esforcos de tragao ou

compressao.

-
@ _____@_i
7 m—
g 1@
 E— —®
e | @

Figura 2.32: Molas helicoidais cilindricas [6]

Conforme Dos Santos [5], cientistas descobriram que a estrutura da molécula de
DNA (4cido desoxirribonucleico) é de duas hélices circulares paralelas e interligadas. E
a partir dai foi possivel determinar caracteristicas especificas do DNA, como a rigidez
de flexao, a torcao e o diametro efetivo. Essa descoberta permitiu o desenvolvimento
do estudo dessa importante estrutura que carrega informagao genética de uma geracao
para outra. Abrindo assim, o caminho para avangos significativos na medicina. Uma
representacgao da hélice dupla da molécula de DNA (4cido dexorribonucléico), conforme

figura abaixo.
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Figura 2.33: DNA [5]

A hélice tem varias aplicacbes como: a parte metélica dos saca-rolhas, o acaba-
mento de engrenagens da engenharia automotiva, roscas de um modo geral, molas,os
parafusos, os belos e artesanais mensageiros do vento construidos a partir de palitos de

picolé, fios de nylon, agulhas e micangas.

2.3.1 Equagao Paramétrica da Hélice

Tomemos uma reta vertical V' que executa um movimento circular e uniforme em
torno do eixo vertical OZ. Logo, a superficie de revolugao gerada ¢ um cilindro de raio
a e centro OZ. Um ponto P, pertencente a reta V', movendo-se, com uma velocidade
b constante descreve uma curva denominada Hélice [24].

Pegando um ponto P = (x,y, z) pertencente a reta V paralela ao eixo OZ. Esse
ponto, veja figura abaixo, pertence ao cilindro de revolugao gerado pela rotagao da

reta V' em torno do eixo OZ e, portanto, & uma circunferéncia de raio a centrada em

C(=0,0,z).
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AZ

Figura 2.34: Hélice Circular

Basta-nos agora, variarmos linearmente o valor da cota (z = b.t) a0 mesmo tempo
em que o ponto P descreve a circunferéncia. E assim chegamos & uma equacao para-

métrica para Hélice(Circular), conforme [21]:

x = acos(t)
y = asin(?)
z = bt

Ou simplesmente: «a(t) = (acos(t),asin(t),b.t), onde a,b,t € R, com a > 0, que denota
o raio da hélice, e b # 0, que indica a velocidade que pode ser positiva ou negativa,

mas nao nula.

2.3.2 Equacao cartesiana da Hélice

A equacao paramétrica da hélice é dada por:

x = acos(t)
y = asin(t)
z = bt
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z
Se z=10-t, entdo t = 7 Substituindo em x(t), temos:

v = a®cos’(t)
y* = a’sin®(t).
Somando 2 e 2, obtemos:
2?+y? = a’cos’(t) + a*sin®(t)

2 +y* = a*(cos’(t) + sin®(t))

a:2+y2 = a°

Portanto, a forma cartesiana implicita da hélice é:

22 +y? = a?

z
r = acos(g).

2.3.3 Comprimento da curvada Hélice

Como vimos anteriormente a equacao paramétrica da hélice é:
a(t) = (acos(t),asin(t),bt).

O comprimento seréd dado por:

o= [

to

onde « esta bem definida para todo t € [t,t1] (veja [4, 8, 27]). A primeira derivada de
o/ (t) é:

a'(t) = (—asin(t),acos(t),b).
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Portanto o médulo de | &/(t) | é dado por:

| a/(t)] = +/(—asin(t))? + (acos(t))? + b2
= \/(a2 sin?(t) + (a2 cos?(t) + b2
= \/aQ(COSQ(t) + sin®(t)) + b2
= Va?+ b2 (2.2)

Portanto chegamos a formula do comprimento da hélice:

t1
C = / Va?+ b dt
to

t1

= Va?+b%t

to

Denotando At = t; — tg, sabemos que a formula do comprimento da hélice é dado

por:

C = AtVva?+ b2

2.3.4 Formulas de Frenet da Hélice

A equagao paramétrica da hélice circular é a(t) = (acos(t), asin(t), bt) e pela equa-
¢ao 2.2 temos que | &/(t) |= Va® + b%. Logo, uma reparametrizagdo por comprimento

de arco, sera:

B(s) = (acos (%),asin( i ), bs )
a? 4+ b2 Vaz+b2) a2+ b?

Portanto:

o = (o) () oo (o) () o)
SN SR S i I i )
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e consequentemente

1
"0 = (7o)
oo () (am) o (vam) (7))

(
- (m)( a;iw)'(m(\/c;W) a2+b2> 0)
(var+w)’

e () )

S . S
= a2+b2-(cos(\/m>,sm<m>,0>.

Assim

ot = () (o (tem) o (cfem) )

- \/(au—w'(l)

a
(@ +5)

O vetor tangente é t(s) = '(s), portanto:

1 s s
t(s) = ——=|—asin| —=——=),acos | —=—=).b].
(s) va? + b? ( (\/a2+b2> (\/a2—|—b2) )
O curvatura ¢ dada por k(s) =| 5”(s) |, entao:

a

k(s) = m.
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Portanto o vetor normal n(s) é dado por:

oy
s (o) () )
(a? +1?)

- o o) )
- (o) i) )

Como o vetor binormal b(s) = t(s) x n(s), calculamos primeiramente ¢(s) e n|(s).

, entao

Por simplicidade denoto ¢ = ——
b Va* + b

_ 1 (—asin(c),acos(c),b)

o= Jaie

n(s) = (—cos(c),—sin(c),0).

Logo

P
1
b(s) = Jaap | ° sin(c) acos(c)

—cos(c) —sin(c)

' . L
= - (bsin(e)i  beos(c)j + af)

1

s s
= —— | bsin(——=), —bcos(—),a | .
va? +b? < <\/a2—|—62) (\/a2+b2> )
Portanto b'(s) é dado por:

V(s) = LN (beos(c) - ¢, bsin(c) - ¢, 0)

1

T ¢ - (beos(e),bsin(e),0).
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Além disso,

Portanto b'(s) é:

V(s) =

1-vVa2+b*—5-0
(Va2 + b2)?2
VTP

a
a

1 1

S S
: | beos(——=———=), bsin(———),0
\/0,2+b2 \/CL2+62 < ( a2+b2> (1/a2+b2) )
1

s s
= beos(——), bsin(———),0 .
R (cos( a2+b2)’ sin( a2+b2)’0)

A torcao 7(s) = (V'(s),n(s)) ¢ dado por:

7(s)

= <b'(i9)7n(5)>

— s - (beos() bsin(e), 0) - (— cos(c), — sin(c), 0)
— GQLW - (—=bcos®(c) — bsin®(c) 4 0)

_ a?—Jler (—=b(cos?(¢) + sin?(c)))

1
= @vg 7
b
a?+ b

As aplicacOes das curvas, mostra que a matematica acontece em todas as areas do

conhecimento, como por exemplo: A Cicloide, utilizada na engenharia, arquitetura,

fisica; A Espiral de Arquimedes, utilizada na engenharia, medicina, artesanatos, na-

vegacao, historia, astronomia; A Hélice, utilizada na engenharia mecéanica, medicina,

engenharia automotiva, e varios outras aplicagbes. Portanto, a geometria diferencial

pode ser aplicada em todas as areas do conhecimento: biolégicas, exatas e humanas.
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Capitulo 3

Consideracoes Finais

Através deste estudo caracterizamos, matematicamente, algumas curvas importan-
tes para a geometria e mostramos que algumas curvas sao naturalmente observadas
na natureza. Nossa intencao foi motivar o aluno de graduacao, que estuda curvas do
ponto de vista diferenciavel, com exemplos e aplicacoes da teoria.

A primeira curva estudada foi a Cicloide. Depois de contarmos um pouco da historia
do problema da braquistocrona e da tautécrona, mostramos varias propriedades desta
curva, tais como, a curvatura, o comprimento de arco e a area. Vimos que esta curva
¢ muito utilizada na construcao civil.

Uma outra curva plana que analisamos pode ser encontrada de flores ao formato
de galaxias. A espiral de Arquimedes é uma curva plana amplamente observada na
natureza. Neste trabalho, demos alguns exemplos de onde podemos encontra-la. Em
seguida, mostramos algumas de suas propriedades geométricas.

Por fim, a hélice. Uma curva espacial que pode ser encontrada em nés mesmo. A
cadeia do DNA humano tem o formato desta curva tao peculiar. Diferentemente das
outras duas curvas, a hélice apresenta torcao e curvatura. Estas informagoes sao muito
importantes para o trabalho dos bi6logos.

Neste trabalho, tentamos motivar os alunos que estudam as curvas, por seus di-
versos motivos, mostrando que algumas delas tem uma beleza tinica e importancia

fundamental para todos, independente da area do conhecimento.
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