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Resumo
Neste trabalho abordamos uma proposta interdisciplinar entre a Matematica e a Fisica,
a partir da modelagem matematica de alguns experimentos de fisica basica, utilizando o
Método dos Minimos Quadrados e o software QtiPlot.
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Regressao Linear, Modelagem Matematica, Método dos Minimos Quadrados, Experi-
mentos de Fisica, QtiPlot.



Abstract
In this work we approached an interdisciplinary proposal between mathematics and
physics, from the mathematical modeling of some basic physics experiments, using the
Least Square Method and QtiPlot software.

Keywords
Linear Regression, Mathematical Modeling, Least Square Method, Physics Experiments,
QtiPlot.
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Introducao

Justificativa e Importancia do Trabalho

Este trabalho propoem aplicacoes interdisciplinares entre as disciplinas de Matematica e

Fisica do Ensino Médio, com o propoésito de que os discente desenvolvam seus conhecimentos

de diferentes maneiras, percebendo que os conteiidos das disciplinas de Matematica e

Fisica nao existem isoladamente, podendo aparecer em diversas areas do conhecimento.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais, a presenca da Matematica no

estudo das Ciéncias da Natureza é indispensavel, pois ha grande afinidade entre essas duas

grandes areas, sendo a matematica um dos principais recursos de constitui¢ao e expressao

da Ciéncias da Natureza.

Na area das CIENCIAS DA NATUREZA e MATEMATICA incluem-se as
competéncias relacionadas a apropriacdo de conhecimentos da Fisica, da
Quimica, da Biologia e suas interagoes ou desdobramentos como formas
indispensaveis de entender e significar o mundo de modo organizado e
racional, e também de participar do encantamento que os mistérios da
natureza exercem sobre o espirito que aprende a ser curioso, a indagar
e descobrir. O agrupamento das Ciéncias da Natureza tem ainda o
objetivo de contribuir para a compreensao do significado da ciéncia e da
tecnologia na vida humana e social, de modo a gerar protagonismo diante
das intimeras questoes politicas e sociais para cujo entendimento e solugao
as Ciéncias da Natureza sdo uma referéncia relevante. A presenga da
Matematica nessa area se justifica pelo que de ciéncia tem a Matematica,
por sua afinidade com as Ciéncias da Natureza, na medida em que é um
dos principais recursos de constituicao e expressao dos conhecimentos
destas tltimas, e finalmente pela importancia de integrar a Matematica
com os conhecimentos que lhe sdo mais afins [1, p. 93].

A interdisciplinaridade é realizada utilizando-se da aplicacao da modelagem matematica

em experimentos de Fisica presentes no Ensino Médio, através do Método dos Minimos

Quadrados e dos Métodos de Linearizacao de Fungoes Reais.

Objetivos do Trabalho

Objetivos Gerais:

e Proposta de interdisciplinaridade entres as disciplinas de Matematica e Fisica do

Ensino Médio, através da aplicacao de conceitos basicos de estatistica, funcoes

lineares, fungoes exponenciais, fungoes logaritmicas, e fungoes poténcias.

e Propor roteiros de experimentos de Fisica para o Ensino Médio, com o propdésito de

trabalhar a interdisciplinaridade entre as disciplinas de Matematica e Fisica através

da aplicacdo do Métodos dos Minimos Quadrados e do software QtiPlot.
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Objetivos Especificos:

e Construir conceitos basicos de Linearizagao de Fungoes a partir dos métodos presentes

neste trabalho;

e Construir conceitos basicos do Ajuste Linear de curvas a partir das aplicagoes do
Método dos Minimos Quadrados, e do software QtiPlot;

e Contribuir para integracao interdisciplinar entre as disciplinas de Matematica e

Fisica;

Organizacao e Estrutura da Dissertacdo

Esta dissertacao, esta dividia em quatro capitulos.

No capitulo 1, apresentamos as Escalas Linear e Logaritmica, mostrando suas proprie-
dades e como construi-las. Este estudo é indispensavel para a compreensao do proximo
capitulo, pois esta diretamente relacionado ao estudo dos papéis semi-log e di-log.

No capitulo 2, mostramos os métodos necessarios para linearizar fungoes do tipo
exponencial e poténcia, que sao troca de variaveis, aplicacdo dos papeis especiais semi-log
e di-log, exibicao e utilizagao do software matematico para analise de dados cientificos
QtiPlot.

No capitulo 3, expomos o Método dos Minimos Quadrados, que sera indispensavel na
aplicacao da modelagem matemaéatica nos experimentos de Fisica presentes no capitulo
4, e sua utilizagdo e do software QtiPlot no ajuste linear simples de fungoes do tipo
y(x) = A-x+ Bey(x) = A-x, e a determinagao de uma expressao matemdtica para medir
a sua qualidade (Coeficiente de Determinagao (r?)). Neste trabalho nao abordaremos
a Regressao Linear Multipla, somente a Regressao Linear Simples, por esse motivo, no
decorrer do trabalho a denominaremos apenas por Regressao Linear.

No capitulo 4, temos algumas aplicagoes do Método dos Minimos Quadrados e do
software Qtiplot na modelagem matematica de experimentos da Fisica no Ensino Médio.
Neste capitulo elaborou-se dois roteiros experimentais de Fisica, voltados para a aplicacao
da Regressao Linear de curvas e a determinac¢do da equagao que rege o fenémeno fisico
descrito nos experimentos de Péndulo Simples e da Lei de Ohm (Resistor Ohmico e
Resistor Nao Ohmico), cujo os contetidos estdo presentes no Ensino Médio e sio de
facil entendimento e manuseio, sendo que os roteiros experimentais podem ser facilmente
aplicados para os discentes. Neste trabalho nao abordaremos a propagacao de Erros, pois
temos como objetivo mostrar a aplicacdo da Regressao Linear em alguns experimentos de
Fisica Basica do Ensino Médio.

E por fim, apresentamos as consideracoes a respeito deste trabalho.
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1 Escala

O termo escala, que provém do latim scala, possui diversas interpretacoes dependendo
da drea de atuagao (cartografia, fisica, musica, ...). Para [2], escala é um seguimento
de reta marcado com pequenos tracos transversais, tais que cada um desses tracgos esta

associado a uma tunica grandeza fisica.

1.1 Elementos da Escala

Definicao 1. O Passo (p) é a distancia real entre dois tragos numerados e consecutivos

de uma escala.

Definigao 2. O Degrau (d) € a diferenca entre os valores da grandeza fisica associada a
dots tragos consecutivos, ou seja, a variagdo da grandeza fisica referente a medida de um

Passo.

Exemplo 1. Na figura 1, temos a representagao grafica de Passo e Degrau. A distancia real
entre dois tragos consecutivos estd expressa em centimetros, e a grandeza fisica associada

as marcagoes no eixo real esta expressa em segundos.

Figura 1 — Eixo Real.

—1,0cm —

] ] ] ]
T T T T

0 10 20 30 40 t(s)

Fonte: Adaptado de [2, p.11].

A partir das defini¢coes de Passo e Degrau, temos que p=1,0 cm e d = 10 s.

E trivial concluir que a cada 1,0 em medido no papel sobre o eixo horizontal (distancia
real entre dois tragos consecutivos) representa 10 s de intervalo de tempo (diferenga entre
os valores da grandeza fisica associada a dois tragos consecutivos).

Visto que ja definimos Passo e Degrau, podemos definir uma nova grandeza denominada

Modulo de escala ou Fator de escala que sera representada pela letra M.

Definicao 3. O Mddulo de Escala (M) é a razao do Passo (p) pelo Degrau (d).

(1.1)

SRS
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O médulo de escala é uma constante de proporcionalidade entre Passo e Degrau, o seu
resultado nos informa a relagao entre a medida da distancia real sobre o eixo da escala,
com a variacao da grandeza fisica referente a esta distancia medida. No caso do exemplo
1, temos que:

LLOem 1,0

M = —
10 s 10

em/s=0,1cm/s.

Entao concluimos que a cada 1,0 cm na escala real representa um intervalo de tempo

igual a 10 s ou 0,1 ¢m medido sobre o eixo real, representa um intervalo de tempo igual a
1,0 s.

1.2 Tipos de Escala: Linear e Logaritmo

1.2.1 Escala Linear
Segundo [2, p.12], uma escala é dita linear ou uniforme quando o Passo (p) é constante.
e Propriedades da Escala Linear

A medida do Passo (p) em uma escala linear é constante.

O valor do Degrau (d) em uma escala linear é constante.

e Construcao da Escala Linear

Para construirmos uma escala linear, faz-se necessario calcular o modulo de escala
referente ao comprimento L disponivel na construgao da escala, e em seguida determinar

o valor do Degrau correspondente para qualquer valor do Passo escolhido.

Figura 2 — Segmento de reta de comprimento L.

L

Tmin Tmax

Fonte: Produzido pelo autor.

O médulo de escala M pode ser calculado (equagao 1.2) como sendo a razao do
comprimento real do segmento de reta no qual se deseja construir a escala (L) pela diferenca
dos valores maximos (Z,,4,) € minimos (x,,;,) da grandeza fisica a ser representada na

escala.

L
M=—FF-. (1.2)
(xmém: - xm'm)
A seguir mostraremos a construcao de uma escala linear de duas maneiras diferentes,

(i) considerando que o menor valor a ser marcado na escala serd o nimero zero, e (ii)
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considerando que a escala se inicie com um nimero inteiro imediatamente abaixo do valor
minimo da grandeza fisica a ser representada, nao é necessario que os valores maximos e
minimos da grandeza fisica a serem representados correspondam ao inicio e ao final da
escala.

Construiremos uma escala linear de 20 ¢m de comprimento, para representar a forca
que atua sobre uma particula qualquer, a forca varia de 5 N até 23 N, segundo a tabela 1.

A forca estd expressa em Newtons, unidade de forca no Sistema Internacional de Unidades

(SI).

Tabela 1 — Valores medidos da Forca, em Newtons sobre uma particula qualquer.
Forca (N) 5 9 15 19 23

Fonte: Adaptado de [3, p.20].

(i) Zero coincide com a origem da Escala

Neste caso a escala se iniciard pelo niimero zero, aplicando a equacgao 1.2 aos valores
Tmaz € Tmin Presentes na tabela 1, e considerando x,,;, = 0, pois a escala se iniciara x = 0,

temos que:

20 em
(23 —0) N

cm
M = 0,87 —.
’ N

De acordo com este resultado, cada unidade de forca sera representada por um com-
primento igual a 0,87 ¢m, utilizar esse valor como médulo de escala nao é conveniente,
pois esse valor dificulta nas marcagoes dos submiiltiplos dos valores da escala, entao é
conveniente escolher um valor menor que 0,87 de modo que ele seja miltiplo de 2 ou 5,
para facilitar as marcagoes.

Um valor conveniente para escolhermos seria 0,5 ¢m/N como moédulo de escala.
Tendo em vista que ja obtemos o modulo de escala, falta determinar o valor do Degrau
correspondente a um determinado valor do Passo escolhido para a construcao da escala.

Apoés adotar o Passo igual a 1,0 ¢m, utilizamos a equacao 1.1 para determinar o valor

do Degrau.
p
M = =
d
1,0
0,5 = =
’ d
d = 2,0N

Utilizando os resultados obtidos, desenhamos a escala linear (figura 3) referente aos

valores do Passo =1,0 ¢cm e Degrau = 2,0 N.



Capitulo 1. Escala 21

Figura 3 — Eixo com médulo 0,5 em /N, Passo de 1,0 em e Degrau de 2,0 N.

p=1,0cm

T e e e e S L T B e B S

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 F(N)
d=2,0 N

Fonte: Produzido pelo autor.

E importante ressaltar que somente os valores correspondentes ao Degrau devem ser
marcados no eixo.

Para representarmos os valores da forga (tabela 1) na escala linear construida (figura 3),
utilizaremos a equacao 1.3, que nos possibilita determinar a distancia a partir da origem
no qual deve-se marcar um ponto qualquer da tabela 1 na escala linear. A equacgao 1.3

sera dada por:
Py=M - (z; — o) (1.3)

sendo M o médulo de escala, z; o valor da grandeza fisica a ser representada, P; a distancia
a partir da origem da escala para marcar na escala a grandeza fisica x;, e xg 0 nimero no
qual a escala se inicia.

Utilizando a equacgao 1.3, estabeleceremos a posicao a partir da origem que ocupara a
forca de 23 N.

P = 0,5-(23-0)
P = 11,5 cm.

Refazendo este calculo para os demais valores de forca presentes na tabela 1, e

organizando os valores de P, em uma tabela, obtemos a tabela 2.
Tabela 2 — Relagdo entre os valores medidos da Forca com as distancias a serem marcadas
a partir da origem (i).

Forca (N) 5 9 15 19 23
B (cm) 25 45 75 95 115

Fonte: Adaptado de [3, p.20].

A partir dos dados obtidos na tabela 2, alocaremos a posi¢ao correta dos valores da
forga aplicada sobre uma particula qualquer (tabela 1) na escala linear (figura 3). A
representacao da posicao dos valores da forca serd por pequenos pontos sobre a escala,

como mostra a figura 4.
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Figura 4 — Eixo com médulo 0,5 em /N, Passo de 1,0 em e Degrau de 2,0 N.

1,0 em

e T B e e L S
0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 F(N)

Fonte: Adaptado de [3, p.21].

(ii) Zero nao é a origem da Escala

Neste caso, a escala se inicia em um ntmero igual ou proximo ao menor valor da
grandeza fisica a ser a representada, utilizando a equacao 1.2, tal que x,,;,, = 5 N e

Tmae = 23 N, teremos:

B 20 em
(23—-5) N
Moo= 2am g an
18 N N
cm
M = 1,11 —.
’ N
Escolhendo um valor conveniente para o médulo de escala, adotaremos M = 1,0 %

Adotando o Passo igual a 2,0 ¢m, determinamos o valor do Degrau utilizando a equagao
1.1.

p
M = =
d
2,0
1,0 = =
’ d
d = 2,0N.

Depois de determinar o valor do d e adotar o nimero 5 para ser o inicio da escala,

esbocamos a escala linear representada na figura 5.

Figura 5 — Eixo com médulo 1,0 em/N, Passo de 2,0 ecm e Degrau de 2,0 N.

p=2,0cm

5 7 9 11 13 15 17 19 21 23  F(N)

Fonte: Produzido pelo autor.

A partir da equacao 1.3, determinamos a posicao a partir da origem ocupada pela forca
de 23 N.

P = 1,0-(23—5)
P = 18,0 cm
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Apos refazer este mesmo calculo para os demais valores de forca presentes na tabela 1,
obtemos a tabela 3.
Tabela 3 — Relagdo entre os valores medidos da Forca com as distancias a serem marcadas
a partir da origem (ii).

Forca (N) 5 9 15 19 23
B (cm) 0 40 100 140 18,0

Fonte: Adaptado de [3, p.21].

Com base nos dados da tabela 3, alocou-se a posigao correta dos valores da forga (figura

6) através de pontos sobre a escala.

Figura 6 — Eixo com médulo 1,0 em/N, Passo de 2,0 ecm e Degrau de 2,0 N.

p=2,0cm

—

Pttt

5 7 9 11 13 15 17 19 21 23  F(N)

Fonte: Adaptado de [3, p.21].

1.2.2 Escala Logaritmica

Estamos acostumados a esbocar graficos, ou até mesmo interpretar graficos que con-
tém valores igualmente espagados (escala linear). Entretanto, hé grandezas que podem
ser melhor representadas graficamente quando um dos eixos do grafico esta em escala
logaritmica, veremos aplicagoes da escala logaritmica no capitulo 2.

De acordo com [2, p. 12], uma escala é denominada logaritmica se o passo desta escala
varia logaritmicamente.

Segundo [4, p. 132], a escala logaritmica ndo possui representagdo do nimero zero,

pois ig%(log(x)) = —00.

Definicao 4. Década Logaritmica na base 10, corresponde a uma variagcao entre poténcias

de 10 consecutivas (10" a 10" ) no valor da grandeza fisica, sendo n wm nimero inteiro [5].

A escala logaritmica, é constituida de décadas logaritmicas, na figura 7, temos a

representacao de uma escala logaritmica, que é composta por duas décadas logaritmicas.
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Figura 7 — Escala Logaritmica

0 1 2
10 2 3 4 5 6 789 10 20 30 40 50 60 708090 10

Década Década
Fonte: Produzido pelo autor.

e Construcao da Escala Logaritmica

Para construirmos a escala logaritmica em um determinado eixo de comprimento L,
faz-se necessario determinar o logaritmo de niimeros reais no intervalo desejado.

Considere a construcao de uma escala logaritmica no intervalo de 1 a 100 em um eixo
de comprimento 2,0 dm. Apoés calcular o logaritmo dos niimeros reais no intervalo de 1 a

100, construimos a tabela 4 com os valores de log(z).

Tabela 4 — Tabela com os valores de log(x).

x 1 2 3 4 > 6 7 8 9 10
log(xz) 0,000 0,301 0,477 0,602 0,699 0,778 0,845 0,903 0,954 1,000
x 20 30 40 50 60 70 80 90 100
log(z) 1,301 1,477 1,602 1,699 1,778 1,845 1,903 1,954 2,000

Fonte: Adaptado de [6, p. 518].

Em seguida assinalamos os valores da tabela 4 sobre um eixo real utilizando como

referéncia uma régua de 2,0 dm (1 dm = 10 ¢m), e como resultado obtemos a figura 8.

Figura 8 — Escala Logaritmica de duas Década, régua de comprimento L = 2,0 dm.

0 1 2
10 2 3 4 5 6 789 10 20 30 40 50 60 70809010

+—i Eixo Real

WHN‘HH‘HH‘HH‘HH‘HH‘HH‘HNX‘HH‘HNX‘NHN‘HH‘NHN‘HH‘HH‘HH‘HH‘HH‘HH‘HYW

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 1,1 12 13 14 15 16 1,7 18 19 20 (dm)

Fonte: Produzido pelo autor.

Apés analisar a figura 8, verifica-se que o nimero 2 assinalado na escala logaritmica,
corresponde ao valor de 0,3010 na escala linear (régua), que é justamente o valor de log(2).
Entao a escala logaritmica lhe informa o valor do logaritmo da grandeza, e nao o seu, logo

o Degrau dessa escala também nao é constante e varia logaritmicamente.



Capitulo 1. Escala 25

Seja o Degrau determinado pelas marcagoes verticais na escala logaritmica entre os
valores 2 e 3 na década que esta entre 1 e 10, temos que:

d =log(3) — log(2) = log (2) ;

ou seja, o Degrau é o logaritmo da diferenca dos valores correspondentes a duas marcagoes
consecutivas na escala logaritmica.

Na figura 9, temos a representacao de uma década logaritmica arbitraria, em que L
representa o comprimento da década logaritmica e L, representa a distancia a partir da

origem da década até o ponto x - 10", tal que n € Z.

Figura 9 — Década Logaritmica Arbitraria

L

L,

| | |

I 1
10" - 10" 107+t

Fonte: Produzido pelo autor.

Utilizamos a equagao 1.1 para determinarmos o modulo de escala da escala logaritmica,

o modulo foi calculado referente aos extremos da década logaritmica.

Passo L
M = = :
Degrau  log(10m+1) — log(10™)
Assim,
L
= —— = 1.4
n+l—n (14)

O moédulo M de uma escala logaritmica na base 10, é igual ao comprimento de reta
compreendido entre 10" e 10", tal que n € Z. Calculando o médulo M referente as duas

marcacoes compreendidas entre 10" e x - 10", teremos:

L,

M =
log(x - 10") — log(10™)’
logo,
L
M = . 1.5
log(a) ()
Igualando as equagoes 1.4 e 1.5, obtemos:
L,

I =

log(z)
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Portanto,

L,

log(z) = A (1.6)

Ao analisar a equacao 1.6, verifica-se que é possivel calcular o valor do logaritmo de
um namero arbitrario z, sabendo a medida da Década Logaritmica (L), e a medida da
distancia a partir da origem da década até o valor arbitrario x.

Reescrevendo a equacao 1.6, obtém-se:
L, =L -log(x). (1.7)

A equacgao 1.7 mostra que o valor da grandeza representado na escala logaritmica é

proporcional a log(z).

Exemplo 2. Construa uma escala logaritmica que possui 10 ¢m de comprimento, compre-

endida no intervalo de 1 a 10. Calcule log(3,5) a partir da escala logaritmica construida.

Primeiro representamos os extremos da década logaritmica compreendida entre 1 e 10

(figura 10), junto com uma régua suporte que possui 10 ¢m de comprimento.

Figura 10 — Década Logaritmica, Régua de comprimento L = 10,0 cm.

1 10

R RN R R R R R R R RN LR R RN LRl LR RERR RRRRE RN LR RRRRE|

0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0 em

Fonte: Produzido pelo autor.

Em seguida, utilizamos a equacgao 1.7, para determinar a posicao a partir da origem

dos ntimeros inteiros compreendidos entre 1 e 10, sendo L = 10 c¢m.

Logo,

L,—y = 10,0-log(l) =0 cm;
L.,—s = 10,0-log(2) = 3,01 cm;
L,—3 = 10,0-log(3) =4,77 cm;
L,—y = 10,0-log(4) =6,02 cm;
L,—5 = 10,0-log(5) = 6,99 cm;
L,—¢ = 10,0-log(6) = 7,78 cm;
L.—7 = 10,0-log(7) = 8,45 cm;
L.—s = 10,0-1og(8) =9,03 cm;
Ly.—9g = 10,0-log(9) =9,54 cm;
L,—10 = 10,0-1log(10) = 10,0 cm.
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De posse desses valores, representamos eles sobre o eixo da figura 10, obtendo como

resultado a escala logaritmica representada na figura 11.

Figura 11 — Escala Logaritmica de comprimento 10 cm.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

R RN R R R R R R R RN LR R RN LRl LR RERR RRRRE RN LR RRRRE|

0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0 em

Fonte: Produzido pelo autor.

Para calcular log(3,5) a partir da escala construida, precisamos determinar o valor

aproximado de L,_3; (figura 12).

Figura 12 — Valor aproximado de L,—35.

L:c:3,5 1
1 2 3 1 4 ) 6 7 8 9 10

I
[ I R L I I L I R R N R R RN RN RN AR ERR RN RN RS RRRRE

0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0 em

Fonte: Produzido pelo autor.

Substituindo L = 10 em e L, = 5,4 ¢m na equagao 1.6, obtemos que:

L, b5,4cm
log(3.5) = T = Jgam-

Logo,

log(3,5) = 0,54.
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2 Linearizacao de Funcoes

Se trata de um procedimento aplicado a uma funcao real, que possui representagao
grafica diferente de uma reta, afim de torna-la uma reta. Este procedimento pode-se dar
de diversas formas, sejam elas: utilizando troca de variaveis, aplicagdo de papeis especiais
(semi-log, di-log) em fungoes do tipo poténcia e exponencial , ou ainda a utilizacao de
softwares matematicos (Origin, QtiPlot, Excel).

Os procedimentos de Linearizacao de Curvas sao aplicados afim de simplificar a analise
e a determinacgao dos parametros de uma funcao real que representa uma determinada
curva, o qual pode estar representando a modelagem matematica para um determinado
fenomeno fisico.

No préximo capitulo quando estudarmos o Método dos Minimos Quadrados, veremos
casos de fungoes nao lineares (fungao exponencial, fun¢ao logaritmica, fungao poténcia, ...)
ou de dados experimentais que nao apresentam caracteristicas lineares segundo a analise
do diagrama de dispersao.

De acordo com [7],

O Diagrama de dispersao é um grafico cartesiano em que cada um dos
eixos corresponde as variaveis correlacionadas, a varidvel dependente
(Y) situa-se no eixo vertical e o eixo das abscissas é reservado para a
variavel independente (X). Os pares ordenados formam uma nuvem de
pontos [7, p. 107].

Segundo [8], é necessario que essas fungdes nao lineares passem por um processo de
linearizagdo que é realizado através de uma transformacao conveniente. Apés analisar o
diagrama de dispersao, e identificar o tipo de fun¢ao nao linear que se ajusta aos pontos
do diagrama, [8] sugere a aplicacdo do Teste de Alinhamento, para saber se a escolha da
funcao nao linear foi razoavel.

O Teste de Alinhamento consiste em:
i) fazer a “lineariza¢do”da fungdo nao linear escolhida;
ii) fazer o diagrama de dispersao dos novos dados;

iii) se os pontos do diagrama (ii) estiverem alinhados, isto significard que a fungdo nao

linear escolhida foi uma “boa escolha’.

Para [9], alguns modelos de fung¢oes nao lineares, podem se transformar em fungoes
lineares substituindo uma ou mais variaveis por fungoes destas varidveis. Segue abaixo
uma tabela com algumas transformacgoes correspondentes a determinados tipos de fungoes

nao lineares.
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Tabela 5 — Transformagdes de modelos nao lineares.

Modelo nao linear Transformagao correspondente

Y =a- e” InY =lna -+ bx
Y=a-b" InY =lna+ (Indb) -
Y=a-2° InY =lna+b-Ilnx

Fonte: Adaptado de [9, p.339)].

2.1 Troca de variaveis

Para que seja possivel a linearizagdo de uma funcao real a partir da troca de variaveis,
é necessario que a fungao ou lei de formacao da funcao seja conhecida. A troca de variaveis
permite converter a equagao de uma determinada curva em uma equacao de reta. Nem
todas as equacgoes podem ser convertidas de forma 1til, pois nem sempre é possivel isolar
a variavel na funcao principal para que seja possivel realizar a troca de variaveis. No
exemplo a seguir, mostraremos como linearizar uma fungao do tipo y(x) = az™ + d, para o

valor de n = 3, este processo ¢ similar para outros valores de n.

Exemplo 3. Considere a fungao y(z) = az® + d, com a, d € R e a, d > 0, que se trata
de uma funcao polinomial de terceiro grau, sabemos que sua representacao grafica nao é

uma reta, e sim a curva representada pela figura 13.
Figura 13 — Representacao Grafica y(x).

Yy
ylx) =ax®+d

d

Fonte: Produzido pelo autor.

Para linearizarmos esta curva, basta fazer a substituicao de varidvel 22 = z, na funcao



Capitulo 2. Lineariza¢io de Fungies 30

y(z) = ax® + d, obtendo assim a fungdo linearizada y = az + d.

Linearizagao

y=az®+d y=az+d.

A funcao linearizada y = az + d, com coeficientes angular e linear respectivamente

iguais a a e d esta representada graficamente na figura 14.

Figura 14 — Representacao Gréfica y(z).

Y

y(z) =az+d

d

(%)
7 :

Fonte: Produzido pelo autor.

No exemplo a seguir, tratamos de um problema fisico que aborda a Queda Livre de um
corpo de massa m, nas proximidades da superficie da Terra, afim de mostrar a aplicacao

da Linearizacao de Curvas através da troca de varidveis.

- , . ) Figura 15 — Queda Livre.
Exemplo 4. A func¢ao horaria que descreve o movi-

mento de uma particula de massa m em queda livre <

1
é dado por z(t) = zo + vot + 504152, sendo 2y a posigao 0=0}---@-
inicial da particula em relacao ao solo, vy a veloci-
dade inicial da particula (t = 0), e o a aceleragao da j 7
particula . Considere que a particula (figura 15) é

abandonada de uma altura h (v = 0), e que a resis- {7
téncia do ar é desprezivel. Adote § = (49, 81m/s2)k.

Esboce (a) o grifico de h x t, com h em metros e t +z

em segundos. (b) Linearize a curva obtida em (a), e At)=h

mostre que é possivel determinar |g| a partir da curva ——
linearizada. Fonte: Adaptado de [3, p. 25]

Resolugao
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(a) O movimento da particula de massa m ocorre somente na vertical, ou seja, ocorre
em apenas uma dimensao, entao para descrever este movimento basta considerar como
sistema de referéncia o eixo z, que esta orientado de cima para baixo. Adotando este
sistema de referéncia, temos que o sinal da aceleracao escalar da particula (o = +g) serd

positivo. Substituindo estas informagoes na func¢ao horaria da posicao, teremos:
L s

1
h = —gt’.
59

Como resultado obtemos uma funcao que relaciona a altura da particula em relagdo ao
solo, em funcao do tempo. Construiu-se uma tabela da posicao do corpo em fungao do

1
tempo a partir da equacao h = 3 gt?, com h expresso em metros e t em segundos.

Tabela 6 — Posicao da particula em fun¢ao do tempo.

h(m) 0 4,91 1062 44,15 7848 122,63 176,58 240,35 313,92 397,31
t(s) 0 1 2 3 1 5 6 7 8 9

Fonte: Produzido pelo autor.

Apés fazer o esboco dos dados da tabela 6 em um plano cartesiano, obtemos o diagrama

de dispersao representado na figura 16.

Figura 16 — Posicao x Tempo.

400

300

200

100

(=]
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Fonte: Produzido pelo autor.

(b) Os pontos representados no diagrama de dispersao, podem ser linearizados fazendo

a substituicao de varidvel t* = x na equacdo h = 5 gt?, obtendo assim a equacdo h = 9%,
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que é uma fungao da forma h(z) = a -z + b, tal que b = 0 (funcao linear).

1 o Linearizacao

h=—gt
29

1
h = 29%; onde r = t*
. e 1 ]
Utilizando a fungao linearizada h = 59%, construimos a tabela 7.

Tabela 7 — h(m) x z(s72).

h(m) 0 491 1062 44,15 7848 122,63 176,58 240,35 313,92 397,31
2(s2) 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81

Fonte: Produzido pelo autor.

De posse dos dados da tabela 7, construimos o grafico discreto de h x x, que representa

a linearizacao dos pontos obtidos pela funcao h = 3 gt2.

Figura 17 — Curva linearizada.
h(m)
500
400
300

200

100

Fonte: Produzido pelo autor.

1
Comparando a equagao h(x) = ax com a equacao h = 3 gx, teremos que o coeficiente

1
angular da reta é dado por a = 3 g, isso implica que g = 2a.
O coeficiente angular também pode ser calculado utilizando a tangente do dngulo (6),

sendo # o angulo formando entre a reta e o eixo x positivo.

By —hy 1

tan(0) =
an(f) = a s

2.2 Papéis especiais (Semi-log,Di-log)

Uma outra maneira de linearizar curvas ¢ através da utilizacao de papéis especiais,onde

pelo menos um de seus eixos é uma escala logaritmica.
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2.2.1 Papel Semi-log

No papel semi-log, o eixo x é uma escala linear, enquanto que o eixo y é uma escala
logaritmica. Esse método é aplicado quando se pretende linearizar fungdes que possuem

comportamento exponencial, as quais podem ser representadas por uma funcao do tipo:
y(x) = A- " (2.1)

onde A e C sao constantes reais, e e é o numero de Euler. Cabe aqui ressaltar que o
nimero de Euler pode ser substituido por qualquer constante.
O papel semi-log transforma diretamente a curva exponencial em uma reta, a lineariza-

cao da funcao exponencial esta representada na figura 18.
Figura 18 — Aplicacao do papel semi-log na linearizagdo de uma fungao do tipo exponencial.
(a) Eixos x e y, graduados na escala linear. (b) Papel Semi-log

log(y)

100 5

—_
Linearizagao
10 A

Kw -
8

Fonte: Produzido pelo autor.

No Apéndice A (figura 67), segue o modelo de um papel semi-log.
A seguir, mostramos algebricamente o motivo de uma funcao exponencial se tornar
uma reta, quando esta é tracada em um papel semi-log.

Inicialmente aplicamos a funcao logaritmo em ambos os membros da equacgao 2.1.
log(y(x)) = log(A-e™),
logo
log(y(z)) = log(A) + log(e”).
Entao
log(y(z)) = log(A)+ C -log(e) - x. (2.2)

Ap6s verificar que log(y(z)) é linear em z, a partir da equagao 2.2, concluimos que se

o0 eixo y de um plano cartesiano (zy) estiver graduado na escala logaritmica, e o eixo x
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estiver graduado na escala linear, o esboco do grafico de uma func¢ao do tipo exponencial
nesse plano cartesiano (papel semi-log), serd uma reta.

Em seguida, mostramos como determinar o coeficiente angular e linear a partir da
curva exponencial linearizada.

Realizando as substituicoes log(y(z)) = Y (x), log(A) = B e C -log(e) = D na equagao

2.2, obtém-se:
Y()=B+ D -x. (2.3)

Podemos determinar os coeficientes angular e linear da reta obtida no papel semi-log a
partir dos pontos (21, Y7) e (z2, Y3), sendo que esses pontos pertencem a reta . O coeficiente

angular D é dado pela equacao 2.4.

Az To — T To — T

D
O coeficiente linear B pode ser determinado a partir de i) ou ii):
i) Calculado a partir dos pares ordenados (z1, Y1), (22, Y2), ..., (x, ¥3,), tal que n € N.
Da equacao 2.2, temos que:
log(y(z)) = log(A)+ C -log(e) -z, sendo log(A) = B.
Logo,
B = log(y,) — C -log(e) - z,, tal que n € N. (2.5)

ii) Lido no gréfico

B = log(y(0)), quando = = 0. (2.6)

Exemplo 5. (Adaptado de [8, p. 289]) O niimero de bactérias por unidade de volume
que existem em uma determinada cultura apos = horas estd representada na tabela 8.

Determine a expressao matematica, que melhor se ajusta aos dados da tabela 8.

Tabela 8 — Numero de bactérias por unidade de volume em x horas.

n°de horas () o 1 2 3 4 5 6
n°de bactérias por volume unitario (y) 32 47 65 92 132 190 275

Fonte: Produzido pelo autor.

Resolucao
Temos como objetivo, determinar uma funcao que melhor se ajusta aos dados da tabela
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Dividimos a resolu¢ao do exemplo em trés partes: (i) Verificar que a curva que se
ajusta aos dados da tabela 8 ¢ do tipo exponencial, ou seja, da forma y(z) = A - %% | a
partir da analise do diagrama de dispersao. (ii) Em seguida, esbogar os dados da tabela

no papel semi-log e por fim, (iii) determinar as constantes da func¢ao y(x).

i) Primeiro esbogamos o diagrama de dispersao para ter certeza de que a melhor curva
que se ajusta aos dados da tabela 8 é uma curva exponencial.

De acordo com as dimensoes do papel milimetrado (figura 19) 200 mm x 250 mm,
calculamos os médulos de escala para os eixos = e y, de modo a obter um maior aprovei-
tamento do papel milimetrado. Apds utilizar a equagao 1.2 para calcular o médulo de

escala no eixo z, encontramos:

9
00 mm_ gq g mm.

M, =
6-0)h I

Para simplificar a marcagao dos niimeros da tabela 8 no papel milimetrado, adotaremos
como modulo de escala no eixo x o valor M, = 30,0 5 A escala no eixo x se iniciara
Nno nimero zero.

De modo analogo, temos que o mdédulo de escala no eixo y sera dado por:

Mo - 250 mm
Y 275 —32 ne de bactérias por unidade de volume’
Portanto
M, = 1,03 o

n° de bactérias por unidade de volume’

Para simplificar as marcacoes no papel milimetrado adotamos M, = 1,00. A escala no
eixo y se iniciard no nimero 32.

A partir da equacao 1.3, temos que:

Yy = My(yz‘_32)

x = My(x;).

Apés aplicar a equacao 1.3 nos dados da tabela 8, determinamos a posi¢ao que cada

um desses valores ocupara no papel milimetrado (tabela 9).

Tabela 9 — Aplicagao dos moédulos de escalas M, e M, nos dados da tabela 8.

z (mm) 0 30 60 90 120 150 180
y(mm) 0 15 33 60 100 158 243

Fonte: Produzido pelo autor.
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Distribuindo os dados da tabela 9 no papel milimetrado , obtém-se o diagrama de
dispersao (figura 19). Analisando o diagrama de dispersao, percebemos que o tipo de
funcdo que pode se ajustar aos pontos do grafico, é uma fungao do tipo exponencial,

representada por y(r) = A - e“*.

Figura 19 — Diagrama de dispersao - Papel milimetrado.
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Fonte: Produzido pelo autor.
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ii) Esbocar os dados da tabela 8 em um papel semi-log.

O primeiro passo a ser executado é passar para notacao cientifica, os niimeros da tabela
8 referentes ao eixo y, para sabermos a quantidade de DECADAS que serdo necessarias
para o esbogo dos dados da tabela 8 no papel semi-log.

Todo niimero em notacao cientifica pode ser escrito na forma a-10", tal que 1 < a < 10,
e n € Z, transferindo para notacgao cientifica, os dados referente ao eixo y, obtemos como

resultado a tabela 10.

Tabela 10 — Dados (y) da tabela 8 em Notagao cientifica.
(y) 3,2-10% 4,7-10' 6,5-10' 9,2-10' 1,32-10* 1,90-10* 2,75-10?

Fonte: Produzido pelo autor.

Verificando os niimeros em notagdo cientifica na tabela 10, percebemos que a variagao
da base 10, estd no intervalo 10! até 102, ou seja, para realizar o esboco dos valores de y
no papel semi-log, serd necessario que o papel possua duas DECADAS na escala vertical.
A dimensao no eixo x do papel semi-log é de 120 mm (pode haver outros modelos
de papeis semi-log que possuem dimensoes diferentes), entdo para ajustar os dados ()
da tabela 8 em 120 mm, faz-se necessario calcular o médulo de escala referente ao eixox.

Utilizando a equacao 1.2, temos:

120 mm mm
M,= ——--=20,0 —
(6—0)h h
Aplicando o médulo de escala M, = 20,0 % nos dados da grandeza (z) da tabela 8,

obtém-se a tabela 11.

Tabela 11 — Dados (z) da tabela 8, médulo de escala M, = 20,0 %

(x) 0 20 40 60 80 100 120

Fonte: Produzido pelo autor.

Apés exportar os dados da tabela da 10 e da tabela 11 para o papel semi-log, podemos
tracar uma reta que se ajusta aos pontos experimentais (z,y) utilizando o Método Grifico,
e obter a reta representada na figura 20.

Método Grifico: Segundo [10], este método consiste em representar os dados das
grandezas x e y em um grafico cartesiano e tracar de maneira manual uma reta que passe
o mais perto possivel da maioria dos pontos (x,y) experimentais. Este método nao é
perfeito, pois depende do critério do observador.

No capitulo 3, veremos um método analitico geral para determinar a melhor reta
que se ajusta a um conjunto de pontos, formado por N pares ordenados (z;,;), tal que

1 € N, que nao depende do critério do observador, este método é denominado Método dos
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Figura 20 — Reta - Papel semi-log.
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Fonte: Produzido pelo autor.

Minimos Quadrados.

iii) Célculo do coeficiente angular e linear da reta obtida através do Método Gréfico (figura
20), e determinar a fungdo exponencial que se ajusta aos pontos (z,y) da tabela 8.
Analisando a reta, escolhemos dois pontos, os pontos (30;1og(55)) e (58, 5;10g(90)). A
escolha desses pontos foi obtida utilizando o critério de facilidade de leitura dos pontos no
grafico (figura 20).
Antes de substituirmos os pontos escolhidos na equacao 2.4, devemos dividir os valores

mm
da coordenada x por M, = 20,0 5 pois estes valores estao sendo multiplicados
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pelo médulo de escala. Apés realizar a divisdo, obtemos os pontos (1,50;log(55)) e

(2,93;10g(90)), aplicando esses pontos na equagao 2.4, teremos:

AloglY (z)] Yy —Y1  log(yz) — log(ys)

D = = =
Az Ty — X1 Tg — 1
log(90) — log(55)
D =0, 150.
2,93 —1,50 0,150

Como D = C' - log(e), temos que:

D
C pr—
log(e)
C = 0’15020,343.
log(e)

Para determinarmos o coeficiente linear utilizamos a equagao 2.5 e o ponto (2, 93;1og(90)).

B = log(y:) — C - log(e) - 22
B = log(90) — 0,343 -log(e) - 2,93
B =~ 1,52

Como B = log(A), temos que:

B = log(A) = A=10"
A = 10"
A = 331

Substituindo C' = 0,343 e A = 33,1 na equacdo y(x) = A - e“®, teremos a equacio que

se ajusta aos dados experimentais da tabela 8.

y(z) = 33,1037,

2.2.2 Papel Di-log

No papel di-log ambos os eixos sao escalas logaritmicas. Este papel é aplicado na

linearizacao de fungoes do tipo Poténcia, ou seja, em fungoes da forma:
y(x) = A-z¢ (2.7)

em que A e C' sdo constantes reais a serem determinadas.
O papel di-log transforma diretamente a curva obtida a partir de uma func¢ao do tipo
poténcia, em uma reta. A linearizacao da curva de uma fungao poténcia, estd representada

na figura 21.
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Figura 21 — Aplicacao do papel di-log na linearizagdo de uma funcao do tipo poténcia. (a)
Eixos z e y, graduados na escala linear. (b) Papel Di-log

y log(y)
100 » y= l‘% 102 <
Y= ;1,%
80 +
T
Linearizagao
60 |
10" |
40 +
20 +
0 ! ! ! ! ! 10° ! ! ! !
0 2,000 4,000 6,000 8,000 10,000 100 10t 102 108 104

(a) . (b) log(z)

Fonte: Produzido pelo autor.

No Apéndice B (figura 68), segue o modelo de um papel di-log.
A seguir, mostramos algebricamente a justificativa da linearizagao de uma curva do
tipo poténcia, quando esta ¢é tragada em um papel di-log.

Inicialmente aplicamos a funcao logaritmo em ambos os membros da equacao 2.7.

log(y(z)) = log(A-z9),

logo

log(y(z)) = log(A)+ C -log(z). (2.8)

Da equacao 2.8, verifica-se que log(y(x)) é linear em log(x). Entao se o eixos = e y de
um plano cartesiano, estiverem graduados na escala logaritmica, o esboco do gréfico de
uma fungdo poténcia, nesse plano cartesiano (papel di-log) serd uma reta.

Em seguida, mostramos como determinar os coeficientes angular e linear, a partir da
curva de poténcia linearizada.

Realizando as substitui¢oes Y (z) = log(y(z)), B = log(A) e X = log(z) na equacao

2.8, obtém-se:
Y(X)=B+C-X. (2.9)

A representacgao grafica da equagao 2.9 é uma reta, com coeficientes angular e linear
respectivamente iguais a C' e B.

Podemos determinar os coeficientes angular e linear da reta obtida no papel di-log a
partir dos pontos (X1, Y7) e (Xs,Ys), lembrando que os pontos (X1,Y)) e (Xz,Ys) devem
ser pontos contidos na reta. O coeficiente angular C' é dado pela equacao 2.10.
AY(z)  Yo—Yi _ log(yz) —log(y)

AX  Xo— X1 log(zz) —log(x)

C = (2.10)
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O coeficiente linear B pode ser determinado a partir de i) ou ii):
i) Calculado a partir do par ordenado (X,,,Y,), tal que n € N.
Da equacao 2.8, temos que:
log(y(x)) = log(A)+ C -log(x) , onde In(A) = B.
Assim
B = log(y,) — C -log(z,). (2.11)

ii) Lido no gréfico.

B = log(y(1)), quando z = 1. (2.12)

Demonstracao

Fazendo x = 1 na equagao 2.7, teremos:
y(l) = A-1°.
Logo
y(1) = A, pois 1 =1.
Substituindo A = y(1) em B = log(A), vamos obter B = log(y(1)).

Exemplo 6. O resistor VDR (Voltage Dependent Resistor) também conhecido como
varistor, ¢ um dispositivo cuja resisténcia varia com a tensao aplicada em seus terminais,
nesse resistor a dependéncia da tensdo V' com a corrente i é dada pela equacio V = C -4,
onde 3 depende da composicado do material utilizado e do processo de fabricacao, sendo
que seus valores variam de 0,05 a 0,40 e a constante C depende da temperatura e
de caracteristicas geométricas do VDR, com valores entre 15 e 1000 W( [11, p. 442]).

Utilizando os dados da tabela 12, determine os valores de C' e [3.

Tabela 12 — Dados experimentais - Tensao x Corrente num resistor VDR.

V(V) 870,5 1091,2 1200,4 1285,1 1360,6 1409,0
I(A) 50,0 150,0 250,0 350,0 450,0 550,0

Fonte: Produzido pelo autor.

Resolugao
Dividimos a resolugao em trés partes, (i) realizar o esboco do diagrama de dispersao,
e levantar hipdteses a respeito da melhor curva que se ajusta aos dados, (ii) realizar o

esbogo dos dados da tabela 12 no papel di-log, e (iii) determinar os coeficientes C' e 3, a
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partir do grafico tracado no papel di-log.

7) Inicialmente deverfamos esbogar os dados da tabela 12 num papel milimetrado para
obter o diagrama de dispersao, e levantar hipdteses a respeito da melhor curva que se
ajusta aos dados, mas no enunciado foi mencionado que a equacao que relaciona V e i é
do tipo y(z) = A - 2%, de acordo com a equacdo 2.9, o esboco do grifico desta funcdo em

um papel di-log serd uma reta.

i1) Esbocar os dados da tabela 12 em um papel di-log.
O primeiro passo a ser realizado ¢é reescrever os dados da tabela 12 em notagao cientifica,
para sabermos a quantidade de décadas que serao necessarias para o esboco desses dados

no papel di-log.

Tabela 13 — Dados da tabela 12 em notacao cientifica.

V(V) 8,705.10* 1,0912.10° 1,2004.10° 1,2851.10° 1,3606.10° 1,409.10°
I(A) 5,00.10 1,50.10? 2,50.10? 3,50.10? 4,50.10*  5,50.10?

Fonte: Produzido pelo autor.

De acordo com os dados, o papel di-log devera conter duas décadas no eixo vertical
eixo y e duas décadas no eixo horizontal eixo x. Fazendo o esbogo dos dados da tabela
13, e tracando uma reta pelos pontos do grafico utilizando o Método Grifico, obtemos o

grafico representado na figura 22.
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Figura 22 — Reta - Papel di-log.
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Fonte: Produzido pelo autor.

it7) Célculo do coeficiente angular e linear da reta obtida na figura 22, e a determinagao

dos coeficientes C' e 3.
e Coeficiente angular.

A equacio V = C -4?, é do tipo poténcia, pois ¢ da forma y(z) = A -z, por
comparacao das duas equagoes, temos que: A = C, z =i, e C = . Apds escolher os
pontos (log(100),1log(1000)) e (log(700),log(1500)) pertencentes a reta representada na

figura 22, aplicamos estes pontos na equacao 2.10, para determinar o coeficiente angular
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da reta.
5 = AY(x) _ log(Vs) —log(V1)
AX log(iz) — log(i1) -
log(1500) — log(1000) 3,18 — 3,00
p log(700) — log(100) 2,85 — 2,00’
B = 0,212

e (Coeficiente linear.

Célculo a partir da equacao 2.8.
Substituindo 8 = 0,212 e o ponto (log(700),log(1500)) na equagao 2.8, temos:

log(Va) = log(C) + B -log(iz);
log(1500) = log(C') + 0,212 - log(700);
log(C) = 3,18 —0,212-2,85 = 2,58;
log(C) = 2,58 = C = 10> = 380, 2;
C = 380,2.

Logo,

V(i) = 380,2 - %2,

2.3  Software QtiPlot

Figura 23 — Software QtiPlot.
O software QtiPlot foi lancado sob os

termos GNU General Public License,
o programa se trata de um software
livre (open source), por este motivo
as Universidades estao substituindo
o famoso OriginLab que nao possui
licenga gratuita por este programa
similar.

Fonte: [12].

E um software multiplataforma para analise de dados e plotagem interativa de dados
cientificos, sua aplicagdo é essencial na analise de dados experimentais presente nos
laboratérios de Fisica, Quimica, Biologia e Engenharias. O download do programa pode
ser realizado através da url <http://www.qtiplot.com/download.html> para as plataformas
Windows, Linux, MacOs.

E possivel linearizar curvas regidas por funcoes dos tipos y(z) = A- e (fungao
exponencial) e y(z) = A - 2% (funcdo poténcia) utilizando o software QtiPlot. A seguir
explicaremos como é feito o processo de linearizacao utilizando o software QtiPlot em

funcoes do tipo exponencial e do tipo poténcia.


http://www.qtiplot.com/download.html
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2.3.1 O software QtiPlot aplicado na linearizacdo dos pontos P(z,y) de uma

Funcao Exponencial

Utilizando o software QtiPlot, demonstraremos um método pratico para realizar o
Teste de Alinhamento, proposto por [8], uma vez que este software oferece uma maneira
facil.

No exemplo a seguir, demonstramos como linearizar os pontos P(x,y), obtidos a partir

da lei de formacgao y(z) = 0, 5e” em quatro etapas.

Exemplo 7. Na tabela 14, temos um conjunto de pares ordenados (x,y), obtidos a partir

da fungao y(z) = 0, 5e”. Linearize os pontos da tabela utilizando o software QtiPlot.

Tabela 14 — Pares ordenados da fungao y(z) = 0, 5e”.

x 00 05 10 15 20 25 30 3,5
y 0,50 0,82 1,36 2,24 3,69 6,09 10,04 16,56

Fonte: Produzido pelo autor.

i) Inicialmente executamos o software QtiPlot, isso pode ser feito de diversas maneiras, vai
depender do sistema operacional no qual o software esta instalado. Logo apés o software
ser iniciado, nos depararemos com a imagem representada na figura 24.

Figura 24 — Pagina inicial do Software QtiPlot.

X - O QtiPlot - untitled *

Arquivo  Editar Ver Scripting Grafico Analise Tabela Janela Ajuda
DCPRRRBDER cEEEGFEHEB % 28 » 9» 0>

*»l/v»l T o»

Cantarell > 0 ?]B EU = x af T §

Tapelal

Wi

0o~ Nk

Fonte: Produzido pelo autor.

i) Na figura 24, hd uma tabela com o titulo: Tabelal. Nos campos dessa tabela, inserimos
os dados da tabela 14, e selecionamos os dados da coluna [Y], obtendo assim a imagem

representada na figura 25.
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Figura 25 — Tabelal - Software QtiPlot.
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Fonte: Produzido pelo autor.

i17) No programa QtiPlot clicamos
na aba Grafico e a seguir clicamos
em Dispersao, esta opcao vai gerar
um grafico com os pares ordenados
(x,y) da tabela 14. Pela distribuicao
dos pontos (z,y) no grafico é possi-
vel levantar hipdteses a respeito do
tipo de funcao que descreve esses
pontos. Neste caso em especifico, te-
mos que os pontos sao descritos pela
funcao y(z) = 0,5¢”. Na figura 26
temos a representacao do diagrama
de dispersdo dos dados da tabela 14.

Figura 26 — Diagrama de dispersdao dos dados ta-

bela 14.
Titulo
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
20 v b v by v by e b v v v b by Py 20
: '
] .
15 15
10 L ] - 10
4 [
5 -5
] [ ]
J .
3 . .
0 LI | L | T T 1T | T T 1T | LI | LI | T T 1T ‘ T T 1T 0
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
X

Fonte: Produzido pelo autor.

Pelo formato da disposi¢ao dos pontos no gréfico e pela lei da formagao y(x) = 0, 5e”,

percebe-se que a curva gerada pelos pares ordenados da tabela 14 é uma curva exponencial.

Na se¢ao 2.2.1, foi mostrado que fungoes do tipo exponencial podem ser linearizadas

utilizando o papel semi-log (figura 67), entao para linearizarmos os pontos do diagrama

de dispersdo gerado pelo software QtiPlot, basta alterar a escala do eixo y para a escala

logaritmica.
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Figura 27 — Alteracao na escala do eixo vertical - Software

Qtiplot.
Z'U) Para alterar a escala dO x QtiPlot - Opgdes gerais de grafico
eixo y, para a escala loga- Escalas Grades | Eixos | Geral
ritmica, clicamos na aba 1} nferior
. ~ T De 0 : Passo =
Format e depois na opc¢ao
. 012 Até 20 : *) Marcas maiores |5 :
Escalas..., quando abrir a Y superior
. . ug j gu Tipo 2710910 - Marcas menores 5 [
nova janela de nome Qti- {l: Direto @ ivertido

Plot - Opcoes gerais de
grafico (figura 27), na aba
Escalas, clicamos na op-
¢ao Esquerdo, em seguida
vamos alterar a escala cli-
cando em Tipo e selecio-
nando a opcao LoglO0, e
para finalizar clicamos em
Aplicar e em seguida em

Ok.

[_J Show Axis Break

][

Aplicar OK Cancelar

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 28 — Pontos linearizados Fun¢ao Exponen-
cial - Software QtiPlot.

Titulo

v) Como resultado obtemos os pon-
tos linearizados representados na fi-
gura 28 ao lado. De acordo com o 1
Teste de Alinhamento, a escolha da
funcado para linearizar os dados foi .
uma boa escolha. Nas etapas des- o

critas anteriormente, alteramos a es-
cala vertical para a escala logarit- 1 L1
mica na base 10, transformando o I
grafico em um papel semi-log. g

TTT T [T T T T [T T T T[T T T T [T T T T[T T T T [T T T T [TTTT
0 0.5 1 15 2 2,5 3 3.5 4
X

Fonte: Produzido pelo autor.

2.3.2 O software QtiPlot aplicado na linearizacdo dos pontos P(x,y) de uma
Funcdo Poténcia
Considere a seguinte lei de formacao y(z) = 3z2, que se trata de uma fungio do tipo

Poténcia, atribuindo valores arbitrarios para x sempre vamos encontrar um correspondente

y dentro do campo dos nimeros reais, tal que Dy ) = {R}, Imy ) = {R;}. Na Tabela a
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seguir temos alguns pares ordenados referentes a funcio y(z) = 3z2.

Tabela 15 — Pares ordenados da funcio y(x) = 322

x 05 10 15 20 25 30 35
vy 0,75 3,0 6,75 12,0 18,75 27,0 36,75

Fonte: Produzido pelo autor.

A seguir, linearizaremos os pontos obtidos a partir da funcao y(z) = 3z?, através do

software QtiPlot. Este processo sera dividido em quatro etapas.

i) Com o software QtiPlot em execugao, preenchemos a tabela representada na figura 24,
utilizando os dados da tabela 15, e em seguida selecionar os dados da coluna [Y], obtendo

assim a imagem representada pela figura 29.

Figura 29 — Tabelal - Preenchida com os dados da tabela 15.

1X] 2[Y]

1
2
3
4 2
5
6
7
8

35 36,75

o

10
11
12
13

Fonte: Produzido pelo autor.

it) No programa QtiPlot, clicamos na aba Grafico e em seguida clicamos na opgao
Dispersao, esta opcao vai gerar um grafico com os pares ordenados (z,y) da tabela 15.
Pela distribuigao dos pontos (z,y) no grafico é possivel levantar hipéteses a respeito do
tipo de funcao que descreve esses pontos. Neste caso em especifico, temos que os pontos
sdo descritos pela fungdo y(x) = 322 Na figura 30, temos a representacio do diagrama de

dispersao dos dados da tabela 15.
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Figura 30 — Diagrama de dispersao dos dados tabela 14.

Titulo
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
40 v by v b v by v b v by b v v by 40
e 2] .
35 F 35
303 F 30
] . E
25 E2s
Y ] E
20 E 20
] L] £
15 E15
] . E
10 3 E10
] . F
] L £
0 = TTT I?I LU | LI | TT 1T | T T 1T | T T 1T | LI | T T 1T - 0
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
X

Fonte: Produzido pelo autor.

Pelo formato da disposi¢ao dos pontos no grafico e pela lei da formacio y(x) = 322,
percebe-se que a curva gerada pelos pares ordenados da tabela 15 é uma pardbola. Na
secao 2.2.2, mostrou-se que fungdes do tipo poténcia podem ser linearizadas utilizando
o papel di-log (figura 68), entdo para linearizarmos os pontos do diagrama de dispersao
gerado pelo software QtiPlot, basta alterar a escala do eixo x e do eixo y para a escala

logaritmica.

Figura 31 — Alteragdo na escala do eixo vertical - Software
Qtiplot.

x QtiPlot - Opgdes gerais de grafico

iii) Para alterar a escala do
eixo y, para a escala logarit-

mica, clicamos na aba For- De 0.39
mat e em seguida na opcao EZ — At a0
Escalas..., quando abrir a - o Tipo Marcas menores |5
nova janela de nome Qti- - mertee

Plot - Opcgoes gerais de

grafico (figura 31), na aba

Escalas, clicamos na op-

cao Esquerdo, em seguida {8 Show Ans frenk

alteramos a escala clicando Draw Break Decoration () Log10 Scale After Bre3
em Tipo e selecionando a : e
opcao Logl0, e para finali-
zar clicamos em Aplicar e
em seguida em OKk.

Escalas | Grades  Eixos | Geral

01z

oflin -
‘2.12 Inferior

Passo

a0
|

*) Marcas maiores |3

4r| |4

RN REN

Aplicar 0K Cancelar

Fonte: Produzido pelo autor.
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Figura 32 — Alteragao na escala do eixo horizontal - Software
Qtiplot.

x QtiPlot - Opgdes gerais de grafico

iv) Para alterar a escala do
eixo x, para a escala logarit-

Escalas | Grades  Eixos | Geral

. . .22 Inferior
mica, clicamos na aba For- De 0.1 2O Passo 5
. ~ E-z Esquerdo
mat e em Segmda na opg¢ao ugn Ate 4 = (&) Marcas maiores | 8 =
L Superi
Escalas..., quando abrir a . Tipo Blogld v Macasmenores |5

: . ZHE Direito ("] Invertido -
nova janela de nome Qti- -

Plot - Opcoes gerais de
grafico (figura 32), na aba
Escalas, clicamos na op-
¢ao Inferior, em seguida o A B

alteramos a escala clicando " (@ Draw Break Decoration (3 Log10 Scale After Brea
em Tipo e selecionando a De 13525
opcao Logl0, e para finali- e Al
zar clicamos em Aplicar e sie? e
em seguida em Ok. e

4r| |4

RN REN

Aplicar 0K Cancelar

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 33 — Pontos linearizados Funcao Poténcia
- Software QtiPlot.

Titulo

0,5 1 1,5 2 2,5 3 35 4
v) Como resultado, obtemos os pon- N R W SR T I

tos linearizados (figura 33) apds a .
mudanca de escala dos eixos x e y. .
De acordo com o Teste de Alinha- 10 i

mento, a escolha da funcao para line- .

arizar os dados foi uma boa escolha.
Nas etapas descritas anteriormente, .
alteramos a escala vertical e a escala
horizontal para a escala logaritmica 14 L
na base 10, transformando o gréafico i
em um papel di-log. 1

T T T T L L L L L L R L B
0,5 1 1,5 2 25 3 35 4
X

Fonte: Produzido pelo autor.
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3 Método dos Minimos Quadrados (MMQ)

Se trata de um método para determinar a melhor curva que se ajusta a um conjunto
de dados experimentais representados em um grafico, tal que esta melhor curva passe pelo
maior niimero de pontos e o mais proximo possivel deles.

Uma maneira de determinar esta curva é fazer com que a soma das distancias entre
cada ponto experimental com ela seja minima.

A disténcia vertical entre os pontos experimentais (figura 34) com a melhor curva de

ajuste, sendo d; para o primeiro ponto e d,, para o ultimo, tal que:

di = (y(zi) — i), (3.1)

sendo y; a coordenada vertical do ponto P(x;, y;) experimental, e y(x;) a coordenada vertical

correspondente a grandeza x; da melhor reta que se ajusta aos pontos experimentais.
n

Seja Z d? a soma dos quadrados da distdncia entre o ponto experimental (z;,%;) e o
i=1
ponto (z;,y(x;)) da melhor curva que se ajusta aos dados experimentais.

Portanto,

Zd? = Z[(y(xz) — )]’ (3.2)

tem de ser minimo.

3.1 Regressdo Linear - Funcdo do tipo y(x) = A-x+ B

Dado um conjunto de pontos aleatorios Py, P, ... ,P,, temos como objetivo determinar
uma curva linear (reta) que melhor se aproxima desse conjunto de pontos. A melhor reta

a ser determinada, sera uma funcao representada pela equacao
y(z;)) =A-2;,+ B (3.3)

onde A e B sao os coeficientes a serem determinados.

Na figura 34, temos a representacao de um conjunto de pontos arbitrarios Py (z1,y1),
Py(x2,99), ... , Pu(xn,yn). E escolhemos um ponto qualquer P;, tal que i € N, e seja d;
a distancia vertical do ponto P;(x;,y;) & melhor reta que passa pelo conjunto de pontos
arbitrarios.

Das equacoes 3.2 e 3.3, temos que:

n n

idf = Y [y@) —w)? =D [(A -z + B) — yi]*. (3.4)

i=1 i=1
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Figura 34 — Pontos experimentais - Curva de ajuste linear.

Y

y(lx;))=A-x;+ B

Fonte: Produzido pelo autor.

Desenvolvendo o termo ao quadrado do segundo membro da equacao 3.4, e fazendo

F=> d?, obtém-se:
i=1
i=1 =1

n
De acordo com [9], para determinarmos o minimo de Z d?, basta diferenciar a equacio
i=1
3.5 em relagdo as variaveis A e B, e igualar a zero. Como as variaveis A e B sao

oF oF
independentes, teremos que 94~ 0e 9B = 0, pois no ponto de minimo a sua derivada ¢é
nula.
oF
A
® 54

OF 0 (Z[yf + B*4+ A%? — 2By; — 2Ax;y; + 2ABxi]>

o i=1 _
A A =0

> (24x7 — 22y, + 2Bx;) = 0

=1

n

i=1
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OF

(ii) 55 =0

oF 0 (Z[yf + B* + A%z? — 2By, — 2Azy; + 2AB$i]>
i=1
or _ -

0B 0B

n

> (2B —2y; +2Az;) = 0
i1
SB—yi+Az) = 0 (3.7)

i=1

Apo6s aplicar o somatério nas equacoes 3.6 e 3.7, obtém-se:

AZx?—inyi%—Bin:O (3.8)
i=1 i=1 i=1

e
nB—>Y yi+A> x;=0. (3.9)
i=1 i=1
- _ 1
Multiplicando ambos os membros das equagoes 3.8 e 3.9 por —, teremos:
n
1. 5, 1 1 &
A=Y 2} — = zyi+B=Y ;=0 (3.10)
"= "= "=
e
1 & 1 &
B——=>yi+A=> ;=0 (3.11)
N =1 N i=1

Reescrevendo as equagdes 3.10 e 3.11, em funcdo dos valores médios de x;, y;, x;y; e

1 1 & 12 — 12
w2 tal que, T=—> z;, Y=—> Y, TY=— > zy; e x> = — » _x7, obtém-se:
nis Nz Nz i

Az? — 7y + BT =0 (3.12)

B—7+Az=0. (3.13)

A partir das equagoes 3.12 e 3.13, determinou-se as expressoes para calcular os
coeficientes angular e linear da reta obtida pela Regressao Linear.

Coeficiente angular.

(3.14)

Coeficiente linear.

B=7y— Az. (3.15)
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3.2 Regressdo Linear - Funcio do tipo y(z) = A - x

Substituindo y(z) = A - z na equacdo 3.2, e fazendo F = d?, obtém-se:
i=1

St = S lm) ~ P
Logo,
F o= 3w -yl
Assim
F = i:[yf—ZyiAxi—i—A?x?]. (3.16)
i=1

n
De acordo com [9], para determinarmos o minimo de Y _ d7, basta derivar a equagdo
i=1
3.16 em relacao a variavel A e igualar a zero. Entao

dF
— = 0.
dA
Logo,
(02— 2nr + 407
i=1
= 0.
dA
Assim
i=1
Portanto
—2> wiy; + 24> 1z = 0. (3.17)
i=1 i=1

1

Multiplicando ambos os membros da equacao 3.17 por o tem-se que:
n

—1Xn:mzy-+A<1>Xn:x2 = 0 (3.18)
ni n/iz " ' .
I 1 — 1, < .
Substituindo Ty = — Z Ty e x2 = — sz na equagcao 3.18, obtém-se:
nia N3

—77 + Ax? = 0.
Portanto a expressao para o calculo do coeficiente angular da fungéo y(x) = A-x é

A= (3.19)
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3.3 Qualidade do Ajuste Linear: Coeficiente de Determinacdo (r?)

O coeficiente de determinagdo (r?) indica a qualidade do ajuste linear, sendo 0 < r? < 1.
Quanto mais préximo o valor de r2 estiver de 1, melhor serd o ajuste da curva ao conjunto

de pontos.

Teorema 1. O coeficiente de determinagio (r?) é dado por:

n

> () —9))*
r? o= = : (3.20)

Demonstracao:
Seja P;(x;,y;), um ponto experimental, tal que y; é a coordenada vertical deste ponto,
y(x;) a coordenada vertical deste ponto obtido a partir da equacao de regressao linear, e y

¢é o valor médio da coordenada vertical de um conjunto de pontos experimentais, tal que

i=1
Analisando o gréfico (figura 35) percebemos que:

(i —v) = (yi — y(@:)) + (y(z:) — 7). (3.21)

“O desvio de uma observacao experimental em relagdo a média pode ser decomposto
como o desvio da observagao experimental em relacao ao valor ajustado pela regressao,

mais o desvio do valor ajustado em relagao a média” [13, p.444].

Figura 35 — Relacao Gréfica SQT, SQE, SQR.
Ya

Fonte: Adaptado de [13, p. 444].
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Elevando ambos os membros da equagao 3.21 ao quadrado, obtém-se.

(i —1)° = [(—y(@)) + (y(z:) — ).

Logo,

(i —9)* = (i —y(@)” +20y(x:) —y)l(y(z:) — D] + [y(z:) — 9P (3.22)

Substituindo d; = (y; — y(z;)) em 3.22 |, temos:

(i—9)® = (i —y(@))” +2(d)[(y(z:) — 9)] + [(y(x:) — y))*. (3.23)

Aplicando o somatério em ambos os membros da equagao 3.23, temos:

n n n n

D= = Y (v — (@) + D 2(di)[(y(xs) — )]+ D _[(y(:) — ).

i=1 i=1 i=1 =1

Ywi—u)? = > (yi—y(x))® +2 idiy(xz Zdzy + Z ]?.(3.24)

i=1 i=1 =1

Apos desenvolver as expressoes Z d;=0e Z x;d; = 0, e comparar os resultados com
i=1 i=1
as equagoes 3.6 e 3.7, obtemos:

i=1 i=1

n
De fato, desenvolvendo Z x;d; e comparando com a equagao 3.6, obtém-se:
i=1

n

=1 =1

i=1
n
Desenvolvendo Z d; e comparando com a equacao 3.7, obtém-se:

fidi = Xn)[yi—y(:ﬂi)] = > Iy — Az, — B] = 0.
Portanto
Zdwz -2 diy = Zdi(AxﬁB)—@?i ZAZde +BZd—yZd
Zdzy ;) idzy = 0
=

A equagao 3.24, se torna
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n

sendo Y (y; — 7)? a soma dos quadrados total (SQT), > (y; % a soma dos quadrados
i=1 i=1

dos residuos (SQE), e > [(y(z;) — 7)]* a soma dos quadrados explicada pela regressao
i=1
linear (SQR).
De acordo com [13], o coeficiente de determinagao é definido por:
» _ SQR
SQT"

Logo,

r: = =L : (3.25)

A avaliagao do Ajuste Linear também pode ser feita através da analise do valor de x2.;
(Chi?/doF) fornecido pelo Software QtiPlot.

Para,
e x2.; > 1, 0 modelo matemético nao estd adequado;
e 2., < 1, 0 modelo matemético proposto estd adequado.

Neste trabalho avaliaremos o Ajuste Linear através do resultado do coeficiente de

determinacao r2.

Exemplo 8. A tabela 16, mostra o crescimento populacional da cidade de Jatai-GO,
entre os anos de 1991 a 2010.

Tabela 16 — Crescimento populacional de Jatai-GO entre 1991 e 2010.

x (anos) 1991 1996 2000 2007 2010
y (ntmero habitantes) 65957 68661 75451 81972 88006
Fonte: [14].

Utilizando, os dados da tabela 16, determine:
(a) Os parametros M e K da lei de formagao y(z) = M - e%®, que descreve o crescimento
populacional da cidade de Jatai-GO utilizando o método dos minimos quadrados;

(b) Calcule o valor do coeficiente de determinagio (r?), interprete este valor.

Resolucao

(a)
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A funcao que descreve a curva referente aos pontos da tabela 16 nao é uma funcao
linear, e sim uma func¢ao do tipo exponencial, utilizamos o processo de linearizagao de

curvas apresentado na subsecao 2.2.1, para linearizar os pontos da tabela 16.

Aplicando o logaritmo natural (In) em ambos os membros da equacio y(z) = M - e5%,
obtém-se:
In(y(z)) =In(M) + K - x. (3.26)
Fazendo In(y(z)) = Y(x), In(M) = B, k= A e ln(y) =Y, teremos:
Y(z)=B+ Az (3.27)

Nota-se na equagao 3.27, que In(y(z)) é linear em x. Calculando In(y) a partir dos

valores da tabela 16, obtém-se a tabela 17.

Tabela 17 — Linearizagdo dos pares ordenados (x,y).

r 1991 1996 2000 2007 2010
Y 11,097 11,137 11,231 11,314 11,385

Fonte: Produzido pelo autor.

Das equagoes 3.14 e 3.15, obtém-se:

Coeficiente Angular.

gory-zy
SU2 _ (T)2
Coeficiente Linear.
B=Y — KZ.

A partir dos dados da tabela 17, foram obtidos os pardmetros (tabela 18) necessarios

para calcular A e B.

Tabela 18 — Média de 2 - Y, 7, Y e 22.
z-Y T Y 2
22475417 2000,800 11,233 4003249,200

Fonte: Produzido pelo autor.

Célculo do coeficiente angular.

22475, 417 — 2000, 800 - 11, 233
4003249, 200 — (2000, 800)2
K = A=0,01524.

A =
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Célculo do coeficiente linear.

B = 11,233 —0,01524 - 2000, 800
B = In(M)=-19,262

M — 6719’262

M = 4,311-107°

Portanto,

y(x) = 4,311 - 1077219247,

(b)
Calculo da qualidade do ajuste linear.

Seja a equacao linearizada dada por:
Y(z) = 0,01524 -z — 19, 262. (3.28)
A partir da equacgao 3.28, construimos a tabela 19.

Tabela 19 — Pares ordenados (z, Y (x)) obtidos a partir da equacao de ajuste linear.

5 5
T 1991 1996 2000 2007 2010 > [Y(x)—Y)? D (Vi—-Y)?
i=1 =1

Y(z) 11,081 11,157 11218 11,325 11,370 0,0564 0,0575

Fonte: Produzido pelo autor.

Aplicando os dados da tabela 19 na equacao 3.25, obtém-se:

n

> (Y (z:) = Y))?

2 =1

S (Y - Y)?
=1

) 0,0564

0,0575

r? = 0,9808 = 98, 08%.

Ou seja, este resultado, nos informa que 98,08% da varidvel dependente y (ntimero de

habitantes), conseguem ser explicados pela varidvel independente z (anos).

3.4 Ajuste Linear - Software QtiPlot

Na secao 3.1 foi mostrado, que é possivel determinar a melhor curva ou curva de
regressao linear de um conjunto de pontos, que apresentam caracteristica linear segundo a

analise do diagrama de dispersao.
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No exemplo 9, determinaremos a curva de regressao linear utilizando o Software
QtiPlot. No software QtiPlot a funcao que representa a reta de regressao linear é do tipo
y=A-x+ B, em que A representa o coeficiente angular, e B representa o coeficiente

linear.

Exemplo 9. Dado a tabela 20, determine a melhor reta que se ajusta aos pares ordenados

(z,y) utilizando o software QtiPlot.

Tabela 20 — Conjunto pares ordenados (z,y).

x -1,0 -2,0 3,0 40 5,0
y 20 -0,8 12,3 15,0 194

Fonte: Produzido pelo autor.

Resolucao
(i) Inicialmente executamos o software QtiPlot, em seguida inserimos os dados da tabela

20 na “Tabelal”do software, e a seguir selecionamos a coluna [Y] (figura 36).

1[X]

LU I g PR N B

Figura 36 — Pontos da Tabela 20.

(ii) Ainda com o software em execugao, clicamos na aba “Gréfico”e a seguir selecionamos
a opcao “Dispersao”, esta opgao vai gerar um gréfico com os pares ordenados (z,y) da

tabela 20, a figura 37 representa o diagrama de dispersao obtido.
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Figura 37 — Representacao Grafica dos pontos da Tabela 20.
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Fonte: Produzido pelo autor.

(iii) Apds gerar o diagrama de dispersao, clicamos na aba “Andlise”, e a seguir selecionamos
a opcao “Regressao Linear”, esta opc¢ao vai gerar a melhor reta que se ajusta nos pontos
da tabela 20 (figura 38).

Figura 38 — Representacao Gréfica da melhor reta que se ajusta aos pontos da tabela 20.

20 MR R RS RN RS R S S N 20

e 2

LinearAjustel

104 L 10
Yo [
5 [ 5
0 Lo
-5 P e 5

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Fonte: Produzido pelo autor.

(iv) Apds clicar na opcao “Regressao Linear”, o software QtiPlot vai gerar a melhor curva
que se ajusta aos pontos da tabela 20, juntamente com os pardmetros A e B da funcao

que descreve a melhor reta (figura 39).
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Figura 39 — Parametros obtidos apds Regressao Linear.

Regressdo linear of dataset: Tabelal_2, usando|funcao: A*x+B|
Método de ponderacdo: Sem ponderacdo

De x = -1,0000000000000e+00 a x = 5,0000000000000e+00

[B (y-intercept) = 4,6ﬂ3ﬂ92?835ﬂ52e+ﬂﬂ|+£— 4.1063638552454e-01
A (slope) = 2,7649484536082e+00f+/- 1,2381152873206e-01
Chi*2/doF = 5,9477663230240e-01

[R~2 = 0,9940205024768 |

Fonte: Produzido pelo autor.

Na figura 39, encontram-se destacados os parametros da funcao de regressao linear

(coeficientes angular e linear), juntamente com a qualidade do ajuste linear 2.

A = 2.76-10°
B = 4,60-10°
r? = 0,994 = 99,4%

Portanto, a fungdo que melhor se ajusta aos dados, é dado por:
y=2,76-z+4,60. (3.29)

Neste ajuste linear, 99, 4% da varidvel dependente y consegue ser explicada pela varidvel
independente z, ou 99,4% dos pontos (diagrama de dispersao) conseguem ser explicados

pela regressao linear.
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4 Aplicacao do Método dos Minimos Quadra-
dos em alguns experimentos de Fisica Ba-

sica

O Método dos Minimos Quadrados pode ser aplicado em diversos problemas, e neste
capitulo apresentamos sua aplicagdo em dois experimentos fisicos: o Péndulo Simples e a
Lei de Ohm.

4.1 Experimento | - Péndulo Simples
e Introducao Teérica - Péndulo Simples.

O péndulo simples é constituido de um corpo de massa m que esta preso na extremidade
inferior de um fio inextensivel de comprimento L, que possui massa desprezivel (mg;, ~ 0),
sendo que a extremidade superior do fio esta fixa em O (ver figura 40), tal que o fio possa

oscilar livremente no plano zy (despreze a resisténcia do ar).

Figura 40 — Péndulo Simples.

Fonte: Adaptado de [15].

De acordo com [16], as forcas que atuam sobre o corpo de massa m, sao a forca
gravitacional F y, tal que, ﬁg =P=m- g, e a forga de tracao no fio T. Quando o péndulo
é deslocado de sua posigao de equilibrio (§ = 0°), e abandonado em seguida, devido a acao
da forga peso P sobre o corpo de massa m, o péndulo tende a oscilar em torno de seu
ponto de equilibrio, realizando um movimento periddico.

A equacao para calcular o periodo do péndulo simples para pequenas amplitudes
(0 =~ 10°) é dado por:
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T= 2w\/§ (4.1)

onde T' é o periodo, medido em segundos (s), L é o comprimento do fio, medido em metros

(m) e g é o médulo da aceleracio da gravidade, medido em m/s?.
e Objetivos
Determinar o valor da aceleracao da gravidade local utilizando o péndulo simples.

e Materiais Utilizados

— 01 Péndulo Simples.
— 01 Transferidor.
— 01 Crondmetro.

— 01 Trena.

Figura 41 — Péndulo Simples.

Fonte: Produzido pelo autor.
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e Procedimento Experimental

(1) Ajuste o comprimento do fio L para 40 ¢m, logo em seguida posicione o péndulo com
a ajuda do transferidor para um angulo 6 ~ 10° e solte-o. Meca o tempo (¢19) necessario
para que o péndulo oscile 10 vezes, e anote os valores obtidos na tabela 21, repita este

procedimento trés vezes.
(2) Repita o procedimento descrito em (1) para os valores de L = 50 ¢m, e L = 60 cm.

(3) Calcule o periodo de oscilagao do péndulo T' (s) para cada uma das medicoes de 19

realizadas, e o perfodo médio de oscilacio T (s) para cada um dos valores de L descritos

i = 1 .
em (1) e (2) , tal que T' = 10 ° T = —> _T;. Anote os valores obtidos na tabela 21.
iz
(4) Esboce o grafico discreto de T’ em funcio de L (Diagrama de dispersao) utilizando o
software QtiPlot.

(5) Determine a equagao de regressao linear que melhor se ajusta aos pontos representados
no diagrama de dispersao, utilizando o Método dos Minimos Quadrados, e determine o

valor da aceleracao da gravidade local.

(6) Utilizando o software QtiPlot, determine a equagao de regressao linear e o valor da
aceleracao da gravidade local. Compare o valor da aceleragao da gravidade local com o
resultado obtido em (5).

Tabela 21 — Tabela Experimento Péndulo Simples.
L (m) Medigoes tig (s) T (s) T (s)

1
0,40 2
3
1
0,50 2
3
1
0,60 2
3

Fonte: Produzido pelo autor.

e Calculos e Graficos

Apbés executar os procedimentos experimentais (1), (2) e (3), obtemos os dados neces-

sarios para preencher a tabela 21, obtendo em seguida a tabela 22.
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Tabela 22 — Tabela Experimento Péndulo Simples - Preenchida.
L (m) Nuamero Medida Tempo 10 oscilagoes ¢ (s) T (s) T (s)

1 12,71 1,271
0,400 2 12,83 1,283 1,276
3 12,75 1,275
1 14,25 1,425
0,500 2 14,32 1,432 1,429
3 14,29 1,429
1 15,67 1,567
0,600 2 15,63 1,563 1,566
3 15,68 1,568

Fonte: Produzido pelo autor.

(4) Grafico discreto de T em fungio de L (Diagrama de dispersao).

N : =2 . )
Primeiro criamos uma tabela com os valores de 7" em fungdo de L, e em seguida

esbocamos o gréfico (figura 42) utilizando o software QtiPlot.

Tabela 23 — T em funcio de L.

T? (s?) 1,629 2,041 2,452

L (m) 0400 0,500 0,600

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 42 — Diagrama de dispersao - T? em fungao de L.

2,5 T
2,2
_9 E ®
T(82)270
1.8
i [ ]
175 LI N N B I N B N N N B N B N BN B N N B B |
0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
L(m)

Fonte: Produzido pelo autor.
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(5) Determinar a equacao de regressao linear através do Método dos Minimos Quadrados,

e determinar o valor da aceleragao da gravidade local.

A equagao para calcular o periodo do péndulo simples para pequenas oscilagoes
(0 ~ 10°) é dado pela equagao 4.1. Elevando ambos os membros da equagao 4.1 ao

quadrado, obtemos:

L
T? = 47*=. (4.2)
Y
2
Nota-se na equacio 4.2, que T2 é linear em L, sendo — o coeficiente angular da reta.

g
Substituindo T2 por T’ na equacdo 4.2, e fazendo-se T2 =y, e L = z, temos que:

2
’yzi-x‘_ 43
J (4.3)

Como a equagao 4.3 é da forma y(x) = A -z, utilizamos a equagao 3.19 obtida na segao

3.2, para determinar o coeficiente angular A, tal que:
A=Y _

sendo LT® = ZLﬂ,eLQ ZLQ

Utlhzando os dados da tabela 23 construlmos a tabela 24.

LT? (ms?) 0,652 1,02 147
L* (m?) 0,160 0,250 0,360

Tabela 24 — LT em funcao de L?.

A partir dos dados da tabela 24, obtemos LT = 1,047 e L2 = 0,257. Substituindo os
T2

valores de LT el?2em A= - , temos que:
LT? 1,047
= — = ! = 4 .
L? 0,257 07

Logo a equacao da reta que melhor se ajusta aos pontos da figura 42 é dada por

y(x) = 4,07 - x. Para determinarmos o valor da aceleragdo da gravidade (g), utilizaremos
2

4
a expressao A = l, tal que m = 3,14 e A = 4,07.
Isolando g, temos:
B 472 B 472
97 T4 T o7
g = 9,69 m/s%

Portanto o valor da aceleracio da gravidade local é igual a g = 9,69 m/s%.



Capitulo 4. Aplicagio do Método dos Minimos Quadrados em alguns experimentos de Fisica Bdsica 68

(6) Determinar a equacao de regressao linear e o valor da aceleragao da gravidade local

utilizando o software Qtiplot.

No item (4), realizou-se o esbo¢o do diagrama de dispersdo dos dados da tabela 23,

utilizando o software QtiPlot. Apds realizar o esbogo do diagrama de dispersao, clicamos

na aba Analise e em seguida clicamos em Fit Slope, esta opcao vai realizar a regressao

linear segundo uma funcao do tipo y(z) = A - z. Como resultado obtemos as figuras 43 e

44.

Figura 43 — Regressao Linear - T? em fungao de L.

2,5
2,2
—9 -
T(82)270
1,8 /
175 LI B I B B I B LI N B D O N O O Y B O LI I B B N B B
0,3 0,4 0,5 0,6
L{m)

Fonte: Produzido pelo autor.

0,7

De acordo com a figura 44, o valor do coeficiente angular é aproximadamente igual a
A =408, o termo e + 00 representa 10°.

Logo a equacao de regressao linear é dado por:

y(x) =4,08 - .

2

47
A aceleragao da gravidade pode ser calculada pela expressao g = ——. Portanto,

= 9,68 m/s>.

A
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Figura 44 — Dados Regressao Linear - QtiPlot.

Regressdo linear of dataset: Tabelal_2, [usando funcdo: A*x]
Método de ponderacdo: Sem ponderacdo

De x = 4,0000000000000e-01 a x = 6,0000000000000e-01

A (slope) = 4,0822077922078e+00]+/- 3,8007819809512e-03
Chi*2/doF = 1,1123376623377e-05

|Fi“2 = ﬂ.99993431{}38|

Fonte: Produzido pelo autor.

Portanto o valor da aceleracio da gravidade local é igual a g = 9,68 m/s%.
Ao comparar os valores de g, obtidos em (5) e (6), percebe-se que ha uma pequena
diferenca entres eles, essa diferenca decorre da quantidade de casas decimais utilizadas

pelo software QtiPlot, quando este realiza os calculos de Regressao Linear.
Na figura 44, também ¢ informado o valor do Coeficiente de determinacao 72, r? =

0,9999, ou seja, 99,99% dos pontos do gréfico, sdo explicados pela regressao linear.
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4.2 Experimento Il - Lei de Ohm

e Introducao Teérica - Lei de Ohm.

A corrente elétrica I que atravessa um condutor elétrico qualquer, é conduzida através
do campo elétrico E presente no interior deste condutor devido a diferenca de potencial V.
O campo elétrico E exerce sobre o0s portadores de carga elétrica (nos condutores metélicos
sdo os elétrons) uma forca elétrica de magnitude |¢E|. Se considerarmos que as tinicas
forcas que atuam nas cargas livres sao de origem elétrica, sua velocidade de movimento no
interior do condutor s6 tenderia a aumentar indefinidamente, mas isto nao ocorre, pois
existem interacgoes entre as cargas livres e os lons presentes na rede que constitui o metal,
logo essas forcas de interagao entre as cargas livres e os ions, se opoem ao movimento das
cargas livres no condutor, criando certa resisténcia (resisténcia elétrica) ao movimento
dos portadores de cargas no condutor, esses condutores também sao conhecidos como
Resistores, e tem sua fundamental importancia em aplicacoes Fisicas no dia a dia do
homem (Adaptado de [17, p. 149]).

Na figura 45, temos um condutor metalico, que esta submetido a uma diferenca de

potencial (ddp) V,, =V, — V, e sendo percorrido por uma corrente elétrica 1.

Figura 45 — Seguimento de fio - Diferenca de Potencial.

Fonte: Adaptado de [17, p. 149].

Defini-se Resisténcia Elétrica (R) como sendo a razao da diferenca de potencial (V)
entre as extremidade de um condutor pela corrente elétrica (I) que atravessa este condutor.

Logo

Vab
R = - (4.4)

No sistema internacional de unidade (SI), a unidade de resisténcia elétrica V/A (Volt
por ampere), é denominada Ohm ().

Assim

v
=7

A resisténcia elétrica de um condutor, pode ser escrita em funcao de certos parametros

10

fisicos, tais como: temperatura, luminosidade, tensao elétrica, corrente elétrica e outros.
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Seja R = R(I,V,aq,q0,...), onde I,V a1, as, ..., sdo os parametros fisicos que influenciam
no calculo da resisténcia elétrica.

Em determinados Resistores, a resisténcia elétrica nao varia com a corrente elétrica
e nem com a tensao (ddp) aplicada nas extremidades do condutor, esses resistores sao
conhecidos como Resistores Ohmicos (Resistores Lineares), ou seja, nestes resistores a

resisténcia elétrica permanece constante, ou seja,

oY% VY cONSTANTE. (4.5)

R=1—22_
L L I,

Nesse caso em especifico (equagao 4.5), a equacao 4.4, pode ser escrita na forma
V = R - I, que é usualmente conhecida como Lei de Ohm, mesmo em situagoes na qual a
resisténcia elétrica nao é constante.

Em um resistor 6hmico, o grafico da diferenca de potencial V' aplicada no resistor em
fungao da corrente elétrica I que atravessa este resistor, ¢ uma reta que passa pela origem
(figura 46).

Figura 46 — Gréafico V em funcao de I - Resistor Ohmico.
Vv

Fonte: Produzido pelo autor.

Os resistores que possuem resisténcia elétrica variavel, sdo denominados resistores nao
lineares ou resistores nao 6hmicos, logo temos que a razao V/I nao é constante (equagao

4.6), ou seja,

ViV, |
= —F = F£ ... F —. 4.
R=g ALty (4.6)

A figura 47, mostra aproximadamente como é a curva da corrente elétrica I que
atravessa uma lampada incandescente (resistor ndo éhmico) em funcdo da tensdo V

aplicada nos terminais da lampada.
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Figura 47 — Grafico I em funcdo de V - Lampada incandescente.

1

Fonte: Produzido pelo autor.

A seguir realizaremos dois experimentos: i) estudaremos o comportamento de um
resistor, quando submetido a diferentes valores de tensao elétrica e corrente elétrica e, em
seguida verificar se este resistor obedece a Lei de Ohm; ii) estudaremos o comportamento
de um resistor nao linear (ldmpada incandescente) quando submetido a diferentes valores
de corrente elétrica e tensao elétrica, verificar se o resistor nao linear obedece a Lei de

Ohm, e determinar a equacao que relaciona I e V.

Experimento I - Resistor Ohmico
e Objetivos

Estudar o comportamento de um resistor quando submetido a diferentes valores de
corrente [ e tensao V, e verificar se o resistor em questao ¢ Ohmico através da andlise do

grafico de V' wversus I.
e Materiais Utilizados

— 01 Fonte DC 1 — 12V[1,5A. .
02 Multimetro iCEL IK-1000.

01 Resistor 99,2 Q (Ohmimetro).

— 05 Fios para conexao.

Veja a ilustracao dos materiais nas figuras 48 e 49
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Figura 48 — Circuito elétrico. Figura 49 — Fios para conexao.

Fonte: Produzido pelo autor. Fonte: Produzido pelo autor.

e Procedimento Experimental

(1) Monte o circuito elétrico representado na figura 50, utilizando os materiais citados

anteriormente.

Figura 50 — Circuito elétrico - Resistor linear.

r Amperimetro

@)

@

lk—Voltimetro

Fonte: Produzido pelo autor.

(2) Realize seis medigoes da corrente elétrica I para diferentes valores de tensdo V', e anote
na tabela 25.

(3) Esboce o gréfico da tensao V' em fungao da corrente elétrica I (Diagrama de dispersao)
utilizando o software QtiPlot.

(4) Utilizando o Método dos Minimos Quadrados, determine a equacao de regressio linear
dos pontos representados no diagrama de dispersao e o valor experimental da resisténcia
elétrica do resistor.

(5) Determine a equagao de regressao linear e o valor experimental da resisténcia elétrica
utilizando o software QtiPlot. Compare com o resultado obtido em (4), e verifique se o

resistor em questao, obedece a Lei de Ohm.
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Tabela 25 — Tensao x Corrente elétrica - Resistor linear.
Vi(V) Ii(mA)

1,00

2,00

4,00

6,00

8,00

6 10,00

QY | W DN | =

Fonte: Produzido pelo autor.

e Calculos e Graficos.

(1) Apds montar o circuito representado na figura 50, obtém-se a figura 51.

Figura 51 — Circuito elétrico montado - Resistor linear.

|

Fonte: Produzido pelo autor.

(2) De posse do circuito montado, o préximo passo foi ajustar as escalas do amperimetro e
do voltimetro de acordo com a figura 52. Em seguida, mediu-se a corrente elétrica que
atravessa o resistor, para cada um dos valores de tensao elétrica presentes na tabela 25.

(3) A partir dos dados da tabela 26, esbogamos o diagrama de dispersao (figura 53) da

tensao elétrica V' em funcao da corrente elétrica I.
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Figura 52 — Escala Voltimetro (a), Amperimetro (b).

Escala DCA 200m
Escala DCV 20 (b)

(a)

Fonte: Produzido pelo autor.

Tabela 26 — Tensao x Corrente elétrica.

i Vi(V) Li(mA)
1 1,00 10,0
2 200 20,0
3400 403
1 6,00 6038
5 8,00 81,8

6 10,00 103,7

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 53 — Diagrama de dispersao - V' versus [.

12

10 o

0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110
I (mA)

Fonte: Produzido pelo autor.
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(4) Pelo diagrama de dispersao, concluimos que o resistor possui caracteristicas lineares,
entdo a equagdo V' = R - I pode ser escrita como uma funcao do tipo y(z) = A -z, o

coeficiente angular A serd dado por:

A:

I

T

Comparando as equagoes V = R - [ e y(z) = A -z, percebemos que V = y(z), R=A

e [ = x, portanto:

=

R= (4.7)

IE
A seguir, construimos uma tabela com os valores de IV e I?, e posteriormente calculamos

L . L 1 6 . 1 6
1V, e I?, tal que IV = 62]\/ e [? = 6212.
i=1 i=1

Tabela 27 — IV x I2.

i IV, I2

10,0100 0,000100
20,0400 0,000400
3 0,161 0,00162
4 0365 0,00370
5 0,654 0,00669
6 1,037 0,01075

Fonte: Produzido pelo autor.

Portanto

IV = 0,378

72 = 0,00389.

Substituindo IV e I? na equacdo 4.7, temos que:

0,378
~0,00389 97,2 .

Logo, o valor experimental de R ¢é igual a 97,2 2.
A equagao de regressao linear dos pontos representados no diagrama de dispersao, é

dado por:
V=97,2-1.

(5) Com o software QtiPlot aberto, e continuando a partir do item (3), clicamos na aba

“Anélise”, e em seguida selecionamos a opcao “Fit Slope”, esta opgao vai realizar o ajuste
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linear segundo uma fungao do tipo y(z) = A - z. Na figura 54, temos a curva de regressao

linear.

Figura 54 — Regressao Linear - V' versus I.

V(V)
12

10 e

e

O IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110
I (mA)

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 55 — Dados da regressao linear - V' wversus I.

Regressdo linear of dataset: Tabelal_2,|usando funcdo: A*x|
Método de ponderacdo: Sem ponderacdo

De x = 1,0000000000000e+01 a x = 1,0370000000000e+02
A (slope) = 9,7456938681301e-02(+/- 4,7400958363957e-04
Chi~2/doF = 5,2274468035723e-03

[R~2 = 0,9995703468381 |

Fonte: Produzido pelo autor.

De acordo com a figura 55, o valor do coeficiente angular é iguala A = R =9, 747x 1072,
este resultado deve ser multiplicado por 103, pois o eixo das abscisas I, esta expresso em
miliamperes mA.

Portanto a equacao de regressao linear sera dada por:

V =97.47-1
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com V expresso em Volts e I em Amperes. Logo o valor experimental de R, obtido a
partir do software QtiPlot é 97,47 €.

Na figura 55, também é informado o coeficiente de determinacio, r? = 0, 9996, ou seja,
99,96% dos pontos do grafico, sao explicados por este modelo de regressao linear.

Ao comparar os valores da resisténcia elétrica experimental obtida em (4) e (5), percebe-
se que ha uma diferenca entre esses valores, essa diferenca ocorre devido ao niimero de
casas decimais que adotamos em (4), j& que em (5), o software QtiPlot trabalha com treze
casas decimais.

O resistor obedece a Lei de Ohm, pois a sua resisténcia elétrica é aproximadamente
constante e igual a 97,47 €2, também ¢ possivel chegar a essa conclusao a partir do diagrama

de dispersao (figura 53), os pontos estao linearizados.
Experimento II - Resistor Nao Ohmico

Nesta segunda parte, tratamos de analisar como se comporta a resisténcia elétrica de
uma lampada incandescente, quando submetida a diferentes valores de tensao elétrica e

corrente elétrica.
e Objetivos

Estudar o comportamento de um resistor nao linear quando submetido a diferentes
valores de tensao V e corrente I, verificar se este resistor obedece a Lei de Ohm, e

determinar a equagao que relaciona I e V.
e Materiais Utilizados

— 01 Fonte DC 1 — 12V|1,5A.
— 02 Multimetro iCEL IK-1000.

01 Lampada incandescente 2,25 V - 0,25 A.

— 01 Painel para Associagoes Eletro-Eletronicas Projetavel - Balen.

05 Fios para conexao.

Veja a ilustracao dos materiais nas figuras 56 e 57.
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Figura 56 — Materiais Utilizados

e =
2, / 2\

(]

Fonte: Produzido pelo autor.

Figura 57 — Fios para conexao

er———

Fonte: Produzido pelo autor.

No Painel para Associagoes Eletro-Eletronicas Projetavel - Balen, utilizaremos apenas

o conjunto composto por Soquete + Lampada incandescente (figuras 58 e 59).

Figura 58 — Materiais Utilizados Figura 59 — Fios para conexao

Fonte: Produzido pelo autor. Fonte: Produzido pelo autor.

e Procedimento Experimental
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(1) Monte o circuito elétrico representado na figura 60, utilizando os materiais citados

anteriormente.

Figura 60 — Circuito elétrico - Resistor nao linear.

Y
) Amperimetro
@
Lampada
¢
v
T oltfmetro

Fonte: Produzido pelo autor.

(2) Realize seis medigoes da corrente elétrica I para diferentes valores de tensao V', e anote
na tabela 28.

Tabela 28 — Tensao x Corrente elétrica - Resistor nao linear.
Vi(V) Ii(mA)

0,0

0,5

1,0

1.5

2,0
6 22

QY | W DN | =

Fonte: Produzido pelo autor.

(3) Esboce o gréfico da corrente elétrica I em fungao da tensao V' (Diagrama de dispersao)
utilizando o software QtiPlot.

(4) Utilize o Método dos Minimos Quadrados em conjunto com os métodos de Linearizagao
de fungoes, para determinar a equagao que relaciona I em funcao de V.

(5) Utilize o software QtiPlot em conjunto com os métodos de Linearizagao de fungoes,
para determinar a equacao que relaciona I em funcao de V. Compare com o resultado

obtido em (4), e verifique se o resistor em questao, obedece a Lei de Ohm.
e Calculos e Graficos

(1) Ap6s montar o circuito representado na figura 60, obtém-se a figura 61.
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Figura 61 — Esquema circuito elétrico - Resistor nao linear.

Fonte: Produzido pelo autor.

(2) De posse do circuito montado, ajustamos as escalas do amperimetro e do voltimetro de
acordo com a figura 62. Em seguida, medimos a corrente elétrica para diferentes valores

de tensao elétrica. Com os dados obtidos, preenchemos a tabela 28.

Figura 62 — Escala Voltimetro (a), Amperimetro (b).

Escala DCA 200m
Escala DCV 20 (b)

(a)

Fonte: Produzido pelo autor.
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Tabela 29 — Tensiao x Corrente elétrica - Resistor nao linear.

i Vi(V) ILi(mA)
1 0,0 0,0

2 0,5 135,8
3 1,0 169,7
4 1,5 210,0
5 20 240,0

6 22 2500

Fonte: Produzido pelo autor.
(3) A partir dos dados da tabela 29, esbogamos o diagrama de dispersao (figura 63) da
corrente elétrica I em funcao da tensao elétrica V.

Figura 63 — Diagrama dispersao - Resistor nao linear.

I (mA)
300

250 °

200

150

100
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0 0,5 1 1,5 2 2,5
V (V)

Fonte: Produzido pelo autor.

(4) Ao analisar o diagrama de dispersao, percebe-se que o grafico da corrente elétrica I em
funcao da tensao elétrica V, se parece com o grafico da fungao do tipo I = A - V%, mas
nao podemos assumir ao certo que seja esta funcao que relacione I e V.

Entao assumimos que a fungdo que descreve os pontos do diagrama de dispersao é uma

funcdo do tipo poténcia I = A -V, em que A e C sdo constantes reais. Para utilizarmos
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as equagoes de regressdo linear, faz-se necessdrio linearizar a fungdo I = A - VY (segdo
2.2.2).
Para isto, aplicamos a funcdo logaritmico em ambos os membros da equacio I = A-V,

e como resultado obtemos:
log(I) = log(A) + C - log(V). (4.8)

Fazendo log(I) = y, log(A) = a e log(V) = z, temos que a equacao 4.8 se torna

linearizada. Logo, temos que:
y=a+C-x.

A seguir, construimos uma tabela com os valores de y e x. Excluimos o par ordenado

(0,0), pois na escala logaritmica nao héa representagao para log(0).

Tabela 30 — Valores de z e .

T Yi
-0,3010 -0,8671
0,0000 -0,7703
0,1761 -0,6778
0,3010 -0,6198
5 0,3424 -0,6021

QO DN = .

Fonte: Produzido pelo autor.
Das equagdes 3.14 e 3.15, temos que os coeficientes angular e linear referentes a equacao
y=a+ C - x, sao dados por:

_ Ty -Ty

a = y5-—C-7T (4.10)

respectivamente.

A partir dos dados da tabela 30, construimos a tabela 31.

Tabela 31 — Valores de z e y.

T 0,1037
7 -0,7074
Ty -0,0502
20,0659

Fonte: Produzido pelo autor.
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Substituindo os dados da tabela 31, nas equagoes 4.9 e 4.10, obtemos:

(—0,0502) — 0, 1037 - (—0, 7074)
C = = 10,4199 = 0,42
0,0659 — (0, 1037)2 ’ ’

a=(—0,7074) — 0,42 - (0,1037) = —0, 75.
Como log(A) = a, temos que:
A=10*=10"%" =0, 1778.
Portanto, a equacao que relaciona I com V', é dada por:
[=0,1778 - V%,

(5) Como ja foi mostrado no item (4), a equagao linearizada é dada por y = a+ C - x,
entao basta transportar os dados da tabela 31, para o software QtiPlot. Ao transportar os

dados, obtemos a figura 64.

Figura 64 — Tabela - QtiPlot.

1[X] 2[Y]

1 -0,301 -0,8671
2 0 -0,7703
3 0,1761 -0,6778
4 0,301 -0,6198
5 0,3424 -0,6021
6

7

8

9

10

11

Fonte: Produzido pelo autor.

Ainda com o software QtiPlot em execucao, clicamos na aba Grafico, seguidamente
selecionamos a opc¢ao Dispersao, esta opc¢ao vai esbogar o diagrama de dispersao dos
pares ordenados contidos na tabela 31. Apds esbogar o diagrama de dispersao, clicamos
na aba Analise, e em seguida selecionamos a op¢ao Regressao Linear, esta opcao vai

realizar o ajuste linear segundo uma funcao do tipo y(z) = A - x + B (figuras 65 e 66).
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Figura 65 — Grafico de y em funcao de .

-0,6

—0,7

—0,8 /

~0,9

Fonte: Produzido pelo autor

Figura 66 — Tabela - QtiPlot.

Regressdo linear of dataset: Tabelal_2,[usando funcdo: A*x+B8 |
Método de ponderacdo: Sem ponderagdo
De x = -3,0100000000000e-01 a x = 3,4240000000000e-01

|B (y-intercept) = —?=5ﬂ94?026359896—ﬂll+f— 6,4877919363177e-03
[A (slope) = 4,1973988775204e-01 J+/- 2,5274729742709¢-02

Chi*2/doF = 1,7610929192229e-04
[R"2 = 0,98923943115 |

Fonte: Produzido pelo autor.

A figura 66, nos fornece os valores dos coeficientes angular e linear, logo temos que:

C =0,4197 0, 42

a = —0,7509 = -0, 751.
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Como log(A) = a, temos que:
A=10%=10"%"1 = 0,1774.
Portanto, a equacao que relaciona I com V', é dada por:
[=0,1774- V%

Ao analisar a equacao I = 0,1774 - V942 percebemos que a resisténcia elétrica da
lampada, nao é linear, portanto o resistor em questao nao obedece a Lei de Ohm.

De acordo com os resultados obtidos em (4) e (5), conclui-se que a lampada incandes-
cente possui resisténcia elétrica variavel. A seguir demonstraremos que R pode ser escrito
em funcao de V.

Considere as equagoes 4.11 e 4.12.

I=0,1774- V02 (4.11)

V=R-I (4.12)

Isolando I em (4.12), e substituindo o resultado em (4.11), obtém-se:

‘; =0,1774 - Vo422, (4.13)

Isolando R na equacao 4.13, obtemos:

/058
R = .
0,1774

Portanto concluimos algebricamente que R nao é constante.

A resisténcia é variavel, devido ao aumento de temperatura no filamento da lampada,
a resistividade (p) de um material aumenta com a temperatura segundo a equagao
p = poll + a(T — Tp)], onde « é o coeficiente de temperatura da resistividade elétrica, e
depende do material ( [18, p. 142]).

Comparando as equagoes de I em funcao de V' obtidas em (4) e (5), percebe-se que hé
uma pequena diferenca entre as constantes determinadas. Essa diferenca ocorre devido a
diferenca de casas decimais adotadas em (4), j4 que em (5), o software trabalha com treze

casas decimais.
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Consideracoes Finais

Este trabalho contribui de forma significativa na aplicacao de uma proposta interdisci-
plinar entre as disciplinas de Matemaética e Fisica. Mostrando a possibilidade de trabalhar
com o Ajuste Linear de Curvas no Ensino Médio.

Mesmo que na deduc¢do de algumas equacgoes utilize conhecimentos avancados de
Calculo Diferencial, é possivel repassar para os discentes uma pequena nocao do calculo
realizado. A transposi¢do do Ajuste Linear (Regressao Linear) para o Ensino Médio, foi
realizada utilizando somente alguns pré-requisitos, como o conhecimento basico em: fungao
linear, fungao exponencial, funcao logaritmica, funcdo poténcia e estatistica basica.

A utilizacao do software QtiPlot tem como objetivo ajudar o discente a visualizar de
forma objetiva e clara, a aplicagdo do Método dos Minimos Quadrados no Ajuste Linear
de Curvas, além da facilidade de se obter os parametros necessarios para determinar a

Modelagem Matematica de um determinado fenémeno fisico.



Apéndices
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APENDICE A - Papel Semi-log

Figura 67 — Papel semi-log de duas décadas no eixo vertical e no eixo horizontal uma
escala linear dividida em 120 unidades.
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Fonte: Produzido pelo autor.
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APENDICE B - Papel Di-log

Figura 68 — Modelo papel di-log, duas décadas na vertical e duas décadas na horizontal.
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Fonte: Produzido pelo autor.
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