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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo apresentar uma demonstragao para o Teorema
Fundamental da Algebra, o qual garante que polinomios complexos de grau maior ou
igual a 1 possuem pelo menos uma raiz complexa. O conjunto dos nimeros complexos é
construido de forma axioméatica, demonstrando-se suas propriedades algébricas e geomé-
tricas. Serao apresentados os polindmios complexos e suas propriedades operatorias, espe-
cialmente as que dizem respeito a divisao de polinémios, como o algoritmo da divisao de
Euclides e o algoritmo de Briot-Ruffini. As fun¢oes polinomiais complexas também terao
papel importante da demonstracao do Teorema, ja que o conjunto dos polindmios comple-
x0s e o conjunto das fungoes polinomiais complexas podem ser considerados equivalentes.
A demonstracao do Teorema utilizara resultados importantes da Anélise Complexa, como
o Teorema de Weierstrass para minimos absolutos de funcoes continuas sobre conjuntos
compactos. Considerando a importancia desse teorema, optou-se por apresentar tam-
bém uma demonstracao geométrica intuitiva utilizando curvas de nivel, com o auxilio do
software GeoGebra. Espera-se que este trabalho forneca ferramentas para entendimento
deste importante resultado da Matematica, bem como uma sugestao de estratégia para
trabalhar esse contetiido na Educagao Basica.

Palavras-chave: Nuimeros Complexos. Polinémios Complexos. Teorema Fundamental
da Algebra.



Abstract

This work aims to present a proof for the Fundamental Theorem of Algebra, which ensures
that complex polynomials of degree greater than or equal to 1 have at least one complex
root. The set of complex numbers is constructed axiomatically, by demonstrating its al-
gebraic and geometric properties. Complex polynomials and their operative properties
will be presented, especially those concerning the division of polynomials, such as the
Euclidean division algorithm and the Briot-Ruffini algorithm. Complex polynomial func-
tions also play an important role in demonstrating the Theorem, since the set of complex
polynomials and the set of complex polynomial functions can be considered equivalent.
The proof of the Theorem will use important results from the Complex Analysis, such as
the Weierstrass Theorem for absolute minimums of continuous functions on compact sets.
Considering the importance of this theorem, it was also chosen to present an intuitive
geometric demonstration using level curves, with the help of the software GeoGebra. It
is expected that this work will provide tools for understanding this important result of
Mathematics, as well as a suggestion of strategy to work this content in Basic Education.

keywords: Complex Numbers. Complex polynomials. Fundamental Theorem of Alge-

bra.



Introducao

As equacoes algébricas aparecem em intimeros problemas. H& casos em que a solucao
de problemas da Geometria e do Célculo podem ser resolvidos, desde que determinada
uma solu¢ao para uma equagao algébrica envolvida no problema. Uma das preocupacao
da Algebra é o estudo dos polindmios, que sdo objetos definidos sobre aneis, como o
conjunto dos numeros reais e o conjuntos dos niimeros complexos.

Nesse sentido, através da histéria, muitos mateméticos buscaram demonstrar e ca-
racterizar as equagoes algébricas que possuem solugoes através das raizes do polindmio
complexo envolvido. Véarias demonstracoes foram encontradas para a garantir a existéncia
dessas raizes ou para determinar condicoes sobre a existéncia destas. Alguns matemati-
cos foram mais adiante e conseguiram apresentar féormulas para determinacao das raizes
de polindbmios com um grau especifico. Um exemplo classico é a formula de Bhéskara,
fortemente trabalhada na Educacao Bésica para solucao de equagoes do 2° grau.

Contudo, quando se trabalha a solucdo de uma equacio do tipo az? 4+ bx + ¢ = 0,
pouco se fala sobre o caso em que A = b? — 4ac < 0: geralmente ¢ dito ao aluno que
a equacao simplesmente nao possui solucao. Isso se deve ao fato de que, até o Ensino
Médio, as raizes quadradas de nimeros negativos nao sao apresentadas para os alunos
(com algumas excegbes). Tais raizes servem para caracterizar o conjunto dos nimeros
complexos.

Esses ntimeros sao muitos importantes para a Matemaética e ciéncias afins, uma vez que
vérios fenomenos fisicos e relagdes entre grandezas podem ser modelados através de equa-
coes diferenciais, muitas das quais se utilizam das propriedades dos ntimeros complexos
para que seja determinada uma solucao.

Assim, faz-se importante apresentar um estudo sobre estes nimeros, bem como dos
polinémios cujos coeficientes sdo nimeros complexos, posto que varios problemas na Al-
gebra e na Analise baseiam-se nas propriedades desses elementos matematicos para serem
solucionados.

O trabalho a seguir divide-se em trés partes: no capitulo 2 sera apresentado o conjunto
dos ntmeros complexos, bem como suas propriedades algébricas e geométricas, dando
destaque ao estudo de algumas operac¢des importantes sobre esse conjunto.

No capitulo 3, serao apresentados os polinomios complexos e as principais caracteristi-

cas desses objetos. Ainda nesse capitulo, sera introduzida uma relacao entre os polinémios



complexos e as fungoes polinomiais complexas, visto que, para a demonstracao do resul-
tado principal deste trabalho, serdao necesséarios diversos resultados pertinentes a Anélise
e a Topologia, tais como descricao de subconjuntos compactos de C e a continuidade de
funcoes polinomiais.

No capitulo 4, serd abordado o Teorema Fundamental da Algebra. Inicialmente, o
teorema serd comentado através de uma abordagem geométrica e intuitiva, que pode
ser trabalhada mesmo numa sala de aula do Ensino Médio, com o auxilio do software
GeoGebra e desde que os alunos tenham embasamento sobre graficos de fungoes e cur-
vas geométricas. Esta abordagem permite visualizar melhor o significado do teorema
e suas implicacoes. Finalmente, serd apresentada a demonstracao formal do teorema,
com algumas consequéncias imediatas que permitem caracterizar, por exemplo, raizes de

polindémios com coeficientes reais.



Capitulo 2
Niuimeros Complexos

Neste capitulo serao apresentados os nimeros complexos, bem como suas principais
propriedades algébricas e operatorias, baseando-se em [2], [3], [4], [8], [10] e [16].

A motivacao para o estudo desses numéros parte, historicamente, do livro Ars Magna
(1545), no qual o matematico italiano Jerénimo Cardano (1501-1576) encontrou a resposta
para o problema de determinar dois niimeros cuja soma vale 10 e cujo produto vale 40,
isto é, as raizes da equacao do 2° grau 2% — 10z + 40 = 0. As solucoes encontradas por
Cardano foram a = 5+ +v/—15 e B3 =5 — /—15. O problema dessas solucdes é que, na
época em que o trabalho de Cardano foi publicado, s6 se conheciam os niimeros reais, nao
fazendo sentido calcular raizes quadradas de niimeros negativos.

Nesse mesmo trabalho, Cardano apresentou um método para resolucao de equacoes de
terceiro grau, conhecido hoje como férmula de Cardano. Tal método permite descobrir a
raiz real de qualquer equacao do tipo ¥ +py+¢ = 0. Uma vez que toda equacao completa
do terceiro grau pode ser escrita como equacao desse tipo, o método de Cardano possibilita
resolver todas as equagoes do terceiro grau.

Em 1572, o matematico Rafael Bombelli (1526-1572) publicou o livro L’Algebra, no

qual aplica a formula de Cardano para resolver a equacao x> — 152 — 4 = 0, obtendo:

v =2+ 11V=T + {2 - 11V

Nesse mesmo livro, Bombelli introduz as regras operatérias e férmulas de adicao e

multiplicagao para nimeros envolvendo v/ —1:



e (a+bV/-1)+ (c+dv-1)=(a+c)+ (c+d) V-1
e (a+0byv=1)- (c+dv-1) = (ac — bd) + (ad + bc) /—1.

Utilizando essas regras e formulas, Bombelli encontrou os seguintes resultados:
+vED) = [+ VD) 2+ VD)) (24 VoD
=[(2-2-1-1)+(2-14+1-2)y=1] - (24++/-1)
= (3+4v-1)- (2+ -1
=(3-2—4-1)4+(3-1+4-2)y/-1

E
-V =[2-vD)-@-v)]-@2-v-])
=[2-2- (-1 (-D))+ 2 (=) +(=1)-2)V=1] - (2= V1)
=(B3-4v/-1)- (2—v-1)
3-2=(=4)- (1)) +B- (=) +(-4)-2) V-1

=2—11/—-1

Logo:
V2+11V/—T=2+V-Te/2-11V/-1=2-+v—1

E, portanto:

p= Y24 VT 4+ {2 11VT =24+ VT +2 - V1 =4

Com isso, verifica-se a compatibilidade da solucao algébrica para a equagio x> — 15z —
4 = 0 encontrada pelo método de Cardano com a solucao 6bvia obtida substituindo x = 4
na equacao, o que permitiu que comecasse a fazer sentido operar com nimeros da forma
a+ byv/—1.

Contudo, o tratamento formal dos ntmeros da forma a + bv/—1 dado por Bombelli
nao foi pronta e completamente aceito pelos matematicos da época, os quais relutavam
em aceitar elementos matematicos que nao tivessem significado geométrico. Somente com
os trabalhos de Caspar Wessel (1745-1818) de 1797, de Jean Robert Argand (1768-1822)
de 1806 e de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) de 1831 é que essa relutancia passou a
desaparecer. Este ultimo matemético foi responsavel por batizar os ntmeros da forma a -+
bv/—1 de ntimeros complexos. A utilizacdo de i para representar a unidade imaginaria
v/—1 é devida ao matemaético suico Leonhard Euler, o qual também determinou varias

propriedades desses ntimeros em seus trabalhos.

2.1 O Conjunto dos Numeros Complexos

Nesta secao serao apresentadas a definicao e as principais propriedades operatoérias

dos niimeros complexos.



Considere R o conjunto dos ntimeros reais e R? = R x R. Define-se em R? as seguintes
operacoes:
®:R?xR*? — R?
(@1 9)s (T2, 92))  — (21,41) @ (¥2,92) = (@1 + 22,41 + Y2)

®:R2xR? — R?
(($1>y1)7 (5172, 3/2)) — (951791) ® (»’52, 3/2) = (%362 — Y1Y2, 1Yo + 3523/1)

as quais sao denominadas de adigao e multiplicacao, respectivamente.

Definicao 2.1. O conjunto R?> munidos das operacoes & e @ como definidas acima é
chamado de conjunto dos nimeros complexos, o qual ¢ denotado por C.

Diz-se que dois nimeros complexos z; = (x1,y1) € 20 = (T2,¥2) s@0 iguais se, e somente
S€, X1 = X9 € Y1 = Ya.

O conjunto dos nimeros complexos possui algumas propriedades operatorias impor-
tantes que os caracterizam como estruturas matematicas na Anéalise e na Algebra, as quais

sao demonstradas na proposicao a seguir:

Proposicao 2.1. Considere os nimeros complexos zy = (x1,11), 22 = (T2,y2) € 23 =
(3,y3). Verificam-se as propriedades a sequir:

(i) Associatividade da adicdo: z1 @ (20 @ 23) = (21 ® 22) D 23;
(ii) Comutatividade da adi¢ao: z @ zo = 25 D 21;

(iii) Elemento neutro da adi¢go: Existe um inico nimero complexo, representado por
0=(0,0), tal que z; ® 0 = 2y para todo z; € C;

(iv) Elemento oposto aditivo: Para cada z; € C, o elemento —zy = (—x1, —y1) satisfaz
21 @ (—21) =0 e € chamado de elemento oposto aditivo ou simétrico de z;.

(v) Associatividade da multiplicacao: z1 @ (22 ® 23) = (21 ® 22) ® 235
(vi) Comutatividade da multiplicacio: z1 ® 2o = 29 @ 21;

(vii) Elemento neutro da multiplica¢do: Existe um tnico nidmero complexo, representado
por 1 = (1,0), tal que z; ® 1 = z; para todo z, € C;

1
(viii) Elemento inverso multiplicativo: Para cada zy = (x1,y1) € C — {0}, o elemento —
21

. 1 1 =1 . 1
definido por — = , satisfaz 210 — = 0 e € chamado de elemento
_ 21 <x%—|—yf 33%‘*‘31%) U
inverso multiplicativo de z;

(iz) Distributividade: z1 @ (22 ® 23) = (21 ® 22) ® (21 ® 23).

10



Demonstracao: (i) Utilizando a defini¢do da adi¢do em C e a associatividade da adigao
em R, tem-se:

21 ® (22 @ 23) r1,41) © (2, Y2) ® (73,93))
r1,91) © (T2 + 3,92 + y3)
T+ (22 +23), 91 + (Y2 + y3))

= (
= (
= (
(w1 + x2) + 23, (Y1 + Y2) + Y3)
= (
(
= (21

T1 4 To, Y1 + y2) D (23, Y3)
(21, 11) @ (22,12)) ® (x3,Y3)
D 22) D zZ3

21 () (ZQ D 23)

(#7) Utilizando a defini¢ao da adi¢do em C e a comutatividade da adi¢ao em R, tem-se:

21® 20 = (v1,91) D (72, 12)
= (z1 + 22,51 +12)
= (2 + 21,92 +11)
= (2,92) & (w1, 91)

21D 29 =20D 2

(#1i) Observe que:
21 @0 = (z1,151) @ (0,0)
= (21 4+ 0,91 +0)
= (71,71)
2190 =2z

Logo, 0 = (0,0) é o elemento neutro da adigdo em C. Para mostrar a unicidade, suponha

que (a,b) € C seja tal que z; & (a,b) = 21, para todo z; € C. Entao:

21® (a,0) =21 = (21,51) D (a,b) = (21, 11)
= (v1+a,y1 +0) = (z1,41)
=T ta=r1ey +b=y
=a=0eb=0

21 @ (a,b) =2z = (a,b) = (0,0)

(iv) Observe que:

218 (—21) = (21,41) & (=21, —y1)
= (z1+ (z1), 91 + (—11))
= (1 — 21,91 — Y1)
=(0,0)

2@ (=2z) =0

Logo, —z; ¢ o elemento oposto de z; em C. Para mostrar a unicidade, suponha que

11



(a,b) € C seja tal que z; & (a,b) = 0. Entao:

@ (a,b) =0 = (z1,11) ® (a,b) = (0,0)
= (1 +a,y1 +b) = (0,0)
=r1+a=0ey; +b=0
=a=-x1eb=—1
21 @ (a,b) =0 = (a,b) = (—x1,—y1)

(v) Utilizando a defini¢do da multiplicagdo em C e as propriedades associativa e comuta-

tiva da multiplicagao em R, tem-se:

21® (2@ 23) r1,91) @ ((72,92) ® (3,3))

T1,Y1) @ (T2T3 — Y23, Toy3 + T3Y2)

21(T973 — Yoys) — Y1 (Tays + T3y2), ¥1(T2ys + T3ya) + (¥223 — Yay3)Y1)
T1T2T3 — T1YaYs — Y1TaYs — Y1T3Ya, T1T2Y3 + T1T3Ya + TaT3Y1 — Y2Yay1)
($1$2 — Y1Y2) T3 — (T1y2 + Toy1)ys, (X122 — Y1y2)ys + 22 (x1Y2 + T2y1))
— Y1y, T1Y2 + Tay1) ® (23, Y3)

(z1,91) ® (T2, 2)) @ (23, ¥3)

21 ®22) ® 23

&
—

8
I

N Y~ /N /N /N

21 ® (22 ®23) =

(vi) Utilizando a definicao da multiplicagdo em C e a comutatividade da adi¢ao e da

multiplicagao em R, tem-se:

21® 2 = (T1,91) @ (72, 12)
= (T172 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)
= (221 — Yoy1, Tay1 + T132)
= (22,42) @ (w1, 41)
21 Q29 =22Q 21
(vii) Observe que:
2101 = (r1,51)® (1,0)
=@ -1=y1-0,2:-0+1-11)
(z1,91)
21 ®(1,0) =2

Logo, 1 = (1,0) é o elemento neutro da multiplicagdo em C. Para mostrar a unicidade,

suponha que (a,b) € C seja tal que z; ® (a,b) = 21, para todo z; € C. E claro que

12



(a,b) # (0,0), pois z; ® (0,0) = (0,0), para todo z; € C. Entao:

2 ® (a,b) =2 = (z1,11) ® (a,b) = (z1,11)
= (x1a — b, b+ ayr) = (1, y1)
N r1a — y1b = 11
b+ ayy = 1

A solugao do sistema acima é a = 1, b = 0 para qualquer z; = (z1,y1) € C. Logo, esta
provada a unicidade do elemento neutro da multiplicacao em C.

(viii) Observe que:

1 T —
21 ) = (m1,y1) X (m%+y%7ﬁ+y%

o (x T y —U1 T —U1 I X1 y)
- 1" 5 — o Yl —oH5 — 5541 " "Y1
z1 4+ yi r} 4+ yi i +yi 2ty

1
z — = (1,0
1® , (1,0)
Logo, — ¢é o inverso multiplicativo de z; € C — {0}. Para mostrar a unicidade, suponha
z

1

que (a,b) € C seja tal que 2 ® (a,b) = (1,0), para todo z; € C{0}. Entao:
21 ® (a7b) = (170) = (xhyl) & (a7b) = (17())

= (r1a — y1b, 210+ ayy) = (1,0)

=

ria —yb=1
b+ ay; =0

T —Y1
, b= para cada z; = (z1,y;) € C—{0}.
o 3+ yi 3 + i
Logo, esta provada a unicidade do inverso multiplicativo em C.

A solugao do sistema acima é a =

(iz) Utilizando as defini¢oes da adigao e da multiplicagdo em C e a distributividade em

R, tem-se:

21Q (2@ z) = (r1,41) @ (T2, 92) © (v3,93))

= (z1,91) @ (22 + 23,92 + Y3)

= (w12 +23) — y1(Y2 + y3), T1(y2 + y3) + (22 + 23)y1)

= (1102 + 2173 — Y12 — Y13, T1Y2 + T1Y3 + Tay1 + T3y1)

= ((z122 — y1y2) + (2123 — y1y3), (T1y2 + Tayn) + (2193 + T391))
= (122 — Y1Y2, T1Y2 + T2v1) B (2173 — Y1y3, T1Y3 + T3Y1)

(1, 91) ® (22, 92)) & (21, 91) © (w3, 93))

= (21 ® 29) ® (21 ® 23)

21 & (2’2 D 23)

O

Com essas propriedades, pode-se apresentar algumas caracterizagoes importantes para

13



o conjunto dos nimeros complexos:

e C é um corpo, isto é, um conjunto com duas operagoes definidas nas quais se

verificam todas as propriedades apresentadas na proposicao [2.1]

e C é um anel, isto é, uma estrutura algébrica em que estao definidas duas opera-
coOes binarias nas quais se verificam as propriedades apresentadas na proposicao 2.1,

exceto, possivelmente a propriedade (viii).

Corpos sdo elementos extremamente importantes na Analise e na Algebra Linear, en-
quanto os anéis sdo essenciais na Algebra Abstrata. Da definicdo geral de polinémios (que
serdo objeto de estudo no proximo capitulo), estes elementos sao definidos diretamente
sobre anéis.

Para que seja concluida a definicao do conjunto dos niimeros complexos, é importante
estabelecer uma relagao entre esse conjunto e o conjunto dos ntimeros reais. Essa relacao
pode ser estabelecida através de uma imersao de R em C, isto é, através de uma funcao
injetora de R em C que preserva as operacoes de adicao e multiplicagao de um conjunto

para o outro. O teorema a seguir caracteriza essa imersao:

Teorema 2.1. Considere a funcao T : R — C definida por T(x) = (x,0), para todo
x € R. Entao T € injetora e preserva as operagoes de adicao e multiplicacao.

Demonstracao: Dados z1,x2 € R com x1 # x4, pela definicao de igualdade em C tem-se
que:
T(x1) = (21,0) # (22,0) = T'(x2)

Logo, T é injetora. Além disso:

T(xy 4+ x2) = (v1 + 22,0)

= (21,0) @ (22,0)
T(ZE1+J]2) T( )@T(ZEQ)

E:
T(x129) = (2122,0)
= (x129 — 00,210 + 250)
= (21,0) ® (x9,0)
T(r1z9) =T(x1) X T(22)
Logo, T preserva a adicao e a multiplicacao. U

Embora R e C sejam conjuntos de natureza e estruturas algébricas diferentes, o teo-
rema acima garante a existéncia de uma copia algébrica de R em C, permitindo escrever,
com certo abuso de linguagem, R C C. Além disso, para simplificar a escrita, poderemos
representar as operacoes @ e ® definidas em C respectivamente pelos simbolos + e -,

utilizados para as operagoes em R.

14



2.2 Algebra dos Ntmeros Complexos

Observe que, para cada ntimero complexo z = (z,y), tem-se:

z=(z,y) =(x,00® (0,y)=(2,00®(y-0—-0-1,y-14+0-0)
= (2,0)® ((y,0) ® (0, 1))

Além disso, (0,1) ® (0,1) = (—1,0). Considerando o teorema podemos representar

(z,0) e (y,0) por z e y, respectivamente. Definindo ¢ = (0, 1), tem-se:
z=(z,y) = +yi onde i* = —1 (2.1)

Definicao 2.2. A expressao [2.1) € chamada de forma algébrica do nimero complexo
z = (z,y). O nimero real x é chamado de parte real do complezo z, enquanto o nimero
real y € chamado de parte imagindria. Estes sao denotados, respectivamente, por:

Re(z) =z elm(z) =y
O nimero 1 = +/—1 € chamado de unidade tmagindria.

Com a forma algébrica dos niimeros complexos, as operacoes em C podem ser escritas da

seguinte forma:

(w1 +y18) + (22 +y21) = (21 +22) + (11 +12)i
(SL’l + ylz) . (l’Q + yg’t) = (.Tlxg — ylyz) —+ ($1y2 + $2y1)i
Exemplo 2.1. (a) (24 3i) + (=5+2i) = (2+(=5))+ (3+2)i = (2—5) + 5: = —3 + bi;
(2+3i)-(—5+2i) :2-(—5)+2-2i+3i-(—5)+32’-22’

(b) = —10 + 4i — 15i + 6i2
= 10— 11i—6=—16— 11

Outro elemento muito importante no estudo algébrico dos ntimeros complexos é o

conjugado.

Definicao 2.3. Considere o numero complero z = x +yi. O conjugado de z ¢ definido
porzZ =x — yi.

Exemplo 2.2. O conjugado de zy =2+ 3i € Z; = 2 — 3i e 0 conjugado de zo = =5+ 2i
€29 = —b— 2.

A proposicdo a seguir apresenta algumas propriedades operatédrias importantes do

conjugado.

Proposicao 2.2. Considere os nimeros complexos z = a+bi e w = c+di. As propriedades
a sequir sao vdlidas:

(1) Z=z;
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(iv) Para todo n € N tem-se 2" = Z";
(v) z+7% = 2Re(2);

(vi) z+ (=%Z) = 2Im(2)1;

(vii) z-Z = (Re(2))* + (Im(2))”.

Demonstracgao:
(1)Z=a+bi=a—-bi=a—(=bli=a+bi=2z2
z+w =(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(i1) =(a+c)—(b+d)i=(a—bi)+(c—di)=a+bi+c+di
z+w =Z+w
zw = (a+bi)- (c+di) = (ac —bd) + (ad + bc)i
= (ac — bd) — (ad + bc)i = (ac — (=b)(—d)) + (a(—d) + (=b)c)i
= (a —bi) - (c — di) = overlinea + bi - ¢ + di

(iii)
(iv) Basta aplicar inducao sobre n e utilizar o item (iii).
z+7% = (a+bi)+a+bi=(a+bi)+ (a—bi)
(v) =(a+a)+ (b+(-b))i=2a+0i=2a
z+4+Z =2Re(z)
2+ (=2) = (a+0bi)+ (—a+bi)=(a+bi)+ —(a—bi)
(vi) =(a—a)+ (b—(=b))i =0+ 2bi = 2bi
2+ (—2) =2Im(z)i
2-Z = (a+0bi)-(a+bi) = (a+bi)-(a— bi)
(vii) = (aa — b(=b)) + (a(—b) + ab)i = (a* + b*) + 0i = a* + V?
2.z = (Re(2))? + (Im(2))? .

.~ . . . . Z
Definicao 2.4. Considere dois nimeros compleros z e w. Define-se o quociente — por:
w

z 1
w w
Observand — (¢,d), entdo ~ = —© 4 i
servando que, se w = (¢,d), entdo — = 2P — 02~+d2l’ 0 quociente entre
ntimeros complexos pode ser calculado através de multiplicagoes. Contudo, uma forma

mais pratica de fazer isso é utilizando o conjugado do nimero complexo no denominador.

De fato:
B 20w B W

T wT (Re(w))’ + (Im(w))?

SHRS
gl &l

z
w

16



Pelo item (vii) da proposi¢ao , o denominador desta ultima expressao é um ndmero

real, o que facilita bastante os calculos.

Exemplo 2.3. Considere os nimeros complexos z =2 +1 e w = —3 — 4i. Entdo:
z  24i 2+ (-3+4)  —10+5 —10+5 —2+1
w  —3—4i (=3 —4i)(-3+4i)) 94+16 25 5

2.3 Representacao Geométrica dos Numeros Comple-

XO0S

Considere o niimero complexo z = a + bi. Fixando um sistema de coordenadas car-
tesianas no plano, z é representado pelo ponto P(a,b). O plano no qual representamos
os numeros complexos é chamado de plano complexo ou plano de Argand-Gauss.
Nesse plano, todo nimero complexo tem sua parte real a representada pela abscissa do
ponto P e sua parte imaginaria b representada pela ordenada do ponto P. Por esse motivo,
o eixo das abscissas e o eixo das ordenadas no plano complexo sao conhecidos por eixo

real e eixo imaginario, respectivamente.

Figura 2.1: Representacao geométrica de um ntitmero complexo

P (a,b)

Fonte: O Autor

Em varios casos ainda é interessante representar o ntimero complexo z = a + bi como
o vetor OP, isto é, o segmento orientado cuja extremidade inicial é a origem (0,0) e a
extremidade final é o ponto P(a,b). Utilizando essa representagao vetorial, é possivel
interpretar geometricamente a soma de dois ntimeros complexos como a soma dos vetores
que representam cada um desses niimeros, conforme figura

Nesse sentido, o conjugado do nimero complexo z = a + bi pode ser representado

geométrico como o vetor simétrico em relagao ao eixo real ao vetor que representa z,

conforme figura [2.3]
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Figura 2.2: Interpretacao geométrica da soma de dois niimeros complexos

(at+c, b+d)

P(ab)"""

Z+W

Q(c,d)

Fonte: O Autor

Figura 2.3: Interpretacao geométrica do conjugado de um nttmero complexo

P(a,b)

Ml

P'(a,-b)

Fonte: O Autor
Utilizando essa interpretacao geométrica, pode-se definir o médulo de um nimero
complexo:

Definicao 2.5. Considere o nimero complexro z = a + bi. O médulo de z é definido
como a distancia da origem do plano complezo até o ponto P(a,b), isto é:

2] = Va4 B = \/(Re(=))? + (Im(2))?
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Figura 2.4: Md6dulo de um ntimero complexo

P(a,b)

|Z|

O

Fonte: O Autor

O mo6dulo de um nimero complexo possui algumas propriedades importantes:

Proposicao 2.3. Considere os nimeros complexos z = a+bi e w = c+di. As propriedades
a sequir sao validas:

(i) Re(z) < [Re(z)| < 2| e Im(z) < |[Im(2)] < |z];
(i) |z < [Re(2)| + [Im(z)];
(111) |z]* =z z;
(i) |2] = |z[;
(v) |2 w| = |z] - Jwl;
(vi) Desigualdade triangular: |z +w| < |z| + |w];
(vii) Segunda desigualdade triangular: |z + w| > ||z] — |w]|.

Demonstragao:

(i) Das propriedades de ntimeros reais, tem-se:Re(z) < |Re(2)| e Im(2) < |Im(z)|. Além

disso:

IRe(2)] = |a| = Va2 < Va? + 1% = |2
IIm(z)| = [b] = VB2 < Va2 + 12 = |7]

(i) [2* = a* + 0% = |a|” + b]* < |af* + [o]* + 2al[b] = (|a| + [b])*

Extraindo as raizes quadradas da expressao acima, tem-se:
2] < [a] + [b] = [Re(z)| + [Im(z)]
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(iii) Pelo item (vii) da proposi¢ao , tem-se z - Z = (Re(2))” + (Im(2))* = |2|%;

(iv) [Z] = |a —bi| = /a? + (—=b)2 = Va> + 12 = |z];

(v) Pelo item (iii), tem-se:
2wl = (2 w) (e w) = (2 3) - (w @) = |+ |’

Extraindo as raizes quadradas da expressao acima, tem-se |z - w| == |z| - |w|

(vi) Utilizando as propriedades da multiplicagao de niimeros complexos, as propriedades

do conjugado e os itens anteriores, tem-se:

2wl =(z+w)-(z+w)
= (z+w)- (Z+)
= 2Z + 2W + wz + ww
= 2Z + 20 + 20 + W
= |2|* + 2Re(zw) + |w|?
< |2 + 2020] + |w?
= |2* + 2|z|[w] + |w/?
= |2 + 2lz]Jw| + |w]* = (|2] + Jw])?

Extraindo as raizes quadradas da desigualdade acima, tem-se:

|2+ w| < 2] + |w|

(vii) Aplicando a desigualdade triangular, tem-se:
2 = [z +w + (mw)| <[z +w| + | = w| = [z + w| + |w|

Logo |z| — |w| < |z 4+ w|. De forma analoga:
w] = w+ 2+ (=2)| < w+ 2]+ | = 2| = [z + w| + 2]

implica:
w] = [z] = =(lz] = [w]) < [z + w|

Portanto: ||z| — |w|| < |z + w|

O
Considere o nimero complexo z = a-+bi representado pelo vetor da figura[2.5] O angulo

0 identificado merece atencao especial no estudo geométrico dos niimeros complexos.
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Figura 2.5: Argumento de um niimero complexo

P (a,b)

D

Fonte: O Autor

Definicao 2.6. Considere z = a + bi um nidmero complexo nao nulo. O dngulo 0 que

. a .
satisfaz cos 0 = m e sen = m € chamado de argumento de z.
z z

Observe que o angulo 6 representado na figura [2.5| ¢ um argumento do niimero com-
plexo z. Como cos (0 +2km) = cos 6 e sen (64 2kw) = sen 6, para todo k € Z, tem-se
que: se # é um argumento do niimero complexo z, entao € + 2km também é um argumento
para todo k € Z.

Quando 0 < 0 < 27, € é chamado de argumento principal de 2.
Exemplo 2.4. Considere z =1+ i. Qualquer dngulo 0 da forma 0 = % +2knm, keZ é

T
um argumento de z. O dngulo 6 = 1 é o argumento principal de z.

2.4 Forma Trigonométrica dos Niimeros Complexos

Considere um nimero complexo nao nulo z = a + bi. Tem-se:

bi b
z= a—l—bi:|z|<a+ i) = |2| (i—i-—i)

2| E{ ]
= |z|( cos 0 + i sen 0)

sendo # o argumento de z.

Esta representacao motiva a definicao a seguir:

Definigao 2.7. Considere o nimero complexo nao nulo z, com mddulo |z| e argumento
0. A representacao:
z=|z|( cos 0+ 1 sen 0)
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¢ chamada de forma trigonométrica ou polar de z.;

Em diversos casos, calcular produtos e quocientes de ntmeros complexos pode ser

mais simples se estes nimeros estiverem representados em sua forma trigonométrica. A

proposicao a seguir fornece férmulas simples para esses calculos:

Proposicao 2.4. Considere os numeros complexos nao nulos z e w representados na

forma trigonométrica por:
z=|z|( cos 0 +1i sen 0) e w = |w|( cos ¢ +1i sen )

Entao:

(i) z-w = |2||w| ( cos (94 6)+i sen (6 +¢))

(ii) %: %( cos (0 — ¢) +i sen (6 — 9))
Demonstracgao:

(i)z-w = (|z]( cos @ +isen 0)) (Jw|( cos ¢+ i sen ¢))
= |z||w|( cos @ + i sen 0)( cos ¢ + i sen @)
= |z|Jw]| ( cos O cos ¢ + i cos O sen ¢ + i sen 6 cos ¢ + % sen 6 sen ¢)
= |z|Jw]| (cos B cos ¢ — sen @ sen ¢) + i ( cos 0 sen ¢+ sen 6 cos @)
z-w = |z||w|( cos (0 + @)+ i sen (6 + ¢))

i)= =22
w w%U

:sz
= W(M( cos 0 + i sen 0)) (|w|( cos ¢ + ¢ sen @))
= m%]z\\w\(cos 0 +isen 0)( cos ¢ —i sen @)
:%(cochosgb—icos@sen¢+isen9(;osgb—izsen03en¢)
_%(cosﬁcos ¢+ sen 0 sen @) +i(— cos 6 sen ¢+ sen 6 cos ¢)
% :%(COS (0 — @) +isen (60 —¢))

O

Esta proposicao auxilia na interpretacao geométrica de dois nimeros complexos, 2z e

w: o produto z - w é representado pelo vetor cujo moédulo é o produto dos modulos de z

e w e cujo argumento é dado pela soma dos argumentos de z e w, conforme a figura |2.6|

O teorema a seguir fornece uma ferramenta para o calculo de poténcias de ntimeros

complexos representados na forma trigonométrica e é conhecido como 1* férmula de De

Moivre:
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Figura 2.6: Interpretacao geométrica do produto de dois nlimeros complexos

Fonte: O Autor

Teorema 2.2 (1* formula de De Moivre). Considere n € Z e z um numero complexo nao
nulo na forma trigonométrica z = r( cos 0 +1i sen ), entao:

2" =1"( cos (nf) +1i sen (nh))

Demonstracao: A demonstracao do teorema serd feita por casos:

(i) Se n =0 ou n =1, o resultado é 6bvio, pois:
7 (cos (00) 44 sen (00)) =1(cos 0+isen 0) =1(1+i0)=1=2"
rt (cos (1) +i sen (160)) = r ( cos (f) +i sen () = z = z*

(ii) Sen > 1, a demonstragao se da por indugao. Sen = 1, o resultado ja esta provado no
item (i). Suponha que 2™ = 7" ( cos (nf) + i sen (nf)) para algum n € N. Deseja-se
mostrar que 2"t = 7"t (cos ((n+ 1)) + i sen ((n+ 1)0)). De fato, pela hipotese

de indugao:
2= 2"y = [r" (cos (nf) +i sen (nf))] - [r ( cos (8) +i sen ()]
Pelo item (i) da proposigao 2.4 tem-se:
2" =" (cos (n +0) +i sen (nd +0))
Logo, 2" = r"* (cos ((n+ 1)) +i sen ((n + 1)8)). Pelo principio da indugao,
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tem-se que:
2" =1"( cos (nf) +1i sen (nd)), para todon € N

(i) Se n € Z com n < 0, entdo n = —m, m € N. Entao:

2" =1[r(cos (0)+isen (9))]"
= [r ( cos (0) %—1@ sen (0))]™
T T
[r™ (‘cos (m#) + i sen (mf))]
- [ cos (0 —mf) + i sen (0 — mb)]

Tm

=7r~"™[ cos (—mb) + i sen (—mb)]

=71"[ cos (nf) + i sen (nd)]

Com isso, conclui-se que a 1* formula de De Moivre é valida para todo n € Z. O

Exemplo 2.5. Determinar (1 + )%.

Se z=1+14, entdo |2| = VI2+ 12 =V2e ) =

Utilizando-se a 12 formula de De Moivre, obtem-s

Entao z = \/§<cos Z—l—isen Z).

T
4’ 4
e:

220 = \/520 ( cos 20% + i sen 20%)
= 1024 ( cos 5w + 7 sen 5m)
= 1024 (—1 + i0)
20 = 1024
Definicao 2.8. Considere n € N, z € C, z # 0. Diz-se que w € C € uma raiz n-ésima
de z se w" = 2.

Exemplo 2.6. O nimero complexo w =141 € uma raiz 20-ésima de z = —1024, pois
(1+4)% = —1024, conforme o exemplo [2.5]

Para calcular as raizes n-ésimas de um ntimero complexo z, utiliza-se o teorema a
seguir, conhecido como 22 férmula de De Moivre:
Teorema 2.3. Considere n € N e z um nimero complexo nao nulo na forma trigonomé-

trica z = r( cos 0 +1i sen 0). Eristem exatamente n raizes n-ésimas complexas de z, as
quais sao da forma:

zk:%{cos (9—|—2k’7r>+isen (9+2kr7r

)],pamk:o,l,...,n—l

Demonstragao: Considere w = s( cos ¢+1i sen ¢) uma raiz n-ésima de z, isto é, w" = z.

Entao, pela 1* formula de De Moivre:

r( cos 0+ i sen ) = s" ( cos ng + i sen ng)
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Como niimeros complexos iguais tém modulos iguais e argumentos congruentes, tem-se:

r=3s" N s=3/r
0 + 2km = n¢ ¢:9+2k7r

Tem-se entao:

2 2
zk:w:C/F[cos (9+ lm)Jrisen <9+ b

)],parakGZ
n

Considere p, q € Z e z,, z, duas raizes n-ésimas de z. Da igualdade de nimeros complexos,

tem-se: 049 649
2p =29 = P _ an + 2mm, para algum m € Z

n n
0+2 0+ 2
L O+2pm 0+2qm _

2mm
n n
04+ 2pm — 6 —2
= +epm qﬁ:2m7r
n
:>27T<p_q):2m7r
n
:>p_q:m

n
=p—q=mn

2p =12, = p=qmodn

Assim, as raizes n-ésimas de z dependem do resto da divisao de inteiros quaisquer por n,

sendo esses restos 0,1,...,n — 1. Com isso, para cada k =0,1,...,n — 1,
[ (9+2k7r> , (9+2k7r>}
zk:w:{ﬁ Cos + 2 sen
n n
¢ uma raiz n-ésima de z. 0

Exemplo 2.7. Calcular as raizes cibicas de z = 8.

Se z =8 =8+ 04, entdo |z| = V8 4+ 02=8e 0 = 0. Entdo z = 8( cos 0+ i sen 0).

Utilizando-se a 22 formula de De Moivre, obtem-se:

0+ 2k 0+ 2k
2 :\3/§|:COS( + 7r>+isen( i W)},parakz(),l,?

3 3

2k 2k
2y = [cos (%) + 7 sen (Tﬁ)} , para k=0,1,2

Se k=0:
2o =2[cos (0)+isen (0)]=2[1+:0]=2
Se k=1:
2 1
212|:COS (%)—l—isen <§)1 =2 —54—2'— = —1+iV3




Se k=2:

z2—2[cos (%T)H'sen (%ﬁ)] —2[—%4?] = —1-iV3

Corolario 2.1. Se z € uma raiz n-ésima do nimero complezo z, entdo |zx| = {/|z|.

O corolério acima é uma, consequéncia direta da 2% formula de De Moivre com a relagao

fundamental da trigonometria.

Exemplo 2.8. Se z, ¢ uma raiz n-ésima de z = 1, —1, i, —i, enldo |z| = V/]z| = V1 =
1.
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Capitulo 3
Polinémios Complexos

Neste capitulo serao apresentados os principais conceitos algébricos relacionados aos
polinomios complexos. Alguns resultados da Algebra e da Analise também serdio demons-
trados, devido a importancia destes para a demonstracao do Teorema Fundamental da
Algebra, que sera objeto do proximo capitulo. As definicées e resultados relacionados aos
polindémios complexos sdo baseadas em [9], [10], [I5] e [16], enquanto a caracterizacdo to-
pologica do conjunto dos niimeros complexos e os resultados relacionados a continuidade

das fungoes polinomiais sdo construidos a partir de [I], [II], [12], [13], [14] e [17].

3.1 Polindmios Complexos

Definicao 3.1. Um polinémio complexo é uma expressio formal do tipo
p(X) = Qo +a1X +a2X2 + e +a,an e ZCL]X]
j=0

onden € Nea;j € C, para j=0,1,2,... ,n.

Os elememtos a; sao chamados de coeficientes do polinomio. O simbolo X é chamado
de indeterminada, sendo X7 uma abreviatura para X - X -...- X, com j fatores. As
parcelas a; X7 sio os termos do polinomio e os termos a; X’ em que a; # 0 sao 0s
monoémios de grau j do polinémio p(X). O termos ag é chamado também de termo
constante.

O conjunto de todos os polinémios com coeficientes em C sera representado por C[X].

Definicao 3.2. Considere os polinomios p(X) = ap+a; X +asX?*+ ... +a,X" e ¢(X) =
bo + 01X + 0o X2+ ... + b, X" Diz-se que p(X) e q(X) sdo iguais, e representa-se por
p(X) = q(X), se ag = bo,al = bl,ag = bg, N bn

Exemplo 3.1. (i) p(X) =8X"+ (5+21)X°+7X?*+ X 4+ é um polinémio complezo.

(i) p(X)=a, a € C é chamado de poliné6mio constante.
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(iii) p(X) =0 é chamado de polindmio nulo.

Definigao 3.3. Considere p(X) = ag + a1 X + ax X% + ... + a, X™ um polinémio com-
plezo nao nulo, com a, # 0. O grau de p(X) € definido como o maior expoente das
indeterminadas dos termos com coeficiente nao nulo:

grip(X)] =n
O coeficiente a,, é chamado de coeficiente lider de p(X).

Os polinémios de grau n com a, = 1 sao chamados de polin6mios ménicos.

E importante comentar que nao se define grau para o polinémio nulo.

Exemplo 3.2. (i) O grau do polinémio p(X) = 8X" + (5 +20)X° + 7 X?> + X +i ¢
grp(X)] =1

(1) O grau do polinémio q(X) = —5 € gr[q(X)] = 0.

(iii) O grau do polinémio p(X) = X102 4+ X0 + 5X* — 8 ¢ gr [p(X)] = 1024. p(X) é
um polinémio monico.

As operagoes de adi¢ao e multiplicagdo em C[X] podem ser definidas como as operagoes

em C.

Definicao 3.4. Considere os polinomios complexos p(X) = ag + a1 X + ... + a, X" =
D00 X7 eq(X) =bo+bi X +. .. +b, X" =" 0;X7. A soma p(X)+q(X) ¢ definida
por:

P(X) +q(X) = (ap +bo) + (a1 + 1) X + ... + (an + b)) X" = zn:(aj + b)) X7

=0

Defini¢ao 3.5. Considere os polinomios complexos p(X) = ag + a1 X + ... + a, X" =
D0 X7 e q(X) = by + 0 X 4+ A+ by X = 37 0, X7, O produto p(X) - ¢(X) €

§=0
definida por:

n+m

J
p(X)-q(X) = Z c; X7, onde c; = Z arbj_i
=0 k=0

Observe que, ao operar com polindmios, estamos operando com listas de nimeros
complexos. Assim, é facil perceber que a soma de polindmios é associativa, comutativa,
possui elemento neutro (o polindémio nulo) e possui a propriedade do elemento oposto,

— N X inomi =" (—a;)X?
sendo o elemento oposto de p(X) = > 77 ;a; X7 o polinomio p(X) = > 77 ;(—a;)X’. Da
mesma forma, o produto de polindmios é associativo, comutativo, distributivo em relacao

a soma e possui elemento neutro (o polinomio constante p(X) = 1).

Exemplo 3.3. Considere os polinomios p(X) = 2X3 —iX?+ X + 2, ¢(X) = =3X3 +
X?2—-3X —1er(X)=1iX?+2. Calcular p(X) + q(X), p(X) +r(X) e q¢(X) - r(X).
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p(X)+q(X) =(2X°—iX?+ X +2)+ (-3X*+X?-3X —1)
=Q2-3)X3+(—i+1D)X2+(1-3)X+(2-1)
p(X)+¢(X) =—-X3+(1-9)X*—-2X+1

p(X)+r(X) =02X3—iX?+ X +2)+ (iX*+2)
= (2X3 —iX?+ X +2) 4 (02 +4X? + 0X + 2)
=Q2+0)X°+ (—i+)X2+(1+0)X +(2+2)
=2X3+0X?+1X +4

p(X)+r(X) =2X34+ X +4

(3X3+X2 3X —1)- (iX2+2)

(=3i)X° 4+ (—6) X3 +iX* 4+ 222 + (=31) X + (—6) X + (—i) X? + (—2)
(=3)X° +iX*+ (=6 —3) X3+ (2 — ) X? + (—6) X + (—2)

(=3iX5 +iX4+ (=6 —-31) X3+ (2— i) X% —6X —2

Passaremos agora ao estudo da divisao de polinomios. Considere os polinémios com-
plexos p(X) e d(X), sendo d(X) nao nulo. Dividir p(X) por d(X) significa encontrar dois
polinémios ¢(X) e r(X) tais que:

o p(X) =q(X)-d(X)+r(X);
o gr[r(X)] < gr[d(X)] our(X)=0.

Os polinémios ¢(X) e r(X) sdo chamados, respectivamente, de quociente e resto da
divisdo de p(X) por d(X). O préximo teorema garante a existéncia e a unicidade de tais

polindmios com as propriedades elencadas acima.

Teorema 3.1. (Algoritmo da divisdo de Fuclides em C[X]| ) Considere p(X),d(X) €
C[X], com d(X) # 0. Ezistem e sao tnicos os polinomios q(X) e r(X) tais que:

p(X) = q(X) - d(X) +r(X)

com gr[r(X)] < gr[d(X)] ou r(X) =0.

Demonstracao: Considere p(X) = ap+a1 X +...+a, X" e d(X) = bo+b X +...+b, X"

(i) Existéncia Vamos mostrar a existéncia de ¢(X) e 7(X) analisando alguns casos:
e Se p(X) = 0, basta fazer ¢(X) = r(X) = 0.
e Se p(X) # 0, com grip(X)] < gr[d(X)], basta fazer ¢(X) =0 e r(X) = p(X).
e Se p(X) £ 0, com grld(X)] < grlp(X)] e grlp(X)] = 0. Entio grld(X)] = 0,

p(X) = ag e d(X) = by, ambos nao nulos. Fazendo ¢(X) = ? er(X) =00
0

resultado estd demonstrado.
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e Se p(X) # 0, com gr[d(X)] < gr[p(X)] = m # 0. Vamos mostrar a existéncia de
q(X) e r(X) por inducao. Suponha que o teorema seja valido para os polinémios de

grau menor que m. Mostremos que também ¢é valido para polinémios de grau m.

Considere o polindémio p;(X) definido por:

pi(X) = p(X) — anb, ' X" d(X)
= (amX™ + Ay X™ o+ ar X +ag) — anb P X (0, X
+op 1 X" 01 X+ D)
= A X"+ A 1 X"+ @ X+ ag — @ X™ — b, by XML
+o A b o X o, b by X
(X)) =an 1 X"+ o+ a1 X +ag — amby b, XM
o bt XD g bl by XM

Logo, o polindomio p;(X) tem grau no maximo igual a m — 1. Pela hipotese de

indugao, existem polinémios complexos ¢;(X) e r1(X) tais que:
p1(X) = q(X) - d(X) + r1(X) com griri(X)] < gr[d(X)] our(X) =0
p(X) =pi(X) + anb, ' X" "d(X)

= @1 (X) - d(X) +71(X) + anby X" "d(X)
p(X) = [@(X) + amby " X" - d(X) 4 r1(X)

Fazendo q(X) = q1(X) + anb, ' X™ " e r(z) = ri(X), tem-se:
p(X) = ¢(X) - d(X) + r(X) com grr(X)] < gr[d(X)] ou r(X) =0

e o teorema esta demonstrado.

(ii) Unicidade Suponha que existam ¢(X),r(X), ¢1(X), r1(X) tais que:
p(X) = q(X) - d(X) +r(X) e p(X) = ¢1(X) - d(X) + r1(X)

com gr[r(X)] < gr[d(X)] our(X) = 0 e griri(X)] < gr[d(X)] our;(X) = 0. Vamos

analisar dois casos:

o Ser(X)=r1(X)=0,entdao p(X) =q¢(X)-d(X) e p(X) = ¢1(X)-d(X). Subtraindo

essas expressoes, obtem-se:
p(X) = p(X) = ¢(X) - d(X) = (X)) - d(X) = [¢(X) — @ (X)] - d(X) =0

Como d(X) # O, segue que ¢(X) — ¢ (X) =0e ¢(X) = ¢:(X).
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e Ser(X)#0our(X)#0,entdo grir(X) —ri(X)] < grld(X)]. e r(X) —rm(X) =
[q1(X) — ¢(X)]-d(X). Sabendo que d(X) # 0 e supondo que ¢;(X)—q(X) # 0, tem-
se que d(X) é um fator de [r(X) —ri(X) e, portanto, gr(r(X) —r(X)] > gr[d(X)],
o que ¢ um absurdo. Logo ¢1(X) — ¢(X) = 0, isto ¢ ¢;(X) = ¢(X). Com isso,
r(X)—r(X)=0er(X)=r(X)

O
Na préatica, é comum utilizar o método das chaves para efetuar a divisao de polino-

mios.

Exemplo 3.4. Determine o quociente e o resto da divisio de p(X) = X3 — X? +2X — 2
pord(X)=X—1.

X2 —2X2 42X -2|X —1
—X242X -2 X2 - X +1
X -2
-1

O quociente da divisao é o polinémio q(X) = X? — X + 1 e o resto é r(X) = —1.

3.2 Polindmios e Func¢oes Polinomiais

Para os resultados apresentados nesta se¢ao, é necessario estabelecer uma relacao entre

polinémios e funcoes polinomiais complexas.

Definicao 3.6. Uma funcao polinomial complexa é uma fungao p: C — C definida
por:
p(2) = an2" + an12" "+ a1z +ag

para cada z € C, com ag,ay,...,an_1,a, € C e a, # 0. O conjunto P(C) € usado para
denotar o conjunto de todas as funcoes polinomiais de C em C.

A cada polinomio p(X) = @, X" +a, 1 X" '+...4+a; X +ag € C[X] podemos associar
uma fungéo polinomial p(z) € P(C) definida por p(z) = a,2" +a, 12" '+ ...+ a1z + ao.
Os coeficientes da funcao sao os mesmos coeficientes do polindmio. Assim, polindmios
diferentes em C[X] correspondem a fung¢des polinomiais diferentes em P(C).

Com isso, é possivel estabelecer uma relagao bijetora entre os conjuntos C[X] e P(C).
Essa relacao permitird que certos resultados envolvendo fun¢oes polinomiais complexas
(portanto, da Analise) sejam utilizados na demonstragdo do Teorema Fundamental da
Algebra para polinomios complexos. Com certo abuso de linguagem, podemos dizer que
C[X] e P(C) sdo equivalentes.

De inicio, a correspondéncia biunivoca entre C[X] e P(C) nos permite avaliar um

niimero complexo o em um polinémio p(X) = a, X" +a, 1 X" '+ ...+ a1 X + ay. Basta
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fazer:

~1
pla) = apd” + a1+ ...+ aa+ag
Tal avaliacao permitird definir o que é uma raiz de um polindmio.

Definicao 3.7. Considere o polinomio p(X) € C[X]. Diz-se que a € C é uma raiz (ou
zero) de p(X) se p(a) = 0.

Exemplo 3.5. Determinar as raizes do polinémio p(X) = X3 — 8.

Determinar as raizes do polinomio p(X) = X3 — 8 é encontrar a € C tal que p(a) =
a® —8 =0, Isto &,

a’ =8

Ou seja, os valores procurados para « sao as raizes ciubicas do complexo z = 8. Pelo

exemplo [2.7] tem-se:
a=2a=-14+iV3ea=-1-4i/3

que sao as raizes do polinomio p(X) = X3 — 8.

Equagoes do tipo p(a) = 0, onde p(X) é um polinémio complexo e o € C sao chamadas
de equacoes algébricas.

Os resultados a seguir apresentam algumas propriedades das raizes de polinémios

complexos:

Lema 3.1. Considere o polinomio complezo p(X) = X" —a", comn € N ea € C. FEriste
q(X) € C[X] tal que:
p(X) = (X —a)q(X)

Demonstracao: Considere o polindmio complexo ¢(X) definido por:
¢ X)=X"14+aX"?+a*X" P+ . +ad" X +a"!

Entao:
(X —a)g(X) =X —a)- (X" +aX" 2 +a?X" 3+ . +a"2X +a"!)
= X" — aanl + aanl o a2Xn72 + CLQanZ . a3Xn73
+.o 4+ad"2X? - X a1 X —an
(X —a)g(X) =X"—a"=p(X)
O

Lema 3.2. Considere p(X) um polinémio complezo de grau n > 1. Erxiste ¢(X) € C[X]
tal que:
p(X) —pla) = (X —a)q(X), para todo a € C
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Demonstragido: Considere p(X) = a, X" + a, 1 X" '+ ...+ a1 X + a9 € C[X], com
a, # 0. Para todo a € C tem-se:

p(X) —pla) = (an X"+ a1 X"+ ...+ e X +ag) — (" + ap_1a™?
+... a0+ ap)
=a, (X" — ") +a, (X" —a" )+ (X —a)
=a,(X —a) (X" +aX" 2+ .. . +a" 32X +a" )
tap 1 (X —a) (X" P+ aX" 2+ . +a"2X +a" )
+... +a(X —a)

Esse ltimo passo sendo devido ao lema Segue que:

p(X) —pla) = (X —a)la, (X" " +aX" 2+ .. +a"?X + ")
tan 1 (X" 4 aX" 2+ +a" 32X +a" ) + .+

Fazendo:

X)) =a, (X" 1 +aX"?+ ... +a" 2 X +a" ) +a, (X" 4+ aX"?
+.o a2 X +a" DN+t

Tem-se:

Observe que gr[q(z)] =n — 1.

Teorema 3.2. [Teorema da fatorizagdo]| Considere p(X) um polindmio complezo de
graun > 1. o € C é uma raiz de p(X) se, e somente se, (X — ) € um fator de p(X),
isto €, se existe q(X) € C[X] tal que p(X) = (X —a)q(X). Além disso, gr[q(x)] =n—1.

Demonstracao: Dado o polindémio complexo p(X) de grau n > 1, pelo lema existe
q(X) € C[X] tal que:

p(X) — pla) = (X — a)q(X), para todo o € C

Em particular, se @ é uma raiz de p(X) entdo p(a) =0 e:

Assim, «a é uma raiz de p(X). O
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Aplicando varias vezes o teorema da fatorizagdo sobre um polinémio p(X) de grau

n > 1, obtem-se o seguinte corolario:

Corolario 3.1. Considere p(X) um polinémio complexo de graun > 1. ag,as, ..., € C
sGo raizes complexas distintas de p(X) se, e somente se, se existe q(X) € C[X] tal que
p(X) = (X —an)(X —as) ... (X = ay)q(X), sendo gr[q(z)] =n —k

O corolario acima mostra que um polinémio de grau n > 1 nao pode ter mais do
que n raizes complexas, caso possua alguma. E importante observar que até agora nio
foi demonstrada a existéncia de raizes para quaisquer polind6mios complexos, apenas foi
limitada a quantidade maxima dessas raizes.

A divisao de polindmios complexos por polinomios do tipo (X — «), a € C é bastante
frequente no estudo das raizes. Vejamos alguns resultados relacionados a esses casos
especiais de divisao.

Teorema 3.3. Considere p(X) um polinémio complexo. Para cada o € C, o resto da
divisio de p(X) pelo polinomio X — « é p(a).

Demonstracao: Sendo X — «a um polindémio de grau 1, o resto da divisao de p(X) por

X — « é uma constante r € C. Entao:
p(X) = (X —a)g(X) +r

Logo:

O
O teorema do resto fornece uma maneira rapida de determinar o resto da divisao
de um polinémio complexo p(X) por X — a. Para calcular o resto e o quociente dessa
divisao, frequentemente se recorre a um procedimento conhecido como dispositivo de
Briot-Ruffini.
Considere o polinomio p(X) = a, X" + a, 1 X" '+ ... + a1 X + ap e sejam ¢(X) =
b 1 X" b, o X2+ 4+ 01 X +Dg e r(X) = 1o, respectivamente, o quociente e o resto
da divisao de p(X) por X — a. Entao:

p(X) =q(X)(X —a)+r(X)

(b 1 X" L4 b, 0 X" 2+ + 0 X + b)) (X — )+

(b1 X" 4 by o X" 4 5y X2 4 0o X)) — (b1 X1 + by X2
+...+abh X + aby) + ro

p(X) = bnlen -+ (bn,Q — Oébnfl)Xn_l + ..+ (bo — Oéb1>X + (TO — abo)

Ou seja:

an X"+ 1 X" Fay X ag = by 1 X" (by_g—ab, 1) X" A (bg—aby ) X +(ro—aby)
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Assim:

Ay = bn—l bn—l = ap

Ap—1 = bn,Q — Oébn,1 bn,Q = Qp_1 + Oébn,1
=

alzbg—Oébl b0=a1+a61

CLQIT‘O—OébQ T0:a0+05b0

\ \
Os céalculos descritos acima sao facilmente efetuados quando dispostos numa tabela como

a seguinte:

‘an ‘an_l ‘...‘al ‘CLO

a‘an:bn_l‘an_lJrabn_l:bn_g‘...‘a1+ab1:b0‘ao+ab0:r

Exemplo 3.6. Utilizando o dispositivo de Briot-Ruffini, dividir p(X) = iX*+3X3— X242
por X + 1.

i3 -1 o |2
—1|i|3—i|-d4+ila—i|-2+i

Entao p(X) = (z 4+ 1)q(X) + r, onde:

¢ X)=iX?+(B—)X*+(—4+)X+d—i)er=—2+i

3.3 Nocoes de Topologia no Conjunto dos Niimeros Com-

plexos

Para a discussao que sera feita a seguir, serd importante conhecer algumas definicoes

e resultados que dizem respeito a caracterizagao topolégicas dos ntimeros complexos.

Definicao 3.8. Considere zo € C er € R, r > 0. Define-se:

e a bola aberta de centro z; e raio r como o conjunto dos pontos z € C cuja

distancia ao ponto zy é menor que r:

B(zo;1) ={2€ C/|z — 2| < r}

e a bola fechada (ou disco fechado) de centro z, e raio r como o conjunto dos

pontos z € C cuja distancia ao ponto zy € menor ou igual a 7:
Blzo;r] = {2z € C/|z — 2| <1}

Em particular, o disco B[0;1] = {z € C/|z| < 1} é chamado de disco unitario de
C.

35



Figura 3.1: Bola aberta de centro 2 e raio r

Zg

Eixo

Fonte: O Autor

Figura 3.2: Bola fechada de centro z; e raio r

Eixo
imaginario

Eixo
real

Fonte: O Autor

e a circunferéncia de centro 2, e raio r como o conjunto dos pontos z € C cuja

distancia ao ponto 2, é exatamente r:
Slz0;r] ={2€C/|lz — z| =7}

Em particular, a circunferéncia S[0;1] = {z € C/|z| = 1} é chamado de circunfe-

réncia unitaria de C.

A partir da definicao de bolas abertas, define-se o que sao os pontos interiores de um
subconjunto A C C. Diz-se que z; é interior a A se existe r > 0 tal que a bola aberta
B (zo; 1) esteja inteiramente contida em A. O conjunto de todos os pontos interiores de

A é chamado de interior de A e é denotado por int (A).

Definigcao 3.9. Considere A um subconjunto de C.
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Figura 3.3: Circunferéncia de centro zy e raio r

Eixo
imaginario

Eixo
real

Fonte: O Autor

(i) A é dito aberto se int (A) = A.
(ii) A ¢ dito fechado se A° = C — A é um conjunto aberto.
(iii) A ¢ dito limitado se existe r > 0 tal que |z| < r para todo z € A.
(iv) A é dito compacto se A é limitado e fechado.
Exemplo 3.7. Para todo zg € C er > 0 tem-se:
(i) B (z0;7r) € um conjunto aberto.

(i) Blzo;7r] e Cz0;7] sdo conjuntos limitados e fechados. Logo, ambos sao conjuntos
compactos.

As definicao a seguir trata sobre sequéncias no conjunto dos niimeros complexos:

Definicao 3.10. Uma sequéncia ¢ uma aplicacao z : N = C que associa a cada natural
n um nidmero complexo z,, chamado de n-ésimo termo da sequéncia.

Definem-se ainda as subsequéncias como restri¢des de uma sequéncia (2,), .y & um
subconjunto infinito N C N. As subsequéncias sdo denotadas por (zy),cpy-

Uma sequeéncia (2,),.y ¢ dita limitada se existe r > 0 tal que |z,| < r para todo
n € N. TIsso significa que o conjunto dos valores assumidos pela sequéncia (z,) é um
subconjunto limitado de C. Quando a sequéncia (z,) ndo for limitada, diz-se que ela é
ilimitada
Definigao 3.11. Considere a sequéncia (z,), oy Diz que a € C ¢ limite dessa sequéncia
se, para todo € > 0 existe ng € N tal que n > ng implica |z, — a| < €.

Dizer que a € C é o limite da sequéncia (2,), . significa dizer que z, se aproxima de a
para valores cada vez majores de n. Nesse caso, diz-se que sequéncia (2,), .y ¢ convergente

para a e denota-se por lim z, =a ou z, — a.
n—-+oo
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Os resultados sobre sequéncias convergentes apresentados a seguir serao importantes

para o que sera feito mais adiante:

Teorema 3.4. Considere a sequéncia (zy) Se (z,) € uma sequéncia convergente,

entao ela € também limitada.

neN-

Demonstracao: Se (z,) é uma sequéncia convergente para zg € C, existe ng € N tal

que n > ng implica |z, — zo| < 1. Usando a segunda desigualdade triangular, obtem-se:
|2n] — |20] < |20 — 20| < 1
Assim, |z,| < |z0| + 1. Ainda usando a segunda desigualdade triangular, tem-se:
|20] = |2n] < |20 — 20| = |20 — 20| < 1, para n > ng

A expressao acima implica |zg| —1 < |z,|. Tem-se, entdo, |2o| —1 < |z,| < |20]+1, paran >
ng. Sejam m e M o minimo e o maximo do conjunto finito {|z1|, |22|, .., |Zne—1l, |20] — 1, |20] + 1},
entao:

m < |z,| < M, para todon € N
Logo, a sequéncia (z,) é limitada. O

Teorema 3.5. Considere a sequéncia (2,),cy convergente para a € C. Qualquer sub-

sequéncia <’Zn)n€N’ também € convergente para a € C.

Demonstragao: Se a sequéncia (2,), .y converge para a € C, dado d > 0 existe ng € N
sendo N

um conjunto infinito, para n € N’ com n > ng, vale |z, —a| < J. Entdo, (2,),,cy converge

tal que n > ng implica |z, — a| < . Dada uma subsequéncia qualquer (2,),,cx,
para a. ]
O seguinte teorema caracteriza conjuntos fechados a partir de sequéncias convergentes.

Teorema 3.6. Um conjunto A C C € fechado se, e somente se, toda sequéncia convergente
(zn) C A converge para um ponto de A.

Demonstracao: (=) Suponha que A seja fechado e que exista (z,) C A tal que z, — z,
com 2y ¢ A. Entdo zg € A°. Como A® ¢ aberto, existe r > 0 tal que B(z,7) C A°.
Como z, — 2y, para n suficientemente grande, tem-se z, € B(z,7) C A%, o que é uma
contradicao. Logo, zy € A.
(<) Suponha que A ndo seja aberto. Entao existe zg € A tal que zp ¢ int(AY). Assim,
para qualquer r > 0, a bola B(z,r) ndo esta inteiramente contida em A®. Em particular,
tomando r = 1/n, para cada n € N existe z, € B(z,1/n) tal que z, ¢ A°. Como
(2,) C A converge para zy, mas zg € A®, entdao A nao é fechado. O
O teorema a seguir apresenta uma caracterizacao de conjuntos compactos através
de sequéncias. Alguns livros trazem essa caracterizacdao como definicdo para conjuntos

compactos e demonstram a caracterizagao de limitado e fechado como um teorema.
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Teorema 3.7. Um subconjunto K C C €é compacto se, e somente se, toda sequéncia
(2n)peny C K admite uma subsequéncia que converge para um ponto de K.

Demonstragao: (=) Considere a sequéncia (2,),.y C K, com 2, = a, + b,i para todo
n € N. Como K é um conjunto compacto, entao, por definicao, K ¢é limitado. Logo,
a sequéncia (z,) é limitada. De |a,| < |z,| e |bn] < |z4|, para todo n € N, tem-se que
as sequéncias reais (a,) e (b,) sao limitadas. Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass para
sequéncias de numeros reais, existe um subsequéncia (an)neNl convergente para ag € R.
Por sua vez, a subsequéncia (bn)neN1 é limitada (pois é subsequéncia de uma sequéncia
limitada) e, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, possui uma subsequéncia (by,), . con-
vergente para by € R. Pelo teorema a subsequéncia (ay), oy também é convergente
para ag. Entao, tomando zy = ag + byi, tem-se (zn)neN, converge para 2p. Mostramos
assim que (2y),,cy C K possui uma subsequéncia convergente para zy. Como K ¢é fechado,
entao zp € K.
(<) Suponha que K nao seja limitado. Entao existe uma sequéncia (z,) C K tal que
zp > m, para todo n € N. Nenhuma subsequéncia de (z,) pode ser limitada. Logo, pelo
teorema nenhuma subsequéncia de (z,,) pode ser convergente, o que é uma contradi¢ao
a hipotese. Logo, K ¢é limitado.

Além disso, dada um sequéncia convergente (2,),.y C K, existe uma subsequéncia
(2n) ey convergente para zg € K. Pelo teorema B.3] (24),en € (2n) ey CONVergem para o

mesmo limite zp € K. Logo, K é fechado e, portanto, compacto. O

3.4 Continuidade das Funcoes Polinomiais

Definicao 3.12. Considere a funcio f : C — C e zy € C. Diz-se que f € continua em
29 se, para todo € > 0 existe § > 0 tal que |z — zo| < & implica |f(2) — f(20)] < €.

Diz-se que f é continua em A C C se f é continua em todo ponto zy € A. Diz-se que

f € continua se ¢ continua em todo ponto zy € C.

Exemplo 3.8. Considere « € C e f: C — C definida por f(z) = «, para todo z € C. A
funcao f € continua.

De fato, dado zg € C e ¢ > 0, tomando qualquer § > 0 tem-se que |z — 2| < ¢ implica:
1f(z) = f(z)] =|la—a]=0<¢

Exemplo 3.9. Considere g : C — C definida por g(z) = z, para todo z € C. A funcdo g
€ continua.

De fato, dado zp € C e £ > 0, tomando § = € tem-se que |z — 2| < ¢ implica

lf(z) = f(z0)| =]z — 20| <d=¢

39



Lema 3.3. Considere a funcio f: K C C — C continua em zy € K.

(i) Existem constantes positivas §1, M7 € R tais que

z € K el|z— z| <& implica |f(2)] < M,

(ii) Existem constantes positivas dy, My € R tais que

z€ K e|z— z| < 0y implica |f(z)| > M,

Demonstracgao:

(i) Como f & continua em 2o, tomando € = 1, existe §; > 0 tal que z € K e |z — 2| <

implicam |f(z) — f(z0)| < 1. Entao, pela desigualdade triangular:

|f(2)] =1f(2) = f(20) + f(20)]
< |f(2) = f(20)| + | f(20)]
<1+[f(20)] = M

| f(20)|

(ii) Como f é continua em zp, tomando & = , existe 05 > 0 tal que z € K

e |z — 29| < ¢ implicam |f(z) — f(20)] < €. Entdo, pela segunda desigualdade
triangular:
[F() = 1f(20) + F(2) = f(20)]
> [|f(z0)| = [f(2) = f(20)ll
> [f(z0) = [f(= —f§Zo)|

)
> 1) —e = 2Ny,

O

Proposicao 3.1. Considere as funcoes f, g : K C C — C continuas em zy € K e c € C.
Entao:

(i) f+ g é continua em zy;

(ii) cf é continua em zy;

(iii) f-g € continua em zo;

(iv) g € continua em 2y, se g(zo) # 0.
Demonstragao:

(i) Como f e g sdo continuas em z, dado € > 0, existem 41,0, > 0 tais que z € K

e |z — 29| < 0y implicam |f(2) — f(z0)] < €/2 e z € K e |z — 2| < 0y implicam
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(iii)

(iv)

lg(2) — g(20)| < £/2. Tomando 6 = min{dy,ds}, tem-se que z € K e |z — 29| < &;

implicam:

[(f(2) +9(2)) = (f(20) + 9(20))| = |(f(2) = f(20)) + (9(2) — 9(2))|

f(2) = f(20)| + 9(2) = g(20)]

Logo, f + g é continua em 2.

E 6bvio que, se ¢ = 0, entdo c¢f = 0 é continua em 2. Considere entdo ¢ # 0. Como
f é continua em z, dado € > 0, existe § > 0 tal que z € K e |z — 29| < § implicam

|ﬂa—ﬂ%n<%;ﬁﬁa

|d@—d@M=Wﬂa<WM<M%=e

Logo, c¢f é continua em 2.

Como f é continua em zy, pelo lema [3.3] existem constantes positivas d;, M € R
tais que
z € K e |z— z| <9 implica |f(2)] <M

Assim, se z € K e |z — 2| < d1, tem-se pela desigualdade triangular:

1f(2)9(2) = f(20)9(20)] = [f(2)9(2) = f(2)9(20) + [(2)9(20) — [ (20)9(20)]
< [f(2)9(2) = F(2)g(20)] + [f(2)9(20) = f(20)9(20)]
< [f(2)llg(2) = g(z0)[ + |g(20)[[f(2) = (0]
< Mlg(2) = g(z0)| + [9(20)I[f(2) = f(20)]

I\

I\

Considere € > 0. Como f é continua em zg, existe d; > 0 tal que z € K e |z—z| < o
implicam |f(2) — f(20)] < m se g(z0) # 0 ou |f(2) — f(20)| < € se g(z0) = 0.
Além disso, sendo g é continua em zp, existe 03 > 0 tal que z € K e |z — z| < 03
implicam |g(2) —g(z0)| < ﬁ. Tomando § = min{d;, 2,05}, se z € K e |z— 2| < 9,

entao:

£ (2)9(2) = f(20)9(20)| < M\g( ) = 9(20)| + 19(20)|f (2) = f(20)]
= e se g(z) # 0

ou

|f(2)9(2) = f(20)9(20)| < MW +0e = 5 <eseg(z)=0

Logo, f - g é continua em 2.

1
Basta mostrar que a fungdo — ¢ continua em z, e aplicar o item (iii). se g(zo) # 0.
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Considere g é continua em 2, com g(29) # 0. Pelo lema existem constantes

positivas d;, M € R tais que
z € K e |z — z| < 0y implica |g(z)| > M

Com isso, se z € K e |z — 2| < d1, entdo:

1 1

’ ~g(2) = g9(z0) _ 19(2) — g(20)]
9(75) 9(2’0)

~9(@)lg(z0)] T Mlg(zo)]

Considere € > 0. Sendo g continua em zq, existe d > 0 tal que z € K e |z —
zo| < doimplica |g(z) — g(20)] < eM|g(z)|. Tomando 0 = min{dy,ds}, se z € K e

|z — 20| < 0, entdo:

1 1

’ 9(2) = 9(=0)| _ eMlg(z0)| _
g9(z)  g(x)

Mg(z)| Mlg(z)|

L ) [ )
Logo, — é continua em z; e, portanto, — é continua em z.
g g

0

Exemplo 3.10. Considere n € N e a familia de fungoes f, : C — C definidas por
fn(z) = 2". Entao f, é continua para todo n € N.

De fato, se n = 1, tem-se f1(z) = z, que é uma fung¢ao continua, conforme visto no
exemplo Suponha que f,(z) = 2" é continua para algum n € N. Entao f,,1(z) =
2" = 2" 2 = f.(2) - f1(2) é continua, pois ¢ produto de duas fungoes continuas. Logo,

pelo principio da indugao, f,(z) = 2" é continua para todo n € N.
Teorema 3.8. Toda funcao polinomial p : C — C € continua.

Para demonstrar este teorema, basta aplicar a proposicao |3.1|e os exemplos e|3.10]

Corolario 3.2. Dado o polinémio complexo p : C — C, a funcdo |p| : C — R definida
por:

Pl(2) = |p(2)]

é continua em C.

Demonstragao: Como p é continua, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que |z — zy| < & implica
Ip(2) — p(z0)| < €. Da segunda desigualdade triangular, |p(z) — p(20)| > ||p(2)| — |p(20)]],
para todo z € C. Assim, ||p(z)| — |p(20)|| < € e a funcao |p| é continua. O

Corolario 3.3. Considere o polinémio complexo p: C — C e 2y € C. Entao, para toda
sequéncia convergente (z,) C C convergente para zy, a sequéncia (p(z,)) convergente para

p(20)-
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Demonstracao: Como p é continua, dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que |z — zo| < d

implica |p(z) — p(20)| < . Por outro lado, como (z,) converge para 2, existe ng € N tal

que n > ng implica |z, — 2| < 0. Logo, para n > ny tem-se |p(z,) — p(20)|] < €. Entao

(p(z,)) converge para p(z). O
O corolario a seguir é consequéncia direta dos dois corolarios anteriores.

Corolario 3.4. Considere o polinémio complexo p: C — C e zy € C. FEntao, para toda
sequéncia convergente (z,) C C convergente para zy, a sequéncia (|p|(zn)) convergente

para. |p|(z).

O proximo teorema caracteriza a imagem de uma fungao polinomial sobre um conjunto

compacto.

Teorema 3.9. Considere o polinémio complexo p : C — C e K C C um conjunto
compacto. Entao, o conjunto

p(K) ={p(z) € C/z € K}
€ compacto.

Demonstracao: Considere (w,) uma sequéncia qualquer em p(K). Para cada n € N,
existe z, € K tal que p(z,) = w,. Como K ¢é compacto, a sequéncia (2,),.y admite
uma subsequéncia (2,), . que converge para z, € K. Pelo corolario , a sequéncia
(P(2n)) perv converge para p(z). Sendo esta uma subsequéncia de (w,), pelo teorema [3.7]
conclui-se que p(K') é compacto. O

Sendo p(K) um conjunto compacto, existem «a, 3 € R tais que a < |p(z)| < 3, para
todo z € K. Vamos apresentar um resultado ainda mais interessante que a funcao |p|

assume valor maximo e valor minimo em conjuntos compactos.

Teorema 3.10. (Teorema de Weierstrass) Considere p : C — C um polinémio com-
plexo e K € C um conjunto compacto. Fxistem zy,z1 € K, tais que:

[p(20)| < |p(2)] < |p(21)], para todo z € K

Demonstracdo: Como p(K) é compacto e, por isso, limitado, o conjunto |p|(K) é
limitado. Considere M e N o supremo e o infimo de |p|(K), respectivamente. Vamos
mostrar que M, N € |p|(K).

Suponha que M ¢ |p|(K), isto é, que nao existe z; € K tal que |p|(z) = M. Entao
Ip|(2) < M, para todo z € K. Defina a fungio g : K — R por:

1

9% = )

Pela proposicao |3.1], g é continua no compacto K. Logo, g é limitada. Seja a > 0 tal que
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g(z) < a para todo z € K, isto é:

—— < a, para todo z € K
M — |p(z)|

1
Entao |p(z)| < M — — para todo z € K. Entao M nao ¢ supremo de |p|(K), o que é uma
o
contradigao. Logo, M € |p|(K).
De forma analoga, mostra-se que existe zp € K tal que |p(z2)] = N. Com isso,

M, N € |p|(K), isto &, |p| assume valor maximo e valor minimo em K. O
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Capitulo 4
O Teorema Fundamental da Algebra

Neste capitulo sera apresentado e demonstrado o Teorema Fundamental da Algebra.
O texto tratando sobre a histéria e a evolucao da demonstracao do teorema é baseado em
[2], [4] e [I0]. A demonstracao formal do teorema é baseada em [18], com contribui¢oes

importantes de [9] e [10].

4.1 A demonstracao do teorema através da historia

Os estudos e discussoes sobre resultados envolvendo a existéncia e a natureza de so-
lugoes de equagoes algébricas e raizes de polinomios complexos datam de muitos séculos
atras. Em 1608, em seu trabalho Arithmetica Philosophica, o mateméatico alemao Peter
Rothe (7-1617) afirma que uma equacao que toda equagao real de grau n tem no maximo
n solugoes.

Em 1629, o matemético franco-holandés Albert Girard (1595-1632) afirmou em seu
livro L’invention nouvelle en I’Algébre que uma equacao algébrica de grau n possuia n
raizes, porém nao chegou a demonstrar tal afirmativa ou caracterizar estas raizes.

Em 1637, o matemético francés René Descartes (1596-1650) provou o resultado que
limita o niimero méaximo de raizes de um polinomio, porém nao chegou a demonstrar a
existéncia de tais raizes.

A primeira demonstracdo de destaque para o Teorema Fundamental da Algebra foi
apresentada em 1746 e se deve ao matematico francés Jean Le Rond D’Alembert (1717-
1783). Contudo, esta demonstracao foi considerada falha, sendo melhorada e simplificada
em 1806 e 1814 por Jean Robert Argand (1768-1822). Esta tltima versao foi usada em
vérios livros no século XIX. O problema da demonstracao de Argand é que esta utilizava
o resultado da existéncia de um minimo absoluto em func¢oes continuas sobre um conjunto
limitado e fechado, o qual s6 foi demonstrado em 1874 por Karl Weierstrass (1815-1897)
apos a constru¢do dos niimeros reais por Richard Dedekind (1831-1916) por volta de 1870.

Outros matematicos, como Leonhard Euler (1707-1783), Joseph Louis Lagrange (1736-
1813), Pierre Simon Laplace (1749-1827) e James Wood (1760-1839) apresentaram de-
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monstragoes para o teorema fundamental da algebra, as quais apresentavam falhas ou
estavam incompletas.

Em sua tese de doutorado publicada em 1799, Johann Carl Friedrich Gauss (1777-
1855) fez criticas as demonstracoes anteriores do teorema e apresentou a primeira das
quatro demonstragoes que elaborou durante sua vida. Duas das demais demonstracoes
foram apresentadas em 1816 e a tltima em 1849, em que trabalhou com polinémios de
variavel e coeficientes complexos.

Atualmente, o Teorema Fundamental da Algebra é apresentado de forma simples como
corolario do Teorema de Liouville na Analise Complexa, o qual diz que toda funcao
complexa inteira e limitada é constante.

A demonstracao que serd apresentada neste trabalho é baseada nesta demonstracao de
D’Alembert-Argand, a qual utiliza propriedades da continuidade de polindémios complexos.
Antes disso, sera feita uma demonstracao intuitiva do teorema com o auxilio de graficos,

utilizando ferramentas do software GeoGebra.

4.2 Demonstracao intuitiva

Considere a fungao polinomial complexa p(z). A imagem de p sobre um numero

complexo z = x + yi é um complexo da forma:

p(2) = Relp(2)] + i Im[p(z)]

Além disso, as partes real e imaginaria de p(z) podem ser vistas como fungoes de duas
varidveis reais x e y. Dessa forma, a cada funcao polinomial complexa, podemos associar

duas fungoes reais de duas variaveis R(z,y) e I(z,y), definidas por:

R:RxR —R . ['RxR R
(z,y) — R(z,y) = Re[p(x + yi)] (z,y) — I(z,y) = Im[p(x + yi)]

Assim, p(x +yi) = R(z,y) + 1 I(z,y).

Exemplo 4.1. Considere a funcio polinomial definida por p(z) = 22 + 22 + 2.

Se z = x + yi, entao:

p(z) =plr+yi) = (z+yi)*+2(x + yi) + 2
=22 —y? + 2xyi + 20 + 2yi + 2
= (2% —y* + 22+ 2) + i(2zy + 2y)

Entao, R(z,y) = 2®> —y?> +2x + 2 e I(z,y) = 22y + 2y.
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As fungoes R(z,y) e I(x,y) sdo de grande ajuda no entendimento de certas caracteris-
ticas da funcao p(z). Como p : C — C é uma funcao complexa de variavel complexa, nao
é possivel visualizar seu grafico diretamente. Contudo, podemos analisar p ao analisar os
graficos de R e I, que serao superficies no espago.

Considerando p(z) = 2% + 2z + 2, com R(x,y) = 2> —y*> + 2z + 2 e I(z,y) = 2zy + 2y,

tem-se as superficies:

Figura 4.1: Gréaficos das fungoes R(z,y) e I(x,y)

R(r,y) =a® — > + 20 +2 Iz, y) =22y + 2y,

Fonte: O Autor

Podemos ainda estudar as curvas de nivel 0 dessas superficies, isto é, a intersecgao dos

graficos de R e I com o plano z = 0.

Figura 4.2: Curvas de nivel 0 das superficies 2 = R(z,y) e z = I(z,y)

-3

-4

-5

22—yt +2r4+2=0 20y + 2y =10
Fonte: O Autor

O Teorema Fundamental da Algebra garante que existem pontos de interseccio dessas
curvas de nivel, os quais representam numeros complexos que sao as raizes da funcao
polinomial p.

Algebricamente, a determinacao desses pontos de interseccao envolve a resolucao do
sistema de equacoes:

R(z,y) =0
{ I(z,y) =0
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Para a fungao p(z + yi) = (22 — y* + 22 + 2) + i(2zy + 2y), tem-se:

22— P +22+2=0 N > -y +22+2=0
2y + 2y =0 20(1+z)=0
A segunda equagao tem solucoes y = 0 ou © = —1. Entao:
e Se y = 0 na primeira equacao, nao existem solugoes reais para x.

e Se r = —1 na primeira equacao, tem-se 1 —y* = 0. Entao y = &1.

Logo, as raizes da func¢ao polinomial p(z) = 22 + 2z +2sa0 z = —1 + 1.

Figura 4.3: Pontos de intersecgao das curvas de nivel

Fonte: O Autor

Outra forma de estudar geometricamente as fungoes polinomiais complexas é utilizar

a representacao geométrica dos numeros complexos como pontos. Dessa forma, essas

funcoes podem ser vistas como transformacoes do plano R? no plano R?, isto ¢, funcoes

que associam o ponto (x,y) ao ponto (R(zx,y), (z,y)).

Considere a fun¢ao polinomial complexa p(z) = 2% + 2z + 2 e vamos avalid-lo sobre o

conjunto
S =S5[0,r] = {(a:,y) e R?*/2% +¢* = 7’2}

Qualquer z € S pode ser expresso na forma trigonométrica por
z =1 (cosf + isen 0)

em que 6 é o argumento de z.

Utilizando a ferramenta Lugar geométrico do software GeoGebra, vamos tracar a

imagem de p sobre alguns circulos de raio fixo, de acordo com os seguintes procedimentos:
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1. Construir um circulo de centro na origem e raio r com equacao % +y* = r2, criando

controle deslizante para r.
2. Marcar um ponto A(x,y) sobre esse circulo.

3. Definir o ponto

P = (R(z,y),1(z,y)) = (2(A)* — y(A)* + 22(A) + 2, 22(A)y(A) + 2y(A))

4. Utilizar a ferramenta lugar geométrico, marcando os pontos P e A.

O circulo é a curva em preto e a imagem de p sobre o circulo é a curva em vermelho.

Figura 4.4: Grafico de p(z) = 22 + 2z + 2 sobre circulos em C

5

Fonte: O Autor

Observe que a curva que representa a imagem de p sobre o circulo de raio /2 passa
pela origem duas vezes no percurso simples da curva:

A interpretacao dessa propriedade é que podem ser encontradas duas raizes para a
funcao polinomial p, as quais sao da forma z = \/§(cos 0 +isen ). E valido ressaltar que
essa é a forma trigonométrica dos complexos z = —1 £ 4, 0s quais foram encontrados no
estudo das curvas de nivel das fungoes R e I.

Vamos construir mais alguns graficos da imagem de fun¢oes polindmiais sobre circulos:
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Figura 4.5: Gréafico de p(z) = 2% 4 2z + 2 sobre o circulo de raio v/2 em C

Fonte: O Autor

Exemplo 4.2. Considere a fun¢ao polinomial p(z) = z + 2.

Dado z = x + yi:
p(z) =p@+yi) = (z+yi) +2
=(x+2)+yi
=(x+2,y)

Exemplo 4.3. Considere a funcao polinomial p(z) = 22 + 1.

Dado z = x + yi:
p(z) =plr+yi)= (v +yi)* +1
=2 —y*+ 2zyi+ 1
= (2> —y* + 1) + (22y)i
= (2% —y* + 1, 2zy)

Exemplo 4.4. Considere a func¢ao polinomial p(z) = 23 + 22 + 1.

Dado z = x + yi:

p(z) =plx+yi)=(r+yi)+2x+yi)+1
= (2% = 3ay?®) + 32y — 1)
= (2% — 3wy? + 22 + 1) + 32y — y3 + 2y)i
= (23 — 3zy* + 22 + 1, 32%y — > + 2y)

Ao estudar estas construcoes, observa-se que, para r suficientemente pequeno, a ima-
gem de p é uma curva fechada com formato semelhante ao de um circulo, estando a origem
na regiao exterior a essa curva. Além disso, a partir de um certo valor r, a origem passa a

se encontrar no interior da curva fechada, a qual evolui de forma continua quando se faz
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Figura 4.6: Grafico de p(z) = z + 2 sobre circulos em C

§ §

4
4 - 4

1 A
c
AR Y
5 + 3 ] QJ 1 \Ej 3 3 5 3 7 8 5 + 3 \T_M 3 5 3 7 8
o ~
3 K
5 -4
5 5
5 5
r=15 r=3
4 & 4
3
2
e

Fonte: O Autor

variar r. Observando estas construgoes, podemos intuir que o grafico da imagem dessas
fungoes polinomiais complexas passa pela origem para algum r > 0. Dessa forma, faz

sentido dizer que estas fun¢oes possuem raizes complexas.

4.3 Demonstracao formal

Teorema 4.1. [Teorema Fundamental da Algebra] Todo polinomio p(X) € C[X]
com grauw maior ou igual a 1 possui pelo menos uma raiz complexa, isto €, existe z € C
tal que p(z) = 0.

Apesar do nome, a maior parte das demonstracoes do teorema utilizam ferramentas
e resultados de Topologia e Andlise Complexa. A demonstracdo apresentada aqui, base-
ada em Oliveira [I8|, é uma das demonstragoes mais simples, que utiliza apenas alguns
conceitos e teoremas bésicos da anélise, sem recorrer a derivacao ou integragao de funcoes.
Antes de ser apresentada a demonstracao do teorema, serao necessarios ainda dois

lemas:

Lema 4.1. Considere o polinomio p(X) € C[X]|. Existe zyp € C tal que [p(z)| < |p(2)|
para todo z € C, isto €, a funcao |p| : C — R possui valor minimo em C.
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Figura 4.7: Grafico de p(z) = 2* + 1 sobre cfrculos em C
2 @ 2

15 15
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1
{/C»-
25 52 15 i K:-jﬁ u 15 2 25 3 35 25 2 15 A e
> 05
-1
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-1.5 15
15 15
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c
05 05
E E K E - 05 1 15 2 2 3

Fonte: O Autor

r=125

®

35

Demonstragao: Considere o polinomio p(X) = a, X" + a, 1 X" '+ ... + a1 X + ao.

Entao:
p(z) =ap2" +a, 12"+ .+ az+ag
An—1 ai Qo
=a,2" | 1+ + ...+ T+
Ap 2 an 2™~ Ay 2™
Segue que:
an—1 ai Qo
Ip(2)| =laz"| |1+ +...+ — +
Ap 2 apz" Ay 2™
Ap—1 aq Qo
> |an||Z’n 1—|= - - 1|
An 2 Apn 2™~ AL

Passando ao limite quando |z| — 400, tem-se:

o lim |a,l|lz]" = 4o0;
|z|]—+o0

|ax|

e lim ‘n—k

=0,comk=0,1,...,n— 1.
|z]—+o0 |CLnHZ

Entao | |lim Ip(2)| = 400, isto &, existe § > 0 tal que |p(z)| > |p(0)] se |z| > 0.
z|—+o0
Considere agora o disco fechado D = {z € C/|z| <¢}. Como D & compacto e p é

continua, o teorema de Weierstrass garante que |p(z)| assume valor minimo em D, isto
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Figura 4.8: Grafico de p(z) = 2° + 22 + 1 sobre circulos em C
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Fonte: O Autor
é, existe zg € D tal que [p(20)| < [p(2)|, para todo z € D. Como 0 € D, tem-se que

p(20)] < [p(0)]-
Para concluir o teorema, dado z € C, ha duas possibilidades: |z| < § ou |z| > 4.

N/
&

e Se [z| >4, entao [p(z)| > |p(0)] = [p(20)]-
e Se |z| <0, entdao z € D e [p(z)| > |p(20)].

Portanto, dado z € C, |p(2)| > |p(20)|, isto é |p| possui valor minimo em C. O

Lema 4.2. Considere o polinomio p(X) € C[X] com grau maior ou igual a 1. Se |p(0)| <
Ip(2)| para todo z € C, entdo p(0) =0

Demonstracao: Considere p(X) € C[X] com grau maior ou igual a 1. Entao:
_ k k+1 n
p(2) = ag + agz” + a1 2" + ..ot apz
sendo k o menor indice dos termos a;2* tais que a;, # 0. Tem-se:

p(2) = ag + 2 (ak + a1z + ...+ anz”_k)
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Como p(0) = ayp, tem-se:
p(z) = p(0) + 2k (ar + aks1z + ...+ a,z" ")
Definindo q(2) = ag + app12 + ... + a,2"F, tem-se que ¢(0) # 0 e pode-se escrever:
p(2) = p(0) + 2Fq(2) (4.1)

Considere a circunferéncia unitéria S = {w € C/|w| = 1}. Por hipotese, |p(0)] < |p(z)]
para todo z € C. Em particular, se z = rw, com r > 0 e w € S, tem-se |p(0)| < |p(rw)],

o que implica:

p(rw)|* — [p(0)[* = 0 (4.2)
De 4.1} tem-se p(rw) = p(0) + r¥wkq(rw).
Entao:
p(rw)? = p(rw) - p(rw)
= [p(0) + rFw*q(rw)] [p(0) + rkwkq(rw)]
= [p(0) + rFwkq(rw)] [ 0) + rkwk q(rw)}
= p(0)p(0) + p(0)r*w*q(rw) + p(0)rFwhq(rw) + rrwtq(rw)rfwtq(rw)
[p(0)]* + p(0)r*whq(rw) + p(0)rkwkg(rw) + r2*w|* g (rw)|
[p(rw) > = |p(0)* +2 Re [ 0)rtutq(rw)| + rfuw*|g(rw)

Substituindo na equagao [4.2] tem-se:
2 Re [p(O)rkwkq(rw)] + 72 |w|*|q(rw)|* > 0
Dividindo por r* > 0 e fixando w tal que |w| = 1, tem-se:

2 Re [ (0)w q(rw)} + 7 |g(rw) > >0, Vr > 0

Como a fungao real definida por ¢(r) = 2 Re [mwkq(rw)} + r¥|q(rw)|* é continua em

[0, +00), fazendo r = 0, tem-se:

Re [p(O)wkq(O)} >0, Vwe S

Tomemos alguns complexos especificos em S de forma a avaliar a desigualdade acima.
Pelo exemplo todas as raizes dos complexos 2 = 1, 2 = —1, z = i, 2 = —i tém

modulo igual a 1, isto é, pertencem a S. Entao:

e Tomando w € S tal que w* = 1, tem-se Re [p(O)q(O)] > 0;
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k:

e Tomando w € S tal que w —1, tem-se:

Re [W(—UQ(O)] = —Re []WQ(O)} >0

Logo, Re [p(O)q(O)} < 0 Assim, Re [mq(())] =0.

k

e Tomando w € S tal que w"” = i, tem-se:

Re |p(0)ig(0)| = —Im [p(0)q(0)] = 0

Logo, Im []Wq(O)} < 0.

k

e Tomando w € S tal que w* = —i, tem-se:

Logo, Im [mq(())} =0.

Assim p(0)g(0) = 0. Como ¢(0) # 0, tem-se p(0) = 0. Portanto, p(0) = 0. O

De posse desses lemas, podemos agora demonstrar o Teorema Fundamental da Algebra:
Demonstragao: Considere p(X) € C[X] com grau maior ou igual a 1. Pelo lema [4.1]
existe zg € C tal que |p(z9)| < |p(2)], para todo z € C. Em particular, |p(2o)| < |p(z0+2)].

Defina o polinémio r(z) = p(zo + z). Entao:
I7(0)| = |p(20)| < |p(20 + 2)| = |r(2)], para todo z € C

Pelo lema [4.2|, tem-se 7(0) = 0. Logo, p(z9) = 0, isto é, zp é uma raiz complexa de p(X).
O

Como consequéncia do Teorema Fundamental da Algebra e do Teorema da Fatorizacio,
podemos descrever polindémios complexos de grau maior ou igual utilizando produto de

polinémios de grau 1.

Corolario 4.1. Considere o polinomio p(X) € C[X]| com grau n > 1. Entdo, ezxistem
nimeros complexos distintos aq, s, ..., ap com k < n e nimeros naturais my, ms, ..., My
com mi +mo + ...+ mg =n, tais que:

p(X)=a(X —a)™ (X —a)™ ... (X —ag)™, comaecC

Iremos concluir essa discussao sobre o Teorema Fundamental da Algebra apresentando

dois resultados sobre polin6mios complexos com coeficientes reais.

Proposigio 4.1. Considere o polinomio complezo p(X) = a, X" + a, 1 X" 1 + ... +

95



a1 X + ag, em que an,an_1,...,a1,a0 € R. Se 2y € um raiz de p(X), entio Zy também é
uma raiz.

Demonstragao: Por hipotese, 2o € uma raiz de p(X). Entao:
p(20) = @zl +an 120 .. F a1z +ag =0

Com isso:
(&) = anZ" +an %" 4 %+ ag

_ — .
= ap2y + an-12y  + ...+ a1z + ag

— 0 _
= apzy + an—12y  + ...+ a1z + Qo

=)
= a2 + 12y + ...+ a1z0+ag

=p(2)=0=0

Logo Zp é uma raiz de p(X).

Teorema 4.2. Considere o polinémio complexo p(X) = ap X" +a, 1 X" 4. . . +a1 X +ay,
em que Qy, ay_1,...,01,00 € R en impar. Entao p(X) possui pelo menos uma raiz real.

Demonstragao: Pela proposicao anterior, as raizes complexas nao reais aparecem em
quantidades pares (raiz e conjugado). Como o polinémio p(X) tem grau impar, entao
pelo menos uma de suas n raizes (nao necessariamente distintas) é um ntamero real. [

Estes dois resultados permitem caracterizar as raizes de alguns polinémios complexos
com coeficientes reais. Por exemplo, polindmios de grau 1 sempre possuem uma tnica
raiz real, enquanto polinémios de grau 2 possuem ou duas raizes complexas ou duas raizes

reais distintas ou uma raiz real de multiplicidade 2.
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Consideracoes Finais

E inegavel a importancia do Teorema Fundamental da Algebra para o estudo das
equacoes algébricas, as quais estao presentes na resolucao de uma grande variedade de
problemas na Geometria, no Célculo, na Estatistica. Por essa pluralidade de aplicacoes, o
estudo dos polinomios nao pode ser descartado no processo de construcao de conhecimento
matematico.

Em geral, ao se apresentar teoremas como esse para o aluno, ¢ interessante que este
entenda a origem do resultado, para que possa aceitd-lo como valido e utiliza-lo futu-
ramente com mais seguranca. Contudo, a demonstracao formal e rigorosa do Teorema
Fundamental da Algebra ndo cabe no espaco de uma sala de aula do Ensino Médio, por
utilizar objetos e resultados da Matematica abstrata que sao estranhos ao aluno. Nesse
sentido, uma abordagem geométrica do resultado facilitaria bastante essa aceitacao, e
sendo o GeoGebra um software de facil manuseio, nao esta tao distante da realidade dos
alunos de hoje.

O objetivo deste trabalho foi apresentar os objetos envolvidos no Teorema Funda-
mental da Algebra para uma pessoa ja com alguma maturidade matemética, capaz de
compreender a natureza desses entes e a relacao entre eles. Para um professor em atuacao
no Ensino Médio, a proposta de utilizar um software para construgao do conhecimento
junto a seus alunos é bastante pertinente, considerando a variedade de recursos tecnolo-
gicos com 0s quais os alunos podem ter contato na sociedade atual.

E valido ainda observar como as relaces entre objetos de estrutura e natureza distin-
tas sao importantes na Matematica, uma vez que para demonstracao do Teorema Fun-
damental da Algebra foram utilizadas funcdes polinomiais complexas (que sio objeto da
Analise Complexa) para compreender como os polindmios (que sdo objeto da Algebra) se

comportam.
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