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Resumo

Este trabalho tem por objetivo apresentar uma pequena introducao sobre os Niimeros Algébricos
e Aplicagoes para o Ensino Médio. Um Numero Algébrico é um nimero complexo que é
raiz de um polindmio nao nulo de coeficientes racionais. Neste trabalho faremos uma revisao
de polindmios, as operagoes e suas principais propriedades, em seguida definiremos Ntmeros
Algébricos e Propriedades. Ao final desta dissertagao sdo apresentadas atividades e suas respec-

tivas solugoes, que podem ser aplicadas no Ensino Médio.

Palavras-chaves: Polinémios, Numeros Algébricos, Algebra.
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Abstract

This paper aims to present a short introduction about the Algebraic Numbers.An Algebraic
Number is a complex number that is the root of a nonzero polynomial of rational coeficients .In
this work we will review polynomials, operations and their main prperties, then we will define
Algebraic Numbers and Properties. At the end of this dissertation are presented activities and

their respective solutions, which can be applied in High Scholl.

Keywords: Polynomials, Algebraic Numbers, Algebra.
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Introducao

O ensino de polindmios geralmente é trabalhado inicialmente nos 7° e 8° anos do ensino
fundamental e posteriormente no 3° ano do ensino médio. Vimos no entanto que o contetido de
polinémios ja nem faz parte do programa de algumas escolas, inclusive algum livros didaticos nao
apresentam o tema no ensino médio. Os livros didaticos que ainda os apresentam como conteudo,
expressam maior énfase no processo e método do que no conceito, utilizando exercicios macantes
e repetitivos, priorizando muito a mecanizacao, a exemplo do uso exacerbado da férmula de
Bhaskara. Metodologia que diverge do PCN de Matemaética (Parametros Curriculares Nacio-
nais), cuja proposta sugere uma maior énfase no conceito e em sua importancia e ndo em gravar
métodos de resolucao.

Neste trabalho apresentamos tépicos do contetido de polinémios e ntimeros algébricos tra-
zendo as principais defini¢oes, demonstrando resultados importantes e sugerindo problemas que
possam ser trabalhados no ensino médio. Um numero algébrico é qualquer ntmero real ou
complexo que € solucao de alguma equacao polinomial com coeficientes racionais, caso contrario
é dito transcendente. A Teoria dos Numeros é um ramo da matemadtica que teve seu impulso
inicial na busca de solugdes inteiras e racionais de equagdes a coeficientes inteiros ( equagoes
diofantinas). Entre outras coisas, isso levou ao estudo das extensoes algébricas finitas do corpo
dos racionais e ao estudo dos nimeros algébricos e transcendentes.

No capitulo 1 é feito uma breve revisao de estrutura de anéis, polinémios e suas principais
propriedades que serao utilizados ao longo do trabalho, enfatizando os polindmios irredutiveis
e as possiveis raizes racionais. No capitulo 2, apresentaremos uma pequena introducdo aos
nimeros algébricos, sua definicao e algumas de suas propriedades. No capitulo 3 sao propostas
algumas atividades envolvendo polinémios e niimeros algébricos que podem ser aplicadas no

ensino médio e no capitulo 4 sdo apresentadas as respectivas solucées dos problemas.



Capitulo 1

Polinomios com coeficientes em um

Anel

Iniciaremos este capitulo apresentando as defini¢oes de anel, polindmios, as operagoes e as
principais propriedades. As principais referéncias para este capitulo sao [6],[7] e [10] .

Em matemaética, um anel é uma estrutura algébrica que consiste num conjunto nao vazio
munido de duas operacoes bindrias, normalmente chamadas adicao e multiplicacao, sujeitas
as certas regras. Neste capitulo apresentaremos, em especial, os anéis de polindmios, cujos
elementos sdo polindmios na forma usual com coeficientes no anel dado. Apresentaremos também
as propriedades e operagoes de tais elementos, formando assim resultados que serao apresentados

ao longo do trabalho.

1.1  Anéis

Seja A um conjunto nao vazio. Vamos definir duas operagoes, as quais chamaremos de soma

e produto em A e denotaremos por + e - . Assim,
+:AXxA—> A T AXA— A
(a,b) ~a+b (a,b) ~ a-b.

Definigao 1.1. O trio (A, +,-) é um Anel se sao verificadas as seguintes propriedades,

para todos a,b,c € A:
Al) (a+b)+c=a+ (b+ c) (associatividade da soma);

A2) a+b="b+ a (comutatividade da soma);



A3) Existe 0 € A tal que a4+ 0 =0+ a = a (existéncia do elemento neutro da soma);

A4) Para todo x € A existe um tdnico y pertencente a A, denotado por y = —z, tal que
x4y =y+x =0 (existéncia do inverso aditivo);
A5) (a-b)-c=a-(b-c) (associatividade do produto);
A6) a-(b+c)=a-b+a-c;(a+b)-c=a-c+b-c (distributividade & esquerda e & direita).
Se um anel (A, +, ) satisfaz a propriedade:
AT) Existe 1 € A,0# 1 talque z-1 =12 =z para todo x € A,
dizemos que A, +,- é um anel com unidade.
Se um anel (A, +, -) satisfaz a propriedade:
A8) Para quaisquer z,y € A,x -y =y -z,
dizemos que A, +, - é um anel comutativo.
Se um anel (A, +,-) satisfaz a propriedade:

A9) Para todo z,y € A, se -y =0 entdao x = 0 ou y = 0, dizemos que (A, +,-) é um anel sem

divisores de zero.

Se (A, +,+) é um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero, dizemos que (A, +, -)
é um Dominio de Integridade. Se (A,+,-) é um anel comutativo com unidade e tal que para

todoz € A,x # 0, existe y € A tal que x -y =y - = 1, dizemos que A é um corpo.

Por uma questao de praticidade, quando nao houver ambiguidade com relacao as operagoes

representaremos o anel (A, +,+) apenas por A.

Exemplo 1.1. A = Z é um anel comutativo com elemento unidade, com as operactes usuais
de adicao e multiplicacao dos inteiros, sendo o niimero 0 o elemento neutro da soma e o ntimero

1, sendo o elemento unidade de Z.

Exemplo 1.2. nZ, o conjunto dos inteiros multiplos de n, com as operagoes usuais, é um anel

comutativo. Se n > 2 entao nZ é anel comutativo que nao possui unidade.

Exemplo 1.3. As classes de congruéncia de inteiros médulo n, com n > 2, com as operagoes

usuais de soma e produto, também formam um anel comutativo com unidade:
Zn:={0,1,...,n—1}.

Se n nao é primo, entao Z, possui divisores de zero. Por exemplo, em Zg temos 2 -3 = 0,
logo 2 e 3 sdo divisores de zero. Lembremos que para todo @,b € Z,, temos @ = b <

a =bmod n < a e b deixam o mesmo resto quando divididos por n.



Exemplo 1.4. Se Z,, é um dominio de integridade entao n é primo. De fato, suponhamos que
n ndo seja primo, seja n = ab,1 < a,b < n. Agora n = ab implica que 0 =7 =@ - b onde a # 0
e b# 0, ou seja, se n > 2 ndo for primo Z possui divisores de 0. Absurdo, pois por hipétese Z,

¢ um dominio.

a b
Exemplo 1.5. My(R) = ;a,b,e,d € R 3, o anel de matrizes quadradas de ordem 2,

c d

com as operacoes usuais de matrizes, ¢ um exemplo de anel com unidade nao comutativo e com

divisores de zero. Sejam

01 1 0
a= eb= elementos de Ms(R) temos que a,b # 0, mas
0 0 0 0
01 1 0 0 0
a.b = . g
0 0 0 0 0 0

Ou seja, o zero tem fatores nao nulos, o que implica que nao vale a lei do cancelamento para o

produto. Além disso a.b # b.a, pois

Este fato pode ser generalizado para M, (R).

Definigao 1.2. Seja (A, +,:) um anel. Dizemos que um subconjunto B C A, B # (), é um
subanel de A se B é um anel com as mesmas operagoes de A. Usaremos a notagdo B < A para

representar que B é um subanel de A.
Observacao 1.3. {0} e A sao sempre subanéis de A, chamados os subanéis triviais.

A proposicao a seguir fornece um critério bastante 1til para se determinar se um conjunto

B é subanel de um anel A.

Proposicao 1.4. Seja (A, +,:) um anel e seja B um subconjunto de A. Entao B é um subanel
de A se, e somente se as sequintes condicdes sao verificadas:

(i) 0 € B (o elemento neutro de A pertence a B)

(ii) x,y € B=x—y € B (B € fechado para a soma e o inverso de todo elemento de B estd
em B) .

(i1i) x,y € B=x-y € B (B ¢ fechado para o produto).

Demonstragdo. (=) Se B é um subanel de A entao por definicao temos claramente as condi¢oes

(i), (i) e ().



Observe que o elemento neutro 0’ de B relativamente & adicao é o mesmo elemento neutro
de A, pois se b € B, entdao 0/ = b+ (—b) = 0.

(<) Suponhamos que B C A e as trés propriedades (i), (ii) e (iii) sdo satisfeitas. Por (i)
segue que B # (), e por (i) e (ii) temos que: se x € B entdo —x € B.

Agora, por (ii) teremos, se z,y € B entdo x +y = x — (—y) € B, isto é B é fechado para a
soma. Por (iii), B é fechado para o produto.

Como as propriedades associativa, comutativa e distributivas sao hereditarias segue imedia-

tamente que B é um subanel de A. O

Exemplo 1.6. (Inteiros de Gauss) O conjunto Z[i] = {a+ bi|a,b € Z} é um subanel de C. Note
que Z[i] # @. Sejam x = (a + bi) e y = (¢ +di) em Z[i]. Daix —y = (a—c¢) 4+ (b—d)i € Z[i] e
z-y=(a+0bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i € Z[i]. Logo pela Proposicao 1.4 Z[i] é subanel
de C.

Exemplo 1.7. Considere o conjunto A = Q — Z que é formado pelos niimeros racionais que nao

sao inteiros. O mesmo nao é subanel de QQ pois por exemplo, % cAe % € A, mas %—% 1¢ A.

Logo A nao é subanel de Q.
Proposicao 1.5. Todo dominio de integridade finito € um corpo.

Demonstragdo. Seja D um dominio de integridade com elemento identidade 1 e seja a € D\{0}.
Vamos mostrar que a é invertivel. Se a = 1 entdo a é seu préprio inverso. Seja a # 1,
consideremos a sucessdo a,a?,a>,--- de elementos de D. Como D é finito, existem inteiros
positivos i e j, com i > j tais que a' = o’ < a' —a/ =0 < a’(a7 —1) = 0. Como D é dominio

1

a’ # 0 entdo a'7 = 1. Mas a # 1 implica que i — j > 1, donde a*~7~! é o inverso de a. O

Exemplo 1.8. Z5 é corpo pois é dominio de integridade finito.

Exemplo 1.9. Temos que (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,-) sdo exemplos de dominios de
integridade, (Q, +, ), (R,+,-) (C,+,-) sdo corpos e (Z,+,-) ndo é um corpo, porque nem todo
elemento de Z possui inverso multiplicativo, por exemplo 2 € Z e nao existe y € Z tal que

2.-y=1.

Definicao 1.6. Um subconjunto K de um corpo L que, com as operagoes de adicao e de

multiplicacao de L, é ainda um corpo, serd chamado de subcorpo de L.

Exemplo 1.10. Temos Q C R C C, sendo R subcorpo de C e QQ subcorpo de R, logo Q também

é subcorpo de C.



1.2 Polinomios

Definicao 1.7. Um polinémio com coeficientes em um anel A em uma indeterminada = é uma
expressao do tipo

p(x) =ap + a1z + - + apx”,
onde n é um numero natural e a; € A.

O conjunto de todos os polindémios na indeterminada z com coeficientes em A serd denotado

por Alz] = {ao+ a1z +---+ apz™ | a; € A e n € N}. Note que A C Ax].
Exemplo 1.11. Sao polinémios em Z[x]:

1) f(z)=—2?+6x—7

2) g(z) =5 — dx + 2210 — 26,
Defini¢ao 1.8. Dados dois polinémios em A[z],

f@)=ap+arx+- - +apxz" e g(x) =by+ bz + -+ bpz™
com n > m dizemos que f(x) = g(x) se, e somente se
ar = by, paratodo 0 < k<mear=0sek>m.

Isto é f(x) = g(x) sdo iguais apenas quando todos os coeficientes das correspondentes poténcias

sao iguais.

Exemplo 1.12. Os polinémios

f(x) =142z + 327 + 2° € Z[a]

g(x) =14 22 — 32 + 2° € Z[x]

nao sao iguais, pois ag = 3 # —3 = be. J& os polinémios

p(x) =14 32% + 2° € Z[]

q(r) = 1+ 0z + 32* + 2° € Z[a]

sao iguais pois todos os seus coeficientes correspondentes sao iguais.



Se p(z) = 0+0x+- - -+0x™ indicaremos p(z) por 0 e o chamaremos de polinémio identicamente
nulo sobre A. Assim um polindémio p(z) = ag + a1 + - - - + a,x™ sobre A ¢é identicamente nulo
se e somente se a; = 0 para todo ¢ € N.

Se a € A indicaremos por a o polinémio p(x) = ag + a1z + -+ apz™ onde ag = a e a; =0
para todo ¢ > 1. O polinémio p(z) = a é o polinémio constante.

Em todo polinémio nao identicamente nulo, p(z) # 0, algum coeficiente deve ser diferente
de zero, entao hd um maior nimero natural n, tal que a, # 0, que definimos como o grau de
p(z) e denotado por gr(f(x)) = n. Nesse caso, a, é chamado de coeficiente lider de p(x). Os

polindmios de grau n com coeficiente lider a,, = 1 sdo chamados de polinémios maonicos.
Exemplo 1.13. S&o polindmios em R[z]:
1) r(z) = 32 +V32% +2°
2) s(x) =2 — 7w + V60
Observe que o gr(r(z)) = 3 e gr(s(z)) =5 e r(z) é polindmio monico.
Observacgao 1.9. Nao definimos o grau do polinémio identicamente nulo.
Exemplo 1.14. As expressoes p(z) = 22 +3/z + 3 e ¢(z) = z5 — 422 + 5 nao sao polinémios
porque nem todos os expoentes da indeterminada x sao nimeros naturais.
1.2.1 Operagoes com Polinémios

Definiremos abaixo operagoes de soma e produto no conjunto Alz].

Sejam f(z) e g(z) dois polindémios em A|x], digamos

f(x)=ap+arz+ -+ apz"

g(x) =by+brx + -+ + bpz™.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que m < n.

Soma

F(@) + 9(2) % (ap + bo) + (a1 + b))z 4 -+ + (am + by)2" + ampra™ ™ + - + ana®
Produto

d . ~ .
f(z)-g(x) =) co+ 1o + -+ + Crima™™™, onde os coeficientes ¢, sao definidos por
co = aobo

c1 = apby + aiby



co = agby + a1by + asby

k
Cr = aoby + arbp—1 + -+ + ag_1b1 + agbo = Y _ aibp_;
=0
para todo k=0,...,m+ n.
Exemplo 1.15. Sejam f(x) = 23 + 822 — 5z + 1 e g(z) = 223 — 1022 + 42 — 9 em Z[x]. Entao,
f(z) + g(z) = co + c12 + c22? + c32 onde,
co =apg+by = (1 + (—9)) = —8;
544) = —1;
+ (-1 )) = =2
2) =

)= —8 —x — 222 + 33,

co=a1+b=(—
co=ag+by=(8
cg=a3+bg=(1+
Assim f(x) + g(x
Exemplo 1.16. Sejam f(z) = 22 + 2z e g(r) = z — 2 em Z[z]. Entdo
f(x) g(x) =co+crx+ca+ c3x3, onde

co=ag-bp=0-(-2)=0;

c1 = aghy +a1bp =0-1+2-(=2) = —4;

c2 = aghy + a1by +asbg =0-0+2-1+1-(=2) =0;

c3 = agbs + a1by + aghy +azbp =0-0+2-0+1-140-(=2) = 1.
Entdo f(z) - g(x) = 23 — 4x.

Exemplo 1.17. Sejam f(z) =2z + 1 e g(z) = v + 3 em Z4[z]. Entao

f(@) - g(x) = co + c1z + ca2? onde,

Assim f(z) - g(z) = 3 + 3z + 222

Proposicao 1.10. Para quaisquer polinémios nio nulos f(z) e g(x) de Az], temos:
(i) Se f(x) + g(x) # 0 entio gr(f(z) + g(x)) < maz{gr(f(x)), gr(g(x))}
(ii) gr(f(z) - g(x)) = gr(f(x)) + gr(g(x)), se A € dominio.

Demonstragdo. (i) Sejam f(xz) = ag + a1z + -+ + apz™ e g(x) = by + biz + -+ + by2™,
polinémios de grau n e m respectivamente. Suponha primeiro que n > m, neste caso o

termo dominante de f(x) + g(x) serd a, e assim

gr(f(x) +g(x)) = n = max{gr(f(x)), gr(g(x))}-



Caso n = m, temos que o termo dominante serd a,, + by,, deste modo gr(f(x) + g(z)) =n

caso ay, + by, # 0 ou gr(f(x) + g(z)) < n caso ap + by, = 0.

(ii) Seja f(x) = ap+ a1z + -+ apa™ e g(x) = by + bix + - - - + by z™, polinémios de grau n
e m respectivamente. Por definicdo temos que f(z) - g(x) = co + c1x + - -+ + cxz®, onde
¢; = a;bg +a;_1b1 + - - + ai1b;j_1 + agb;. Temos que a; = 0, para todo i > n e b; = 0, para
todo i > m. Assim c¢pym = ap.bm € cpim # 0, pois ay, , by € A. Portanto

gr(f(z) - g(x)) = m+n =gr(f(z)) +er(g(z)).
O
Exemplo 1.18. Sejam f(x) = 522 + 2z e g(z) = —5z% + 62 + 8, entdo f(z) + g(z) = 8z + 8,
ou seja gr(f(z) +g(z)) = 1 < max{gr(f(2)),gr(g(z))} = 2.
Exemplo 1.19. Sejam f(z) = 52° + 22% — 7z e g(z) = —22% + 42 + 1, entdo
f(z) + g(z) = 52° = 3z + 1. Ou seja gr(f(x) + g(z)) = 3 = max{gr(f(x)),er(g(x))}.
Exemplo 1.20. Sejam f(r) = 22+1e g(z) = 22 —1, entdo f(x)-g(x) = (22 +1)(2®—1) = 2* 1.

Ou seja, gr(f(z) - g(z)) =4 =2+2 = gr(f(z)) + gr(g(z)).

Vale salientar que a propriedade multiplicativa do grau s6 é valida para polinéomios com
coeficientes em um dominio de integridade. Por exemplo, tomando os polindmios f(z) = (2z+1)

e g(x) = (22 + 3) em Zy[z], temos

ou seja, gr(f(z) - g(z)) =0# 1+ 1 =gr(f(z)) + gr(g(z)).

Teorema 1.11. Dado A um anel, o conjunto dos polinémios Alx], munido das operacoes de

adicao e multiplicacao, € um anel.

Demonstracao. A demonstracao desse teorema consiste em verificarmos um a um os axiomas de

anel da defini¢ao 1.1. Sejam f(z), g(z), h(z) € Alx] dados por
f(x) =ao+ a1+ + apa”,
g(x) =by +brx+ -+ + bypa™,
h(z) =co+ 1z + - + ¢zt

Podemos supor sem perda de generalidade, que | < m < n. Sejam b, c; = 0 para todo

k > m e ap = 0 para todo k > n. Assim podemos escrever os polindmios da forma

f(z)=ao+a1z+ -+ apz",



g(x) =by +brz+ -+ by,
h(z)=co+c1z+ -+ cpz™.

A1) A adigao é associativa. De fato,

[f(x) +g(x)] +h(x) = [(ao+bo)+ (a1 +b1)x+ -+ (an +bp)a"] +co+ 1+ -+ cpa”
= [(ao + bo) + co] + [(a1 4+ b1) + c1]z + -+ - + [(an + by) + ¢p)a”
= [ap+ (bo+co)] +[a1 + (b1 +c1)]z+ -+ [an + (by + cn)]z"
= f(x)+ [9(z) + h(z)].

Observe que usamos o fato de que a adigao é associativa em A.

A2) A adigao de polinémios é comutativa, pois,

f@)+g(x) = ao+az+---+apz" +bo+bz+ -+ bya"
= (ao+bo)+ (a1 +br)x+ -+ (an + by)a"
= (bo+bo)+ (b1 +ar)x+ -+ (by +an)z"
= g(@)+ f(x).
Novamente, usamos a comutatividade em A.

A3) O elemento neutro em A[z] é o polinémio nulo que pode ser escrito como
N(z) =00+ 012 + --- + 0p2"
assim temos f(x) + N(z) = (ag + a1z + - -+ + apz™) + (ag + a1z + - - - + apz™)
= (ap +09) + (a1 + 0)x + - - - + (an + 0)z"
=ao+ a1z + -+ apx”
= f(z)

Analogamente temos N(z) + f(z) = f(z), pois a adi¢do é comutativa.

A4 O polinémio simétrico de f(x) = ag+a1x+ -+ a,z™ é o polindémio —ag — a1z — - - - — apx"”
p p >

pois,

flx)+ (=f(x)) = (ap+arxz+- - +ap2")+ (—ap — a1z — - — apa")
= (ap—ap)+ (a1 —a1)x+ -+ (an — ap)z"
— 0+40z+---+ 02"

= N(z).
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A6) Distributividade.

f@) - (g@) +h(z) = (D aal |- [ D (bj+e)
=0 7=0

n+m
= Z Z ax - (by+cy) | 2/
J=0 \g=Ap
n+m
= Z—Fua)\-bu—i-a)\-cu x’
J=0 \j=A
n+m n+m
= Z—i—ua,\ by xj+z Z ay - cy z

j= J=0 \j=A+tu

= f(z)- ( )+f(f'3)' h(z).
Os demais itens podem ser encontrados [7] p.100-101. O

Para f(z),g(x) € Alz], podemos definir a diferenca f(x) — g(z) entre f(z) e g(z) por
f(@) —g(x) = f(z) + (—g(2))-

Exemplo 1.21. Sejam f(z) = 222 — 5z + 10 e g(x) = 22 —4x + 5 € Z[z]. A diferenca
f(x) —g(z) = (22® = br +10) — (2 — 4z +5) =22° —2? —Sw + 4z + 10— 5 =2? —x +5.

Exemplo 1.22. O polinémio f(x) = z nao possui inverso multiplicativo, de fato suponha
que exista g(x) nao nulo tal que f(z) - g(x) = 1. Dal terfamos gr(f(z) - g(x)) = gr(1) =0
e como gr(f(z) - g(x)) = gr(f) + gr(g) pela Proposigao 1.10 temos 1 + gr(g(z)) = 0, o que é
impossivel ja que gr(g(z)) > 0. Assim concluimos que nao existe polinémio nao nulo g(x) tal
que f(x)-g(x) = 1. Ou seja, o polinomio f(x) = z nao é invertivel.

Usando argumentos analogos podemos mostrar que nenhum polinomio de grau > 1 é inversivel.
Os tnicos polindmios inversiveis em K[z| sendo K corpo s@o as contantes nao nulas, de fato
suponhamos que um polinémio p(z) # 0 possua um inverso multiplicativo em K[z]. Assim,
existe ¢(z) # 0 € K[z] tal que p(x) - ¢(x) = 1, logo, temos que p(z) = a # 0 é um polinémio
constante. Portanto, os tnicos polinémios invertiveis em K[z| sdo os polindmios constantes nao

nulos.

Proposicao 1.12. Se A é um dominio, entio Alx] € um dominio. Em particular, se K é um

corpo, entao K|x] é um dominio.

Demonstragao. Suponhamos que A seja um dominio e sejam f(z) e g(x) € A[z] ndo nulos,
com gr(f(z)) = m e gr(g(xz)) = n com coeficientes lideres a,, e b, respectivamente. Entao o
coeficiente lider de f(x)-g(x) é ¢in = Gm-bp # 0 POIS ay, € by, € A. Logo gr(f(z)-g(z)) = m+n,
assim f(z) - g(z) # 0. O
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Observagao 1.13. Pelo Teorema 1.11, verifica-se que
e Q[x],R[z], C[x] sao dominios de integridade, pois Q, R, C também o sao.

e Zplx] é dominio de integridade, pois Z, também o é se p for primo positivo.

1.2.2 Algoritmo da Divisao

Nessa secao apresentamos o algoritmo da divisao e sua relagao com raizes de polinémios.
Um polinémio dividido por outro resulta em um polindmio quociente e um polinémio resto,
o procedimento para isto é chamado algoritmo da divisao para polinomios. Veremos ainda na
Secao 1.3, que existe uma relacao direta entre o conceito de divisibilidade e irredutibilidade
polinomial.

Sejam f(z) e g(x) em A[z]. Quando existe h(x) € A[z] tal que f(z) = g(x) - h(x), dizemos que
f(x) é multiplo de g(z). Nesse caso, se g(z) # 0, dizemos que g(x) divide f(x).

Exemplo 1.23. Dados f(x) = 22 — 4, g(z) = 2+ 2 e h(z) = x — 2 € Z[z], temos que
f(x) = g(z) - h(x). Portanto g(z) divide f(x).
Proposicao 1.14. Sejam A um anel, f(x),g9(x) € Alzx] \ {0}. Se g(x) tem coeficiente lider
invertivel e divide f(x), entao gr(g(z)) < gr(f(z)).
Demonstragdo. Como g(z) divide f(z) e ambos sdo nao nulos, entdo existe h(x) € Alz] \ {0}
tal que f(x) = g(x) - h(x). Pela Proposigao 1.10 (ii) temos
gr(f(z)) = er(g(x) - h(x))
= er(g(@)) + gr(h(z))
> gr(g(x)).

O]

Teorema 1.15. (Algoritmo da Divisao) Seja A um anel e sejam f(x),g(x) € Alx], com
g(z) # 0 e coeficiente lider invertivel de g(x) em A. Entdo existem unicos q(x),r(x) € Alzx] tais

que,

onde r(x) =0 ou gr(r(x)) < gr(g(x)).

Demonstragao. Seja g(x) = by + bix + ... + by,x™, onde by, tem inverso b;ll € A.
( Prova da existéncia) Se f(x) = 0, entdo tome ¢(z) = r(z) = 0. Suponhamos que f(x) # 0.

Seja n = gr(f(x)) e escreva f(x) = ap + a1z + ... + apa™, com a, # 0.

12



Se n < m, entdao tome ¢(z) = 0 e r(x) = f(x). Podemos supor n > m. A demonstracao é
por inducao sobre n = gr(f(x)).

Se n =0, entdo 0 = n > m = gr(g(z)), logo m = 0, f(x) = ag # 0,9(x) = by, com by € A.
Assim, f(z) = apby 'g(x), com g(z) = apby ' e r(z) = 0.

Suponhamos o resultado vélido para polinémios com grau menor do que n = gr(f(x)).
Vamos mostrar que vale para f(x).

Seja f1(x) o polindmio definido por fi(z) = f(z)—anb,,' 2" ™g(x). O polindémio a,b,,'z" " g(z)
tem grau n e coeficiente lider a,. Logo, gr(fi(x)) < gr(f(x)). Por hipdtese de inducao, existem

q1(z) e r1(z) em Alzx] tais que
h(z) = q(x)g(x) + ri(z),
Com r1(z) = 0 ou gr(ri(x)) < gr(g(x)). Logo,

f) = fil@)+anbyla" Mg()
2 (qu(@)g(z) + r1(x)) + anby iz g(z)

2 (qi(@) + apbpla" ™) g(x) + ().

Em (1), substituimos a expressao de fi(x) e, em (2), usamos a comutatividade da adigao e
da distributividade em A[x].
Tomamos q(z) = q1(z) + apb,ta™ ™ e r(z) = r1(x).

(Prova da unicidade) Sejam g1 (x),r1(x), g2(x), r2(x) tais que
f(@) = ar()g(@) + r1(x) = g2g(x) + ra(a),
onde

ri(z) = 0ou gr(ri(z)) <egr(g(z)) e

ra(x) = 0ou gr(ry(z)) < gr(g(z)).

De (3), segue que (¢1(2)—g2(x))g(x) = ra(z)—r1(x). Se 1 () # g2(), entdo g1 (x) —g2(x) # 0,

assim, ra(x) — ri(x) # 0 e, da Proposicao 1.14, obtemos

gr(g(z)) < gr(ra(z) —ri(x)) < gr(g(z)),

uma contradi¢ao. Portanto, ¢1(z) = ¢a2(x), logo 71 () = ra(z).

Exemplo 1.24. Sejam f(z) =3z + 7 e g(x) = 2% + 4z + 5 em Q[z].
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Temos que gr(f(z)) = 1 < 2 = gr(g(z)), portanto o quociente é g(x) = 0 e o resto é
r(z) = f(z) = 3x + 7. Assim

2?44 +5=0- (2 +4x+5)+ (3 +7)
Exemplo 1.25. Sejam f(z) =222 + 42+ 3 e g(z) = 22 + 3z + 1 em Q[z].

(1) O mondmio de maior grau de f(x) é 222 e o mondémio de maior grau de g(z) é 2. O

quociente de 222 por 22 é q1(z) = 2.

(2) Fazemos o célculo:

ri(z) = f(x) —q(z) - g(z) = (22> + 42+ 3) — 222 —62 —2 = -2z + 1

(3) Como 1 = gr(r1(z)) < gr(g(z)) = 2, concluimos que
g(x)=q(z)=2ecr(z)=ri(z) = -2+ 1.

Exemplo 1.26. Faremos a divisdo de f(z) = 3z% 4 522 + 2% + 22 — 3 por g(z) = 2> + 3z + 1

(1) O mondémio de maior grau de f(z) é 3z* e 0o monéomio de maior grau de g(z) é z2. O

quociente de 3z* por 22 é qi(z) = 322
(2) ri(z) = f(z)1(x)-g(z) = 3ot +52% + 2% + 20 —3) —32* — 922 — 322 = —42® — 222+ 22 -3

(3) Como 3 = gr(ri(z)) > gr(g(z)) = 2, devemos continuar, dividindo r1(z) por g(x) pois

r1(x) nao é o resto da divisao euclidiana.

(4) O monoémio de maior grau de r(x) é —42> ¢ 0 monoémio de maior grau de g(z) é 2. O

quociente é —4x, portanto

ro(z) = r1(z) — () - g(x) = (—4a® — 222 + 22 — 3) + 42 + 1222 + 4z = 102 + 62 — 3

(5) Como 2 = gr(ra(z)) = gr(g(x)), podemos continuar, calculando a divisdo de ra(x) por

g(x) obtemos g3(x) = 10. Entao

r3(x) = ro(x) — g3(x) - g(x) = (102 + 62 — 3) — 102 — 302 — 10 = —24z — 13.

(6) Como 1 = gr(rs(x)) < gr(g(z)) = 2, terminamos o algoritimo, pois r3(x) é o resto da

divisao euclidiana.

(7) Obtemos

q(z) = 32° — 4z + 10 = q1(2) + @o(x) + @3(2) e r(x) = r3(x) = —24z — 12.
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Nem sempre é possivel efetuar a divisao entre polinémios em um anel que nao seja um corpo.
Exemplo 1.27. Tomando f(z) = 32° e g(x) = 4z em Z[z], ndo é possivel a divisiao de f(x)

por g(z) em Z[z], pois 2 ¢ Z.

1.2.3 Raizes de Polindémios

Dados um polinémio f(z) = ag+ a1z + -+ + ap,z™ € Alx] e um escalar a € A, dizemos que
fla) =ap+ara+ -+ apa™ é o valor de f em a. Como A é anel e, portanto fechado sob as

operagoes de adicao e multiplicacao, entao temos:
flay=ap+a1a+---+aa” € A

No caso em que f(a) = 0, dizemos que a é uma raiz ou um zero de f em A.

Exemplo 1.28. Seja f(z) = 2® — 202 + 1 € Z[z]. O valor de f(z) em a =2 é
f2)=2°-2.2241=8-8+1=1.

Logo o = 2 nao é raiz de f(z). Agora para a = 1 temos
f)y=1¥-2.1241=1-2+1=0.

Portanto aw = 1 é uma raiz de f(z) em Z.

Exemplo 1.29. Seja g(z) = 1+ 2z + 222 € Z3[x], onde Z3 = {0,1,2} é o anel das classes

residuais médulo 3. Os valores que g(z) assume em Zs sao:

g0 = 14+2.042-0°0=1+0+0=T;
gd1) = 142742 T°=14242=5=72;
g@) = T142.242.27=1+1+8=T3=T€74

Como ¢(0) # 0, (1) # 0 e g(2) # 0, entdo o polindmio g(x) = 1+ 2x + 222 € Zs[z] ndo tem raiz
em Zs. Observe que «

estas, podemos concluir que o polindomio nao tem raizes em Zs.

Exemplo 1.30. Seja f(r) = 22 +9 € R[z]. O valor de f(z) no escalar 8 € R é dada pela
expressao f(B8) = 82+ 9 € R. Sabemos que dado 8 € R, entdo 4% > 0. Assim,

B2+9>0.
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Isto é, a expressdo 2 + 9 terd sempre um valor positivo e, portanto nunca serd igual a zero
para qualquer que seja o valor de € R. Assim concluimos que f(f) # 0 para todo 8 € R e
isto significa que o polinémio f(z) = 4% + 9 € R[] ndo possui raiz em R. Por outro lado temos

R C C, consequentemente R[z| C C[z]. Agora dado 3i € C temos que :

f(3i) = (3)2+9
= —-9+9

= 0.

Ou seja 3 = 3i é uma raiz de f(z) = 22 +9 em C. Dizemos que 3 = 3i é uma raiz complexa de

f(z) =2?+9 € R[z].

Observe que o exemplo anterior teve o proposito de ressaltar o fato de quando falamos em

raiz de um polinémio, devemos especificar o anel com o qual estamos trabalhando.
Exemplo 1.31. Tomando f(z) = 2® — 524 + 4 = (2% — 2)(2? + 2)(2? — 1)(2? + 1), temos que:

e Possui duas raizes em Q : -1 ,1.
e Possui quatro rafzes em R : —1,1,v/2, —/2

e Possui oito rafzes em C : —1,1,v/2, —/2,, —i,/2i, —/2i.

Definigao 1.16. Dizemos que € A é uma raiz de f(z) de multiplicidade m quando (z — 3)™

dividir f(x) e (z — B)™"! ndo dividir f(x) em Alx]. Nesse caso existe q(x) € Alx] tal que

com ¢(8) # 0.

Dizemos que  é uma raiz simples de f(x), se m =1, e uma raiz muiltipla se m > 2.

Exemplo 1.32. Sendo f(z) = 2% — 722 4+ 162 — 12 um polindomio de coeficientes reais, temos

que 2 é raiz dupla e 3 é raiz simples de f(z), uma vez que f(x) = (z — 2)? - (x — 3).

Teorema 1.17. (Teorema do fator) Seja f(x) em A[z]\ {0}. Entao, 5 € A é uma raiz de f(x)

se, e somente se, x — (3 divide f(x).

Demonstragdo. Suponhamos que f(8) = 0. Pelo Teorema 1.15 existem ¢(z),r(z) € Alz] tais

que
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onde r(z) =0ougr(r(z)) < gr(x—pF) = 1. Assim, r(x) = r pertence a A e f(z) = q(x)(x—pF)+r.

Avaliando f(z) em /8 temos

0=f(B) =aB)B—-0B)+r=r

mostrando que x — [ divide f(x).
Reciprocamente, suponhamos que x — § divida f(z). Entao, existe g(z) € Alz] tal que

f(x) = q(z)(z — B). Portanto,

fB)=a(B)(B—B)=4q(B)-0=0

Exemplo 1.33. x — 2 divide f(z) = 22 — 52 + 6, pois 2 é raiz de f(z).

Exemplo 1.34. O polindmio p(z) = 2" — ¢ € Alx] é divisivel por d(z) = = — ¢. Como
p(c) = " — " =0, temos que c é raiz de p(z) e, portanto pelo Teorema 1.17 d(z) = = — ¢ divide

p(x).

Proposicao 1.18. Seja A um dominio de integridade e seja f(x) em Alz]\ {0}. Se f(x) tem

grau n, entao f(x) tem no mdrimo n raizes em A.

Demonstragdao. Faremos a prova por indugao sobre n = gr(f(x)).

Se n =0, entdo f(x) = a # 0 ndo tem raizes em A e o resultado é valido.

Seja n > 0. Suponhamos o resultado verdadeiro para polindmios de grau n e seja f(x) um
polinémio com gr(f(x)) =n+ 1.

Se f(x) ndo tem raizes em A, entdo nao temos o que demonstrar. Digamos que f(x) tenha

uma raiz 5 em A. Pelo Teorema 1.17, x — § divide f(z) em A[x], logo existe ¢(x) € A[z] tal que

f(2) = a(w)(z — B), com gr(g(x)) = n.

Por hipétese de indugao, ¢(z) tem no méximo n raizes em A. Observamos que

a€ Aéraizde f(r) 0= f(a) =q(a)(a—3)

Como A é dominio entao

gla)=0oua—-pF=0
a é raiz de ¢(z) ou o = 3.
Logo, f(x) tem no maximo n + 1 raizes em A. O
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Exemplo 1.35. O polinémio 2 — 5 € Q[z] ndo tem raizes em Q. Entretanto, 22 — 5 € R[z]
tem duas raizes reais v/5 e v/—5. O polinomio 22 + 9 € Q[r] C R[z] ndo tem raizes reais, mas
em Clz],

3¢ e —3i sao raizes em C.

Exemplo 1.36. A hipétese de A ser um dominio na Proposicao 1.18 é essencial, pois para A =
Zs que nao é dominio, temos que f(z) = 22 — x € Zg é tal que £(0) = f(1) = f(3) = f(4) =0,

ou seja f(x) tem 4 raizes que é maior que gr(f(z)) = 2.

Proposicao 1.19. Seja A um dominio de integridade com uma quantidade infinita de elementos.

Se f(x) € Alz] e f(B) =0, para todo B € A, entao f(z) = 0.

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que f(x) € A[z] \ {0} com f(5) = 0 para todo 5 € A.
Seja n = gr(f(x)). E claro que n # 0. Logo n > 1. Pela Proposicao 1.18, f(x) tem no maximo

n raizes em A, contradizendo o fato de A ser infinito. O

Corolario 1.20. Seja A um dominio de integridade com um niumero infinito de elementos.

Sejam f(x) e g(x) em Alz] tais que f(5) = g(B8), para todo 5 € A. Entdo, f(x) = g(z).

Demonstragao. Seja h(zx) = f(z)— g(x). Entao, para todo g € A, h(5) = f(B) —g(B) = 0. Pela

proposicao anterior, 0 = h(z) = f(x) — g(x). Logo f(z) = g(x). O

Teorema 1.21. (Teorema do resto) Sejam A um anel, 5 um elemento de A e

f(z) =a0+ a1z + ...+ anx™ € Alz] um polinémio de grau n. O resto na divisio euclidiana e

f(x) porz—pB € f(B);

Demonstragao. Como o coeficiente lider de x—f é invertivel, temos que existem ¢(z),r(z) € A(x)

tal que .

onde r(x) = 0 ou gr(r(x)) = 0 (pois gr(z — B) = 1).

Achando o valor numérico de f(z) para z = f:

f(B) = (B =B)aB) +r(B) =r(B)

Sendo r(x) constante, consideremos () = r. Assim, r = f(3), para todo 8 € A.

Exemplo 1.37. O resto da divisdo de p(z) = 23 — 222 + 5 por x — 4 é:
p(4) =43 —-2.424+5=64—32+5 =37
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1.3 Polinoémios irredutiveis e fatoragao

Neste tépico falaremos de polinomios irredutiveis que, comparando com o que é feito no

dominio Z, dos inteiros, fazem o mesmo papel dos ntimeros primos.

Definicao 1.22. Seja K um corpo. Dizemos que um polindémio nao constante f(x) € K[z] é
irredutivel em K|x] se f(x) nao é produto de dois polinomios em K[x] de graus estritamente
menores do que o grau de f(z). Caso contrario f(z) é dito redutivel em K|x].

Segue diretamente da definigdo que todo polinémio de grau 1 é irredutivel em Klx].

Exemplo 1.38. Por exemplo, 22 +1 € R[z] é irredutivel em R[z], pois caso contrério ele poderia
ser escrito como um produto polinomios de grau 1 em R[z], contradizendo o fato de 22 + 1 = 0

nio possuir rafzes reais. Por outro lado 2 + 1 é redutivel em C[z] ja que 22+ 1 = (z +1)(z — ).

Isso mostra que irredutibilidade é um conceito que depende do anel de polindémios sobre o

qual estamos trabalhando.

Proposigao 1.23. Se K for um corpo e f(x) € K[z] com gr(f(x)) > 2 possuir uma raizr € K,

entao f(x) é redutivel em Klx].

Demonstragdao. De fato, seja r raiz de f(z) € K[x], entao existe g(z) € K[z] tal que

f(z) = (z —r) - g(x) pelo Teorema 1.17, com gr(g(z)) > 1. O

Exemplo 1.39. Considere o polinémio f(z) = 22 — 2 em Q[z]. Como f é polinémio de grau 2,
se fosse redutivel em Q[z] existiriam a,b € Q tais que
2—2 = (x+a) (x+b)
= 22+ (a+b)x+ab
& a+b=0ea-b=-2

Resolvendo o sistema acima concluimos que a = ++v/2 ¢ Q, absurdo. Portanto f(z) é irredutivel

em Qlz].

Por outro lado, como ++/2 € R, entdo f(x) é redutivel em R[z], pois podemos escrever
flz) = (z+V2) - (z - V2).

Proposigao 1.24. Seja K um corpo. Se f(x) € K[z] e gr(f(z)) =2 ou 3 entao f(x) é redutivel

sobre K se, e somente se, f(x) possui raiz em K.

Demonstragao. Suponha que f(x) = g(x)h(z) onde g(x) e h(x) possuem grau menores que f(z)

e pertencam a K[x]. Como gr(f(x)) = gr(g(z)) + gr(h(x)) e gr(f(x)) = 2 ou 3, pelo menos um
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dos g(z) ou h(z) tem grau 1, digamos g(z) = ax + b. Entao claramente %b é uma raiz de g(z)
e entdo uma raiz de f(z). Reciprocamente, suponha que f(a) = 0 onde a € K. Entao pelo

teorema do fator, x — a é um fator de f(x) e assim f(z) é redutivel sobre K. O

A Proposicao acima é particularmente 1til quando estamos com corpos finitos como Z, pois

basta verificar os zeros de f(x).

Exemplo 1.40. O polindémio f(x) = 23 + 2 + 1 é irredutivel em Zs[x], pois ndo possui raiz em

Zsa[z]. Com efeito

f0) = 0°+0+1=1

@

fO) = TP+I41=1

Exemplo 1.41. O polinémio 2 — 5 = (z — v/5)(x + +/5) em R[z], entdo 22 — 5 é redutivel em

R[z]. Entretanto é irredutivel em Q[x] pois tem grau 2 e ndo tem raiz em Q.
Proposicao 1.25. Todo polinémio f(z) de grau 1 € irredutivel em K[x], onde K é corpo.

Demonstragao. Seja f(x) = ax 4+ b, com a # 0. Escrevendo f(z) = r(z) - g(x), com r(z) , g(x)
€ K|[x] temos que 1 = gr(ax + b) = gr(r(x)) + gr(g(x)) . Logo, gr(r(z)) =0 e gr(g(z)) =1 ou

gr(r(z)) =1 e gr(g(x)) = 0. Entao r(z) ou g(x) é um polinémio constante nao nulo O

Teorema 1.26. (Fatoragao unica em Klz]) Seja K um corpo. Todo polinémio ndo constante
f(z) € K[z] é um produto de polinémios irredutiveis em K|x]. Essa fatorag¢ao € inica a menos

de uma constante nao nula, isto €, se

fl@)=pi(@)---pr(z) e f(2)=aq(@) - q(x)
sao duas fatoragoes em irredutiveis de f(x) entdo r = s e, a menos de uma permuta¢do nos

indices, p; = u;q; com u; € K, u; # 0 para todo i, 1 <1< r.

Demonstragao. (Existéncia) Seja f(x) € K[z] um polinémio nao constante. Usaremos inducao
em gr(f(z)) = n > 1. Se gr(f(xz)) = 1 entdo f(x) é irredutivel. Suponhamos o teorema
verdadeiro para todo polindémio de grau < n. Se f(x) é irredutivel entdo nada temos a provar,
pois f(x) = 1- f(x). Se f(x) é redutivel entaof(x) = g(x)-h(x) com gr(g(x)) < negr(h(z)) < n.
Por hipétese indutiva g(x) = uip1 - - pi e h(z) = uopr41 -+ pr, com ug, us € K.

Pondo u = uy - ug temos f(z) = up; - - - pr, como queriamos.

(Unicidade) Suponhamos que
fx)=a-pi(x) - pm(z) =b- qi(z) - gr(2), (1.1)
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com a,b € F\{0} e p1(x) - pm(x) e q1(x) - - - ¢-(x) monicos e irredutiveis. Como a= coeficiente

lider de f(x) = b, cancelando em 1.1 obtemos

pi(x) - pm(2) = () - gr ().

Como p; (x) divide o polinémio a esquerda da igualdade acima, temos que p; (z) divide ¢1 () - - - g ().
Como pi(x) é primo, entao p;i(z) divide ¢; para algum j = 1,...,r. Portanto, ¢j(z) = upi(x)
para algum u € F\{0}. Comparando os coeficientes lideres, obtemos u = 1 e ¢;(z) = pi(z).
Reenumerando os polinémios ¢i(z), ..., q-(z), se necessério, podemos supor p;(z) = q1(x).

Faremos inducao sobre m. Se m = 1, entdo r = 1. Se m > 1, cancelamos p; (), obtendo

p2(z) - pm() = q2(x) - - - gr ()

e, por hipétese de inducao, m —1 = r — 1, que é equivalente a m = r, e cada p;(x) ¢ igual a

q;j(x). O

Observagao 1.27. Para que um polindémio (de grau maior que 1) seja irredutivel sobre um
corpo K é necessario que ele nao admita raizes em K. A reciproca nao é verdadeira como

veremos no exemplo abaixo.

Exemplo 1.42. Considere os polindémios sem raizes em R, onde f(z) =22 +1e g(z) = 2% +2
em R[z], entdo, h(z) = (22 + 1)(2? 4+ 2) = 2* + 322 + 2, que ndo admite rafzes reais e no entanto

¢é redutivel.

Definigao 1.28. Dizemos que um corpo K é algebricamente fechado quando todo polinémio

nao constante com coeficientes em K tem uma raiz em K.

Corolario 1.29. Seja K um corpo algebricamente fechado e f(x) em K[x], com

gr(f(z)) =n > 1. Entao, existem [1,B2,...0, € K\{0} tais que f(z) = a(z — p1)--- (x — Bn).

A expressao acima € a forma fatorada do polinémio.

Demonstragdo. A demonstracao é, por indugao, sobre n = gr(f(z)). Se gr(f(z)) = 1, entao
f(x) = ax +b, com a,b € K e a # 0, logo f(z) = a(x +a"'b) e f; = —a~'b. Sejan > 1e
suponhamos o resultado valido para os polinomios de grau n. Seja f(z) € K|z| com gr(f(x)) =
n + 1. Por hipétese f(z) tem uma raiz f € K. Portanto f(z) = ¢(z)(z — ), para algum
q(z) € K|[z] e gr(q(z)) = n. Por hipétese de indugao, existem a, 31, ..., € K, com a # 0 tais
que g(z) = a(w— 1)+ (2~ B). Logo, f(x) = a(w—B1) -+ (— fu)(w— B). Tomando fuy1 = f,

obtemos o resultado.
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Exemplo 1.43. (i) A forma fatorada do polindémio

f(x) =22 +62+8em Q] é f(z) = (v +2)(z + 4);
(ii) O polindmio p(z) = 322 — 15z + 12 € Q[x] tem forma fatorada p(x) = 3(z — 1)(x — 4);
(iii) Para o polinomio g(z) = 23 + 222 — 2 — 2 em C[z] a forma fatorada é

q(z) = (z + 2)(x —i)(z +0);
(iv) A forma fatorada de 7(z) = 222 — 3 em R[z] é r(x) = 2 (ac - %) (m + \/§>,

Exemplo 1.44. O polinémio z3 + 9z, pode ser escrito como z(x + 3i)(z — 3i), sendo

61:0,,82:—31'653:31'.

Teorema 1.30. (Teorema Fundamental da Algebm) Todo polinémio nao constante com coefi-

cientes complexos tem uma raiz complexa.

A demonstracao do teorema utiliza resultados da Anadlise e portanto foge do escopo deste
trabalho. A mesma pode ser encontrada em [3] padg 116. Esse teorema é conhecido como
“TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA (TFA)”. Portanto o TFA nos diz que C é al-

gebricamente fechado.

Lembre-se que o conjugado do niimero complexo z =a+ bi é Z = a — bi.

Proposicao 1.31. Seja f(x) = ag + a1z + ... + a,a™ um polinémio em Rz]. Se o nimero

complexo z = a + bi € raiz de f(x) entao Z também € raiz desse polinémio.

Demonstragao. Por hipétese f(z) = ag + a1z + - -+ + a,2™ = 0, pelas propriedades de nimero
complexo temos:
f@) = a+az+---+a,z"

= G+ TZ+ -+ ap"

= agtarz+ -+ apz"

Il
ol
Il
o

Proposigao 1.32. Em C[z] um polinémio € irredutivel se, e somente se , ele € de grau 1.

Demonstragao. Sabemos, da Proposicao 1.25 que todo polindmio de grau 1 é irredutivel. Re-
ciprocamente, suponhamos que f(z) € Clx] e gr(f(x)) > 2. Como C é algebricamente fechado

pelo Teorema 1.30, existe a € C tal que f(a) = 0, logo z — « divide f(x). Portanto existe
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q(x) € C[z] tal que f(x) = q(z)(z — ), com gr(q(x)) + 1 = gr(f(z)) > 2. Portanto, f(z) nao é

irredutivel.

Proposigao 1.33. Um polinémio f(z) € R[x] € irredutivel sobre R se, e somente se,
gr(f(z)) =1 ougr(f(z)) = 2 e f(x) = ax®+br+c e seu discriminante, definido como A= b*—4ac

é menor que zero. Todo polinomio f(x) € Rlz|, com gr(f(x))>2, é redutivel em R]z].

Demonstragao. Sabemos que qualquer polindmio de grau 1 é irredutivel em qualquer corpo K.
Um polindémio de grau 2 com coeficientes em qualquer corpo K é irredutivel em K[z] se, e

somente se, ndo tem raizes em K. Seja f(x) = 2? + bz + ¢ € R[z]. Existe 8 € C uma raiz de

f ().

f(z) é irredutivel em R[z] se, e somente se, S € Ce f¢R.
Se, e somente se , (3 # .

Se, somente se , A =b>—4c < 0.
Nesse caso, #° +bx +c= (x — ) (x — ) =2> = (B+ Bz + B e

A = (B+8)-468

= F-208+5
= F#-208+5
= (B-5)°

= (2-Im(B)i)?
= —4(Im(B))?* <.

Para demonstrar a tltima afirmacao, seja f(x) um polinémio em Rz| tal que gr(f(z))>2. Seja

g € C uma raiz de f(z). Temos dois casos
(i) Se B € R, entao z —  divide f(z) em R[z]. Logo f(z) é redutivel em R[x].
(ii) Se B € C\R, entdao 3 # B e B também é raiz de f(x).

Logo (x — ) - (z — ) divide f(z) em C[z]. Entretanto,
(¢~ B)- (x = B) =a® — (B+B)a + BB = 2* — 2Re(B)a+ | § |*€ Rlz],

logo 22 — 2Re(B)x+ | B |2 divide f(z) em R[z]. Entdo f(z) é redutivel em R[x]. O
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Irredutibilidade em Q|z]

Neste tépico, restringiremos nosso estudo de polinémios ao anel Q[z]. Focalizaremos sobre
os elementos irredutiveis. Sabemos que a existéncia de fator de grau 1 na fatoracao de um
polinémio f(z) em Qx| equivale & existéncia em Q de uma raiz de f(x). O seguinte resultado

permitira determinar as raizes racionais de polindbmios com coeficientes em Z.

Proposicao 1.34. Sejam n > 1 inteiro, f(x) = agtajz+- - -+anx™ um polinémio de coeficientes

inteiros e p e q inteiros ndo nulos primos entre si. Se f (%) =0, entdo plag e q|an.

Demonstragdo. A partir de f(g) = 0, obtemos
anp" + an_1p" tqg+ .. Fapg” 4+ apg" =0

e dai,

L —a1g™™)

1

apq" = p(—anp"”
anp™ = q(—an_1p" ' — ... —apq" )
Portanto, p | agq™ e q | app™. Mas M DC(p,q) =1 = MDC(p",q) = MDC(p,q") = 1. Logo

plaoeq]ay. O

Corolério 1.35. Seja f(z) = ag + a1x + - -+ + apa™ € Z[z]\Z, com coeficiente lider a,, = +1.
Se 5 € Q € uma raiz de f(x), entdo 5 € Z e, quando 5 # 0, divide ay.

Demonstragdo. Se f(z) é monico entdo a,, = 1. Pela Proposigao 1.34 , ¢ divide £1, logo g é um

numero inteiro. O

Exemplo 1.45. O polinémio 3 +4x? +2x+2 é irredutivel em Q[z]. De fato, qualquer fatoracao
de um polinémio de grau 3 da origem a um fator de grau 1, que é equivalente a f(z) ter uma
raiz racional. As possiveis raizes racionais de f(x) sdo os inteiros a € {—1,1,—2,2}. Como

f(=1)=1, f(1) =8, f(—2) =6 e f(2) = 30, concluimos que f(z) é irredutivel em Q|x]

Exemplo 1.46. Vamos determinar a fatoragdo em irredutiveis de Q[z] do polinémio

f(z) = 22* — 523 — 222 — 42 + 3

Vamos inicialmente pesquisar as raizes racionais da equacao f(x)
3

pe{l,-1,3,—-3} e g € {1,2} portanto % c{1,-1,3,-3,1 -1

=0. Se g é raiz entao
3
120 20207 2

}.

Calculandof(g) para cada % obtemos f(3) =0 e f(3) =0, portanto f é divisivel por

(z — 3)(z — ), dividindo obtemos 222 + 2z + 2. Portanto f(z) = (z — 3)(z — 3)(22% + 2z + 2)
é a fatoracio de f(z) em polindémios irredutiveis em Q[z], uma vez que 222 + 2z + 2 nio tem

raizes.
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Lema 1.36. (Gauss) Seja f(x) € Z[z] tal que f(x) € irredutivel sobre Z entao f(x) € irredutivel
sobre Q.

Teorema 1.37. (Critério de Eisentein) Seja f(x) = ap + a1x + ... + anx™ um polinémio em
Z[z]. Suponhamos que exista um inteiro primo p tal que p { an,p | ao,...,p | an—1 e p* 1 aop.

Entao f(z) € irredutivel em Q|x].

Demonstracao. E suficiente provar que f(x) é irredutivel sobre Z. Suponhamos por contradigao
que,

f(z) =g(x)-h(z) com g(x),h(x) € ZLlz],
1 <gr(g),gr(h)<gr(f) =n.

Seja,
g(x) =bo+bix + ...+ bx” € Z[z],gr(g) =r;

h(z) =co+crx+ -+ cea® € Zlx], gr(h) = s.

Assim n =1+ s.

Agora by - cg = ag e assim p | by ou p | cg e como p? | ag segue que p divide apenas um dos
inteiros b, cop. Vamos admitir, sem perda de generalidade, que p | by e p{ cp. Agora a,, = b, - ¢s
é o coeficiente de 2" = x"* e portanto pt{a, e p | by. Seja b; o primeiro coeficiente de g(z) tal
que p 1 b;. Agora a; =by-c;+by-ci_1+...4+ b - co e portanto como p | by,...,bi—1,p 1 b; e

pfco=pfa;=1=noqueéum absurdo pois 1 <1i < r<n. O

Exemplo 1.47. O polinémio 27 + 623 — 152 + 322 — 92 + 12 é irredutivel em Q[z]. Pois pelo
Teorema 1.37 basta tomarmos p = 3, observe que 3 divide 6, —15,3, —9, 12, 3 nao divide a;7 = 1

e 32 = 9 nao divide ag = 12.

Exemplo 1.48. Seja f(x) = 23 + 2z + 10 é irredutivel em Q. Temos que ag = 1,a2 = 0,a; = 2

e ag = 10. Valem as hipdtese do Teorema 1.34 para o primo p = 2.

Exemplo 1.49. f(x) = 2’ + 4z + 2 € Z[z] é irredutivel em Q[z]. Temos a5 = 1,a; = 4,

a4 = a3 = az =0 e ap = 2. Valem as hip6teses do critério de Eisenstein para o primo p = 2.

Exemplo 1.50. H4 polinomios irredutiveis em Qx| de grau n, para todo n > 1. A saber,
f(x) = 2™ — p, onde p é um natural primo, é irredutivel em Q[z], para todo n > 1.
De fato, o caso n =1 é trivial. Para n > 2, aplicamos o Proposicao 1.34 com o p primo. Nesse

caso, ag =p,a1 =...=an—1 =0ea, = 1.

25



Capitulo 2

Numeros Algébricos

Neste capitulo falaremos sobre niim eros algébricos e suas principais propriedades. As prin-

cipais referéncias para este capitulo sao [7],[8],[10].

Definigao 2.1. Um corpo K é dito uma extensao de F' se K contém F' como um subcorpo.

Notagao: K|F. O corpo F é chamado de corpo base da extensao K|F.

Exemplo 2.1. Sao exemplos de extensao de corpos:
RQ, ClQ, CIR

Se K é uma extensao do corpo F' podemos ver K como um espago vetorial sobre F' onde
os vetores sao os elementos de K e os escalares sao os elementos de F. A dimensao do espago
vetorial K sobre o corpo F' sera chamada de grau da extensao e serd denotado por [K : F.

Uma extensao K |F sera dita finita, se K como espago vetorial sobre F' for finito, ou seja, se

[K : F] < 0.

Exemplo 2.2. C é uma extensao de grau 2 sobre R pois {1,i} forma uma base para o espago
vetorial C sobre R. Significa que cada vetor w € C pode ser escrito de maneira tinica como uma

combinacao linear de 1 e i. Ou seja existem escalares o e § inicos em R tal que w = a- 1+ 3 - 1.

Exemplo 2.3. Seja K = {a + b\/5;a,b € Q}. A extensio K|Q é finita, pois K é um espaco

vetorial sobre Q gerado por 1 e v/5.

Lembremos que a base de um espaco vetorial K sobre F' é um subconjunto de K que gera

K e é linearmente independente.

Definicao 2.2. Seja F' C K uma extensao de corpos. Um elemento a € K é dito algébrico
sobre F' se existe um polindémio nao nulo f(z) € F[x] tal que f(«) = 0. Um ntmero real que é

algébrico sobre Q é chamado de ntimero algébrico.
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E claro que todo racional s, sendo raiz do polinémio z — s € Q[z]\{0}, é nimero algébrico.
Exemplo 2.4. O ntimero+/5 é algébrico pois é raiz do polinémio nao nulo z3 — 5 € Q[z].
Exemplo 2.5. O niimero 2 + /3 é algébrico . De fato, seja

a = 2+V3
a—2 = V3
(a—2° = (V3)

a?—4da+1 = 0.
Portanto a é raiz do polinomio z? — 4z + 1, ndo nulo de coeficientes racionais.

Exemplo 2.6. Sejam r € Q% e n € N. Se w é uma raiz enésima da unidade, ou seja,w € C tal

que w™ = 1, entao {/rw é algébrico. De fato seja

a" = (Yrw)"

o = (Y

a = r-1
a"—r = 0

Portanto « é raiz do polinébmio ™ — r nao nulo de coeficientes racionais.

Definicao 2.3. Se a € L é algébrico, entdo um polinémio monico f(z) € K[z| de grau minimo
que admite a como raiz é chamado de polinémio minimal de « sobre K e serd denotado por

Pa-

Exemplo 2.7. i e v/5 sdo nimeros algébricos com polinémios minimais sobre Q dados por z2+1

e 2 — 5, respectivamente.

Proposicao 2.4. Se a € algébrico sobre Q e p, € um polinémio minimal de a, entdo:
(i) pa € irredutivel sobre Q;
(i) Se f € Q[z] € tal que f(a) =0 entdo p, divide f em Qz].

Demonstragao. (i) Se fosse p, = f(x)g(x), com f e g nado constantes e de coeficientes racionais,
entdo f(z) e g(x) teriam graus menores que p, ¢ ao menos um deles teria a por raiz, uma

contradicao a minimalidade do grau de p,. Logo p, é irredutivel sobre Q.

27



(ii) Pelo Teorema 1.15, existem polinomios ¢ , r € Q[z] tais que

f(@) = pa(@) - () + r(2),

como r =0 ou 0 < gr(r(z)) < gr(ps). Se r # 0, entao

r(a) = f(a) = pa-q(a) = 0,

com gr(r(x)) < gr(p,) novamente contradizendo a minimalidade do grau de p,.

O]

Corolario 2.5. Se o € C € algébrico e f € Q[z] \ {0} € um polinémio ménico, irredutivel e tal

que f(a) =0 entdo f = pq.

Demonstragao. Temos que p, divide f em Q[z] . Mas como f é irredutivel deve existir um

racional nao nulo ¢ tal que f = ¢- p,. Por fim , como f e p, sdo moénicos devemos ter c = 1. [

Exemplo 2.8. O polinémio minimal de v/3 sobre Q é x° — 3, haja visto que o mesmo é ménico
e irredutivel sobre Q. De fato, tomando p = 3, 0 mesmo é irredutivel de acordo com o Teorema

1.37.

Exemplo 2.9. Vamos determinar qual é o polindmio ménico em Z[z] de grau minimo que tem
1 + ¥/2 como raiz. Ou seja determinar quem é o polinémio minimo.
Seja a = 1 + /2, temos que

a=1+V2

a—1=+2
(a—1)° = (V2)°
a®—3a2+3a—-1=2
a® —3a® +3a -3 =0.

Ou seja, a é raiz do polinémio p(r) = 2% — 322 + 3x — 3 € Z[z]. Utilizando Teorema 1.37 , com
p = 3 determinamos que o mesmo ¢ irredutivel e, portanto é polindmio minimal de acordo com

o Corolario 2.5.

Definicao 2.6. (Polindémios Ciclotémicos) Pra cada n € N, o polindmio minimal ®,, da
2T

raiz primitiva n-ésima da unidade w, = cos 2% + ¢sen =% é denominado o n-ésima polinomio

ciclotémico.
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Exemplo 2.10. ®,(z) = 2P~! + 2772 4 - + z + 1. De fato sabemos que o polinémio

aP~L 4 2P~2 4 ... 4 2+ 1 é irredutivel. Como
(z—1)- (P 2P 2+ o+ l)=aP -1

e wy € raiz de 2P —1 mas nao de x — 1, segue que w,, € raiz de aP~1 4 2P~2 4 ... 4 2+ 1. Portanto

segue do Corolério 2.5 que ®,(z) = 2P~ L + 2P 2 + ... + 2+ 1.
Proposicao 2.7. Todo niumero complexo é algébrico sobre R.

Demonstracdo. De fato, dado nimero complexo o = a + bi, encontraremos um polinémio em

R]z] tal que p(ar) = 0. Ora, sabemos que se p(«) = 0 entao p(a&) = 0. Portanto
p(x) = (z — (a+bi) - (z — (a — bi)) = 2% — 2az + (a® + b*) € R[z]\{0}

Ou seja a = a + bi é raiz de um polindmio nao nulo de coeficientes em R.

O]

Seja K |F uma extensao de corpos e seja o € K. Definimos a adjungao de o a F' como sendo
o menor subcorpo de K contendo F' U {a} e o denotamos por F(«). Assim , F' C F(a) C K e
a € F(a).

Exemplo 2.11. O menor subcorpo de R contendo QU {v/3} é Q(v/3) = {a + bv/3;a,b € Q}.

Lema 2.8. Sejam K uma extensio de F' e o € K algébrico sobre F' com polinomio minimal

Pa € F(X) de grau n. Entao [F(a): F] =n.

Demonstracao. A demostracao deste Lema aplica o conceito e resultado sobre ideal, que nao foi

contemplado no trabalho, a prova pode ser encontrada em cf.[7](pag 217) O

Lema 2.9. Sejam F C K corpos. Suponhamos que [K : F| < co. Entdo todo elemento o € K

€ algébrico sobre F.

Demonstragao. Seja K uma extensao finita de grau n. Por definicao de grau, a dimensao de K
como um espaco vetorial sobre F' é n. O conjunto X = {1,a,a?,...,a"} tem n + 1 elementos
e, portanto, tem cardinalidade maior que a dimensao de K sobre F. Entao X é linearmente

dependente, ou seja existem ag, ay,...,a, € F nao todos nulos , tais que
ap-l+ay-a+...+aa™ =0.

Logo , f(x) =ap+ a1z + ...+ apz™ € F é nao nulo e tem « como raiz. Assim, todo elemento

a € K é algébrico sobre F. O
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Lema 2.10. Se F'C K e K C L sdo extensoes finitas entao F C L € finita e
[L:F]=[L:K] [K:F|.

Demonstragao. Suponha que [L : K] =n e [K : F] = m. Por definicao de grau, seja
a={ay,...,an}

uma base de L sobre K e seja

52{617"'a67ﬂ}

uma base de K sobre F'. Considere o conjunto v = {a;b; : 1 <7 <n,1 <j<m} C L com mn

elementos. Basra mostrar que v é uma base de L sobre F'.

(i) v é um conjunto de geradores de L sobre F: Seja u € L. Por defini¢ao de base, existem

escalares aq,...,a, € K tais que
u=aioy+...+ay (2.1)
Desde que 8 é base de K sobre F e ai,...,a, sao elementos de K entao, para cada
i =1,...,n existem escalares by;,...,by; € F tais que
ap = bufr+...+bimbm

az = baufr+...+bomfBm

an = anBI +... .+ bnmﬁm

Substituindo as igualdades acima na igualdade 2.1 obtemos

u = (blllBI +...+ blm/Bm)Oll +... (bnlﬁl +...+ bnmﬁm)an

= > boup.

1<i<n,1<j<m

(ii) v é um conjunto linearmente independente: Seja dada uma combinacao linear nula

Z bijalﬂj =0

1<i<n,1<j<m

com b;; € F. Podemos escrever a igualdade acima na forma :

(bllﬂl +...+ bnlﬂm)al +...+ (bnlﬁl +...+ bnmﬁm)an =0
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em que bj161 + ...bymBm € K para todo ¢ =,...,n. Mas aq,...,q, sdo linearmente

independentes sobre K donde

biifr+ ... btmBm = 0

bo1B1 + ... bamBm = 0

an/BI + ... bnmﬁm =0

com b;; € F'. Como fi,..., [y, sao linearmente independentes sobre I’ segue que b;; = 0

para todo i =0,...,n e para todo j =0,...,m.
O

Teorema 2.11. Sejam a,b algébricos sobre F. Entdo a = b,a-b e 3 (se b # 0) sio algébricos
sobre F'.

Demonstragao. Por hipétese, a é algébrico sobre F', logo [F(a) : F| < oo pelo Lema 2.8. Seja
K = F(a). Como b é algébrico sobre F' entao b também é algébrico sobre K ,pois todo polinémio
em F[zr] também estd em K. Seja L = K(b). Pelo Lema 2.8, [K : F| < co. Pelo Lema 2.10,
[L:F]=[L:K]-[L:K]< oo. Segue do Lema 2.9 que todo elemento de L é algébrico sobre F.
Como a,b € FF'C LeL écorpo,atb,a-be € L. Portanto, atb,a-be § sio algébricos sobre

F. U

O conjunto dos nimeros algébricos de F' sobre K formam um corpo, pois é fechado para
adicao e multiplicacdo bem como sob inversos aditivo e multiplicativo, segundo Teorema 2.11.

Esse corpo é chamado de Fecho Algébrico de F em K e denotado por F.

Definigao 2.12. Um ntmero complexo diz-se inteiro algébrico se for raiz de algum polinémio

monico nao identicamente nulo e com coeficientes inteiros.

Exemplo 2.12. Seja a € Z , entao a ¢ inteiro algébrico, pois é raiz da equacao =z — a = 0.
Exemplo 2.13. /5 é inteiro algébrico, pois é raiz da equacio z2 — 5 = 0.

Exemplo 2.14. Todo nimero da forma v/b, com b € N é um inteiro algébrico. De fato,

r=vb=212>=(Vb)? =22 -b=0.

Teorema 2.13. Todo inteiro algébrico real € um numero inteiro ou irracional
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Demonstragao. Suponha por absurdo que g com p € Z e q > 1 seja raiz do polinémio
p(z) = 2" + ap_12™ ' + ... + a1z + ag. Ora o critério das raizes racionais acarreta que se % é
raiz de p(z) entao p divide ag e ¢ divide a,, como a,, = 1 = ¢ divide 1, o que é um absurdo, pois

q>1 ]

Definigao 2.14. Um nuimero a € C que nao é raiz de nenhuma equagao polinomial com coe-
ficientes racionais é dito nimero transcendente ou equivalentemente, nimero transcendente é

nimero que nao é algébrico.

Com esta definicao, nao fica claro que existam ntimeros transcendentes, isto é, niimeros nao
algébricos. Em 1981 o matematico francés Liouville estabeleceu a existéncia de niimeros trans-
cendentes. Ele fez exibindo certos niimeros que provou sendo nao algébricos. Mais tarde ainda
provou-se que 7 é um numero transcendente. Um outro avango no século XIX foi feito por Can-
tor, em contraste com o de Liouville, ao nao exibir um numero transcendente de forma explicita,
tem a vantagem de demonstrar que, em certo sentido,hd muito mais nimeros transcendentes do
que algébricos. A existéncia de nimeros transcendentes pode ser demonstrada como fez Cantor.

Mostraremos abaixo a existéncia de nimeros complexos que sao transcendentes. Mas antes

vejamos a definicao de conjunto enumeravel .

Definicao 2.15. Um conjunto A é enumeravel se seus elementos puderem ser postos em cor-

respondéncia biunivoca com os ntimeros naturais ou se A for finito.
mitiremos os seguintes resultados, que podem ser encontrados em 4 .
Admit S 08 8 t sultados, dem s trados 3 197

Proposigao 2.16.

(a) O conjunto Q dos nimeros racionais é enumerdvel.

(b) O conjunto R dos nimeros reais nao € enumerdvel.

(¢) O conjunto C dos nimeros complexos nio € enumerduvel.

(d) A unido de uma quantidade enumerdvel de conjuntos enumerdveis é enumerdvel.

Teorema 2.17. (Cantor) O conjunto do nimeros algébricos é enumerdvel.

Demonstragao. Seja f(x) = ag + a1z + -+ + apx™ , onde a, # 0 e todos os a; sdo inteiros.

Consideremos a altura h do polindmio, definida por
h=lao |+ a1 |+ -+]an|+n

obviamente A é um ndmero inteiro > 1. Além disso, f(x) deve possuir no méximo n raizes

complexas de acordo com o Teorema 1.30, das quais todas, algumas, ou nenhuma delas podem
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ser reais. Agora, o nimero de polindémios com coeficientes inteiros com uma dada altura é apenas
um numero finito. Isso significa que a cardinalidade do conjunto de todas as raizes de todos os
polinémios com uma dada altura é apenas um nimero finito. Portanto o conjunto de todas as

raizes de todos os polinémios de todas as alturas formam um conjunto enumeravel.

Corolario 2.18. Existem numeros transcendentes.

Demonstragao. Suponha por absurdo que nenhum complexo fosse transcendente. Entao todos
os complexos seriam algébricos. Pelo Teorema 2.17, isso nos daria que C é enumeravel. Mas isto

é absurdo. O
Corolario 2.19. O conjunto dos transcendentes € ndo enumerdvel.

Demonstragao. O conjunto C é dado pela uniao disjunta entre o conjunto dos niimeros algébricos
e o conjunto dos nimeros transcendentes. Se este fosse enumeravel, entao C também o seria, uma
vez que a uniao de dois conjuntos enumeraveis também é enumeravel. Novamente chegariamos

em um absurdo. O

Exemplo 2.15. Admitindo-se a transcendéncia dos numeros 7w e ¢, o Teorema 2.11, permite
justificar a transcendéncia de vérios tipos de nimeros complexos. Por exemplo, o ntimero e+ /3

é transcendente, visto que, se fosse algébrico, teriamos
e=(e+V3)— V3,

uma diferenca entre dois niimeros algébricos, logo algébrico.
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Capitulo 3

Atividades

Neste capitulo mostraremos algumas atividades apresentadas na forma de problemas. As
atividades aqui propostas podem ser aplicadas a alunos a partir do 3° ano do Ensino Médio e

podem ser trabalhadas de forma individual ou em grupos.

Atividade 01 O Numero de ouro ou proporgao durea (®) é um nimero irracional, sendo um dos
mais misteriosos enigmaticos que surge numa infinidade de elementos da natureza sob a
forma de uma razao. Nos Elementos de Fuclides, a obra mais influente de toda a Histéria

da Matematica, aparece um segmento de reta dividido em duas partes.

a+b

a
d = —
a b

(A razao entre o segmento inteiro a + b e a parte maior a é igual a razao entre as partes

maior e menor.)
a) Mostre que ® é um inteiro algébrico ou seja que ele seja raiz de uma equacao do tipo
2"+ a1 4+ dar+ag=0
com coeficientes inteiros.

b) Encontre o valor de ¢.

Figura 3.1:
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Atividade 02

a)

b)

Atividade 03

Atividade 04

Atividade 05

Atividade 06

Atividade 07

Sejam a, b e ¢ nimeros reais com a # 0.

Mostre que a mudanca x + % = 2z transforma a equacdo az* 4 bx3 + cz? + bz +a = 0 numa

equacao de segundo grau.
Determine todas as rafzes da equacao z* + 323 — 222 + 3z +1 = 0.

Um ntmero é algébrico se 0 mesmo é raiz de um polinémio com coeficientes racionais, caso
contrario serd transcendente. Seja Q o conjunto dos nimeros algébricos e T' o conjunto
dos transcendentes. Admitindo-se que o conjunto dos algébricos Q forma um corpo ou
seja valem as propriedades de fechamento, comutatividade, associatividade, para soma e

produto. Mostre que se «, 3 € T entao (a+ ) ou (a« — ) € T.

Sempre que um numero algébrico for raiz de uma equagdo de grau n, com coeficientes
inteiros, mas nao for raiz de nenhuma equagao de grau menor, com coeficientes inteiros,
dizemos tratar-se de um nidmero algébrico de grau n. Por exemplo /2 é de grau 2, pois
s . d 1. N . 2 _ 2 ~ , . d 1. A . d ﬁ .

é raiz do polinémio z e nao ¢é raiz de um polinémio de grau um com coeficientes
inteiros. Um Teorema Sobre Construgoes Geométricas afirma que : Comecando com
um segmento de comprimento unitdrio, qualquer comprimento que possa ser construido
com régua e compasso € um numero algébrico de grau 1, ou 2, ou 4, ou 8,..., isto, € um

numero algébrico de grau igual a uma poténcia de 2. Responda:

a) O ntimero V1+v26 algébrico?

b) Qual o grau do ntimero /1 + v/2?

¢) O nimero m é construtivel com régua e compasso? Justifique.

3 2

Sendo Z; e Zs as raizes nao reais da equacao z° —x“—x—15 = 0. O que podemos afirmar a

respeito do produto Z1-Zs? Podemos afirmar que esse produto é um numero real positivo?

Por que?

Seja z um numero real positivo. O volume de um paralelepipedo reto-retangulo, é dado
em fungao de , pelo polindomio x3 + 1022 + 33z + 36. Se uma aresta do paralelepipedo

mede = + 4, determine a drea da face perpendicular a essa aresta.

Qualquer solucao de uma equacao polinomial da forma
2"+ ap_1z" L 4 4 a1z + ag,

onde os coeficientes ag, ..., a,—1 Sa0 numeros inteiros, é chamada um inteiro algébrico.

a) Mostre que x = \3/2 +v5+ %/2 — /5 é um inteiro algébrico.
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Atividade 08

Atividade 09

Atividade 10

Atividade 11

Atividade 12

Atividade 13

Atividade 14

b) Mostre que x = 1.

Um numero algébrico é qualquer niimero real ou complexo que é solugao de alguma equagao
polinomial com coeficientes racionais , caso contrario é dito transcendente. Dado o po-

linémio % — 1022 + 1 € Z[x], responda:
a) O niimero a = v/2 + /3 é raiz de p(x)?
b) « é algébrico ou transcendente?

¢) « é racional ou irracional? Justifique.

Seja o polinémio p(x) = 2% + mx +n € R, sejam z; e x5 as raizes de p(x). a) Mostre que

T1+To=—mMex -To="n

b) Sabendo-se que a equacido x? + mz +n = 0 com m,n € R, admite 1 = 5 — 2i como

uma raiz. Determine os valores de m e n.

( UFCE- Adaptada ) Um engenheiro projetou duas caixas d’agua de mesma altura. Uma
em formato de um cubo e outra em formato de paralelepipedo reto retangulo com 6m? de
area da base. O volume da caixa ctibica deve ser 4m?3 menor que o da outra caixa. Nessas

condicoes, qual deve ser a medida da aresta da caixa cibica?

( Olimpiada de Matemética da Academia de Ciéncias do Estado de Sao Paulo - 1977) Dada
a equacdo z2 — (a + ¢)x + ac — b*> = 0. a) Demonstre que ela tem solucdo real quaisquer

que sejam os numeros a,b e c.
b)Supondo que b = 0 e que a equagao tem uma s6 solugao, que relagao existe entre a e c?

c)Decida se a seguinte sentenga é verdadeira ou falsa: “se b # 0, a equagdo tem sempre

duas solucoes distintas“. Justifique sua resposta.

(OBMEP-2008-Adaptada ) José quer cercar completamente um terreno retangular de
400m?. Ao calcular o comprimento da cerca, ele se enganou, fez os calculos como se o
terreno fosse quadrado e comprou 2 metros de cerca a menos que o necessario. Qual a

diferenga entre o comprimento e a largura do terreno?

Os alunos de uma turma fizeram uma coleta para juntar R$405,00, custo de uma excursao.
Todos contribuiram igualmente. Na 1ltima hora, porem, dois alunos desistiram. Com isso,

a parte de cada aluno sofreu um aumento de R$1,20. Quantos alunos tem a turma?

A teoria dos nimeros algébricos e transcendentes possibilitou aos mateméticos resolver trés

problemas geométricos, bem conhecidos que proviam da antiguidade. Esses trés problemas
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conhecidos sob o nome de , Duplicacdo do cubo, Trisseccdo do angulo e Quadratura do
circulo, consiste em efetuar as seguintes construgoes usando apenas régua ( sem marcas)

€ compasso.
a) Duplicagao do cubo

Dada a aresta de um cubo, o problema consiste em construir, com régua e compasso, a
aresta de um cubo que tenha o dobro do volume do cubo cuja aresta é dada.

b) Trisseccao de um angulo

Dado um angulo 5, queremos trissecta-lo com régua e compasso.

¢) Quadratura do circulo

Significa construir um quadrado cuja a area seja igual a de um circulo dado ou de modo

equivalente, construir um circulo de area igual a de um quadrado dado.

Sabe-se agora que tais construgoes sao impossiveis; isto é, elas nao podem ser efetuadas
pelos métodos de construcao da Geometria Fuclidiana. O Engenheiro francés Pierre Lau-
rent Wantzel demonstrou os seguintes fatos algébricos sobre a construgao usando régua e

compasso.

(i) Um elemento geomérico é construtivel com régua e compasso quando e apenas quando
0s numeros que o definem derivam dos dados do problema através de uma quantidade
finita de operacdes de soma, subtracdo, multiplicacdo, divisao e extracdo de raizes

quadradas.

(ii) A condigdo necessdria e suficiente para que as trés raizes de uma equagao do terceiro
grau, de coeficientes racionais, sejam construtiveis por régua e compasso € que uma

delas seja racional.
Mostre que as trés construcoes sao impossiveis usando-se apenas régua e compasso.
Atividade 15 Usando as férmulas trigonométricas :
cos(a + b) = cosacosb — senasenb,

sen(a + b) = senacosb + cosasenb

Mostre que:

a) sen(38) = 3sen 3 — 4sen3(p)
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b) sen10° é um niimero algébrico ou seja que ele é raiz de um polinémio nao nulo com coefi-

cientes inteiros.

c¢) sen10° é um ndmero irracional.
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Capitulo 4

Respostas

Atividade 01

a) De fato, seja

a+b a
© = T Th
1
¢ = 1+=
¢
¢ = ¢+1
P—p—1 = 0.

Ou seja ¢ é raiz do polinémio z2

— x — 1 moénico de coeficientes inteiros. Portanto ¢
¢ inteiro algébrico.
a) Resolvendo a equacdo ¢? — ¢ — 1 = 0 obtemos

—(-1)+/(-1)2—-4-1-4
2

1
1+5
7

¢ =
¢ =

Observe que tomamos apenas a raiz positiva pois ¢ é razao de segmentos.
Atividade 02
a) Se z + 1 = z entdo (z + 1)? = 22. Desenvolvendo temos z? + &5 = 22 — 2. Sendo
r # 0 e dividindo a equacdo az* + ba® + cax? + bx + a = 0 por 2% obtemos
ar’ +br+c++L+ % =0ousejaa(z’+ 5)+b(1+1)+c=0=
a(z?=2)+bz4+c=0=az>+bz+c—2a=0.

b) Fazendo a mudanga de varidvel :U—F% = ztemos: 224+32-2-2=0=224+32-4=0

resolvendo a equacao em z encontramos z =1ouz = —4. Paraz=1==x +% =1=
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Atividade 03

Atividade 04

a)

c)
Atividade 05

Atividade 06

Atividade 07

x2—x+1:0:>1‘:1+7‘/§”’0u1‘: 175/51'. Parz:—4:>x+%:—4:>x2+4a:+120

resolvendo encontramos = = —2 + v/3 ou z = —2 — /3. Assim as rafzes da equacio
2t 4308 — 202 + 30 4+ 1= 0 sdo: LY 1V8 94\ 2 \/3,

Suponha por absurdo que (a + ) e (a — 3) € Q. Como Q é corpo entdo a soma
pertence a @ mas

(a4 B) + (a — ) = 2a = o + « que é transcendente, absurdo.

Seja o = /1 + v/2. Elevando ao quadrado e arrumando temos:
o2 —1=V2

Elevando novamente ao quadrado temos:
at—2a2-1=0

Portanto o = v/1 + /2 é raiz do polinémio z* — 222 — 1. Logo « é algébrico.

O nimero /1 + v/2 tem grau 4 pois o mesmo satisfaz a equacio z* — 222 — 1 = 0
de grau 4, mas nao satisfaz nenhuma equagao de grau 3, 2 ou 1, com coeficientes

inteiros.

Sim, pois v/ 1 + v/2 é um nimero algébrico de grau 4 e, portanto uma poténcia de 2.

Como os coeficientes da equacio 23 — 22 — x — 15 = 0 sdo nimeros reais, as possiveis

raizes complexas aparecem aos pares. Como a equacao tem grau 3 concluimos que
as raizes nao reais Z1 e Zo sao conjugadas. Sejam Z; = a + bi com a,b € R entao
Zy = a — bi portanto Zy - Zo = (a + bi) - (a — bi) = a® + b?. Ou seja o produto é
nimero real positivo, pois a® > 0 e b2>>0 implica a? + b>>0.

O volume do paralelepipedo reto-retangulo é dado pelo produto entre uma aresta e a
area da face perpendicular a essa aresta, entao para encontrarmos a area dessa aresta
basta dividirmos o volume pela aresta. Dividindo (23 + 1022 + 33z + 36) por = + 4

obtemos z2 4+ 6x + 9. Portanto a drea dessa face é dada por z2 + 6z + 9.
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a) Seja

x \/ 2+5+ \/ 2 -5, (elevando ambos os membros ao cubo temos)

2 = (Y2+ V)P +3-(V2+V5)? V2 vVh+3-1/2+V5-{/(2-V5)2+ (V2 - V5)?
— 443-\/—2—-V5+3-\/—2+5
= 4—3<-€/2+J5+€/2—\/S>

= 4—3z.

Ou seja &3/ 2+5 + f/ 2 — /5 é raiz do polinémio ménico de coeficientes inteiros

23 + 3z — 4, portanto é inteiro algébrico.

b) Como V24 V5 4+ ¥/2 — /5 é real e ¢ raiz do polinomio p(z) = 23 + 3z — 4 ¢ as
possiveis raizes racionais de p(z) s@o os divisores de 4, verifica-se facilmente que 1 é

raiz de p(z). Dividindo p(x) por z — 1 obtemos 22 + x + 4 cujas raizes sdo complexas,

pois A = —15. Assim 3/24—\/5—1— {’/2—\/5éa1'mica raiz real de p(r) = 2% — 3z + 4
logo V2 + 5+ V2 -5 =1.

Atividade 08
a) Sim, pois p(v2+V3) = (V2+V3)1 - 10 (vV2+V3)2 + 1=

b) a = /2 + /3 é algébrico pois é raiz de uma equacio com coeficientes inteiros.

¢) a = +/2++/3 éirracional, pois « é raiz de p(x) conforme item (a) e as possiveis raizes
racionais de p(z) sao -1, +1, mas p(—1) = p(+1) = —=8 # 0.
Atividade 09
a) Sejam x1 e z2 as raizes de p(z) = 22 + mz + n. Entdo podemos escrever:

4 mrdn = (z—x1)- (z— x9)

= $2—($1+$2)'x+$1'$2.

Ousejaxi+z9=—Mmex; -T9=n

b) Como os coeficientes de p(x) sdo reais e x1 = 5 — 27 entdao xo = 5+ 2i. Ora
x1 +x2 = (5 —2i) + (5 + 2i¢) = 10, acarreta que m = —10, e como
x1 w2 = (5—2i) - (54 2i) =25 +4 =29, acarreta que n = 29.

Atividade 10 A area da base do paralelepipedo é igual a ab = 6 e o volume é V = abx logo V = 6z,

sendo z a altura. O volume do cubo é igual a V = 23. Assim o valor de z ¢ a raiz da
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equacao =3 4+ 4 = 6z, ou seja 23 — 62 + 4 = 0. Testando as possiveis raizes inteiras,
que sdo os divisores de 4, percebemos que 2 é raiz da equacdo 3 — 6z + 4 = 0.
Dividindo 2® — 6z + 4 = 0 por « — 2, para obtermos as outras duas raizes, obtemos
22 4+ 22 — 2 ( que é um polinémio de grau 2), logo as duas raizes restantes sio a da
equacao 22 + 2z — 2 = 0, isto é,
24+ 418

2
—24+/12

2
= —1++3.

xr =

Logo, a medida x da aresta deve ser 2m ou (—1 + v/3)m.
Atividade 11

a) A equacdo x? — (a + ¢)z + ac — b? tem solucdo real desde quando A > 0 mas:

A = [~(a+c))*—4-1-(ac—1b?)
= a®+ 2ac+ & — dac + 4b*
= a®—2ac+ A+ 4v?

= (a—c)®+(2b)?

Y

0,

Pois é soma de dois quadrados. Assim a equacio x> —(a+c)z+ac—b? tem solucio real.

b) A equacio 2% — (a + ¢)z + ac — b? tem tnica solucdo somente quando A = 0. Como

b=0entdo A = (a — c)? = 0 se, somente se a = c.

c¢) Verdadeira, pois sendo b # 0 acarreta que A = (a — ¢)? + (2b)2>0

Atividade 12 Como José pensou que era um quadrado, a medida do lado seria L = /400 = 20m ou
seja o perimetro seria 80m. Mas no anunciado ele na verdade comprou 2m a menos,

entao o perimetro na verdade seria de 82m. Temos assim o sistema

a+b=41(1)
a-b=400(II)

substituindo I em II temos:

(41 —b) - b = 400 = b? — 41b + 400 = 0. Resolvendo a equagdo obtemos:
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Atividade 13

Atividade 14

b =16 ou b =25. Se b =16 entao a = 25, se b = 25 entao a = 16.

Entao a diferenca entre o comprimento e a largura é 9m.

Denotemos por o nimero de alunos da turma. O que era estipulado que cada um
pagasse era %. Com a desisténcia de dois alunos passou a ser %. Se ha menos
alunos dividindo a conta, é obvio que o valor que cada um tem que pagar aumenta.

A diferenca entre esses dois valores é de R$1,20. Logo:

405 _ 105
r—2 x

1,2
multiplicando por x - (x — 2) obtemos:
4052 — 405 - (z —2)=1,2-z-(z —2) = 2> —22 —675=0

Resolvendo temos :

—(=2)+/(-2)2—4-1-(-675)

2-1
2 4+ /2704
2
2452
2
x =27 ou z = —25. Ora A quantidade ndo pode ser negativa, portanto o niimero de

alunos é 27.

O item (i) equivale a dizer que um nimero que expressa o comprimento de um seg-
mento construtivel é necessariamente algébrico. Este resultado elimina o problema
da quadratura. De fato tomando-se como unidade de comprimento o raio de um
circulo dado, o lado do quadrado equivalente procurado é /m. Logo se o problema
fosse resoluvel com os instrumentos euclidianos, seria possivel construir um segmento
de comprimento /7 a partir do segmento unitario . Mas isso é impossivel pois 7, e
consequentemente /7 nao sao algébricos.

O item(ii) elimina os outros dois problemas.

Para o problema da duplicagao do cubo tome como unidade de comprimento a
aresta do cubo dado e denote por x a aresta do cubo procurado. Devemos ter entao
22 = 2 que é equivalente a > — 2 = 0. Mas a equacdo 2> — 2 = 0 nio tem nenhuma
raiz racional, pois as possiveis rafzes racionais de 23 — 2 = 0 seriam +1, +2 que por
simples inspegao verificamos que nenhuma delas € raiz, portanto é impossivel a qua-
dratura do cubo com régua e compasso.

Para a trissec¢cao do angulo, o raciocinio é o seguinte: se um angulo é construtivel
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por régua e compasso, entao o seu cosseno também o é e reciprocamente. Consi-
deremos a identidade trigonométrica cosf = 4cos3(§) — 3cos(§). Quando 6 = 60°,
fazendo = = cos(g), obtém-se

1
§:4x3—3:1:

que é equivalente a

823 —6xr—1=0

Mas essa equagao cubica de coeficientes racionais nao tem raiz racional, portanto nao

é possivel trissecar o angulo de 60°.

Atividade 15
a) Tomando a = b = 3 e substituindo nas férmulas trigonométricas temos:
cos(26) = cos? 3 —sen®j,
sen(28) = 2senfcosf.
Agora
sen(38) = sen(B+ 20)
= senfcos2f + cos Bsen2f
= sen f(cos? f — sen? 3) + cos 3(2sen f3 cos f3)
= senf(1 —2sen?f) + 2sen 3 — 2sen® 3
= 3senf — 4sen® B.
Como queriamos mostrar.
b) Tome 8 = 10°, usando a relac¢ao do item a, obtemos:

sen 30° = 3sen 10° — 4 sen® 10°

Mas sen 30° = % ou seja

1
3= 3sen 10° — 4 sen® 10°
fazendo z = sen 10° temos
1
= =3z —42®
5 T x
multiplicando por 2 e rearrumando temos:
823 —6x+1=10

Portanto sen 10° é algébrico pois é raiz de uma equacao polinomial de coeficientes inteiros.

44



c¢) Do item b) sen 10 é raiz da equacdo 8z — 6z + 1 = 0. Mas as possiveis raizes racionais da
equacio 823 —6x+1 = 0 sdo +1, j:%, ii, j:é. Mas nenhum desses oito niimeros sao raizes
da equacdo, como pode ser verificado por substituicdo. Assim a equacdo 8z2 —6x+1 =0

nao tem raizes racionais e portanto sen 10° é um ntmero irracional.

4.1 Consideracoes Finais

Esta dissertagao teve como principal objetivo apresentar os Numeros Algébricos e Aplicagoes
no Ensino Médio. E sabido que muitos alunos e professores de matemadtica sequer ja tinha
ouvido falar em ntimeros algébricos ou transcendentes, créem que o conjuntos dos nimeros reais
s6 podiam ser visto como uma uniao disjunta entre racionais e irracionais. Os livros didéticos
nem fazem referéncia. Espero que este trabalho sirva como material pelo menos introdutorio,
ao conceito de numeros algébricos e transcendentes e suas principais propriedades. Foi um
desafio a busca ou elaboragao das atividades propostas no final do trabalho, mas enriquecedora,
pois sempre devemos apresentar situacoes problemas e nao apenas os exercicios repetitivos, que
acabam por desmotivar ainda mais os alunos, que ja carregam dentro de si uma grande aversao

a Matematica.
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