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RESUMO:

Nesta obra, inicialmente, sera apresentado um breve contexto histérico,
explanando a respeito do desenvolvimento destes nimeros com o passar do tempo;
logo apds, apresenta-se a definicao e as operagdes entre eles. Sera mostrado que,
com uma abordagem geométrica desses numeros, as operagdes surgem como
transformacées em geometria. Sendo assim, apresenta-se a forma trigonométrica,
também chamada de forma polar dos numeros complexos, bem como sua notacéo, e
ainda a correspondéncia entre os numeros complexos e o plano cartesiano, agora
chamado de plano de Argand-Gauss, no intuito de facilitar o entendimento e
interpretagdo das operagdes e a sua visualizagdo no plano. Tem-se uma abordagem
que concerne em como 0S humeros complexos estdo intimamente ligados com a
geometria euclidiana e geometria analitica. Com a representacao polar dos numeros
complexos os alunos do ensino médio podem de uma maneira satisfatoria, obter
visualizagao das operagobes, utilizando ainda a tecnologia através de programas ja
conhecidos, como Geogebra, que traz, através da geometria dinamica e graficos, a

visualizagao e um significado maior ao contetdo estudado.

PALAVRAS CHAVE: numeros complexos, geometria, ensino, geogebra,

software



ABSTRACT

In this work, initially, a brief historical context will be presented, explaining the
development of these numbers over time; Soon after, the definition and the operations
between them are presented. It will be shown that, with a geometric approach of these
numbers, operations arise as transformations in geometry. Thus, the trigonometric
form, also called the polar form of the complex numbers, as well as its notation, and the
correspondence between the complex numbers and the Cartesian plane, now called
the Argand-Gauss plane, is presented in order to facilitate the understanding and
interpretation of the operations and their visualization in the plan. There is an approach
that deals with how complex numbers are closely linked with Euclidean geometry and
analytic geometry. With the polar representation of complex numbers, high school
students can, in a satisfactory way, obtain visualization of operations, using the
technology through programs already known as Geogebra, which brings, through

dynamic geometry and graphics, visualization and a meaning The studied content.

KEY WORDS: complex numbers, geometry, teaching, geogebra, software
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Introducéao:

Atualmente o ensino dos numeros complexos ocorre no ensino médio e por
vezes sem uso de qualquer recurso tecnolégico e através de uma forte abordagem
algébrica. Isso dificulta ao publico obter um entendimento maior do que esses novos
entes representam de fato, ndo exibindo uma visualizagdo geométrica, deixando de
lado o encanto pelo conteudo; afasta a percepcédo do aluno sobre o que realmente
acontece ao operar com esses novos entes matematicos. Aliado a esses fatores,
temos ainda uma falha em exibir conexées com outros conteudos da matematica, o
que traz a falsa aparéncia de ser um conceito isolado dos demais conteldos
ministrados no ensino médio. Tais condutas, trazem forte desestimulo por parte dos
alunos quando o professor aborda este topico, tendo em vista que o publico em sala
despercebe o significado dos numeros complexos e seus efeitos para o avango
matematico. Procurando apresentar estes numeros de forma mais atraente, exibindo
contextos que abrangem a histéria inicial, as aplicagbes, € 0 uso da tecnologia com
softwares, espera-se melhorar o desempenho e o entendimento dos alunos.
Inicialmente nesta obra, o contexto histérico dos numeros complexos nos mostra os
subsidios apresentados por varios nomes da matematica, e que auxiliaram para o

entendimento do conceito e do significado destes numeros na atualidade.

Em um segundo momento, mostra-se a manipulagdo dos numeros complexos
nos campos algébrico e geométrico, com vetores no plano a visualizagdo das
operagdes entre numeros complexos, através do uso de softwares, tornando mais
atraente ao publico do ensino médio. Logo apds, apresenta-se as relagbes de
aplicagdo do software de geometria dindmica com o objetivo voltado as
transformagcées com numeros complexos, assim utilizando conceitos da geometria
plana e analitica que associam numeros complexos na resolugcao de problemas da
geometria, e exibindo-os como ferramenta. Por Uultimo, mostra-se uma breve
abordagem com transformagdes, tomamos as transformacgdes do tipo T(z) = w, com
dominio e contradominio sendo numeros complexos, e observamos o comportamento
de como essas transformagdes podem modificar a natureza de elementos da
geometria, como por exemplo: transformar retas em circulos. Tentando de forma
menos densa, relacionar esses conceitos com outros também ministrados para alunos
do ensino médio e adequando a linguagem para 0s mesmos, que assim como 0s
professores, sdo publico desta obra. Objetivando exibir os numeros complexos e suas

relagdes com varios conceitos ensinados no ensino médio, sua relevancia como



ferramenta na resolugcdo de problemas, e assim ativar uma predisposicdo por parte
dos professores e alunos para o ensino e aprendizagem dos numeros complexos;
esta obra vem a deixar subsidios para que os professores possam usufruir como apoio
para uma forma alternativa de abordagem e uso de tecnologia com software que

favoreca o ensino desse conteudo.



Capitulo 1:
Breve contexto histérico dos nimeros complexos

Impossivel falar dos numeros complexos sem lembrar das equagdes
algébricas, este foi o principal fato que deu origem ao que conhecemos hoje como
numeros complexos, unidade imaginaria, e suas interpretagcdes como veremos neste
trabalho. Os povos antigos: gregos, hindus e egipcios, ja usavam técnicas com régua
e compasso para solucionar alguns casos de equagdes cubicas, porém esses
problemas eram sempre provenientes de problemas geométricos; assim como
equagdes do segundo grau, antes mesmo do uso de férmulas para resolver tais
equacbes. Porém o fato é, sempre que nas solugdes apareciam raizes de numeros

negativos, essas equacdes eram dadas como “sem solugdo”. Até mesmo apds o uso

da conhecida férmula de Baskara x = iﬁ;’;& onde A = b* - 4ac , quando da aparigao de

raizes negativas do discriminante, essas equacgdes eram ditas sem solugao, e isso era
comumente aceito na comunidade matematica da época. Contudo, o problema se deu
ainda de forma mais profunda na matematica, quando em meados do século XVI com
objetivos voltados para obtencdo de solugdes gerais para equacgdes do terceiro e
quarto grau, Girolamo Cardano (1501 - 1576) buscando solu¢bes para equagdes do
tipo: ax®*+bx2+cx+d=0 através de substituicbes convenientes, obteve uma forma
reduzida desta equacao, a saber: x*+px +¢ = 0. Tartaglia (1500 - 1557) paralelamente

trabalhando com esta ultima expressao, chegou na férmula:

x= ,</ -%)+\/(%)2+(§)3 + ,\3/ -4 - \/(%)2+(§)3 , que fora publicada por

Cardano na obra Ars Magna. Cardano, buscando solugdes a partir dai, nos trabalhos

de obtencdo de solugdes para equagdes cubicas, as quais ndo se podia mais entado
deixar de admitir numeros negativos e raizes dos mesmos com legitimidade, foram

ganhando notoriedade e aceitagdo na matematica.

Foi entdo que Cardano, buscando resolver a equagao x* = 15x +4 proveniente

de um problema, pelo uso da formula descrita acima, obteve a solugao:

x= \3/2 +4/(4-125) + \3/2 - /(4 -125), concluindo assim que essas quantidades

eram sofisticadas, e operar com as mesmas poderia ser um trabalho em vao. Contudo,

ele sabia que a equacgdo admitia solugdo x =4 e assim prosseguiu nos estudos. Foi

entdo que Raphael Bombelli (1526 - 1573), sem abandonar a férmula, deu
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continuidade aos trabalhos iniciados por Cardano e Tartaglia, verificando que de

alguma maneira essas solugdes eram satisfatérias, e depois de algum tempo incluiu a

representacao \/(— 1).112= \/— 121 e assim, seguiu operando como as propriedades ja
conhecidas para raizes quadradas de numeros reais, porém agora para os negativos;

desenvolveu (2 + \/—_1)3 como (a + b)* obtendo:
Q4= 1) = 243224 1+32.(/= 1P+ (/= 1) = 8+124/=1=6—-~/-1=2+114/-1

Analogamente obteve (2 - \/—_1)3 =2- 11\/—_1, e essas expressdes quando

inseridas na solugdo encontrada por Cardano, forneciam uma das solugdes que

provavelmente ja era conhecida para a equagéo:

x=~f2+ N 12D) +Af2- 412D

= @1y + e -y
=2++—1+2-4-1=4

Bombelli estranhou o fato de operar com \/—_1 , nomeou entdo esse novo ente
matematico como unidade imaginaria, e embora pra época parecesse insanidade,
seguiu medrando regras operatérias para esses “numeros”, e a partir dai, a
comunidade matematica da época comeca a aceitar melhor as raizes quadradas de
numeros negativos. Em 1749 Leonhard Euler (1707 - 1783) aprimora o conceito,
exibindo que se uma equacdo possui solugao a+b\/—_1, entdo seu conjugado
a- b\/j, também é solugdo. Em um de seus trabalhos publicado em 1794, faz uso

da notacao \/—_1 = operado de maneira que -1 =i?, e futuramente, fazendo uso de
comparagdes com séries de Taylor do seno e cosseno e da exponencial, juntamente
com trigonometria referente aos trabalhos de Abraham De Moivre (1667 - 1754), chega
num dos resultados mais importantes de sua carreira na equagao que envolve 5

numeros importantes: ¢™+1=0.

Desde entdo, os estudos seguiram de forma mais intensificada a respeito
desses numeros, estudos foram realizados por Caspar Wessel (1745 - 1818), Jean
Robert Argand (1768 - 1822) e Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855). Em 1801, este
ultimo, faz uso da notacgao introduzida por Euler em seus trabalhos e assim segue de

forma mais aceitavel e ampla para comunidade académica da época que por exemplo
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\/-_9=3i, sendo i a unidade imaginaria. Wessel ja havia utilizado algebricamente
formas de representacdo desses numeros no plano, porém Gauss apresenta um
trabalho mais completo, onde trata uma teoria geométrica para representagcéo desses
nuameros no plano, nomeando-os entdo de numeros complexos, em 1831. A relagdo de
representatividade de numeros complexos como pontos do plano e a nogao
geomeétrica se deve principalmente a Gauss e Argand, sendo pois, o nome atribuido ao

plano complexo como plano de Argand-Gauss.

O passo seguinte foi evoluir nas definicbes de nimeros complexos, embora
Argand tivesse realizado um notério trabalho no que tange a “realizacdo” geométrica
das quantidades imaginarias, nao justifica procedimentos para calculos algébricos com
os simbolos imaginarios, de maneira que esses ainda nao podiam configurar-se como
numeros propriamente ditos, dignos de residir em campos de uma ciéncia exata
rigorosa. Contudo, os esforgcos foram produtivos no sentido que exigiu ainda mais
aprofundamento do pensamento matematico em seu tempo, também foi um momento
histérico memoravel, tendo em vista que essas quantidades passam a ser concebidas
como um ente distinto dos numeros reais, de caracteristica composta, o que teria
induzido Gauss a classifica-los como complexos. Em 1837, fica legitimado a estrutura
de pares ordenados para os complexos, com operagdes definidas do seguinte modo:
xy) + (@,b)=(x+a,y+b)e(x,y).(a,b)=(xa-yb, xb+ya), 0S numeros complexos
sdo reconhecidos como pares ordenados de numeros reais, William Rowan Hamilton
(1805 - 1865) simplifica os calculos entre complexos através dessas operagdes

definidas acima.

Uma breve abordagem histérica desses numeros, nos faz refletir a respeito do
método de abordagem deste conteudo por professores no ensino médio, os
acontecimentos e descobertas na verdade, ocorrem em ordem cronoldgica diferente
do que sdo ensinados os numeros e operagdes nas escolas, e seguir a ordem
cronolégica real seria invidvel. Entretanto o contato com a histéria dos numeros
complexos nos permite ter maior amplitude de pensamento e respostas quanto as
questdes que podem aparecer por parte dos alunos, no processo de aprendizagem
deste conteudo. Percebe-se que as definicdes e regras que concebemos hoje em dia,
ndao foram sempre assim, e que surgiram muitos desafios para se chegar na

concepcgao e rigorosidade matematica que temos atualmente.

12



Capitulo 2:

Numeros complexos

Definigao 2.1 Os numeros complexos podem ser definidos na forma algébrica

como nUumeros da forma: z=a+bi, coma,b e R, sendo i a unidade imaginaria.

Fica agora o numero complexo z com partes real e imaginaria, cuja notacao
passa a ser respectivamente: Re(z) =a, Im(z) =b. Quando da definicdo acima a =0 ,
diz-se que z € imaginario puro € ainda, quando b =0 , dizemos que z é real, por ndo
possuir a parte imaginaria. Para o numero complexo nulo z =0 , fica implicita a forma:

z=0+0;.

2.1 Operacoes na forma algébrica

(i) Igualdade entre numeros complexos.

Dizemos que a igualdade ocorre entre dois numeros complexos quando as

partes real e imaginaria de cada um respectivamente, sao iguais. Ou seja:
Dadosz=a+bi, w=c+dientio: z=w<<a=c Nb=d
(i) Soma entre numeros complexos.

Dados os numeros complexos z=a+bi, w=c+di , fica definida a operacéo
de soma entre eles somando-se as partes real e imaginaria respectivamente, de forma

que: z+w = (atc)t+(b+d)i, onde as somas (a+ c) e (b+d) sdo somas entre reais.
(iii) Produto entre nimeros complexos

Para definirmos o produto entre numeros complexos precisamos definir as
regras operatorias para a unidade imaginaria i, e assim proceder nos calculos. Temos
pelo contexto histérico que a unidade imaginaria obteve esse nome por fugir a regra
usual de raizes dos reais, lembrando que i= \/—_1 onde : 7= -1, a partir de entao,

tomamos as regras abaixo, com i®=1.

P=iti=(-1i= -i t=ri=(ii= -if= -(-1)=1

Percebe-se que os valores das poténcias de i se repetem no ciclo
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1,i, -1, —i, de quatro em quatro a partir do expoente zero; portanto, para se
calcular qualquer poténcia inteira de i , basta eleva-lo ao resto da divisdo do expoente

por 4. Assim, podemos resumir: i " =i", onder € {0,1,2,3}, ou seja: n=r mod4).

Dados numeros complexos z = a+bi, w = ¢+ di, defini-se o produto da mesma
forma como fazemos para o produto de bindmios, de forma distributiva entre os
termos; entretanto, com um cuidado especial no que se refere a unidade imaginaria,
sendo: z.w = (a+ bi).(c tdi)=ac+adi+bci+bdi?, sendo i#=-1, o termo bdi*torna-se
real, e temos:z.w = (ac — bd) + (ad + bc)i fechando nesta Ultima igualdade a definicdo
para o produto, e novamente o resultado se divide em partes real e imaginaria, a

saber: Re(z.w)=ac—-bd, e Im(z.w)=ad+ bc.

Definicao 2.1.1 O conjunto dos numeros complexos denominado por C, sera
definido como o conjunto de pontos, pares ordenados (a,b) do plano R?, da seguinte

forma:
C={z=(a,b) € R*, onde R?> = RxR} , sendo RxR o produto cartesiano entre os reais.

Em um comparativo com a definicdo 2.1.1, fica estabelecido que
z=a+bi=(a,b), ondea,b R, ficam assim definidas as operacdes de soma , produto

e igualdade da seguinte forma:
(i) Igualdade entre numeros complexos:
Dados z=(a,b), w=(c,d), entioz=w S a=c Ab=d.
(ii) Soma:
Dados os numeros complexos z = (a,b), w=(¢c,d) ,entdoz+w=(a+c,b+d)
(iii) Produto:
Dados numeros complexos
z=(a,b), w=(c,d), temos entdo que z.w = (a, b).(c,d) = (ac — bd , ad + bc)

Uma vez definida dessa forma o conjunto, as relacbes e operagdes entre
numeros complexos, corrobora o fato de aplicar-se ao produto na forma algébrica, o
tratamento como produto de bindmios. A unidade imaginaria i, fica representada pelo

par ordenado (0,1) de forma que z=a+bi=(a,b), € assim z=i-»z=0+1i=(0,1).

14



Isso nos remete, pela ultima definicao de produto, que 2= -1, pois:

2=ii=(0,1).(0,1)=(0.0-1.1,0.1+1.0)=(-1,00= -1+0i= -1, ainda
como consequéncia da definicdo, o nimero complexo nulo é agora a origem do plano
R?,pois: z=0 - z=0+0i=(0,0)

A abordagem de numeros complexos como pontos no plano traz beneficios
para a interpretacdo geométrica desses numeros, uma vez que qualquer ponto do
plano pode ser determinado pela sua distancia a origem e pela inclinagdo do segmento
que une o ponto a origem, com o eixo real; proporcionando agora uma abordagem que

permite uma definicdo dos nimeros complexos relacionando-os com a trigonometria.

2.2 Niumeros Complexos - A forma trigonométrica e os vetores

Representacao geomeétrica

Dado o numero complexo definido como par ordenado z=a+bi=(a,b),
marcamos esse ponto nomeando-o de afixo de z no plano de Argand-Gauss, que
possui eixo real(abscissas) e eixo imaginario(ordenadas), assim obtemos a relagcéo
entre seus coeficientes e o angulo que o eixo real forma com segmento que vai da

origem ao afixo z, no sentido anti-horario.

A Z=at+bi=(ah)

Re

Figura 1

Seja o comprimento do segmento OA4 = |z|, denominado mbdulo de z da figura

acima, temos por Pitagoras que |z| = \/a2+b2, e ainda, cos(0) = m e sen(0) = 7-%

, proveniente das relagdes trigonométricas. Desta forma, temos a forma trigonométrica

dos numeros complexos: z = a + bi = |z]|.cos(0) + |z|.sen(0).i = |z|.[cos(0) + i.sen(0)] .
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Pelo fato desta representagao proporcionar uma visualizagdo destes numeros
no plano, e suas operagdes, podemos ainda trabalhar com numeros complexos como
vetores, mesclando a estrutura de pontos do plano da geometria analitica com a
estrutura de vetores no plano. Fazendo a distincdo de qual das nomenclaturas iremos
utilizar em cada caso. O angulo 6 formado entre o eixo real e o segmento OA4,no
sentido anti-horario, € chamado de argumento do nimero complexo z, e denotado por
Arg(z)=0. Lembrando ainda que €& comum usarmos a notagdo p=|z|, para
representar o modulo de um numero complexo, e cis(0) para representar a expressao
cos(0) +i.sen(0), sendo entdo comum um numero complexo z representado na forma

trigonométrica pela notagao: z = |z|.[cos(B) + i.sen(0)] = p.cis(0) .

As operagdes de soma , produto e igualdade entre niumeros complexos na

forma trigonométrica ficam estabelecidos da forma a seguir:
(i) Igualdade:

Dado z = |z|.[cos(0) + i.sen(0)] e w = |w|.[cos(a) + i.sen(a), a igualdade ocorre quando :

z=w < |z| = |w|, eainda as partes real e imaginarias coincidirem, ou seja : o.=0 + 2kn, comk € Z.
(ii) Soma:
Sejam z = |z|.[cos(0) + i.sen(0)] e w = |w|.[cos(a) + i.sen(n), entdo a soma :
z+w = |z|cos(0) + |w|cos(a) + i.[|z]|sen(B) + |w|sen(a)]
(iii) Produto
Sejam z = |z|.[cos(0) + i.sen(0)] e w = |w|.[cos(a) + i.sen(a)] , entdo o produto:

z.w = |z|.[cos(0) + i.sen(0)] . |w|.[cos(a) +i.sen(a)], pela distributividade, temos;
z.w = |z|.|w|.[cos(8).cos(a) + cos(0).i.sen(a) + i.sen(0).cos(a) + i.sen(B).i.sen(w)]

z.w = |z|.|w|.{cos(0).cos(a) + i.sen(0).i.sen(a) + i.[cos(0).sen(a) + sen(0).cos(a)]}

z.w = |z].|wl. {cos(0).cos(a) + i*.sen(0).sen(a) + i.[cos(D).sen(a) + sen(0).cos(a)]}

z.w = |z|.|w|.{cos(0).cos(a) — sen(0).sen(a) + i.[cos(0).sen(a) + sen(0).cos(a)]}

z.w = |z|.|w|.[cos(8 + ) + i.sen(d + a)]

zw = |z|.|w|.cis(0 + a)
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Definigao 2.2.1 Seja um numero complexo z = a + bi , cujo ponto no plano de
Argand-Gauss, € representado por Z, de coordenadas pelo par ordenado (a,b), O
segmento orientado OZ fica agora definido como um vetor, de origem em (0,0), com

extremidade no afixo Z, e cujo modulo é a distancia do ponto O ao ponto Z.

Este tratamento vetorial, nos permite através da relagdo biunivoca existente
entre os pontos do plano e o conjunto de pares ordenados (a,b) do plano complexo,
escrever de forma mais simples algumas equacbes de retas e circulos no plano
complexo (plano de Argand-Gauss), e ainda, as operagdes com numeros complexos

passam a ser operagdes entre vetores.

A partir de entdo, percebemos nos numeros complexos, que as regras usuais
para soma entre eles, produto de um numero complexo(vetor) por um real(escalar), e
produto entre niumeros complexos, como veremos adiante, segue uma analise vetorial.
Com os resultados obtidos ao desenvolver as operagdes, identificamos alguns
aspectos proprios da interpretacdo geométrica para os numeros complexos.
Considerando-os como pontos do plano, percebemos que a igualdade ocorre quando
0s pontos possuem o mesmo mddulo, ou seja, a mesma distancia até a origem; e
ainda, formam o mesmo angulo com o eixo real, isto é, os argumentos diferem de um

numero inteiro de voltas; 2kr,comk € Z .

A soma dos numeros complexos representados como vetores, tem por
resultado um vetor onde as coordenadas do vetor soma, € a soma das abscissas e

ordenadas de cada vetor.

W i

I
[

1
[
-
(8]
b=
o

Figura 2
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Da figura 2, sejamz =1+ 3iew =2 = 2i, o nimero complexo soma u = z +w de forma que :
u=z+w, sendoz=(1,3)ew=(2,-2) temos :
u=(1,3)+2,-2)=(1+2,3+(-2) =@, logou=(@3,1)

O produto z.w por sua vez, nos mostrou que o vetor z sofre uma rotacido de
um angulo o, sendo Arg(w)=a; seguido de um alongamento ou contragdo de seu

modulo, respectivamente quando |w| > 1o0u 0 <|w| <1

Sejam z, =|z,|.cis(B) e z, = |z,|.cis(a) numeros complexos, com afixos nos
pontos Z, e Z, respectivamente. O numero complexo z;=z,.z, pela definicdo de

produtos na forma trigonométrica, como vimos anteriormente, tem como argumento a

soma dos argumentos de z, ez,, € seu modulo é o produto dos modulos, ficando

assim verificado:
23 =2,.2, =|z;||z,|.cis(B + ), fazendoy = B + a, temos : z5 = |z,|.|z,].cis(y)

Na figura 3, podemos verificar a relagédo entre os argumentos e os médulos:

£.24

Figura 3
z, = |z,|.cis(B) , temos |z,| = 1,83, e p =48,43° assim : z, =1, 83.cis(48,43°)
z, = |z,|.cis(a) , temos |z,| = 1,12, e a. =26,57° assim : z, = 1,12.cis(26,57°) ,

z23=2,.2, = |zy|.|z5].cis(B + o) = 1,83 . 1,12 . cis(48,43° + 26, 57°) = 2,0496.cis(75°) = 2, 05.cis(75°)
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Nas trés formas apresentadas, algébrica, polar e vetorial, temos o conjugado, e
o inverso de um numero complexo, o que nos auxiliara para efetuarmos a divisdo entre

numeros complexos.
(i) Conjugado

Dado o niumero complexo z = a + bi, fica definido seu conjugado por: z =a - bi,

mantendo-se a parte real inalterada, e obtendo-se o simétrico da parte imaginaria.

Na forma trigonométrica se z = a + bi = p.cis(0) , temos que:

p=|z| = \/m ,a=p.cos(0),b=p.sen(0).
O simétrico da parte imaginaria é — b =— p.sen(0) e da trigonometria temos que
— sen(0) = sen(- 0) e cos(0) = cos(- 0), e assim Z = p.cis(- 0)
E ainda na forma vetorial com z = (a,b) seu conjugado é z = (a,— b)
(i) O inverso
Dado o numero complexo z = a + bi, seu inverso -ZL , fica definido a seguir:

L azhi — azhi - Z

i = =L multiplicando pelo conjugado : atbia-bi  g2+p’  EP

e temos que o inverso

de um numero complexo z denotado por -ZL = l-jly .

Na forma trigonométrica, se z = p.cis(0), entdo seu inverso é:

g_ _ Z. g.a’;zg—e! _ cis!p—el _ '}])'Cl'S(— 9)

E
Na forma vetorial, se z = (a,b), entdo o inverso é 1 = (5%, ﬁ) ou El%(a,— b)
(iii) Divisao
Na divisado de z = a + bipor w = ¢ +di, temos o produto de z pelo inverso de w:

Z=z4 =z.|-j|% = l—WJF.(mbi).(c-di) = l—vvll—z.[(ac+bd)+i(bc— ad)]

Na forma trigonométrica temos que se z = p.cis(8) , w = A.cis(a) , entdo:

u===z+t=pcis0). f.cis(- o) = L.cis(0 + (- a)) = L.cis(0 - 0), isSSO Nos mostra

que u é uma rotagdo de - a, a partir do complexo z, com médulo igual a E .
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Na forma vetorial, seguimos com z = (a,b) , w = (¢, d) , onde :

2=zt =z = L(ac+bd, be-ad)= == (ac+bd, be - ad) = (4, be=dd)

e TF i d G

Na figura 4 podemos verificar a relagdo entre argumentos e moddulos dos

numeros complexos, quando na divisao:

=
w

Figura 4
z, = |zy|.cis(72,62°) =5,16.cis(72, 62°)
z, = |z,|.cis(44,76°) = 3,44.cis(44, 76°)
Zy = 2 = E—:.cis(72,62° —-44,76°) = %ﬁ.cis(ﬂ, 86°) =1, 5.cis(27, 86°) .
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2.3 Poténcias - raizes n-ésimas - Poligonos requlares

Trataremos agora o inicio de potenciagao para numeros complexos, mostrando
ainda a conexao com outro tépico do ensino médio, o Bindmio de Newton; e também
as poténcias de numeros complexos na forma trigonométrica. Posteriormente
trataremos as poténcias de base e expoentes como numeros complexos, que

necessitam de mais teoria para entendimento.

Quando a parte imaginaria de um numero complexo é nula, temos um numero

numero real e o calculo da poténcia é realizado como no caso real:
N3 _ 23 _
(5+0/)°=5=5.5.5=125

Quando temos um numero imaginario puro, isto é, quando a parte real de um
numero complexo é nula, o calculo da poténcia pode ser realizado como no seguinte
exemplo: (0+2i)° = (2i)’ =2°.i° =32.i' =32i, note que na expressdo acima temos que

P=i=i, pois o resto da divisdo de 5 por 4 é igual a 1, ou seja: 5 = 1.mod(4).

Para calcularmos as poténcias dos numeros complexos na forma algébrica
(a+bi)", comn € Z, primeiramente faremos como no desenvolvimento do Bindmio de

Newton, (4 + B)", sendo B = bi, considerando n € N , onde:

(A+B)' =(C,0) A"B"+(C, ) A"'B' +(C,,) A" B>+ ..+ (C,,) A’B" , com C,,, = =L

Vale lembrar que o desenvolvimento das combinagbdes C,, :p—,(ﬁﬁ, podem

ser mais facilmente obtidas através do Triangulo de Pascal da figura a seguir:

b

Csp €31 Caz Gz = 3 3 3 1
Cop Caa Caz  Ciz  Cay 1 1 6 1 1
Con Car Cuz Cua Cas Con 1 1

Figura 5

Onde C,,=C;,+Cy,. © C,=Cyy, propriedades oriundas das
combinagdes e do Tridngulo de Pascal. Faremos por exemplo o calculo da poténcia

(-3- 5i)4 , obtendo as combinagdes na 5° linha do Tridngulo de Pascal:

21


http://www.matematicadidatica.com.br/Operacoes-Aritmeticas-Divisao.aspx

(-3-50)'=

(Ca0) (=3 (= 50" +(Cy 1) (= 3)(=50) +(Cy) (= 3V(= 50 +(Cy3) (=3)'(= 50 +(Cy ) (= 3)°(= 50)" =
1.(81).1 + 4.(= 27).(= 5i) + 6.9.(= 25) + 4.(= 3).125i + 1.1.625 =

81 +540i — 1350 — 1500i + 625 =

- 644 - 960i

Temos que (-3 —5i)4: - 644 -960i, € um processo relativamente simples,

A . ~—4 ~—114 _ 1 _ 1 _ =644+960;
porém trabalhoso; para (-3-5i))" =[(-3-5) ] = Ty~ Tom-060  oad's 9602’ .0 que

faremos a partir de agora &, mostrar como De Moivre, obteve a férmula conhecida por

seu home, para o calculo das poténcias complexas na forma trigonométrica.

Do produto de numeros complexos na forma trigonométrica obtemos que,
sendo z=p.cis(0), w=Acis(a), o produto z.w=p.rcis(60+a), logo, utilizando do

mesmo principio fazendo z" =z.z.z.z...z,com n fatores, n € N , temos:
2" =z.z.z..z = p.cis(0).p.cis(0).p.cis(0)...p.cis(0) = p.p.p...p.cis(0 +0... + 0) = p" .cis(n.0)
e assim : z" = p".cis(n.0) , para provarmos para todo n € N, usaremos indugao.

Suponhamos que seja verdadeira a formula acima descrita quando
n=k, comk=1, e provaremos que também ¢ valida para k£ + 1, ja considerando que

para n=1 temos Zl=z,e para %=1, entdo:
Hipotese: Se z = p.cis(0) » z¥=p*.cis(k.0), ke N .
Para z*"! da multiplicacdo de nimeros complexos temos que:

2 = 2K 2z = pF cis(k.0).p.cis(0) = p*.p.cis(k.0 + 0) = p" L .cis((k+1).0) . Conhecida

como férmula de De moivre para poténcias de nimeros complexos.

Para o caso em que neZ n<0, podemos fazer. m= -neN, logo
=" = Eb[cis(— 0" =p".cis(-m.0),  trocando n= -m, temos que

" =p".cis(n.8), para todon e Z.
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Raizes n-ésimas e poligonos regulares

A raiz n-ésima de um numero complexo w,6é 0 niumero complexo z, se e

somente se: z" = w. Veremos que 0s numeros complexos possuem rn raizes distintas.
Na forma trigonométrica, considere z = p.cis(8) , w = A.cis(a) ; temos entédo que:
Z" =w & [p.cis(0)]" = L.cis(a) , aplicando a férmula de De Moivre, temos:
p".cis(n.0) = hcis(a) < p" =L, cos(n.8) = cos(a), sen(n.0) = sen(a) , entao:
p'=k e nO)=a+2kn->0=%24 fez.

E portanto: z" =w -z =4w = \"/X (cos (ﬂinz-kﬂ) +i.sen (ﬂinz-kﬂ)) .Se k=n, as raizes
se repetem e basta tomarmos £=0,1,2,3...,n— 1 para esta férmula produzir »n raizes

distintas do numero complexo w.

Calculemos agora por exemplo, a raiz cubica de w=8i, ou seja w=0+8i.
Temos que |w| = V0% +8> =8, e ainda Arg(w)=n/2, assim: w = A.cis(a) = 8.cis(n/2) &
sua forma trigonométrica. As raizes cubicas de w, sdo todos os z,, de forma que

z,>=w, entdo: z, =yw = \3/§ (cos (ELf"“) +i.sen (@)) ,com ke {0,1,2}, vejamos:
2y = 3w = 2 (cos (ML) + j.sen (A2208)) = 2 (cos (3) +isen () = ++/3+i

2, = 3w =2 (cos (BZELE) + j.sen (MELLLY)) = 2 (cos (B) +isen (B)) = -3 +i

2y = 3w = 2 (cos (M) + i.sen (B2222 ) = 2 (cos (&) + isen (%)) = -2i

As trés raizes cubicas do numero complexo w pertencem a uma circunferéncia
de centro na origem e raio igual a A/|w|= i/8 =2, essas raizes dividem a

circunferéncia em 3 partes iguais, formando assim o poligono regular (tridngulo

equilatero A . ., ) da figura 6.
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Figura 6

De forma geral, as n raizes distintas de w = A.cis(a), sd0: Yw =z, ondez," =w,
com ke {0,1,2,...,n—-1}, pertencem a uma circunferéncia de centro na origem e raio
igual a (/X, e essas raizes dividem a circunferéncia em n partes iguais, formando
assim um poligono regular. Para resolver a equagdo complexa x°®-1=0, basta

pensarmos que z°=1, e com isso a unidade 1, torna-se w=1+0; e temos

z%=w >z =2{w, obtendo as 6 raizes complexas da unidade, ou seja, obter todos os

z, tais que z,f =1.Tomando w =1+ 0i evidentemente |w|=A=1 e Arg(w)=a=0°, 0

que na forma trigonomeétrica nos leva a w = A.cis(a) = 1.cis(0°) e assim as raizes z, :
z, = \G/M(cos(“ﬁgkﬂ) + i.sen(“ﬁékﬂ)) = l.cis(z'%'“) ,comke {0,1,2,3,4,5}

zo = cis(%8) = cos(0°) + i.sen(0°) = 1 +0i = 1

z, = cis(z*é‘“) =cos(3) +isen(%) = % + %i

Zy, = cis(z'%'ﬂ) = cos(zf) + i.sen(zf) = - % + #i
z3 = cis(z'%ﬂ) =cos(n)+isen(m)= —1+0i= -1
Z4 = cis(z'%'“) = cos(-%“) + i.sen(%ﬂ) = - % - 32&1'

Z5 = cis(z'%'ﬂ) = cos(%ﬂ) + i.sen('%“) = "2' - %i
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Figura 7

Como (/|w|=|zk|= 1, para todo k € Z, mostramos que todos os z, estdo na
circunferéncia unitaria, dividindo-a em 6 partes iguais (hexagono regular) e ainda

z, =w, que corresponde o caso real da raiz sexta da unidade.

No caso da raiz n-ésima da unidade, percebemos que a formula geral
z, =w= {/7_» (cos(“inm) +i.sen (szinZkzr.)) , fica reduzida a z, = cos (25“) +i.sen (Zfﬂ) , se
definirmos ¢ = cos () +i.sen (%), e utilizarmos a formula de De Moivre, veremos que
as raizes n-ésimas da unidade sdo dadas por 1,q,4%¢%. 4% ....¢"", que sdo os
vértices de um poligono de género n. Assim a equacgao geral poderia ser reescrita

_onfy 4 . + _onfy . .

2, = A\ (cos (4248 + . sen (LT Y)) = /1 (cos (4) + i.sen (2)). (cos (48) + isen (4Z))  ou
seja z, = (/X (cos (g) +i.sen (g)) g5, comk=0,1,2,..,n-1. Esta Ultima expressdo
mostra que as raizes n-ésimas de um numero complexo w, podem ser obtidas através
do produto de uma de suas raizes particulares z, = (/X (cos (&) +isen (%)) pelas raizes

n-ésimas da unidade 1,¢.4¢% ¢°,¢*,....¢""", pois|¢*| = 1.
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Raizes primitivas

Definicdo2.3.1 Uma raiz n-ésima da unidade, € um numero complexo ¢ que

satisfaz a equagdo ¢”" =1, uma raiz n-ésima da unidade é chamada primitiva, se
satisfaz: ¢*#1(k=1,2,...,.n—-1) .
: : = 2z ; 2n A i
Fica evidente que para qualquer valor de n, ¢ _cos( n)+l.sen( n) é raiz
primitiva, ela € a primeira raiz que aparece ao percorrermos a circunferéncia unitaria
no sentido anti-horario partindo da unidade real (1 =1+0i{). Em resumo, uma raiz

n-ésima da unidade é chamada de primitiva quando ela ndo é também uma raiz

m-ésima da unidade para m <n.
Vamos agora determinar as raizes sétimas do numero complexo w =3 + 3\/31',
ou seja queremos achar todos os numeros complexos z de forma que

7 . L ays .
W =zondez' =w. Para tanto, usaremos a raiz ¢ primitiva da unidade. Sendo

w=3+3+/3i , temos |w|=7»='\/32+(3\/3_)2=x/9+27=«/§=6 e ainda Arg(w)=a,

temos, cos(w)=2=1% | sen(a)= % = %; assim a=2%, w=6.is(%), e ainda
q = cos (&) +isen(Z). As raizes z; s&o tais que:

z, = \7/6 (cos (57@) + i.sen (27@)) q*, comk=0,1,2,..,6.

zy = \7/6 (cos (57@) +i.sen (27&)) q°= \7/6 (cos (&) +isen(%)).1

z, = \7/8 (cos (37@) +i.sen (27&)) q = \7/6 (cos (%ﬁ) +i.sen (575)) . (cos (271‘) +i.sen (2-75))
= \7/8 (cos (57@ + 2-75) +i.sen (57@ + 272)) = \7/8 (cos (%) +isen (%))

z, = \7/8 (cos (27@) +i.sen (27&)) q>= \7/6 (cos (%ﬁ) +i.sen (%ﬁ)) . (cos (-4'-7“) +i.sen (-4'-71‘))
= \7/8 (cos (57@ + -4-75) + i.sen (57@ + -4-71F)) = \7/8 (cos (-]-2-"1?1) +i.sen (-Lz:’-l“))

zy = \7/6 (cos (57@) +i.sen (27&)) g = \7/6 (cos (27@) +i.sen (%ﬁ)) ) (cos (-(17“) +i.sen (-‘*7“))
= \7/8 (cos (57@ + %ﬂ) +i.sen (57@ + %ﬂ)) = \7/8 (cos (%ﬂ) +i.sen (-1521“))

z, = \7/6 (cos (57@) +i.sen (27&)) q*t= \7/6 (cos (27@) +i.sen (%ﬁ)) ) (cos (3-7“) +i.sen (37“))
= \7/8 (cos (57@ + 37?1) +i.sen (57@ + 372)) = \7/6 (cos (225-1“) +i.sen (255-1“))
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zg = \7/6 (cos (27@) + i.sen (%ﬁ)) q° = \7/8 (cos (57@) + i.sen (27@)) ) (cos (13711‘) + i.sen (-‘-%ﬂ))
= \7/6 (cos (27& + -‘-%E) +i.sen (57ﬁ + 1%“)) = \7/8 (cos(%lf) + i.sen (%ﬂ))

Zg = \7/6 (cos (27@) + i.sen (%ﬁ)) g% = \7/8 (cos (57@) + i.sen (27@)) ) (cos (l%zz) + i.sen (-‘-%ﬂ))
= \7/6 (cos (27@ + -‘-%ﬂ) +i.sen (57ﬁ + l%E)) = \7/8 (cos(%ﬂ) +i.sen (%ﬂ))

W
L ]
5 A
_4 A
3 .
2 A
3 -2 2 3

Figura 8
Podemos observar que as raizes z, s&o obtidas a partir de z, pelo produto

— k k — 2kx . 2kn p
2, =z0.q". Como ¢"=(cos(%E)+isen(42)), temos que, para obter as raizes
z,,25,23,...,Z¢ Dasta rotacionarmos z, de um angulo 27” ou seja, devemos somar 27”
aos argumentos de cada z, a partir do z,. Todas as raizes z;, (k=0,1,2,...,n-1)

formam um heptagono regular de centro na origem e raio igual a (/3, da figura 8.
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2.4 Poténcias de base e expoente sendo nimeros complexos

Antes de definirmos as poténcias de base e expoente sendo numeros
complexos, vamos expor a exponencial e o logaritmo complexo. Para tanto faz-se
necessario lembrar que o numero de Euler conhecido por e=2,71828182..., surge de
forma natural em problemas de matematica financeira e proliferacdo de bactérias, a

partir do limite:

e= lim(l + i)x = ling(l +y)7|v' =2,71828182..., paray = )lc, X - o temosy - 0
X—>©0 y-

Sabe-se ainda do calculo, que a série de Taylor aproxima uma classe de

funcdes infinitamente diferenciaveis, em torno de um ponto a, pela expressao:
=3 (Fe-a) =fo+ GPa-a+ Be-a + o B+

Quando « =0, a expansao da série em torno de a =0 chama-se série de
Mc’Laurin. O raio de convergéncia da série dada, para a exponencial f(x) = ¢*, garante
que essa série converge para qualquer valor de x. Dessa forma, desenvolvendo a
série para a fungdo f(x)=¢" que é infinitamente diferenciavel, em torno de a=0,

obtemos:
f0) = e =f0) + L0 = 0) + L2 = 0 + ..+ LQ(x - 0)" + ... logo;
2 n
fix)=¢e" = 1+x+%+...+% +.= Z o ~ para x=1, temos o valor de e.
’ ’ n=0
Para as funcdes trigonométricas cos(x) e sen(x), que também sao infinitamente
diferenciaveis, lembrando que (cos(x))' = - sen(x), e (sen(x))’ = cos(x) , desenvolvendo a

série em torno de a =0, temos:

cos() = 3 (520 - ") =f(0) + L2 - 0) + L& - 07 + ..+ L2 - 0"+
=0

2 4 6 8 10 12 14
= .o o i L d e A
cosr)=1-S+5-gra-Tmtm -t

Desenvolvendo a série para f(x) = sen(x), temos:

sen(x)— (f(a)(x a)) f(O)-i—f(O)( —0)+f(0)( —0) +. +f(0)( 0)" +...

3 5 7 9 11 13
— R [ . o X e
sen(x)=x-F+tg-Stg-mtiE

B

+ ...

W

Fazendo agora uma extensio desse conceito para os complexos, na expansao
em série de poténcias para exponencial ¢, sem nos ater a sua convergéncia,
substituindo ¢* = ¢~ na expansdo em série de Taylor, tem-se:

. )2 4 2 .3 4 .5 6 .7 3 .
R R R e Ry i R puy gt
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. 2 4 6 8
X — e P . P
er=(0-F+5-a+%

W) ti(x- 33’3, +§ - ?7, +§! -..), dessa forma, Euler
concluiu: e™ = cos(x) + i.sen(x)

Fazendo x=rm, tem—se: "= ™ = cos(n)+isen(n)=—1+0i=—1, chegando
assim na formula de Euler:  ¢™ =—1 ouainda: ¢"+1=0.

Das propriedades de poténcias, temos que ¢*" = ¢%.¢ , e assim a exponencial
complexa fica caracterizada. Seja o complexo z = a + bi, entdo:

& = e = ¢ P = ¢ [cos(b) + i.sen(b)] .

Percebemos que || = e = ef9) temos ainda; Arg(¢’) =Im(z) =b .

Para chegarmos as poténcias de base e expoente sendo niumeros complexos,
precisaremos antes entender o significado do logaritmo complexo, estendendo o
conceito ja conhecido do logaritmo real.

Definicao 2.4.1 Sejam z,w numeros complexos, dizemos que wé o logaritmo

de zse: nzy=w " =z
Podemos perceber que tanto o logaritmo no caso real, quanto a exponencial
sdo inversas entre si, pelos seus respectivos dominios, e portanto essas funcdes
devem ser bijetoras, e com isso obviamente também sao injetoras. Assim podemos
dizer que todo numero real positivo possui logaritmo unico. Uma das caracteristicas do
logaritmo complexo é que dado um complexo nao nulo, este possui uma infinidade de
logaritmos, devido ao fato que um complexo possui infinitos argumentos. Podemos
entdo considerar log(z)={w e C, talquee” =z}, ou seja o conjunto de todos os
complexos wtais que ¢¥ =z.
Tomemos agora 0os numeros complexos z =p.cis(0), w=c+di, nas formas
trigonométrica e algébrica respectivamente, tomados assim convenientemente, pois:
logiz)=w © " =z
eV =z 2 e = p cis(0)
e.[cos(d) + i.sen(d)] = p.[cos(0) + i.sen(D)]
e =p=|z|, etambém; d=0+2.kn
In(e) = In(p) = In(|z]) = ¢ =1In(z|), e assim;
log(z)=w = log(z) = c+di = In(|z]) +i.(0 + 2.k.1)
log(z) = In(|z]) +i.(0 + 2.k.nt) = In(|z|) + i.[Arg(z) + 2.k.7]

Assim concluimos que log(z) = In(|z|) +i.(0 +2.k), com Arg(z) =6, e temos
que Re(log(z)) = In(z|) , Im(log(z)) = (0 + 2.km), e =p=1z|.

Em geral: log(z) = {In(|z|) + 0.7, tal que 6 € Arg(z)} = {In(|z|) +i.(Arg(z) + 2.k.7)}
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Base e expoente sendo nimeros complexos

Podemos agora estender alguns conceitos e assim dar um significado as
poténcias do tipo z", com z,w € C. Recordando o caso real de potenciacdo em que
aeR,, beR,temos que: ab = (elog(“))b = eb-log(a)

Estendendo este conceito para os numeros complexos, teriamos que, dado os
nimeros complexos z € C*, w € C, fica definido z* como: z" = "8

Diferentemente do caso real, o numero complexo z possui infinitos logaritmos
de mesmo valor, e para calcularmos a poténcia em questdo, devemos entdo usar
todos os valores. Note que sele C, tal que h=log(z), entdo z" = et — w2 0

A

complexo " é denominado w-ésima poténcia de z associada ao logaritmo L. Caso

L= log(z), entdo o nimero complexo e"*

€ chamado w poténcia principal de z.
Contudo, vale salientar que de agora em diante, z" denota tdo somente a w -poténcia
principal de z, ou seja:

W = Wlog()

Tomemos agora alguns exemplos para verificar o calculo da teoria apresentada

~ —% .
em questdo. Vamos Calcular o valor de (-i) 2, vejamos:

—L * . . . .
z% = (-1i)?, neste caso, z=(-1), w=— %- ,eassimz=0-1.0 eaindaw =— %+0.1

Pela definicio, tem — se : 2 = e"108() = g=3log(=I)

log(z) = log(=i)=In(| - i]) +i.0 , de modo que 0 € Arg(-i), e ainda |z| = ~\/02 +(- 1)2 =1

cos(0)=2=0, sen(0) ==L =—120=Lou0=-1
log(=i)=In(|-i|)+i.6 =In(1)+i. (— 12‘) = -1 ('g') , eassim :
(- i)_é = 731080 = o3(-Di = ¢iF = o (%) +isen(Z)= % + i.%
Calculemos por exemplo i, vejamos:
=i, enfloz=w=0+1.
Pela definigio, tem —se : z" = ¢"108C) = ¢ilog)
log(z) = log(i) = In(|i]) +i.0 , 0 € Arg(i), logo: 6 =12, eainda |z| = |i| = *\/02 + (1)2 =1
assim log(i) = In(|i]) +i.0 = In(1) + i. (1‘2) =0+ (g) =i (12‘)

[ = phlogl) = Si(iB) = AE) = J-DE _ B

Este ultimo exemplo nos mostra que as poténcias com base e expoentes

4
2

complexos podem resultar em um nimero real, como neste caso em que i' = ¢
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Capitulo 3:

Geometria por nimeros complexos

Devido ao fato dos numeros complexos possuirem uma representagdo na
forma trigonométrica e ainda, sua representacao vetorial, torna-se viavel a utilizagédo
dos numeros complexos tanto na geometria plana euclidiana como analitica, sendo
uma ferramenta auxiliadora na teoria geométrica e facilitadora na resolugdo de
problemas geométricos em alguns casos. Buscando ainda uma abordagem mais
interessante do ponto de vista dos alunos, de forma a usar recursos tecnoldgicos, com
uso de softwares, podemos agregar o recurso visual ao aprendizado, unindo os

contelidos em questao.

3.1 Aplicacoes e transformacodes - numeros complexos na geometria

Sejam os triangulos de vértices z,,z,,z; e w;,w,, w5, denotados por A.e A,
respectivamente, semelhantes (nesta ordem de vértices). Quando os vértices estao
dispostos no sentido anti-horario nesta ordem z,,z,,z;, entdo outra orientagdo de
sentido mudaria o sinal do argumento no triangulo A, . Os lados dos tridngulos podem
ser representados pelas diferencas entre os numeros complexos representados pelos
vértices, e temos da divisdo, que o argumento do quociente entre os lados € o angulo

formado pelos lados, como vimos anteriormente nas operacgdes.

Assim, considerando Arg(iz—?) =vy,, temos que y, é o angulo no vértice z,
1

do tridngulo A . Analogamente no tridngulo A, , temos o angulo vy, = Arg (ﬁ , €

assim como temos os vertices w,,w,,w; dispostos no sentido horario, surge que

Y, ==Y, , 0 que podemos verificar na figura 9.

™~

Figura 9
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Percebemos entdo que a orientacdo sera um fator a ser observado nos casos

de semelhanca. Como r= L2l = =il conciuimos que, se 22 = r.cis(6) entdo
1

—_ —_ ZHy—Z
]~ e :

_uvvtz::t’l = r.cos(0) + i.sen(0) ou ﬁ = r.cos(9) - i.sen(0) .

Logo: ==L == gy == === se e somente se det(4)=0, onde A

ZZ_ZI WZ_WI 22—21 WZ_WI
representa a matriz 3x3, formada pelos numeros complexos: z,,w,,1 z,,w,,1 e

z3, w3, 1, respectivamente em suas linhas.

Ainda sobre a semelhanca, temos expressées que caracterizam tal relagdo. E
comum utilizarmos as representagdes na forma trigonométrica e vetorial para os
numeros complexos a partir de agora. Os vetores porém, quando ensinados de forma
isolada, gera muitas duvidas aos alunos, pelo fato de que um vetor fica definido por
modulo, direcdo e sentido. Logo vetores iguais possuem essas caracteristicas e sao

chamados de equipolentes, ainda que estejam em lugares diferentes no plano.

Para fazer-se entender melhor, representaremos os vetores na origem e assim
observamos os argumentos. Considere por exemplo, o tridngulo A, de vértices nos
afixos 21,295,273 nesta ordem no sentido anti-horario, com

zy =240, z,==1+2i,z;,=1-2i.

Figura 10

32



Note que o segmento (vetor) que liga os afixos z, e z; possui 0 mesmo modulo,
a mesma direcdo e o mesmo sentido do vetor que liga a origem ao afixo z,, da figura
10. Dizemos que s&o equipolentes, desta forma, analogamente temos o vetor z,

também podendo ser representado pelo segmento que une os afixos z, e z, , sendo:
(z3-z)=1=-2i-Q2+i)=-1-3i=z4 € (z;-z)=—1+2i-2+i)=-3+i=z
Arg(?z:—j:') = Arg(z; —z,) - Arg(z, —z,) =a— B =251,57° = 161,57°=90° =y

assim fica caracterizado o tridngulo retédngulo em z,. Da divisdo entre numeros

complexos na forma trigonométrica, e pelos médulos de |(z; —z))| =|(z, —z))| = \/10

concluimos que o tridngulo em questao é isdsceles. Assim temos:

Arg (;—uz ) =2, =45°, angulo interno no vértice de afixo em z, ;
1“2

Arg (;-Z—j ) =72, =45°, angulo interno no vértice de afixo em z; .
1“3

Translacdo de pontos - segmentos - figuras

Da algebra vetorial traduzida para os numeros complexos, juntamente com seu

significado geométrico apresentado anteriormente, temos que, para transladar:

m ponto(afixo): basta somarmos ao ao afixo dado, o nimero complexo de

maodulo, dire¢ao e sentido que se queira.

Um segmento: somamos aos extremos do segmento, 0 numero complexo de

maodulo, dire¢ao e sentido que se queira transladar.

Uma figura: somamos aos vértices ou ao centro(no caso do circulo), 0 niumero

complexo de moédulo, direcéo e sentido que se queira transladar.
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Figura 11

Temos da figura 11, a translagdo pelo numero complexo w, do circulo com
centro no ponto A (4 =-5+3i) , o ponto z, também transladado por w, e ainda o
triangulo de vértices z,,z;,z,, que apos a translagdo por w, se da pelo triangulo de

vertices zgy,z,z;; -

Reflexdo pela origem

Dado o] numero complexo z=a+bi, a transformacéo
T(z) =—z =— (a + bi) =— a - bi, reflete todos os pontos (afixos) z, em suas respectivas

reflexdes a partir da origem. como na figura 12, a seguir.

Zg

Figura 12
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Outra forma de obter a reflexdo pela origem, & pela transformacao
T(z) = z.e™ = z.[1.cis(n)] , que rotaciona no sentido anti-horario, os vetores em relacéo a
origem, de um angulo de 180°. Ou seja, a transformacao

T(z) =z.[l.cis(n)] = z.(- 1 +0.i) , conforme figura 13:

Figura 13

Rotacao a partir de um ponto qualquer

Vimos anteriormente que para rotacionar um nimero complexo z de um angulo
0 a partir da origem, no sentido anti-horario, basta multiplica-lo pelo numero complexo
w, sendo Arg(w)=60. Podemos agora rotacionar qualquer segmento ou complexo por
um ponto(afixo) dado. Percebe-se ainda que esta rotagdo € uma rotagao pela origem,

seguida de uma translagéo.

Por exemplo, considere o tridngulo z,,z,,z,, da figura 14. Para rotacionarmos

no sentido anti-horario o tridngulo a partir do vértice z,, de um angulo de 45°,

tomamos o complexo (1.cis (g-) = (% + #i)) , € assim, temos entao:

2, =2, + (2, = 2,). (% + %z) =z, +(z; —z,).(L.cis (%)) ; que nos da o vértice z,
do novo tridngulo, originado pelo vértice z, rotacionado por um éangulo de 45°.

Analogamente, z, seria zg =z, + (z; — z,). (% + %z) =z, +(z3 - 2,).(1.cis (%)) figura 14.
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Em geral, podemos rotacionar um numero complexo z, de um angulo 6 em
torno de um outro numero complexo w, , obtendo assim z’,. Para tanto, tomamos o
produto do vetor diferenca (z, - w,) pelo numero complexo z = 1.cis(9), assim temos:

zh=w,t(z,—wy) .z, tal que Arg(z) = 0.

Figura 14

Para construir a rotagdo do tridngulo a partir do vértice z,, no software

Geogebra, digita-se na caixa de comandos:

o z 1=2+i z2=4- z_3 =3+ 3i, os vértices do triangulo.

g = cos(Pi/4)+i.sin(Pi/4) , primitiva de argumento % =45¢|g| = 1.

e z7=2z2+(z_1-z_2).q, pelo produto, temos a rotagéo do vértice z,

z 8=z 2+(z_3-z_2).q, rotagdo do vértice z, .

Obtemos assim, os afixos dos vértices rotacionados, pelo uso do software.
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3.2 Equacéao da reta - equacao da circunferéncia

Equacéao da reta

Trataremos agora dos numeros complexos dispostos em linha reta, conforme
figura 15. Pelo fato dos numeros complexos possuirem afixos alinhados, neste caso,

pela notacao vetorial obtemos a equagao paramétrica da reta que contém os afixos.

Sejam w, e w, numeros complexos que definem a reta » que os une, a partir
de entédo, podemos definir o vetor diferenga (w, —w,), e tomando um multiplo deste

ultimo vetor, transladado pelo vetor w, ou w, , podemos escrever:

r: wytt(w,-w,), talquet € R ouainda r: w, +t(w, -w,), talquet € R

Figura 15
zy=w, +t(w, —w,), comt <0, tendo em vista a orientagio do vetor (w, = w,)
Zy=w, +t(w, —w;), comt<0

Zy=w, +t(w, —=w;), com0<t<]

Zg=w, +t(w,—=w;), com0<t<]

Zg=w, Tt(w, —w,), comt>1

Zg =W, Tt(w, —w,), comt>1
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O parametro real ¢, amplia o médulo (¢> 1), contrai 0 modulo (0 <z¢<1), ou
inverte o sentido (r<0) do vetor (w,-w,) que é paralelo a reta r. O afixo w,,

translada o vetor diferenga (w, - w,), de maneira a formar os pontos (afixos) de r.

Fazendo o uso do software Geogebra, podemos construir a estrutura vetorial
da reta em questdo. Tomando um ponto A, no eixo real, de forma que suas

coordenadas sejam (x,,0), a medida que A variar no eixo real, pela ferramenta de
animagé&o de ponto, temos um parametro variando em R, logo temosum x, =tcR, e
assim pela equagédo z, =w, +4.(w, —w,), temos os afixos alinhados da reta r, figura

16.

AL D OO LN e oc Q=
e,
Complex Number N ‘e A é
Q w=2+i Z1
. “ 3
O wy = -2 + 3l

O z=-264 +332

Point

O a 0.75 x n
O o

=(0,0) 0 .

Vector

@ - (3%)

Figura 16.

Para fazer a construgédo da reta no software Geogebra, tomamos a equagao

acima. Considere w, =2+i, w, =2+ 3i, vamos construir a reta que passa por esses

afixos, digitando na caixa de comandos:

o w 1=2+j
o w. 2=-2+3i

o z1=w_1+AWw_1-w_2).

Esta ultima expressao representa todos os pontos da reta », que passa pelos
afixos w, ew,, a medida que o ponto A (4 =(x,,0)) varia no eixo real. Usando a

ferramenta animagao, para o ponto A, e “ativar rastro” para o ponto z, .
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Equacéao da circunferéncia

Seja a circunferéncia Q de centro em z,, com raio de medida p. Considere
um ponto w qualquer desta circunferéncia. Sabe-se que a distancia de qualquer ponto
da circunferéncia ao centro da mesma é constante e igual ao raio, e considerando a

distancia entre os afixos de w e z; como o modulo da diferenca entre esses numeros

complexos, podemos escrever: |w—z,| =p, paratodow € Q.

Figura 17

Podemos entéo caracterizar a circunferéncia de centro em z, e raio p, pela

equagao |z -z, =p, paratodoz € Q. Tomando z =x; +iy.€ z; = x; +iy. , teremos:

|z-z,|=p, para todoz € Q

|Re(z —z,) +iIm(z — z,)| = |(Re(z) — Re(z,)) +i.(Im(z) — Im(z,))| =

2
»\/(xz —le)z + (yz —yzl) =p. Sabemos da geometria analitica, temos que

esta é a equacéo cartesiana de uma circunferéncia centrada em (le,yzl) eraio p.
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3.3 Uso de software para visualizar operacdées com numeros complexos

Até o presente momento nesta obra, juntamos ferramentas teéricas que séo
indispensaveis para o entendimento e utilizacdo de recursos tecnoldgicos, que
veremos a partir de agora, a fim de otimizar o aprendizado e ensino dos numeros
complexos. Utilizaremos o software gratuito Geogebra, como recurso para visualizagao
do conteudo em questdo. Este software ja possui o recurso referente aos numeros
complexos, porém, trataremos a parte tedrica de operagdes com numeros complexos,
conforme mostrado anteriormente, e também o0s conjuntos, transformacbes e

resolucéo de problemas.

A tela inicial do software de geometria dindmica Geogebra, nos fornece

ferramentas para niumeros complexos.

S > OO 4 x ABC 32 & Q
" 6 4

=5 Entrada..
Figura 18

O segundo botao da parte superior, nos fornece o recurso de marcagao de
afixos de nimeros complexos no plano, e a caixa de entrada de comandos na parte
inferior, permite escrevermos numeros complexos a partir de suas partes reais e
imaginarias, da forma z =a+bi, assim o software tem o reconhecimento automatico
do eixo vertical como eixo imaginario, e o eixo horizontal como eixo real. Apds a
utilizacido deste botao, os pontos marcados sao os afixos dos numeros complexos, que

sdo automaticamente denominados por z,,z,, ... sucessivamente.
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Q//'-':“@g?.f;xABciX%' Q

.A Ponto

l

.A Ponto em Objeto
‘/’ Vincular / Desvincular Ponto 4
X Intersecao de Dois Objetos 3
. * Ponto Médio ou Centro

.Z Numero Complexo

=% Entrada..

Figura 19

Soma e subtracio

Fazendo a introdugdo na caixa de comandos, dos numeros complexos
z,=—2+i, z,=1-3i, seus afixos aparecem instantaneamente no plano, e podemos
entdo marcar os vetores que ligam a origem do sistema a estes afixos. Temos as
operagcdes de soma e subtragao apresentadas na figura a seguir. Na caixa de
comando, introduzimos z_1 (z underline 1) e z 2 para denotar respectivamente os

numeros complexos z, e z,, e assim introduzimos os comandos:

e z3=z1+z 2,parasoma,

e z 4=z 1-2z_2,para a subtraggo.

DB SN IPANIIEIR S Q
Numero Complexo N °

Q z=2+1 4 4

O ==1-3

O zn=1-2

O u=3+4 2

Ponto 1

g

O o0=(0.0) 0
-6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Segmento fr

O =316 :4':. v
Q ¢-22 ; S

Vetor 9 z.
@ :-(
4

&5E  Entrada..

F.20
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Como vimos anteriormente, o produto e a divisdo de numeros complexos nos
fornecem rotagdes, em sentidos horario e anti-horario respectivamente. Com
Geogebra podemos introduzir os numeros complexos na caixa de comandos, tanto na
forma algébrica quanto polar, ou ainda, marcando os pontos no plano. Em seguida, na

caixa de comandos, introduzimos:

Produto:z 3=2z_1.z 2 Divisdo:z 4=z 1/z 2
° o - D) o a= —
.A/, PO & N e 22 hD Q =
Angle N s @
Q o=15343 5
QO p=28843
QO v=sL8m
O 6=25 4
Complex Number
O =241 , y=81.87°
Q ==1-3 710 = 153.43°
O zm=1+7
O 2. = -0.5- 050 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Point B=288.43°
-2
O a=(9.050
O o=(0.0 . 2
SRR Input
Figura 21

Da Potenciacao e raizes para os nhumeros complexos, vimos a geometria e os
poligonos regulares envolvidos nessas operagbes. Para obtermos essas raizes e
visualiza-las no software Geogebra, podemos usar a teoria ja vista neste trabalho

sobre raizes primitivas da unidade. Suponhamos o calculo das raizes quintas de um
nimero complexo dado, por exemplo z,=2+3i, ondel|z,|=~2>+32=4/13, ao

digitarmos na caixa de comandos do Geogebra a expresséo: (z_1™N1/5)

O software nos remete a primeira raiz z,, do numero complexo z,, que

, . 10/ . . , . .
aparece ao percorrermos o circulo de raio «/13, no sentido anti-horario. Pois

- 5 10 . . ~ . .
»\5/|zl| = \/\/1 =4/13, e para obtermos a visualizagdo das demais raizes, usamos a

primitiva da unidade g = cos (%) +i.sen (%), e assim, como ja vimos anteriormente,
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escrevendo

na caixa de comandos do Geogebra, a primitiva na forma polar:

q = cos(2Pi/5)+i.sin(2Pi/5)= g = cos (2?“) + i.sen (2—5“) , com(lg|=1)

Pode-se pela primitiva da unidade, no Geogebra, escrever:

z_2* q; obtendo dessa forma z; (z_3), seguindo assim;

z_37*q;obtendo z, (z_4)
e 7z 47%q;obtendo z; (z_5),

z6=z5"q.

Temos assim, os vértices do pentagono regular, que sao os afixos dos nimeros

complexos z,,z5,24,25,2, , raizes quintas do complexo z, .

. ~ /e D) ° - —

AL DO L N e 2B S5c Q =

Complex Number N 3 o4 @
© q=031+ 095 v
© zn=2+3i

2
© z=127+025
© z=015+1280 15
23

© z=-117 + 054 .
© 1z =-0.88-00950

% =259 2,

u
Conic
-3 -25 -2 05 1 15 2 25 3 35 4

O X+ y? =167

Number

a=1
ST Input

Figura22

O ponto médio do segmento que liga os afixos w, e w,, pode ser obtido pelo

software. Recordemos a equacdo da reta em que r: w, +t.(w, —w,), talquete R, a

equacao nos fornece os pontos da reta que passa pelos afixos, e tomando ¢= 12-

temos vetorialmente que, a partir do ponto(afixo) w,, sera acrescentado a metade do

vetor que liga o segmento w,w, , ou seja o ponto medio do segmento entre w, e w,.

reowpt wy - wy) =

r. w1+%.w2—

L =
21
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-1 Ly =
riosaw,t gy

r %.(w2+wl)=

(wl+ Wz)
2

Com uso do software, para obter o ponto médio do segmento, usamos esta

ultima expressdo. Dados z, =1+2i e z, == 3 —i, 0 ponto médio z,, sera escrito:

e zZ1=1+2i
e 7z 2=-3-i
o z 3=(z_1+2z_2)2

-A/’L,Lf.-.sj@é‘x.aaciie- D) O.E
Complex Mumber ;“'J 8 @
o z 12 5
O z. 3-1 a
7 = z.;zg 3
) ‘z.
1
Pl
Q
v : = ! o ! 2 H 3 s 7 2 a 10
QZZ -1
-2
-3
S5 | Input
Figura 23

Isso mostra que podemos calcular por exemplo, 0 comprimento da mediana de
um tridngulo a partir dos niumeros complexos que definem seus vértices. Considere o
triangulo A. de vertices z, =1+i, z, =—2-2i, z; =3 - i, calculemos o comprimento

da mediana relativa ao vértice z, . Assim temos:

Seja z, ponto médio do segmento z,z;, procuramos o0 modulo do numero
complexo (z, —z,) que representa o comprimento do segmento z,z,, |(z, —z,)| =z,z, .

Temos:

(2t zy) _

Z4 2
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- (S - () - 4

2

Cimz)=((A-¥)-(+0)= ~4-%  cassim

e () A CE) IRV C R SV E B RCER R

E assim escrevemos no software, pela barra de comandos:

o z 1=1+i

o 7z 2=-2-2i

e z 3=3-i

o z 4=(z2+2_3)2

E usamos a ferramenta de distancia para encontrar o médulo:

(R[] 32| O[] 7] [nse 2=2][ 4 S
Complex Number =W

Q -1+

Q -2

Q z-3i

Q@ z-05 15 EX ) -iE
) z,- 05 25

Number

distanceOzl — 2.8

distancez2z8 — 2!

Figura 24



3.4 Transformacoes com numeros complexos tipo T(z) = u

Sabe-se que as funcbdes complexas de variavel complexa, também chamadas
de transformagdes complexas, possuem grande importancia tedrica e pratica,
desenvolvida aplicagdes em areas como fisica e engenharia. Alguns problemas
praticos de fisica e engenharia, visam o estudo da variagdo e comportamento de
fenbmenos que ocorrem em determinadas regides do plano, € que por vezes
satisfazem a algumas condigbes peculiares nas fronteiras dessas regides.
Escoamento de fluidos bidimensionais, potencial elétrico, temperatura ao longo de
uma parede, escoamento de um fluido ao redor de um cilindro, etc. Para resolver
esses tipos de problemas, uma técnica é observar o comportamento de fenébmenos em
regibes mais simples, de modo que o fendmeno continue a ocorrer de forma natural.
Essa redugédo de regides, envolve determinar fun¢gdes complexas (transformagdes)
que permitam modificar regides e simultdneamente traduzir os fenbmenos nas novas

regides, a fim de simplificar o problema.

Consideraremos entdo a partir de agora, como conceito para fungbes

complexas, toda transformacéao(funcao) tal que:
T:S->C,ondeS €C,el(z)=u, demodoquezeS, euecC
Abordamos algumas transformacgdes anteriormente neste capitulo, a saber:

e Translagdo por um numero complexo dado. T'(z) =z + w (por um vetor)

e Reflexao pela origem. T'(z) =—z ou T'(z) = z.1.cis(r) (rotacdo de 180°)

Queremos agora estudar como essas e outras transformagdes se comportam,
quando tomamos como dominio para as transformagbes, um conjunto conhecido de
numeros complexos, por exemplo: uma reta ou circulo. E mostraremos como usar o

software para visualizar tais procedimentos.

A Translacio T(z)=z+w

Consideremos a transformagdo 7 :T' - C, / T(z) =z +w, onde TI', sdo todos os
numeros complexos pertencentes a reta r, que passa pelos afixos z,,z,. Temos que a
translagéo pelo vetor w , leva toda a reta » em uma reta paralela s, deslocada na

direcdo de w, a uma distancia igual a |w|. Temos pois:

rioz,=zytt(z,—z)) > @ tw)=z,twtt.(z, -z))
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Esta ultima equacdo nos mostra que, a nova reta é paralela a reta r, pois o
vetor (z, —z,) permanece na equacao de s. E ainda, a reta esta transladada por w.
Como ja visto, podemos transladar figuras, pelos seus vértices, pontos ou pelo seu

centro.

koA Q— 4':-\-‘ ® @ é, \ asc 32 = Q.
e
(%4

[ ] =4+1 ,F-J
O  z-13+27
Q@ z-333+178

Figura 25
Temos os passos para construgao, no software Geogebra:

e Defina z_ 1, z 2 e construa a reta que passa por esses afixos. Essa
reta sera o dominio da transformacao.

e Tome um numero complexo w, e construa o vetor OW, ligando a origem
ao afixo de w.

e Tome um numero complexo qualquer de afixo z_3 na reta, e na caixa de
comandos do software digite:z 4=z 3 +w.

e Construa o vetor de origem em z_3 e extremidade em z_4.

e Ative as ferramentas de rastro para o afixo z_4, e animagao para o afixo
z_3.
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No caso da circunferéncia, consideramos a transformacao a seguir:

T:Q-C,/T@E)=z+w,onde Q é o conjunto de todos os afixos pertencentes a

circunferéncia de equagéo |z —z,| =A, dominio da transformag&o. Fazendo o calculo

com os elementos do dominio, vejamos:

lz-z =4

(z+w)=(z, Tw)| =X

Esta equacido nos mostra que a distancia entre o afixo de z+w, e o nUmero

complexo z, +w, é constante e igual ao raio A, caracterizando assim uma nova

circunferéncia de mesmo raio transladada pelo complexo w.

Q o
O =z
@

Vector

Z;

(0, 0)

(174, 1.1)

(3, 2)

©

LN mc 17

o=

\«7(

Input...

—2.88)
-1.4

—2.88
—1.4 - -4
R n

Figura 26

Vejamos a construgéo:

e Construa um circulo e nomeie de z_1 seu centro, passando pelo ponto
geral z. (renomeie caso necessario)

e Construa o vetor que parte da origem e tem como extremidade o
numero complexo de afixo em w.

e Tome um z_2 pertencente a circunferéncia Q, e digite na caixa de
comandos:z 3=z 2 +w.

e Ative a ferramenta rastro, para z_3, e animagao para o afixo de z_2.
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Foi visto anteriormente que o produto entre numeros complexos na forma
trigonométrica, caracterizam uma rotagdo seguida de uma homotetia (ampliagao ou
contracdo do médulo), agora vamos ver o que ocorre ao tomarmos na transformacgao

pelo produto, o dominio com retas e circulos.

Dados z,,z,,z,we C, considere a transformagdo 7 :T - C, definida por
T(z)=zw,onde I'c C é o conjunto de todos os numeros complexos com afixos na

reta r, definida pelos afixos de z,,z, . Assim z, s&o os pontos de r,com I'=r.
A equagéo da reta que passa por z, e z, € dada por: z, =z, +1.(z, —z,). Logo:

T T->C, T@)=zw->Tz)=zzw=(z, +tt.(z,-2)) w=z,wtt(z, -2z .w. Esta
ultima expresséo traduz geometricamente a rotacdo do numero complexo z, pelo
complexo w. Repare ainda que o vetor versor da reta » dado por (z, -z,), também

sofre uma rotagéo pelo complexo w.7T(z,) =z, w =z, w+t.(z; —z,).W

Podemos agora concluir que a transformagéo dada por uma rotagao (produto),
transforma retas em retas, estas ultimas também rotacionadas pelo angulo 6 = Arg(w).
Uma vez que, z, €r, os afixos z,,z,,z, € r, e estdo alinhados. Assim apos a rotagéo
por w, todos estes afixos rotacionam de um mesmo &angulo 6= Arg(w), logo

permanecem alinhados.

DIENE S SN~ IF AN I S Q=
O z--133-1 AJ @
Line
5
@ £ Ls8x+ 358y
a-212.86° &
Point
—IIC =5
Q@ o-(0
Vector
-2.26
@ “7(—146)
6.63
@ ‘“_(1.12)

@ .- (1B e
~12.22

52 Input..

Figura 27
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Para fazermos essa construgao no software Geogebra, temos:

e Tomamos 0s numeros complexos z 1 e z 2 aleatoriamente e
construimos a reta que passa por ambos.

e Tomamos um numero complexo e nomeamos de w, marcando o vetor
que liga a origem ao afixo de w.

e Tomamos um ponto z_3 qualquer, pertencente a reta r, € marcamos o
vetor em seu afixo, como em w.

e Na caixa de comandos, tomamos a transformacéo
T(z) =z, tal quez, =z.w, e escrevemos: z_4=z_3 * W.

e Marcamos o vetor da origem ao afixo z_4

e Usando as ferramentas para ativar o traco do afixo em z_4, animagao
para o afixo z_3 variando em r, e ainda, marcacao de angulo, pelos

pontosz 3,0,z 4.

Desta forma, percebemos que apds o uso das ferramentas na construgao

anterior, o angulo entre os pontos de z;,0,z, n&o varia, o que também caracteriza o

alinhamento e a rotacado dos afixos transformados, e assim conclui-se que o produto

transforma retas em retas.

Apoés esta analise, podemos agora tomar como dominio para esta mesma
transformacdo, um conjunto de pontos (afixos) pertencentes a uma circunferéncia. E

assim analisarmos a imagem desses pontos pela transformacao produto(rotagao).

Seja a transformagdo 7:Q -~ C, onde Q< C é o conjunto de todos os
numeros complexos com afixos na circunferéncia denominada por Q. E assim temos:

T(z)=zw—>T(zg)=zow,com Q= Dom(T).

Tomamos Q a circunferéncia definida por: Q = {z tal que |z - z,| = A} , de centro
em z, e raio A, sendo z, um ponto qualquer da circunferéncia. Sejam z = |z|.cis(a),
z, = |z,|.cis(B), € o numero complexo w = |wl|.cis(9) da transformagdo T(z)=z.w.

Como |z - z,| =L, podemos escrever:

||zlcos(a) + i.|zlsen(a) = (Iz,|cos(B) + .|z, [sen(B))] = 1

|(|Z| cos (o) — |zl| cos (B)) +1. (|Z| sen (o) — |Z1 | sen ([3))| =2
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»\/(|z| cos (o) — Izl | cos ([3))2 + (|z| sen (o) — |Z1 | sen (B))2 =A

\/ (|2 cos (@))” = 2)z.z,|cos (@) cos (B) + (|z,|cos (@)’ + (|z] sen (@)’ = 2|z.z,|sen(a)sen(B) + (|z,|sen(B))’ = A

~\/|z|2 + |z, |2 = 2.Jz].|z,|. (cos(ar).cos(B) + sen(a).sen(B)) = A
zI” + |z,I* = 2.|z].)z,]. (cos(ar).cos(B) + sen(a).sen(B)) = A>
l2* + 1z, = 2.1zl |z, |- (cos(a - B)) =

Esta ultima equagao nos fornece a “Lei dos cossenos”, considerando os afixos

de z, z,, e a origem (0,0), como vértices do tridangulo. Ao tomarmos a transformacao

T(z) =z.w com Dom(T)=Q, e sendo z, aimagemde z por T, temos:

Z, = z.W = z, = |z].cis(a).|w|.cis(0) = |z|.lw|.cis(a + ) , 0 configura a rotagdo de todos os

pontos da circunferéncia Q, de um angulo 6.

O novo centro da circunferéncia transformada sera: T(z,) =z,.w =z, entéo:
zy=2,.W = z3 = |z,|.cis(B).|w|.cis(0) = |z,|.|w|.cis(B + 0) . Configurando assim a rotagdo do

centro pelo vetor w. A partir de agora, podemos notar que:
zy = |z,|.Iw|.cis(B + 0) e z, = |z|.|w|.cis(a. + 0)

sdo respectivamente o novo centro da circunferéncia transformada, e um ponto
qualquer z, tomado apos a transformagdo de z . Sabendo-se que ambos os vetores
tomados pelos afixos de z; e z, sofreram a mesma rotagdo, temos que o angulo entre
z e z; é congruente ao angulo entre z, e z,. Entdo, tomando estes afixos e a origem
como vértices de um tridngulo, podemos usar a lei dos cossenos, obtendo assim o

novo raio da circunferéncia transformada:
2 2 2

re = lz5" + 2,17 = 2.|z5] .|z, | cos(a = B)
2 _ 2 2

re = (wllz )"+ (wllz)” = 2.|wl.|z,[.[wl.|z].cos (o = B)
a2 2 2, 2 2

re=wl"lz,| +wl".lz| =2.|w|".|z,|.|z].cos(a. - B)

= wl. (|Zl|2 + 1z = 2|z, |z].cos(a [3)) , substituindo, temos:
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2 2 2 2
= |w| .(|zl| +|z|” = 2.]z,].|z|.cos(a - B)) = |w| A2

P = |w|2.k2 =>r=|w|A

Concluimos a partir desta equacgao que, o raio da circunferéncia transformada é

igual ao raio original de Q multiplicado pelo médulo de w.
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Figura 28

Fazendo a construgéo no Geogebra:

Crie o numero complexo Z 1 que sera o centro do circulo Q, construa
a circunferéncia que sera o dominio da transformacao.

Crie um numero complexo W e seu vetor OW, que sera o vetor da
transformagao 7'(z) = z.w

Crie um namero complexo Z, com afixo pertencente a circunferéncia

Na caixa de comandos do software, digite: Z_1 * W, e nomeie este novo
afixo como Z_3, que sera o centro da circunferéncia transformada.

Na caixa de comandos, digite: Z * W, e nomeie este novo afixo como
Z_2, que sera aimagem de Z.

Construa os vetores OZ e OZ, .

Construa a marcagao de angulo pelos afixos Z,0,Z_2

Ative a ferramenta de rastro para o afixo Z_2, e animacgéao para Z.
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A inversao T(z) = 1/z

Tomamos agora a transformacao inversao T7(z)= g =w. Mostraremos o que
esta transformacao faz quando tomamos Dom(T) =r ou Dom(T)=Q, sendo r e Q,

dominios como conjuntos de afixos pertencentes a uma reta ou uma circunferéncia

respectivamente.

Considere a reta r, passando pelos afixos z, e z,. Tomando a transformagéo
T(z)= j =w, considerando Dom(T)=r, € r: z,=z,+t(z,—-z,), com teR, temos:
Tz)=1= ;‘- = IfTF . A medida que z variando em r, se afasta da origem, seu médulo
aumenta, e assim o moédulo de Zl tende a zero. O que indica que a imagem de z nesta

situacdo estda se aproximando da origem, |Z,|—>ooj|i|—>0. Ainda por

T(z)= i = ;‘- = - | percebemos que a imagem de T, tem a mesma diregdo do vetor

EXE

conjugado de z,.. Escrevendo z, na forma trigonométrica, z, =|z,|.cis(y), como

2| = 2], tem-se: T(z)=1=1= |ZZ_|2 = IZ—'% = % . Vimos anteriormente, que a

transformacdo conjugacdo 7(z) =z, nos fornece a reflexdo pelo eixo horizontal do

afixo de z. No caso da transformagdo inversdo T(z)=1=1="5= asCy) -

= w, a
Zr |Z,.|2 |ZV| ’

imagem de T ¢é tal que: Argw)=Arg(z,)= -y € |w|=T§ﬁ, na medida que ha

variagao do conjugado, na reta z, .

Figura 29.
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Pelo software geogebra, visualizamos as imagens da transformacéo inversao,
transformando retas em circulos, podendo também gerar outras retas, quando a reta

r = Dom(T) passar pela origem. Para esta constru¢cdo no Geogebra:

e Tome os numeros complexos z_1 e z_2 e construa a reta r, por eles.
e Tome um numero complexo Z qualquer, pertencente aretar.
e Para a reta conjugada, na caixa de comandos, digite: Z' = x(Z2)-i*y(Z)
e Para aimagem de T, na caixa de comandos digite: w = 1/(Z).

e Ative as ferramentas de rastro para W, e animacéao para Z.

Tomando agora como dominio para a transformacao inversdo 7T(z) = i- =w, a
circunferéncia Q, |z —z,| =A. Primeiramente vale ressaltar que a inversdo é composta
por uma conjugacgao seguida de uma homotetia(contracdo ou ampliagdo de modulo),
pois:

T(Z):i‘:;]::—z_%zw

|-

Neste caso, como o dominio € uma circunferéncia, a conjugagcdo gera uma
segunda circunferéncia transladada, em seguida pela contragdo ou ampliagdo do
modulo, para cada afixo de Q, obtemos como imagem de T, também uma
circunferéncia. Podendo ser uma reta, caso a circunferéncia Q = Dom(T) passe pela

origem(z =0+ 0i=(0,0)).

Figura 30
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Para construgao no software Geogebra:

e Construa a circunferéncia Q= Dom(T), tomando Z_1 como
centro.

e Tome um ponto Z qualquer, pertencente ao dominio de T.

e Paraimagem de T, digite na caixa de comandos: W = 1/(2).

e Para obter a conjugagdo do dominio Zz=z,, digite:
Z 2=x(Z)-i.y(Z)

e Ative as ferramentas de rastro para os afixos W e Z 2, e

animacao para o afixo Z.
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3.5 Uso de softwares na resoluciao de problemas

Veremos agora alguns problemas/exercicios que tém suas resolugbes
facilitadas pelo uso do software, e ainda a dinamizagao dos recursos tecnoldgicos para
demonstragbes. Os problemas a seguir foram selecionados de forma que, apds
comparagcdo entre solugdes tradicionais (que serdo omitidas aqui) e o uso dos
recursos de software, verificou-se ganho em tempo de resolugdo, além da
possibilidade de visualizagao dindmica das solugdes, podendo ser estudada solucbes
adicionais conforme variagcbes dos enunciados dos problemas. O que pode se tornar

um atrativo a mais para as aulas do ensino médio.

Problema 1: A seguir temos o primeiro problema tirado da prova de uma
instituicdo de ensino, IME - Instituto Militar de Engenharia, em seu vestibular 2017. Foi

extraido o conteudo da questéo.

3® QUESTAD | Valor: 0,25

Sejam Z1 e Za nimeros complexos tais que Zz é imagindrio puro e |Z—Z,1=IZ,|. Para

quaisquer valores de Z; e Z: que atendam a essas condigdes tem-se que:

(A) Im(Z)>0
(B) Im(Z,)<0
() 1Z,1<21Z,1
(D) Re(Z,)=0
(E) Rel)<Im@,)

Figura 31

Da figura 31, pela interpretagcdo geométrica da equagédo |z, —z,|=|z,|
percebe-se que a distancia entre os afixos de z;, e z, deve ser igual ao |z,|. Do
problema, temos que z, € imaginario puro, logo o afixo esta no eixo vertical. Tomando
o circulo de centro em z, que passa pelo afixo z, , e com raio igual ao |z,|, temos com

o uso do Geogebra que:
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Figura 32

Para construgao:

Tomamos o afixo Z_2 no eixo imaginario.

Construimos a circunferéncia de centro em Z_2 passando pela origem.
Tomamos um ponto qualquer da circunferéncia, nomeando-o de Z 1.
Constroi-se os segmentos OZ1 e AZ1, sendo A a extremidade do
didmetro OA.

Ap0ds esta rapida construcao, nota-se que:

O éangulo AZ 10 ¢é sempre reto, pois estd inscrito numa
semi-circunferéncia.

Para qualquer Z_1 pertencente a circunferéncia, temos que a distancia
entre Z_ 1 e Z 2 é igual ao raio do circulo, que é exatamente o moédulo
de Z_2ouseja: |z, —z,| = |z,] .

Fazendo Z_2 variar no eixo vertical e Z_1 variar na circunferéncia,

nota-se que para qualquer valor de Z 2 e Z_1, temos: |zl| <2. |22| .
Isso também pode ser caracterizado pelo fato de que |le sempre sera

menor que o didmetro do circulo em questao, pela simples justificativa

de que é um cateto, onde o didmetro é a hipotenusa do tridngulo OAZ1.
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Problema 2: Este problema, também extraido da prova de vestibular 2017, de
uma instituicdo de ensino, ITA - Instituto Tecnolégico de Aeronautica. O problema de
geometria plana resolvido quando aplicamos os conceitos geométricos de numeros

complexos apresentados nesta obra.

Questao 16. Seja ABC um triangulo cujos lados AB, AC e BC medem 6 cm, 8 ecm e 10 em,
respectivamente. Considere os pontos M e N sobre o lado BC tais que AM é a altura relativa a BC'

e N é o ponto médio de BC. A area do triangulo AMN, em em?, ¢

A () 3,36. B () 3,60. C()4,20. D( )4,48. E( )6,72.
Figura 33

Sendo o triangulo ABC de lados 6, 8 e 10, pode-se concluir que o tridngulo em
questdo é retangulo. Desta forma podemos tomar o vértice A como a origem do
sistema de coordenadas complexas, sendo AB=6, AC=8 e BC=10, M o pé da altura
relativa ao lado BC, e N ponto médio da hipotenusa BC. Tomamos os numeros
complexos 0+0i=(0,00=4,z,=0+6i=(0,6)=B, z; =8+0i=(8,0)=C como

vértices. Podemos entao verificar as coordenadas do ponto médio N:

_ zytzy _ (0+60)+(8+0i)
N= - 2

. = 4+3i=(4,3)

Por proporcionalidade temos % = 1% >BM=3,6= |M —22| , € ainda o afixo M
2372

|#5=2|”

com M =z, + |M—zz| = (0+6i)+ 5836 = (0+6i) + (0,8 - 0,6i).3,6 = 2,88 + 3, 84i

Sendo assim as coordenadas do afixo sdo: M =(2,88, 3,84). O numero

complexo N-M tem coordenadas N-M=4+3i-(2,88+3,84i)=1,12-0,84i,

. , . N-M|.IM].
sendo perpendicular ao niumero complexo M , e assim temos: S, = l_zLI_L . logo:

M| = \/(2,88)2 +(3,84)° = 4,8 e IN-M|= \/(1, 12)° +(-0,84)" = 1,4 .

Logo a area que se deseja é : §, ~=-=5—=3,36, Alternativa A.

AMN
Observemos a resolugéo pelo uso do software Geogebra, usando os conceitos de

numeros complexos apresentados.
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Figura 34

Vejamos a construgéo no Geogebra:

Na caixa de comandos, construa os afixos Z 2 e Z 3 , vértices do
tridangulo , digitando: Z_2 = 0+6i e Z_3 = 8+0i

Construa o triangulo ABC onde A é a origem do sistema.

Construa o ponto médio N digitando: N =(Z 2 + Z 3)/2

Pelas ferramentas, construa uma reta perpendicular ao lado BC,
passando pelo vértice A(0,0)

Ainda pelas ferramentas, crie os Vetores AM e N - M, perpendiculares.
Usando a ferramenta distancia entre pontos, Calcule as distancias AM e
MN.

Construindo o triangulo AMN o software ja nos mostra as respectivas

areas dos triangulos ABC e AMN.
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Problema 3: Prove que os pontos M e N médios dos lados AB e AC
respectivamente, de um tridngulo qualquer ABC, formam o que chamamos de base

média. Esta base sendo paralela ao lado BC, com a metade do comprimento BC.

Para provarmos por niumeros complexos, esse enunciado, tomamos os vértices

ABC como numeros complexos z,,z,,z; respectivamente. e assim os pontos médios

M e N sao representados por:

+. +: . .
M=3=2¢N== eainda BC =z, - z,, e assim temos que:

MN =[%.(z, +zy)] - [%.(z, +2,)] = %.(z; - z,) = £.BC, concluindo assim que

MN e BC sao paralelos, pois sdo multiplos, e ainda |MN| = % |BC]| .

Pelo software Geogebra temos:

Figura 35
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Fazendo a construgao no software Geogebra, temos:

Marque pontos no plano para os vértices ABC, e nomeie-os de
Z 1,Z 2eZ 3respectivamente.

Construa o triangulo ABC, pela ferramenta poligono, ligando os
pontosZ 1,Z 2,Z 3.

Na caixa de comandos, digite: M=(Z_1+Z_2)/2 e N=(Z_1+Z_3)/2,
criando assim os pontos médios dos lados AB e AC
respectivamente.

Construa os vetores Z 3-Z 2 e N - M, com uso da ferramenta
“vetores”

Pela ferramenta de distadncia entre pontos, perceba que,
variando os pontos Z 1, Z 2, Z 3 no plano, que para qualquer
ABC, temos: MN = BC/2 com MN//BC.
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Problema 4: O “Teorema de Napoleao”

Dado um tridngulo qualquer ABC, construindo-se externamente a ABC os
tridngulos equilateros ABM , ACN , BCP, com centros respectivamente G, H, |. Prove

que o triangulo GHI também é equilatero.

Tomamos o triangulo ABC, sem perda de generalidade com A na origem por
uma rotagdo e/ou translagéo, 4 =0+0i=(0,0), e B =z, =xz+0i=(xz,0), sendo AB

pertencente ao eixo real. Sejam C=z;, M =z,, N=z5, P =2, G=2z,, H=2z4, [ =z,.

e
o

Figura 36

Da figura 36, pelo produto de numeros complexos apresentados na forma

trigonométrica, temos:
z4 = z,5.cis(= 60°) , z5 = z5.¢is(60°), z4 =z, + (23 — z,).cis(— 60°)

Os centros dos tridngulos equilateros coincidem com seus respectivos

baricentros.

z, = iz;ﬁ 1.2,.(1 +cis(- 60°) = *.z, + % .z, cis(- 60°)

z}-*-z2
3

zg = 1z3.(1 +cis(60°)) = 4.2y + 4 z;.cis(60°)
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o= T2 = L (22, 425+ (23 = 2,).cis(= 60°)) = 2z, + Lz, + Lz, cis(- 60°) - Lz,.cis(- 60°)

Para provar o teorema, basta provar que: zg =z, +(z4 — z,).cis(60°) , € segue,

pelas substituicdes que:

(29 —z7) = gzz + '%23 + §Z3.cis(— 60°) — %zz.cis(— 60°) — ';'.22 - %'.zz.cis(— 60°)

Wi

zg=13.2,t %.Zz.cis(— 60°) + (g'z2 + '3LZ3 + '3LZ3.CiS(— 60°) — %Zz.cis(— 60°) — '31.22 - '3L.Z2.CiS(— 60°)).cis(60°)

Lembrando ainda que cis(- 60°).cis(60°) = cis(0°) = cos(0°) + i.sen(0°)=1, e
simplificando a expressdo acima, chegamos em: z8=§-.z3+§.z3.cis(60°), como
queriamos provar.

Com o uso do software, pode-se ainda mover os afixos referentes aos
tridangulos equilateros construidos a partir dos lados do tridngulo ABC, e assim

notamos que o teorema € valido ainda para tridngulos equilateros, construidos

internamente a ABC, e também para os casos de degeneracgao do triangulo ABC.
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Consideragoes finais:

Apo6s toda a analise e desenvolvimento dos numeros complexos, com suas
abordagens geométricas e conectividade com outros tdépicos da matematica
apresentados aqui, espera-se que o leitor docente ou discente, tenha recursos
adicionais para otimizar o processo ensino-aprendizagem dos numeros complexos.
Nos dias atuais, a informacado é transmitida de forma muito rapida e o publico do
ensino médio, em sala, esta cada vez mais “acelerado” com tamanha disponibilidade
de informagdes na palma da mao, seja com a informatizagdo de algumas escolas, ou
pelo uso generalizado dos aparelhos celulares, permitindo que alunos acessem o
aplicativo do software gratuito geogebra pelo smartphone, o que poderia agregar ainda
mais facilidade e contextualidade além da visualizacdo, para ensino dos numeros
complexos. Mesmo que estes recursos tecnoldgicos ndo esteja acessivel a todos os
alunos e escolas para uso generalizado e individual, percebe-se que, com uso de
apenas um aparelho em sala, para projetar as imagens, o professor pode fornecer a
visualizagao das operagdoes. Defendo que o ensino dos numeros complexos
juntamente com suas propriedades geométricas, uso de tecnologia com software e
auxilio na resolugdo de problemas, podem ser um atrativo a mais para os alunos do
ensino médio e também uma ferramenta auxiliadora. Contudo, ainda faz-se necessario
um forte trabalho pelos docentes de aprimoramento e atualizacéo profissional, para
que a sala de aula nado seja apenas mera reproducao de conteldos e féormulas sem

um significado a mais.
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