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Estudo das Coénicas: Uma Proposta Didatica com Uso
de GeoGebra para o Ensino Médio
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RESUMO

Este trabalho tem o objetivo de abordar o conceito de conicas, suas deducgoes, caracte-
rizacoes e representagoes graficas. Esta dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo
serao abordados o contexto historico de conicas e a deducao da sua equagao geral. No
capitulo seguinte, abordaremos a caracterizacao das conicas a partir da equacao geral. O

ultimo capitulo apresenta sugestoes de aulas sobre cada tipo de conica, com construcoes
no GeoGebra.
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Study of Conic: A Proposal for Teaching with
GeoGebra of Use for High School

Author: Thiago Pardo Severiano

Advisor: Dra. Débora Borges Ferreira

ABSTRACT

This work aims to address the concept of conical, your deductions, characterizations and
graphical representations. It is divided into three chapters. In the first chapter will discuss
the historical context of conical and the deduction of their general equation. The next
chapter will discuss the characterization of conic from the general equation. The final

chapter presents suggestions for lessons on each type of cone, with buildings in GeoGebra.

Keywords: Conical, Parabole, Ellipse, Hyperbole, Graphic representation, GeoGebra.
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1 Introducao

Segundo a organizacao dos contetdos proposta por todos os livros aprovados no Pro-
grama Nacional do Livro Didatico - PNLD/MEC, temos:

"No Ensino Médio, comumente, a geometria analitica no plano concentra-se,
inadequadamente, no 3° ano, ocasiao em que se devem estudar reta, circun-
feréncia e conicas no plano cartesiano. A despeito disso, no 1° ano, ja sao
abordados tépicos relativos a distancia entre pontos e também aos primeiros
contatos com as equagoes da reta, da parabola e, por vezes, da circunferéncia.
Um aspecto muito criticado, mas que persiste na abordagem da geometria ana-
litica nas colegbes, é a fragmentagdo dos conceitos. Por exemplo, no estudo da
reta, varios tipos de equagao — geral, reduzida, segmentéria, paramétrica, entre
outras — sao apresentados isoladamente e com igual destaque, prejudicando-se,
assim, uma abordagem mais integrada dessas equagoes.

Frequentemente, o estudo da circunferéncia e das conicas nao foge ao pa-
drao de segmentacgao observado na abordagem da reta. O que atenua essa limi-
tacao é a atencao crescente que vem sendo dispensada ao método de completar
quadrados com o objetivo de se obter a forma candnica da equacdo de uma, cir-
cunferéncia. Para atribuir significado ao nome “cénicas”, é apropriado referir-se
as secoes planas de uma superficie conica. No entanto, é preciso cautela para
caracterizar o tipo de secao plana que gera uma hipérbole ou uma parabola em
um cone de duas folhas."(BRASIL, 2017)

As Orientacdes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio, documento que norteia
o guia PNLD e a publicacao dos livros didaticos, versam que o estudo de Coénicas pode
ser tratado como um topico complementar ao ensino médio em clubes ou feiras de ci-
éncias, laboratérios de Matemética ou ainda em atividades de carater interdisciplinar,
explicando, por exemplo o funcionamento das antenas parabélicas, dos espelhos elipticos

e dos telescopios.

Acreditamos que a caracterizacao de conicas como topico complementar induz ao do-
cente que esse contetiido, se nao for trabalhado no ensino médio, nao traz prejuizos ao
desenvolvimento matematico do aluno. Porém, saber relacionar essas curvas no plano car-
tesiano as suas respectivas equacoes e identificar os lugares geométricos que as determinam

¢ uma habilidade notavel para o estudo da Geometria Analitica como um todo.
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O estudo de fungoes quadraticas e seus graficos (parabola) é proposto na primeira série
do Ensino Médio. Logo, indiretamente ocorre o primeiro contato com conicas, tornando-a

a mais conhecida delas.

O préximo contato com coOnicas serd na terceira série do Ensino Médio durante o
estudo de Geometria Analitica, como citado no PNLD. A sequéncia natural de abordagem

é: ponto, reta, circunferéncia e coéonicas. Em geral, dificilmente vé-se a tultima parte.

Os livros didaticos aprovados no PNLD 2018, por exemplo DANTE (2017), IEZZI
(2017) e PAIVA (2015), ndo evidenciam a andlise e a construcgao de graficos em Geometria
Analitica, restringindo o estudo, na grande maioria das vezes, a parte algébrica do assunto.
Por exemplo: "Calcule a distancia dos pontos A e B, dadas suas coordenadas", "Qual a
equacao da circunferéncia de centro dado e que passa por um ponto P?"ou "Calcule a
excentricidade da elipse de equacao dada". Como ja foi dito, no nosso ponto de vista essa

parte algébrica é a menos interessante.

A proposta desse trabalho é mostrar aos docentes de Matematica que lecionam nas
turmas da terceira série do Ensino Médio uma alternativa didatica de se trabalhar conicas
no Ensino Médio, com analise e demonstracoes de equacoes e com o advento do uso do
software de Geometria Dinamica GeoGebra. Acreditamos que esse recurso tecnolégico
¢ de fundamental relevancia para o processo de ensino-aprendizagem, pois aproxima a

representacao grafica da que seria a ideal para analise dos graficos.

1.1 Organizacao do trabalho

Esse trabalho tem como pré-requisitos todo o assunto de Geometria Analitica anterior
ao estudo das conicas e nocoes basicas de Algebra Linear. Esta dividido em trés capitulos
e traz, em seu primeiro capitulo, um breve contexto historico das conicas, a equacao do

cone circular reto e, a partir dela, a deducao da equacao geral da conica na forma:
Az +Bay+Cy*+ Do+ Ey+F =0,

com A, B,C, D, E, F € R. O capitulo seguinte analisa e define cada tipo de conica a partir

da equacao geral ja deduzida, trabalhando a parabola como equacoes gerais do tipo:

Az’+Da+Ey+F=0 (1.1)




que pode se apresentar também na forma:

e reduzidas do tipo:

com F # (0 ou

Cy’+Dax+Ey+F=0

A, D F

Y = E.x E.x ol
C . E F
T =——. — ——

com D # 0. A elipse com equagoes gerais do tipo:

A? +Cy* +Dax+Ey+F =0

com A e C coeficientes de mesmo sinal e reduzida do tipo:

com s e t de mesmo sinal. E hipérbole com equagdes gerais do tipo:

(z+g)° N

(y+h)?

S

" =

1

A+ Cy* +Dax+Ey+F=0|

com A e C coeficientes de sinais distintos e reduzidas do tipo:

(z +g)* N

(y+h)?

S

; =

1

15

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

com s e t de sinais distintos. J& o ultimo capitulo sugere atividades separadamente & cada

tipo de conica, com construcoes no (GeoGebra.
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2 (Conicas - Contexto historico e
definicao

2.1 Contexto historico das conicas

Para introduzir o conceito de conicas citaremos, segundo Roque (2012), o problema

da duplicagao do cubo. Existem algumas versdes para o mesmo problema, eis duas delas.

H4 indicios de que tal problema tenha surgido devido ao mitico rei Minos que insa-
tisfeito com o tamanho do timulo em formato de cubo erguido para seu filho Glauco,
teria ordenado que dobrassem o tamanho do timulo. Ele consultou um poeta (acredita-se
que este era Euripedes), que era um ignorante em Matematica, e este o induziu, de modo
equivocado, como solugao do problema a duplicagao de cada dimensao do timulo. Isso

resultou num timulo de volume oito vezes maior que o original.

Conta-se ainda que em 427 a.C Péricles teria morrido de peste juntamente com um
quarto da populacao de Atenas. Bastante abalados, os atenienses consultaram o oraculo
de Apolo, em Delos, para saber como deveriam enfrentar tal doenca. A resposta foi que o
altar de Apolo, que possuia o formato de um cubo, deveria ser duplicado. Prontamente,
as dimensoes do altar foram multiplicadas por 2, mas isso nao afastou a peste. O volume

havia sido multiplicado por 8, e nao por 2.

Figura 1: Duplicagao errada do cubo

Fonte: Elaborado pelo autor

Supostamente, tal problema teria chegado até Platdo (viveu de 429 a.C a 347 a.C) que
o submeteu aos geometras. E essa tltima historia fez com que o problema da duplicagao

seja mencionado frequentemente como problema deliano. Verdadeira ou nao, o fato é
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que o mesmo foi estudado na Academia de Platdo, e ha solu¢oes geométricas superiores

atribuidas a Eudoxo, Menaecmo e mesmo (embora talvez erradamente) ao proprio Platao.

Alguns anos se passaram e nao houve nenhum progresso quanto a solucao, até que
Hipocrates de Quios (viveu em torno de 430 a.C) descobriu sua famosa reducdo: cons-
truiu duas médias proporcionais entre dois segmentos de reta de comprimentos s e 2s.

Denotando-se as médias proporcionais por X e y, entao

Figura 2: Reducao de Hipocrates

> =

2s
Fonte: Elaborado pelo autor

Temos como resultado as equacoes 22 = sy e y?> = 2sz. Elevando a primeira equacao

ao quadrado, temos:
4
x
(1,2)2 — (sy)2x4 — s2y2 = y2 — 7

Substituindo na segunda equagao, temos:

W~

4
= 281 = % = 25.82 = | 2% = 255,

Hﬁl&

Com isso, x é a aresta de um cubo que tem volume igual ao dobro do volume de um

cubo de aresta s.

Figura 3: Duplicagao correta do cubo

Fonte: Elaborado pelo autor

Apesar de Hipocrates ter encontrado a solucao, a construcao dos segmentos de com-

primentos x e y ¢ desconhecida.
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Depois da reducao de Hipocrates, todas as tentativas de duplicacao partiram do
mesmo principio: a constru¢ao de duas médias proporcionais entre dois segmentos de
reta dados. Uma das mais antigas e notaveis demonstracoes partiu de Arquitas (viveu
em torno de 390 a.C). Sua solucao consiste em achar um ponto de intersec¢ao de um
cilindro circular reto, um tor6ide de didmetro inferior zero e um cone circular reto. A
demonstracao a seguir foi retirada literalmente do texto Os Trés Problemas Cldssicos da

Matemdtica Grega de Joao Pitombeira de Carvalho.

Embora o raciocinio de Arquitas seja puramente geométrico, usaremos seu equivalente
analitico para torna-lo mais familiar para nos, habituados com a linguagem algébrica.
Sejam a e b os dois segmentos dados, com b < a. Seja OC A’ uma circunferéncia cujo
didmetro OA’ é igual a a e uma outra circunferéncia OBA cujo diametro OA é igual a b

e que estd contida em um plano perpendicular ao plano da primeira circunferéncia.

Figura 4: Anélise da demonstracio de Arquitas

Fonte: TEIXEIRA, 1995

Considere o cilindro circular reto gerado pela circunferéncia OC A’ e o toro gerado
pela circunferéncia OBA ao girar em torno da reta Oz , perpendicular ao plano OCA’. A
interseccao destas duas superficies define uma curva, conhecida como curva de Arquitas,

dada pelas equacoes

(ZL‘2 +y2 +ZL‘2)2 _ a2'($2+y2)
b

o angulo ©. A equacao deste cone é

seja © = 2 e considere o cone cujo eixo é a reta OA’ e cuja geratriz forma com o eixo

2

a
22 +y’ 42t = b—2.x2.

Seja D a projecio de C sobre Oz. Entdo a curva de Arquitas corta o cone no ponto
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B cuja projecao sobre o plano de OC A’ é o ponto C' da circunferéncia, tal que % =

Afirmamos que OC' e OB sao duas meias proporcionais entre a e b. Com efeito,

SIS

C" =a.0D,
——9 [
OB =a.0C,
b.OB = a.0OD
Disso, decorre que
0C” =b.0D,
OB’ = a.0C,

e temos, enfim, que

A solugao de Eudoxo (viveu em torno de 370 a.C.) se perdeu. Menaecmo (viveu em
torno de 350 a.C) apresentou duas solugdes do problema e, pelo que se sabe, inventou
as secgOes coOnicas com essa finalidade. Posteriormente, Erastostenes (viveu em torno
de 230 a.C) apresentou uma soluc¢do usando dispositivos mecanicos e, também no mesmo
periodo, outra solucao desenvolvida por Nicomedes. Uma solucao posterior foi oferecida
por Apolonio (viveu em torno de 225 a.C). Dioclés (viveu em torno de 180 a.C) inventou
uma curva chamada cisséide com o mesmo objetivo. Podemos concluir que as curvas

planas superiores proporcionaram a descoberta de muitas outras solucoes.

Figura 5: Cissoide de Dioclés

Fonte: Elaborado pelo autor

Baseado no estudo de Menaecmo, Apolonio escreveu uma obra intitulada Seccoes
Conicas, composta de oito livros e cerca de 400 proposicoes. Um estudo exaustivo dessas
curvas que supera completamente os trabalhos anteriores de Menaecmo, Aristeu e Euclides
sobre esse assunto. Apenas os 7 primeiros livros da obra chegaram até nos. Os quatro

primeiros em grego, que tratam da teoria elementar genérica das conicas, e os outros trés
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numa traducao arabe do século IX, que se aprofundam nas investigagoes das propriedades
das curvas. Acredita-se, ainda, que os trés primeiros livros se baseiam nos estudos de

Euclides sobre o assunto.

Antes de Apolonio, os gregos se baseavam nas sec¢oes conicas da seguinte maneira:
o plano que seccionaria o cone seria somente perpendicular & geratriz do cone. O que
alteraria o tipo de curva nao era o corte e sim o angulo do vértice da seccao meridiana do
cone. Se este fosse agudo, tinhamos uma elipse, caso fosse reto, tinhamos uma parabola
e se fosse obtuso, uma hipérbole. S6 era considerado um ramo da hipérbole, pois o cone
era visto como limitado no vértice, sendo infinito para apenas o lado oposto a ele. Apolo-
nio, no primeiro livro de sua obra, introduziu a ideia de cone duplo reto ou obliquo, se

assemelhando ao modo como estudamos hoje.

Segundo Eves (2004):

"Os nomes elipse, pardbola e hipérbole foram introduzidos por Apolénio
e foram tomados da terminologia pitagorica antiga referente a aplicagdo de
areas. Quando os pitagoricos aplicavam um retangulo em um segmento de reta
(isto é, colocavam a base do retangulo ao longo de um segmento de reta, com
um vértice do retangulo sobre uma extremidade do segmento), eles diziam que
se tinha um caso de ’elipsis’, 'parabole’ ou "hyperbole’, conforme a base do

retangulo ficava aquém do segmento de reta, coincidia com ele ou o excedia."

O livro II da obra Seccoes Conicas de Apolonio trata das propriedades de assintotas e
hipérboles conjugadas e do tracado de tangentes. O livro III versa sobre teoremas variados,
alguns sobre tangentes e areas e propriedades harmonicas sobre polos e polares e teoremas
sobre o produto do segmento de cordas que se intersectam. As propriedades focais das
conicas aparecem no final do livro III. Em toda a obra nao se cita a propriedade foco-
diretriz das conicas nem sobre o foco da parabola, o que desperta curiosidade, haja vista
que, segundo Papus, Euclides tinha ciéncia dessas propriedades. Coube somente a Johann
Kepler (viveu de 1571 a 1630) utilizar o nome "foco", pois este nao era utilizado pelos
gregos. O livro IV prova as reciprocas de algumas proposicoes do livro III. O livro V
é, notadamente, o mais original de toda obra remanescente. Ele trata sobre as retas
normais numa concepc¢ao diferente da que se conhecia. O livro VI trata sobre teoremas
e problemas de construcao relativo a conicas iguais e semelhantes. O livro VII contém

bastante teoremas envolvendo didmetros conjugados.

Segundo Eves (2004):

"Secgbes conicas € um grande tratado mas, devido & sua extensdo, ao
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apuro de sua exposicao e & pomposidade dos enunciados de varias proposicoes
complexas, é muito penoso de se ler. Um breve esbogo de seu contetido ja é
suficiente para se perceber que ele é consideravelmente mais completo do que
os cursos dados nas faculdades sobre o assunto."

No inicio do século XVII, varios matemaéticos se esforcaram para recuperar as obras
classicas. Dentre elas, uma das mais importantes, as Seccoes Conicas de Apolonio. Pierre
de Fermat, entao, tomou como objetivo inicial exprimir os problemas geométricos de
Apolénio na linguagem algébrica proposta por Viéte. Com isso, pode-se atribuir ao francés

o fato de associar as curvas conicas a equagoes quadraticas de variaveis = e y.

2.2 Definicao de superficie conica

Definicao 01: Um subconjunto S de R® é uma superficie conica se existem uma curva
I' em um plano o e um ponto V, nao pertencente ao plano «, tais que S € a reuniao
de todas as retas que contém V e algum ponto de I'. Cada uma dessas retas é chamada

geratriz, I' é chamada diretriz e V, vértice de S.

Figura 6: Superficie conica
\SAARR

4,
l/,’f‘.'“l
Fonte: Elaborado pelo autor

O ponto V', naturalmente, pertence a S. Por ser uma reuniao de retas, uma superficie
coOnica é uma superficie regrada. Se I' é uma circunferéncia em um plano que nao contém
V, S é chamada superficie conica circular. Se, além disso, a projecao ortogonal G de V
sobre o plano da circunferéncia coincide com seu centro, S é uma superficie conica circular

reta e areta VG é o eixo de S.

Vejamos como obter as equacoes da superficie conica S de diretriz I' e vértice V. Em

relagdo a um sistema ortogonal de coordenadas, sejam V' = (h, k,l) e

| f(zy,2) =0
b {g(fﬂ,yz) =0
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Conforme a defini¢ao, um ponto P = (z,y, ), distinto de V', pertence a S se, e somente

se, existem um ponto P’ = (2/,9/,2') em I" e A ndo-nulo tais que (1/_]5’) = )\.(\/—]5), isto é,

¥ =h+A(z—h)
y=k+Ay—k).
=1+ A(z=1)

Logo, P pertente a S se, e somente se, P = V ou existe um ntimero real nao-nulo A

tal que

Essas igualdades equivalem a P’ pertencer a I'.

Obtivemos, assim, um sistema de duas equagoes dependendo do parametro A, que
caracteriza os pontos de S - V' (note que V nao satisfaz as equacoes anteriores). O conjunto
dos valores que podem ser atribuidos a A depende do dominio das funcoes f e g, e em cada
caso devemos fazer as restrigoes pertinentes. Desde ja, sabemos que é vedado atribuir a
A o valor 0, pois, como V' nao pertence a I', f(h,k,l) # 0 ou g(h,k,1) # 0.

Para obter uma equacao livre de parametros que caracterize os pontos S - V, elimi-
namos A na equacao anterior, nao esquecendo de impor as restricoes necessarias a x,y
e z. E de se esperar que o vértice ndo satisfaca a equacdo obtida; as vezes, porém, é
possivel "corrigi-la", isto é, transforma-la em outra equacao (ndo-equivalente) que tenha
como solugoes exatamente os pontos de S, inclusive V' (frequentemente isso se consegue
eliminando denominadores). Sem essa "corre¢ao", ficamos obrigados a esclarecer que S é

o conjunto dos pontos que satisfazem a equacao, acrescido do ponto V.

As equacoes anteriores descrevem uma familia de curvas I'y dependendo de um para-

metro A cuja reuniao ¢ S - V. Para cada valor nao-nulo de A\ no seu dominio de validade,

V+(VP
p)

I'\ ¢é construida dos pontos z = ) tais que P’ pertence a I'. A diretriz I" é a curva

I'y da familia.
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2.3 Equacao do Cone Circular Reto no R3

Defini¢ao 02: Sejam V = (xo, Yo, 20) um ponto do espago e a uma constante real positiva

e a equacao geral da superficie conica assim definida:

(f - $0)2 i (?J - y0)2 - (Z - 20)2
a? b2 - 2

com a,be c#0.

Assim, a superficie S, chamada cone circular reto de eizo paralelo ao eixo — Oz, €

dada por:
(z — 20)2

St (w—x0) + (y — y0)* = 2

¢ uma superficie conica de vértice V- = (x9,yo, 20) e diretriz

r. (= 20)* + (y —0)* =1
‘ Z=2zy+cC.

Figura 7: Cone circular reto

i

,.r:.r)

Y

Fonte: Elaborado pelo autor

De fato, seja S a superficie conica de diretriz I' e vértice V. Pela Definicao 01, um
ponto P = (x,y, z) pertence a S se, e somente se, existe um ponto P’ = (2',y/,2') € T, e

um namero real A tal que:

—
VP =\VP. (2.1)
Ou seja:
r—1x9 = \(2' — x0)
Y=Y =AY — o) (2.2)
z—20 = A(2' — 20)
e

. { (@' —20)" + (¥ —w0)* =1 2.3)

2=z +c
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Logo, como a = 2" — zp e z — 2z = A. (2 — 2p), temos que

zZ— 20

A= (2.4)

—
Observe, por ‘T}% =AVP e \= =% que:

P=V&l=0&2z=2. (2.5)

Assim, o vértice V' é o tnico ponto de S com terceira coordenada igual a zj.

Se z # zp, temos que:

—xrn =
o 0 A Z— 2
Y=Y  aly—Yo
Y —yo = N ( )
Z— 20

e que:
02($ - IO)Q 02(?/ - y0)2

(z — 20)2 (z — 20)2

e - n) + - = E

Provamos, entdo, que um ponto P = (z,y, z), com z # 2y, pertence a S se, e somente se,
satisfaz a equagao:

s (2.6)

Além disso:

a) Se P = (z,y,z) € S e z= z, entdo, por (2.5), P =V = (0, Yo, 20), que satisfaz a
equagao (2.6).

b) Se P = (z,y, z) satisfaz a equagdo (2.6), entao:
(= 20)" + (y— )" =0,

ou seja, r = xg e y = Yo €, portanto, P = (zo ,yo ,20 ) = V.

Logo, a superficie conica S de diretriz I e vértice V realmente coincide com a superficie

O eixo do cone circular S é a reta {(xo ,y0 ,20 ) + A.(0,0,1)|A € R} paralela ao eixo
— Oz, que contém os centros das elipses:

—20)? )2 = (e=z0)?
Sﬂ{zzk}:{@s w) + (y — )’ = 5

Z =



onde k € R—{z}.

25



26

3 Conicas

3.1 Deducao da equacao geral da conica

Como vimos no capitulo anterior, S é a superficie conica de vértice V- = (x¢ , 4o , 20 ),

com diretriz circular no plano Oy e eixo paralelo ao eixo Oz. Assim, de (2.6),

S —a) - = E20 1

com a constante real positiva. Tomemos o como sendo um plano qualquer que contém
um ponto W = (x1, 41, 21). Assim,

a:m.(x—z)+n(y—w)+p (2 —2)=0,

com m, n e p constantes reais.

Sabendo que tanto a superficie conica S quanto a superficie plana « sao infinitas,
podemos dizer que sempre haverd uma interseccao entre elas. Com isso, que tipo de curva

iremos obter?

Analisemos agora, S N« (encontrar todos os pontos do R3*que pertencem a S e a «

ao mesmo tempo), ou seja, quando S = .

Plano «:

m.(z—x1)+n(y—y1)+p(z—2)=0
=m.(r—x1)+n. (y—y) =—p(2 — 21),

considerando p # 0,
m n
D= =5 - m) = (- a)

p
m n
=>——(z—2)——(y—wn)+xn==
b p
m m n n

5> ——T+—21——yY+t—-ypt+tun==z2
p p p
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Chamando <—%> =M, (—ﬂ> =Ne <%.x1 + %.yl + zl> = (), temos:

p

Mx+ Ny+Q =z

Substituindo em (3.1), temos:

(Mz+Ny+Q —z)°
c? '

(z—0)* + (y —90)* =
Multiplicando ambos os membros da equacdo por ¢2, temos:
Aw—m0)’ + Ay — o) = [(Mx+ Ny) +(Q — 2)”
Desenvolvendo separadamente os membros da equacao, temos:
1° membro:
. (:v2 —2.x.20 + xOQ) + 2 (y2 —2.9.90 + y02) =

= Aa? = 2. 200+ Aagt + Ayt — 2. .y + Pyt =

= At 4 Ay’ — 2. 000 — 2.0y + Aag® + Ayt
2° membro:
(M.z+ Ny’ +2.(Mxz+ Ny).(Q — 2) + (Q — 2)° =

M?2* + 2. M. N.ay+ N>y* + 2. (M.Q.x — M.zg.x + N.Q.y — N.zp.y) + (Q — %)’ =

M?2? + 2 M.N.xzy+ N2y? + 2.M.(Q — z) .+ 2N. (Q — ) .y + (Q — 2)°.
Juntando em um s6 membro, temos:
(02 — MQ) a? —2.M.N.x.y+ (02 — N2) Y+ (—2.02.350 —2.M.(Q — zo)) X

+ (—2~02-y0 — 2N. (Q - Zo)) Y+ (02~~”U02 + 02-3/02 - (Q - 20)2) =0,

que é da forma,

Ax* +Bay+Cy*+Dax+Ey+F=0 (3.2)

onde A = (= M?), B= —-2MN, C = (c*—-N?), D = (=2.c%zy—2.M.(Q — z)),
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E=(=2.yo— 2N.(Q — 2)) e F = (F.m? + Py — (Q — 20)2).
Assim, podemos definir que uma cénica no plano é definida como o conjunto dos

pontos P = (z,y) que satisfazem a equagao (3.2) em que A, B, C, D, E e F sao

nimeros reais, com A, B e C nao simultaneamente nulos.

3.2 Identificando o tipo de conica a partir da equagao

Dada a Equacdo (3.2) deduzida na se¢ao anterior,

Az’ +Bay+Cy*+ Do+ Ey+F =0,

o termo misto B.z.y serd facilmente eliminado caso B = 0, ficando assim:
Ax*+Cy?+Dax+Ey+F=0 (3.3)

Caso B # 0, temos uma equacao em que seu termo misto pode ser eliminado por uma

rotacao de eixos coordenados.
Queremos encontrar um angulo «, de modo que o termo misto seja eliminado.

Chamamos r = T.cosa — §.sena e y = T.sena + §.cosa, substituindo em (3.2):
A.(T.cosa — T.sena)’ + B.(T.cosa — j.sena).(T.sena + 7.cosa)

+C.(Z.sena + J.cosa)” + D.(T.cosa — F.sena) + E.(T.sena + J.cosa) + F =0

2

= A.(7%.cos’a — 2. T..sena.cosa + J°.sen’a)

+B.(f2.sena.cosa + f.y.cosza — E.y.sen%z — y2.sena.cosa)

2

+C.(Z%.sen’a + 2. T.3.sena.cosa + J*.cos’q)

+D.(ZT.cosa — y.sena) + E.(T.sena + y.cosa) + F =0

2 2

= (A.cos’a + B.sena.cosa + C.sen’a).@

+(—2.A.sena.cosa + B.(cos*a — sen’a) + 2.C.sena.cosa).T.y

2 —2

+(A.sen’a — B.sena.cosa + C.cos’a).y

+(D.cosa + E.sena).T + (—D.sena + E.cosa).y+ F =0
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Chamando:

A = A.cos’a + B.sena.cosa + C.sena

B = —2.A.sena.cosa + B. (cos’a — sen®a) + 2.C.sena.cosa
= B = B.cos2a — (A — C) .sen2a
C = A.sen*a — B.sena.cosa + C.cos’a (3.4)

D = D.cosa + E.sena
E = —D.sena + E.cosa
F=F

\

Com isso, temos a equacao (3.2) reescrita nas novas coordenadas:
AT+ Bzy+CyP +DT3+Ey+F =0 (3.5)
Queremos « tal que B = 0. Usando que

cos’a — sen’a = cos2a

2.sena.cosa = sen2a

2

: —2.A.sena.cosa + B.(cos*a — sen*a) + 2.C.sena.cosa = ()

= B.cos2a — (A — () .sen2a =0

= B.cos (2a) = (A — C) .sen (2a)
cos(2a)  A-C
sen(2a) B

A-C
= cotg (2a) = —5

Resumindo o que foi feito até agora, temos o seguinte teorema:

=

Teorema 3.2.1. Se B # 0, a equagao (3.2)
g(z,y) : Az’ + Bay+Cy*+Da+Ey+F=0
pode ser transformada na equagao (3.3)

9JZ,y) AT+ CyP+ DT+ Ey+F=0 (3.5)



onde A e C nao sao ambos nulos, por uma rotacao de eizos de dngulo o para o qual

A—
cotg (2a) = TC

e satisfazem (3.4).
Precisamos de uma maneira simples para encontrar A e C. Temos de (3.4):
A = A.cos’a + B.sena.cosa + C.sen’a

B = —2.A.sena.cosa + B.cos’a — B.sen?a + 2.C.sena.cosa

C = A.sen’a — B.sena.cosa + C.cos’a.

Para o termo misto desaparecer, é preciso que B = 0:

B
—A.sena.cosa + 5.8671206 — 5.605204 + C.sena.cosa = 0,

que pode ser escrito como:

30

B B
—sena. (A.cosa — E.SGna) + cosa. (C’.sena - E.COSO./) =0 (3.6)

Ou ainda, outro modo:

B B
—cosa. (A.sena + 5.005(1) + cosa. (C.cosa + 5.867104) =0 (3.7)

Queremos encontrar o de modo que (3.6) e (3.7) sejam nulos.

Uma solucao em (3.6) é que

A.cosa — %.sen@ = \.cosa
(3.8)
C.sena — %cosa = \.senq
para algum A € R. E para (3.7) ¢
A.sena + £ .cosa = \.cosa
2 _ (3.9)
C.cosa + %.sena = \.sena

para algum )\ € R. Substituindo esses valores em A e C, temos que reescrever A de

maneira conveniente:

_ B B
A= A.cos’a + 5.567104.00504 + E.sena.cosoz + C.sen’a
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_ B B
= A = cosa. (A.cosa + 5.367104) + sena. (C.senoz + 5.00304)

T — cosa A.COSQ + sena A.seno B é
N ’ 2 ’ 2 2

Da mesma forma para C'

— B
C = A.sen’a — —.sena.cosa — —.sena.cosa + C.cos’a
2 2

_ B B
= (' = sena. (A.sena - 5.00304) + cosa. (C.cosa - E.sen&)

— N.seno N.cosa N
= (C = sena. 5 + cosa. 5 = 5

Agora, vamos encontrar uma maneira de obter A e X’ facilmente:

De (3.8), temos:

2.A— )\ B cosa \ [0 - (2.A = \) .cosa + B.sena = 0
B 20—\ )\ sena 0 B.cosa+ (2.C — \) .sena =0

que é um sistema homogéneo, logo para existir uma solugao nao trivial é preciso que:

2A- ) B
B 2.0 =X

Isto é,

(2A-X).20-N)-B=0X -2 (A+C) . N+4.AC-B*=0.

Daf encontramos .

2A—N —-B sena \ 0
-B 2.0-XN | \ cosa B 0

que também é um sistema homogéneo. Logo,

De (3.9), temos:

(2A=N).2.C=N)=B*=0e N —2.(A+C) N +4.AC—-B*=0.
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Concluimos que 2.4 e 2.C sao raizes de
M —2(A+C)N+4.A.C—B*=0. (3.10)

Corolario 3.2.1. Se B # 0 em (3.2), entdo podemos transformd-la em (3.3) onde A e
C satisfazem (3.10)

3.3 Classificacao das conicas

Teorema 3.3.1. O grifico da equacao

G(z,y): Ax* +Bay+Cy*+ Do+ Ey+F=0
€ uma conica ou uma conica degenerada. Se for uma cénica, entdo serd
(i) uma pardbola, se B> —4.A.C = 0;
(11) uma elipse, se B> —4.A.C < 0;

(iii) uma hipérbole, se B> —4.A.C > 0.

Demonstracao:

Seja G (v,y) : Ax?’+B.axy+Cy*+D.x+FEy+F =0onde A+ B>+ C? # 0. Como
saberemos que curva ela determina? Sabemos que, pelo Teorema 3.2.1, G (x,y) torna-se:
G@y): AT+ Cy¥ +DI+Ej+F =0,

A—C

se o angulo de rotagao a satisfazer cotg (20) = “5=.

Vimos, no Corolario 3.2.1 que 2.4 e 2.C satisfazem a equacio (3.10)

(N —2(A+C)AN+4.AC—-B*=0
que é um polinémio do 2° grau. O gréfico de

fO) =N =2.(A4+C)\+4.AC - B

¢ uma parabola com concavidade para cima e corta o eixo y em 4.A.C' — B2

Ha 3 casos para estudarmos 4. A.C — B> =0, 4.A.C — B?>>0ou 4.A.C — B? <0.
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1° caso: Se 4. A.C — B> =0« B? — 4.A.C = 0, entao esse polindomio é da forma
M —2(A+C)A=0

SAA=—2(A+C)) =0

SA=00ur=2.(A+C)

Temos duas equagoes de conicas: A=0e C =2.(A+C)ouC =0e A=2.(A+C).

Figura 8: Grafico de f()\), com 4.A.C — B* =0

A

>~V

2.(A+C)

Taat0)

Fonte: Elaborado pelo autor

Na primeira:
Gy :2(A+C) ¥ +DIT+Ey+F =0

=Dz=-2A+C)y¥-Ey—F

_ 2A+0) , E_ F
éaj:_T.y—:.y—:
D D D
= G (7,7y) é pardbola = G (z,y) também ¢é parabola.
Na segunda:
G@,7):2(A+C) >+ DT+ Ey+F=0

=FEy=-2(A+C)7*-Dzx—-F

2(A+C)_, D_ T
= - — =T — =
E E E

<

=

= G(7,7y) é pardbola = G (z,y) também é parabola.

Agora, para analisar o 2° e o 3° casos, observe que (3.10) sempre tem raiz real:
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M -2 (A+C)N+4.AC—-B*=0

A= (-2.(A+0))* - 41. (4.A.C — B?)

4.(A+C)° —4. (4.A.C - B?)

A
A=4.((A+C)* - (4.A.C - B?))
A=4 (A+2AC+C*—4.AC+ B?)
A=4.(A*-2AC+C*+ B
=A=4.((A-0)?+B?).
Como (A — 0)2 + B% > 0, temos que A > 0. Logo, sempre existira \ real.

2° caso: Se 4.A.C — B? >0 & B? —4.A.C <0, temos 4 situacoes possiveis obtidas
de A=0oulA >0:

Para A =0, entdio A = A = C.

Figura 9: Gréfico de f(\) para A=0: A=C >0e A= C < 0, respectivamente

A A

LA.C — B $4.AC - B

>

>

Fonte: Elaborado pelo autor
Assim,

G@7y): AT+ AP +DT+Ey+F =0

Agora, fazendo a translagdo T —a = u e ¥y — b = v, obtemos:

Au?+Ca®+ (2.a.A + ﬁ) u + (2.b.C + E) v+ A+ CV¥+Da+Eb+F=0

Escolhendo “a” e “b” de modo que

2a0.A+D =0
20C+E=0

A nova escrita nos da: A.u? + C.0? + ? =0 Au?2+Cv? = —?. Como A e C
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possuem o mesmo sinal, entao G (T,7) é elipse, satisfaz (1.5).

Para A > 0, entdo A # C # 0:

Figura 10: Grafico de f(\) tocando o eixo A em dois pontos de mesmo sinal

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim,

G

~—

7,7): AT+ CyP + DT+ Ey+F =0.

Agora, fazendo a mesma translacao com T —a = u e § — b = v, obtemos:

A+ Cv’+ (20A+D) u + (20.C+E) v+ Aa>+CbW +Da+Eb+F=0
Escolhendo "a” e 70" de modo que
20.C+E=0 24 2

A nova escrita nos da: A.u? + C.0? + F=0o Ay?2 +C? =

ol
Q
S
=
S
|
@
Ql

possuem o mesmo sinal, entdo G (7,7) é elipse, satisfaz (1.5).

3° caso: Se 4. A.C — B2 <0« B?2—4.A.C > 0, temos:

Figura 11: Grafico de f()\) tocando o eixo A em dois pontos de sinais distintos.

A

1

sdAC-B

Fonte: Elaborado pelo autor
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Assim,
G@,y): AT+ CyP+Dx+Ey+F=0.

Agora, fazendo a translacdo T —a = u e ¥ — b = v, obtemos:

A+ Cv®+ (2aA+D)u + (2b.C+E) v+ Aa®>+CbW +Da+Eb+F =0

Escolhendo “a” e “b” de modo que
2.0.A+D =0
20.C+E=0

A nova escrita nos da: Au? +Ca? +F =0 Au?+Ca? = —F. Como A e C

possuem sinais distintos, entdo G (Z,y) é hipérbole, satisfaz (1.7).

Exemplo 01:
4+ 2xy+y* +52—-3y+1=0

Pelo Teorema 3.3.1 calculamos B? — 4.A.C' = 22 — 4.1.1 = 0. Sabemos que a conica
em questao é uma parabola. Agora, se quisermos esboca-la, precisamos verificar o angulo

de rotagao para determinéa-la.

Pelo Teorema 3.2.1, temos:

A—
cotg (2a) :Tczgzo
mas,
1—tg*(a) 1-1.1 T
tg (20) = = t =1 ==
cotg (20) = 530 2.1 gla)=1=a=7
Temos:
. 2 (T T T 2 (T
A =1l.cos (4) + 2.sen (4) .COS <4> + 1l.sen (4)
2 2
— V2 V2 V2 V2 1 1 —
A=1. — 2\ — | - | = ll— ] ==4+14+==A4A=2
= ( 2 + 2 2 + 2 2 L 2 ~
— 7r 7r T T —
B = 2.cos <2'Z) ~(1-1).sen (2.1) = 2.cos (§> ~ 0.sen (5) —204+01=B=0

0 =t (5) - 2m (§) s () 107 ()

comn () 2 () () er () 2o teon

= 5.cos <%> + (—=3).sen (%)

Sl
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2 2 2
E = (—5) .sen (% + (—3).cos (%)
= B = (-5) (?) +(-3). (?) = (-8) (g) =E=-4V2
F=1

Com isso, temos:

27 +0ZG+ 07 + V2T —4./274+1=0

=27 +V27—427+1=0

Figura 12: Grafico de Exemplo 01

Y
b4

//'
AL
b -

Fonte: Elaborado pelo autor

Exemplo 02:
x2+2.\/§.w.y—y2+x—2.y—320

Novamente pelo Teorema 3.3.1 B? —4.A.C' = (2.\/5)2 —4.1.(—1) = 16. Sabemos que
a conica em questao é uma hipérbole. Agora, se quisermos esboca-la, precisamos verificar

o angulo de rotagao para determina-la. Entao:

Pelo Teorema 3.2.1, temos:

A — 1+1
cotg (2.a) = c_1t —\/§:>2azzmd:> a:%

B 2.3 3 3

Assim, A = cos? (%) +2.4/3.sen (%) .COS (%) — sen? (%)

LA (i)f (;).(@) () tiiiaan,



E:Z\/gcos( —(1+1) sen( )

2

<g> 2 (7)o (7)o ()

:ﬁ:zﬁ. ( 3) V3—V3=B=0.

Ql

E = —sen (%) — 2.cos <8>
~z-- (1) 2 (@) z___@:@:_<ﬁ2+1)_
F=-3

Com isso, temos:

3-2 3+1
274077 — 2.5 + <\/—2 ) T — <\/_2+ > g—3=0,

multiplicando ambos os membros por 2, temos:

4.52—4.y2+(\/§—2> T — <\/§+1) J—6=0.

Figura 13: Grafico do Exemplo 02

Yy

»

Fonte: Elaborado pelo autor

38
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3.4 Visualizando as secoes conicas

Nessa secao, analisamos caso a caso as secoes conicas obtidas com a variacao do plano

Assuma que:
1. A superficie conica sera circular reta, assim:
2 2
St (x—m0)" +(y—yo)” =

2. O vértice de S sera V = (0,0,0), assim:

Agora, Fazendo S N «, temos 2 situacoes: quando V' € a e quando V' ¢ a.

Situagao 1: V = (0,0,0) € «, como:

m.x+ny+pz=0

p.z2 = —m.T —n.y
m n

z=——ax——y, (p#0).
p P

Substituindo em S, temos:

2 2
m mn n

m? mn n?
= (1 - —2> 2t =2 —xy+ <1 — —2) y*=0.
p p p

Considerando m = 0, vamos mostrar que « contém o eixo Ox.

Seja a equagao paramétrica do eixo Oz: t (1,0,0),t € R= P = (¢,0,0) € Oz, Vt € R.

a: mr+ny+pz=0=ny+pz=0, param = 0.
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Substituindo P em «, temos: n.0+p.0 =0= P € «, Vt € R. Com isso, o plano «

contém o eixo Ozx.

A equacao da conica para m = 0 seréa:
n2
z? + (1——2> Y =0=2"+Cy*=0
p

2
paraC’:l—;—z.

Agora, analisamos todos os possiveis valores de n, tomando como parametro o p. Com

isso:

e n=+p = 2> =0 — Parabola degenerada (reta)

Figura 14: Parabola degenerada (reta)

Fonte: Elaborado pelo autor

o p<n<p=a’+ C’.y2 =0, 0 < C <1 — Elipse degenerada (ponto)

Figura 15: Elipse degenerada (ponto (0,0))

Fonte: Elaborado pelo autor
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en<-—poun>p= 1>+ C.y2 =0, C' < 0 — Hipérbole degenerada (par de retas

concorrentes, © = £C.y)

Figura 16: Hipérbole degenerada (par de retas concorrentes)

Fonte: Elaborado pelo autor

Com todas as conicas degeneradas representadas em laranja, nas Figuras 14, 15 e 16.

Agora, considere n = 0. Temos um plano que contém o eixo Oy, e analisemos m.
Assim:
m2
(1— —2> 2y =0= A2 +y* =0,
p
onde A=1-— m—;
p

e m = +p = y? = 0 — Parabola degenerada (reta y = 0)

e p<m<p=0<A<l= Az?=—y% como Az? > 0e —y? <0, 56 serao
iguais quando A.z? = —y?> = 0 = 2 = y = 0 — Elipse degenerada (ponto (0,0))

em < —poun >p= A< 0 — Hipérbole degenerada (par de retas concorrentes

y = +Azx).

Considerando m, n # 0, temos:

2 2
(1 - &> 22y (1 - "_2) =0
p p p

e m=+4n=dp= -2"32y=0= 2.y =0= Retas concorrentes (x=00uy=0)

em=14n#p=7p% (22 +y®) —mi(z+y)’ =0 p* —m?).a® —2miry+ (p* —

m?).y? = 0, resolvendo a equagao do 2° grau, temos:

2.m2y + \/4.m4.y2 — 4.(p? — m?2)2.92
xr =
2.(p* —m?)
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_ 2.m2y £ \/4.(2.p2.m? — p*).y?
2.(p* —m?)

~ mly+/(2.p2.m? — pt).y?

B p2 —m?2

m?.y £ yl-/(2.p2m? — p*)

p2 — m?2

m? 4+ \/2.p2.m? — p4)

p2 — m?2

=T

=T

==

x =y
par de retas concorrentes ou ponto.

e m#£+tn, m=+p= —22ay+ (1 — Z—;) Yy =0= y.[—2.§.x+ "—iy] =0=y=

0ou — 2.%.x + Z—j.y = 0 = retas
m2 m m2 m
em#Inn==2p= (1-"5)a’-22zy=0=z[l-")r-22y=0=2=

0ou (1— ’;‘—;)x — 2.7y =0 = retas

P p?

2
e m # tn,n#+£tp, pFEtm= <1—’;}—;).x2—2.m—§.x.y+(1—”—2>.y = 0 = par

de retas concorrentes ou ponto.

Podemos, entao, afirmar que analisamos todos os possiveis valores de m e n, tomando

como parametro o p.

Note que, na Situagao 1, temos apenas conicas degeneradas. Isto se da pelo fato do

plano « conter o eixo Ox ou o eixo Oy.
Situagao 2: V = (0,0,0) ¢ «, tomemos uma equacao geral de « :

m.(x—xz)+n.(y—y)+p.(z2—2)=0



m? m.n n? m n
= 12 497 = —2.:152 +2.—xy+ —2.y2 —2.Q.—2—2.0Q.—y+ Q?
b p D p p

m? m.n n? m n
D p b p p

Considerando m = 0, temos um plano paralelo ao eixo Ox:

2
xz—l—(l—%) .y2+2.Q.g.y—Q2:0:>:I;2+C.y2+E.y+F=0.
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Agora, analisamos todos os possiveis valores de n, tomando como parametro o p. Com

18S0:

en=*dp=2’+Ey+F=0,E=242.Q — Parabola

Figura 17: Parabola

Fonte: Elaborado pelo autor

ep<n<p=22+Cy*+E.y+F =0, com0<C <1— Elipse

Figura 18: Elipse

Fonte: Elaborado pelo autor

en<-poun>p=a>+Cy*+Ey+F =0, com C <0 — Hipérbole
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Figura 19: Hipérbole

Fonte: Elaborado pelo autor

Consideramos n = 0, temos um plano paralelo ao eixo Oy:

m? m
(1—p—2) .x2+y2+2.Q.E.x—Q2:O:>A.a;2+y2+D.x+F

Agora, analisamos todos os possiveis valores de m, tomando como parametro o p.

Com 1isso:

m2

V¥ +2Qr—-Q*=0=y*+Dax+F=0= B?—-4.A.C =0 = Parabola

om = +p = <1—m—2>.x2+y2+2.Q.%.:17—Q2:0=>A.:172+y2—|—D.x+F:>

¢ p<m<p= (1—7;—;).1'2—1-342—1—2.@.%.:5—@2:0, com 0 < (1_7;_;> <1
= A2+’ +Dax+F=0,comB>—4AC=-4Ae0<A<1l=Az>+1>+

D.x + F = Elipse

om<—p0um>p:>(1—’;%22).x2+y2+2.Q.%.m—Q2:0,com (1—’%;) <0

= A2’ +y*+D.a+F =0,com B?~4.AC = -4Ace A< 0= A2®>+y*+ Do+ F =
Hipérbole

Considerando m, n # 0, temos:

m2 m.n TL2 m n
p p p p p

= A +Baoy+Cy*+Dax+Ey+F=0

em=dn=4p= 22y+2Q0r+2Qy—-Q*=0= 2ay+Drx+Ey+F =
0= B? —4.A.C = 4 = Hipérbole

em=dn#p= A+ Bay+ Ay +Dr+Ey+F=0=2A<B<2A=
Elipse e se B < —2.A4 ou B > 2.A = Hipérbole

em#4n, m=+p=Bay+Cy*+Dar+Ey+F=0= B>-4AC =DB?=
Hipérbole
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em#dnn==2p=A2r*+Bary+Dr+Ey+F=0= B>-4AC = B> =
Hipérbole

em # dnn # xp, p#d+m = Ar*+Bry+Cy*+Dax+Ey+F =0=

B? —4.A.C <0 = Elipse ou B? —4.A.C' > 0 = Hipérbole

Podemos, entao, afirmar que analisamos todos os possiveis valores de m e n, tomando

como parametro o p.
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4 Sugestoes de Aulas

4.1 Plano de Aula

PUBLICO-ALVO:

Alunos da 3* série do Ensino Médio e/ou turmas de aprendizado avancado em Mate-
matica (preparatorias para competicoes de ensino, por exemplo). Quantidade de alunos:
20

CARGA HORARIA:

Serao necessarias 15 horas/aula para tratar todo o assunto de conicas como proposta
didatica, sendo: 3 h/aula para a introdugao e dedugao de conicas e 4h/aula para cada

tipo de conica, com deducao de equacao reduzida, elementos da conica e construcoes com
o GeoGebra.

OBJETIVO GERAL:

Exercitar a visualizacao de plano e cone no espaco, bem como analisar todas as pos-

siveis intersecoes entre eles.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

1. Identificar que as conicas advém da intersecao de um plano com um cone;

2. Deduzir a equagao geral da conica a partir das equagoes do plano e do cone e chegar

na equacao reduzida de cada tipo de conica.

PRE-REQUISITOS:
Teoremas 3.2.1 e 3.3.1 do Capitulo 3.
METODOLOGIA:

Esta se divide em 3 etapas:
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1. Aula expositiva com o advento da projecao para visualizacdo e deducao das equa-

coes;
2. Uso do software GeoGebra em laboratorio de informética;

3. Socializagao de atividades em grupo.
RECURSOS DIDATICOS:

1. Laboratoério de informatica com o software GeoGebra instalado em todas as méa-

quinas;
2. Projetor multimidia e/ou lousa interativa;

3. Dois tutores que auxiliarao nas dividas referentes a utilizagao do referido software.

AVALIACAO:

Esta sera feita de forma continuada em todas as etapas do processo, da seguinte

maneira:

1. Verificar a capacidade de deducao do aluno a partir das informacoes contidas no

pré-requisito;
2. Analisar, arquivo a arquivo, as construcoes feitas na segunda etapa;

3. Aplicar uma atividade em grupo para verificar as principais dificuldades apresenta-

das.

4.2 O GeoGebra

O GeoGebra é um software de matematica dindmica para todos os niveis de ensino,
que combina geometria, algebra, tabelas, graficos, estatistica e calculo em um tnico sis-
tema. Foi desenvolvido em 2002, pelo professor e pesquisador Markus Hohenwarter da
Universidade de Salzburgo, na Austria, e foi objeto de sua tese de doutorado. Ele o criou
com o objetivo de obter uma ferramenta adequada ao ensino de Matemaética, combinando

entes geométricos aos algébricos (dai vem o nome: GeoGebra — Geometria e Algebra).

O GeoGebra é um software gratuito, multiplataforma e de cédigo aberto. Seu down-

load pode ser feito através do site http://www.geogebra.org/cms/, disponivel em 17 de
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agosto de 2017. A versao 5.0.380.0-3D foi a utilizada neste trabalho. O leitor que nao
conhecer suficientemente o software encontrara no site referido acima as informagoes ne-
cessarias para instalacao e uso do mesmo. Além disso, estardao disponiveis todas as figuras,
animacoes, construcoes aqui realizadas e um manual de usuario em um repositério, pronto

para download.

Repositorio do trabalho: https://goo.gl/HyQRsK, disponivel em 17 de agosto de
2017.

E importante ressaltar que para desenvolver as construcoes desse capitulo é necessario

conhecimento prévio das ferramentas do software nas suas funcoes mais basicas.

4.3 Parabola

Figura 20: Parabola

Fonte: Elaborado pelo autor

Podemos observar parabolas em varias situagoes, como na trajetoria de um jato de
dgua de um chafariz ou na trajetoria do ponto luminoso em fogos de artificio. A parabola
também é muito utilizada em projetos arquitetonicos como, por exemplo, os de Oscar

Niemeyer.

A parabola é uma curva que se obtém seccionando-se um cone com um plano que nao

passa pelo vértice, paralelo & geratriz e cortando apenas uma folha do cone.

Figura 21: Cone seccionado por um plano paralelo a sua geratriz, mostrando a parabola

& 4
N A

Fonte: Elaborado pelo autor
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4.3.1 Deduzindo a equacao da parabola partir da Secao 3.4:

A conica A.x? + Cy* + D.x + E.y + F = 0 sera uma pardbola, se A =0 ou C = 0.

Assim,

(i) Considerando A =0 e C # 0, temos:
Cy’+Dax+Ey+F=0.

Dividindo ambos os membros por C, temos:

D E F
2 2 / / /

—. —. —=0= D'. E'y+F =0.
y+cm+0y+0 y—l— x -+ y+

Isolando o x, de modo a achar a equacao reduzida, temos:

1 £’ F’
Do+ By sa=(p) o (-5) o+ (-5).

que é da forma: x = C".y* + E" .y + F".

(ii) Considerando A # 0 e C' = 0, temos:

Az>+Dax+Ey+F=0.

Dividindo ambos os membros por A, temos:
D E F
x2+z.x+z.y+z —0=2+Da+FE.y+F =0.

Isolando o y, de modo a achar a equacao reduzida, temos:

que é da forma: y = A" .2®> + D".x + F".

(iii) Considerando A =0 e C = 0, temos:

Dx+ Ey+ F=0.

[solando y, temos:

E a equacdo de uma reta.
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4.3.2 Deduzindo a parabola a partir do lugar geométrico

Nesta secao, mostramos a principal caracteristica dos pontos que pertencem a uma
pardbola: equidistam de uma reta d (chamada diretriz) e de um ponto O (chamado de

foco da parébola) ndo pertencente a d.

Figura 22: Elementos da parabola com eixo de simetria paralelo a Ox

Yo

Fonte: Elaborado pelo autor

Elementos principais da parabola

\Y% Vértice Vi(zy,yv) = (zv,y0)
0] Foco O(7o,Y0)

P Ponto P(z,y)

e Eixo de simetria Yy =yy

d Diretriz T =24

d(P,d) | Distancia de P a d |z — x4

d(P,0) | Distancia de P a O \/(:co — 1)’ + (yo — y)°

Mostramos que se P satisfaz d (P,d) = d(P, O), entdo P pertence a parabola.

A(P,0) = \/ (w0 — ©)* + (yo — y)* = |v — 2l = d(P,d)

2

= (Vieo -2+ o -7 = (o2
= (v0 —2)° + (yo — y)* = (& — z4)*
= 102 — 2.20.0 + 22 + Yo —2yoy +y? = 2* — 2242 + 24°

= y2 +2.x4.0 —2.x0.°x — 2.Yy0.y + x02 — xd2 + y02 =0
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=>4+ 2. (x4 — z0) .z — 290y + (20° — zi’ + yo*) =0
= 4?4+ (2. (xqg — 20)) ¢ + (—2.90) .y + (IOQ —xg? + yOQ) = 0.
Chamando 2. (zy — 20) = D, —2.y0 = FE ¢ 10> — 14° + yo* = F, temos:

V' +Dax+Ey+F=0,

que é a equacao geral da parabola de eixo paralelo ao eixo x. A partir dessa equacao,

vamos determinar a forma reduzida de escrevé-la. Assim:

—Dax=y*+Ey+F.

Dividindo ambos os membros por —D, temos:

()5 ()

Chamando (— ) =, (—%) =Fe (—%) = I, temos uma equagao do tipo:

1
D
r=Cy*+FEy+F.

De modo anélogo, determinamos a equagao geral da parabola com eixo de simetria

paralelo ao eixo Oy. Assim, temos:

Figura 23: Elementos da parabola com eixo de simetria paralelo a Oy

d (Diretriz)

Fonte: Elaborado pelo autor

A equacao geral é:

2?4+ Drx+Ey+F=0

E reduzida, do tipo:
y=Aa>+Dx+ F.
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Agora, vamos determinar as coordenadas do foco O = (zp,y0) € a equacao da reta

diretriz * = x4 de uma pardbola com equacao geral do tipo:

V' +Dax+Ey+F=0,

com D =2.(xg—20), E=—2yo0 e F = 10> — 142 + yo®. Com isso, sabemos que:
FE
Yo = Y
D
D:2'(Id_$0):>37d_$025
E? E?
F:x02—$d2+y02=>$02—$d2+f:Fide—xozzj_F
mas,
D E?—-4F

= Tgt+To = M
2.D
Ficamos com o sistema:
Tg — Xo = %
Tq+ 1o = EAL
O que implica em:
D? + E? — 4. F
= 4D
—D?>+ E?—4F
to = 4D

Assim, as coordenadas do foco sao:

O —D?*4+ FE?—_4F E
N 4.D 2 )7

e a reta diretriz terd equagao:

D?+ E? —4.F

= = =
i Tq T 1D

4.3.3 Construindo a parabola usando o software GeoGebra:
Construgao 01: Pardbola pelo lugar geométrico:

1. Selecione a ferramenta "Reta definida por Dois Pontos” e construa uma reta d (oculte

os pontos auxiliares a construcao da reta) e selecione a fun¢ao "Novo Ponto"e marque
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um ponto O fora da reta d.
2. Utilize a ferramenta "Ponto em Objeto” e tome um ponto H sobre a reta d.

3. Utilizando a ferramenta "Segmento definido por Dois Pontos” construa o segmento
OH.

4. Construa a mediatriz ¢t do segmento OH.
5. Construa a perpendicular | & reta d, passando por H.

6. Com a ferramenta "Intersecao de Dois Objetos”, obtenha o ponto P, intersecao de ¢

el.

7. Utilize a ferramenta "Habilitar Rastro” para selecionar a mediatriz ¢ e, em seguida,

use a ferramenta "Animar” e faca o ponto H mover-se sobre a reta d.

vés da Construgao 01

Figura 24: Parabola obtida atra
‘ . AN

Fonte: Elaborado pelo autor

Construcao 02: Parabola e sua propriedade
1. Construa uma reta d qualquer com a fungao "Reta Definida por Dois Pontos”(oculte
os dois pontos usados para construir a reta);
2. Marque um ponto O qualquer, fora dela;

3. Ative a funcao "Parabola”, depois selecione o ponto O e a reta d. Estes serdao o foco

e a diretriz da parabola, respectivamente;
4. Marque um ponto P, pertencente a parabola;

5. Com a funcao "Reta Perpendicular” trace uma reta r perpendicular a d, passando

por P;
6. Marque o ponto de intersec¢ao de r com d, chame-o de H (renomeie);

7. Construa os segmentos PO e PH' e habilite o rétulo com a exibicio do valor;
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8. Movimente o ponto P sobre a parabola. O que vocé observa? (E de se esperar que

o aluno observe que os segmentos PO e PH’ tenham mesma medida.)

Veja, por exemplo, a aplicacao da propriedade do foco da parébola nos faréis de carros:

Figura 25: Farol de carro parabdlico

Fonte: Elaborado pelo autor

O formato do farol é parabdlico, com a parte interna da parabola espelhada e o ponto
de luz posicionado no foco O. Os raios de luz que partem do foco, se refletem na parabola

e seguem seu curso paralelamente ao eixo da parabola.

4.4 Elipse

Figura 26: Elipse

Fonte: Elaborado pelo autor

As trés leis de Kepler podem ser assim resumidas:

1#) as orbitas dos planetas em torno do Sol sdo elipticas, nas quais o Sol ocupa um

dos focos;

2%} no movimento de cada planeta, as areas varridas pelo raio vetor que une o planeta

ao Sol sao proporcionais ao tempo gasto para percorré-las;

3*) os quadrados dos tempos das revolugoes siderais dos planetas sdo proporcionais

aos cubos dos grandes eixos de suas Orbitas.

Mas o que é a elipse que Kepler enuncia em sua primeira lei?
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A elipse é uma curva, tal que, para cada ponto da mesma a soma das distancias deste
ponto a dois outros pontos fixos, ditos focos da elipse, é constante. Logo, uma elipse pode
ser desenhada se fixarmos as extremidades de um barbante de comprimento 2a nos focos e
esticarmos o barbante com uma caneta. Movimentando-se a caneta, mantendo o barbante

esticado, a elipse serd tracada.

Figura 27: Elipse desenhada com auxilio de um barbante

P

Fonte: Elaborado pelo autor

Vimos que a elipse é uma curva conica que se obtém seccionando-se um cone com um
plano que nao passa pelo vértice, passando por 2 geratrizes diametralmente opostas, em
apenas uma folha do cone. Mostraremos mais adiante que qualquer curva que satisfaca a

propriedade descrita por Kepler é uma elipse.

Figura 28: Cone seccionado por um plano, passando por geratrizes opostas, mostrando a
elipse

h 4
‘.

Fonte: Elaborado pelo autor

4.4.1 Deduzindo a equacao da elipse a partir da Secao 3.4

A conica A.a? +Cy? +D.x+ E.y+ F = 0 serd uma elipse, se A.C > 0= Ae C tém
sinais iguais. Assim,

A+ Dax+Cy’ +Ey+F =0

D E
= A. (x2+—.x) +C. <y2+—.y)+F:O

A C
D D? E E? D? E?
2, = 2, = S —
:>A.(x +A.x+4‘A2>+C’.(y +O.y+4‘02)+F 1A 10 0

I
o

D\? E\? D?  E2
:>A<$+ﬂ) +C.<y+%> —(—F—FH—'—m)



56

chamando —F + % + % = F’, temos:

D\’ EN?
A.(x—i-ﬁ) +C.<y+%> — =0

D2 E\2
LB W R
P’ F -
A rel
D2 E\2
@R W B
P F -
A
Assim, % e %/ tém sinais iguais.
Chamando % =g, % = h, % =se % = t, temos a equacao da forma:

2 2
(z +9) +<y+th) _1
S

Onde s e t possuem o mesmo sinal.

4.4.2 Deduzindo a elipse a partir do lugar geométrico

Vamos mostrar nessa segao que o lugar geométrico dos pontos P no plano tais que a
soma das distancias de P a dois pontos fixos F} e Fy é constante é a elipse. Chamamos

Iy e F, de focos da elipse.

Figura 29: Elementos da elipse

Fonte: Elaborado pelo autor
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Elementos principais da elipse

Ay, Ay, By e By | Vértices

Fie B Focos

P Ponto (x,y)

ses Eixos

f Distancia do centro ao foco
aeb Distancia do centro ao vértice

Seja P = (z,y), tal que d (P, F1)+ d(P, Fy) = 2.a e F1 = (20 — f,y0) € F2 = (0 + f, 10)

Assim:

V= o= D)+ = yo)* + (&~ (r0 + D) + (5~ yo)* =20

:>\/((93—950)+f)2+(y—yo)2+\/((x—xo)—f)2+(y—yo)2:2.a

= (@ —20)+ )P+ (4 — y0)* = 20—/ ((z — w0) — > + (y - o)’

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos:

2

W ((x —0) + ) + (4 - yo>2)2 = (za —la—20) — ) + (v - W) .

Separando os membros:

1° membro:
(& —z0)+ )"+ (y —yo)" =

(x —20)" +2.f. (x — 20) + f* + (y — y0)".

2° membro:

4.0? — 4.a.\/((x —20)— )P4+ W—y0)+ (x—20)— >+ (y —yo)* =

4.0 — 4.a.\/((:€ —z0)— )+ (—yo) + (x—20)> = 2.f (x —z0) + f* + (y — yo)*.

Com isso, temos:

4.f (v —0) — 4.0* = —4.a.\/((x —20)— )+ (y —yo)’

= f.(¢ — 20) — @ = —a/ (¢ — 20) — )* + (y - yo)*
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Elevando novamente ao quadrado, temos:

(7o = 20) = )’ = (=ay/((a o) = £+ (0 - 90)2)2
= f2(z —20)’ — 2.0 f. (x — z0) + a' = a® (((z — z0) — [)* + (y — y0)?)
= 2 (z —70)’ —2.a°f. (v — z0) +at = a® ((x — 0)* = 2.f. (x — x0) + f* + (y — y0)°)
= 2 (z —20)*=2.a%f. (v — xo)+a* = a®.(x — x0)*=2.0° f. (x — xo)+d>. f2+ad>.(y — yo)°
= (2 —a?) (v —20)” — a®.(y — yo)* = —a* + a®.f2.
Multiplicando por (—1), temos:

(a* = f?) (z — 20)’ +a?.(y —yo)* = a’. (a* = f?).

Dividindo ambos 0s membros por a?. (a* — f?), temos:

(z — Io)2 (y — yo)2 _
a2 + (a2 —f2) =1

que é a equacao reduzida da elipse.

Desenvolvendo (a? — f2) .(z — z0)* + a®.(y — yo0)* = 2. (a*> — f?), temos:
(a2 — f2) . (x2 —2.x0.7 + xoz) + a®. (y2 — 290y + yoz) —a? (a2 — f2) =0

0

= (a2 — f2) a2=2. (a2 — f2) .xo.x+(a2 — f2) 2o +a* i —2.a% yo.y+a* yo’—a’. (a2 — f2)

= (a2 — f2) ai4a’yt—2. (a2 — f2) 2o.2—2.0° yo.y+ (a2 — f2) zo +a’ yo’—a®. (a2 — f2) 0.

Chamando a®> — f2 = A, o> = C, —2.(a* — f*) .wpo = D, —2.a>.y0 = E e a*.yo* —

a’. (a* — f?) = F, chegamos a equacao do tipo:

A2+ Cy* + D+ Ey+F =0, com A e C positivos, que é a equacio geral da

elipse.

A excentricidade da elipse é a razao entre as distancias focal e a dos vértices do eixo

maior. Com isso, temos:

e:%:%:f com a # 0. Mas, 0 < f < a. Assim:

f =0 = e = 0: significa que d (F}, F;) = 0 = I} = F;, = Elipse degenerada a uma

circunferéncia de diametro 2.a.
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Figura 30: Elipse degenerada a uma circunferéncia

Fonte: Elaborado pelo autor
0< f<a=0<e<l:significa que d (Fy, Fy) < d(A;, As) = F} # F, = Elipse.

Figura 31: Elipses de excentricidades distintas.

Fonte: Elaborado pelo autor

f = a = e = 1:significa que d (F, F3) = d (A1, A2) = F} = Ay e [, = Ay = Elipse

degenerada a um segmento de reta de medida 2.a (ou 2.f).

Figura 32: Elipse degenerada a um segmento de reta.

®
F 1

Fonte: Elaborado pelo autor

4.4.3 Construindo a elipse usando o software GeoGebra:

Construcao 03: Elipse pelo lugar geométrico:

1. Construa dois segmentos de medidas 2a e 2¢ com 2a > 2c.
2. Construa uma reta r e um ponto F} sobre r.

3. Utilizando a ferramenta compasso, construa dois circulos concéntricos de centro F

com raios 2a e 2c.

4. Com a ferramenta "Intersecao de Dois Objetos” obtenha o ponto Fh, ponto de in-

tersecao da reta r e o circulo de raio 2c.
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Utilize a ferramenta "Ponto em Objeto” e tome um ponto D sobre o circulo de raio

2a.
Construa a mediatriz ¢ do segmento DF.
Construa a reta [ passando por Fj e D.

Com a ferramenta "Intersecao de Dois Objetos” obtenha o ponto P, intersecao de ¢

el.

Utilize a ferramenta "Habilitar Rastro” para selecionar a mediatriz t e, em seguida,

faca o ponto D mover-se sobre o circulo, animando-o.

Figura 33: Elipse obtida através da Construgao 03

N
N

Fonte: Elaborado pelo autor

Construcao 04: Elipse e sua propriedade

Marque os pontos F) e Fy, quaisquer, nao coincidentes.

Marque um ponto A, qualquer, ndao pertencente ao segmento F,Fs.

Selecione a funcao "Elipse” e selecione os pontos Fi, F5 e A, nessa ordem.
Oculte o ponto A.

Selecione a funcao "Ponto em Objeto” e marque um ponto P sobre a elipse.
Construa os segmentos PF, e PF, e exiba o rotulo com o valor de suas medidas.

Habilite a visualizacao da planilha e digite nas células Al e A2, PF; e PF,, respec-

tivamente.
Selecione as planilhas A1 e A2 e escolha a fungao "Soma”
Mova o ponto P livremente.

Observe que o valor da soma PF; + PF,; se mantém constante para qualquer lugar

do ponto P na elipse.
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Construcao 05: Propriedade da excentricidade da elipse

1. Marque os pontos F} e Fy, quaisquer, nao coincidentes.
2. Marque um ponto P, qualquer, nao pertencente ao segmento FFs.
3. Selecione a funcao “Elipse” e selecione os pontos F, F e P, nessa ordem.

4. Movimente os pontos Fi e Fy, aproximando-os. O que acontece quando eles coinci-

dem? (E de se esperar que o aluno observe que vamos ter uma circunferéncia)

5. Movimente o ponto P, aproximando-o do segmento F;F5. O que acontece quando
ele passa a pertencer ao referido segmento? (E de se esperar que o aluno observe

que temos umas elipse degenerada a uma reta)

6. Digite no campo de entrada o seguinte comando: e=Excentricidade|<letra que no-

meia a elipse>]

7. Aproxime e afaste o ponto P de F1Fy. Em relagdo a e, o que vocé observa? (E de

se esperar que o aluno observe que quanto mais o ponto P se aproxima de FF5, e

se aproxima de 1 e quanto mais P se afasta de F1Fy, e se aproxima de 0)

Esse valor associado & elipse, chamado de excentricidade e, caracteriza a forma da
elipse. Observe na construcao que, quanto mais achatada a elipse, maior serd sua excen-

tricidade e quanto mais proxima de uma circunferéncia ela for, menor serd esse valor.

Como e = ¢ e ¢ < a, a excentricidade esté entre 0 e 1.

1. Se for proximo de 0, a elipse é mais proxima a uma circunferéncia.

2. Se for proximo de 1, a elipse é mais achatada.

Veja, por exemplo, a excentricidade das o6rbitas dos planetas do sistema solar:
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Planeta Excentricidade
Merctrio 0,206
Veénus 0,007
Terra 0,017
Marte 0,093
Japiter 0,048
Saturno 0,056
Urano 0,047
Netuno 0,009

Observe que Vénus tem a 6rbita mais proxima a uma circunferéncia, enquanto que a

orbita de Mercurio é mais achatada.

Para aprendermos mais sobre as caracteristicas da elipse, é necessario saber como ela
se comporta em um sistema de coordenadas cartesianas. Pois, a partir desse sistema é
que determinamos uma equacao que caracteriza o conjunto de pontos que obedece tais

propriedades.

4.5 Hipérbole

Figura 34: Hipérbole

Fonte: Elaborado pelo autor

A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos P = (x,y) no plano tais que o modulo

da diferenca entre as distancias de P a dois pontos fixos I} e F, (focos) é constante.

A hipérbole é uma curva conica que se obtém seccionando-se um cone com um plano

que nao passa pelo vértice, passando por 2 folhas do cone.
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Figura 35: Hipérbole formada pela intersecao do plano com o cone

Ixx

Fonte: Elaborado pelo autor

4.5.1 Deduzindo a equacao da hipérbole a partir da Secao 3.4:

A conica A.2?> + C.y?> + D.x + E.y + F = 0 serd uma hipérbole, se A.C < 0= AeC

tém sinais distintos. Assim,

Az’ +Dax+Cy’+Ey+F =0

D E
2 Y 2, _
:>A.(x —I—A.x)+0.<y +C.y)+F 0

D D? E E? D*  E?
2 2, S —
:>A.(x +A.x+4‘A2>+C’.(y +O.y+4‘02>+F ' 0

D\? E\? D?  E?
= A. — C. — | - |- F+—+—]=0
(re0x) +elvrse) ~(F+ i ic)
chamando —F + % + % = F’, temos:
D\? E\?
A. — C. — ) —F' =0
<I+2A> + <y+20>
D\? E\?
A. — C. — ) =F
= (:c+2A) + (y+20)
= D 2+ ©(y+ L g 1
F 2A P 2C)
2 2
LD L E
- (= FIZA) X ( F?C) —1
A c
(v +31)° ()
24 2c)  _
= 7 + 7 =1
A c
Assim, %’ e % tém sinais distintos, chamando % =g, % = h, % =se %’ = t, temos
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a equacao da forma:
(x+9)"  (y+h)?
+ r =L
s

onde s e t possuem sinais distintos.

4.5.2 Deduzindo a equacgao da hipérbole a partir do lugar geomé-
trico

O lugar geométrico dos pontos P no plano tais que o médulo da diferenca entre as

distancias de P a dois pontos fixos Fi e Fy (focos) é constante é a hipérbole.

Figura 36: Elementos da hipérbole

Fonte: Elaborado pelo autor

Elementos principais da hipérbole

Are Ay Vértices

Fy e F, Focos

P Ponto (z,y)

ses Eixos

f Distancia do centro ao foco
aeb Distancia do centro ao vértice

A propriedade da hipérbole nos diz que |d (P, F}) — d (P, F,)| = 2.a.

Considerando d (P, Fy) — d (P, F3) = 2.a, temos:

Ve =0~ D)+ -0~ /(x — (r0 + 1) + (v~ yo)* =20

o (= 70) + £+ (- 90) — (@ —70) — £+ (5 — yo)f = 2
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= (@ = 20) + )* + (4 — 90)? = 2a+\/((x = 20) — )* + (y — yo)*

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos:

2

(\/((a; —20) + f)’ +(y — yo)z)2 = (2.a+ \/((x o) = ) (y— yo)z) |

Separando os membros:

1° membro:
(x—z0)+ )+ (y—vo)’ =

(r —20)” +2.f. (x — 20) + f* + (y — yo)*.

2° membro:

4.a2+4.a.\/((x —20)— )+ W—yo) 4+ (z—z0)— )’ + (y—yo)’ =

4.a® + 4.a.\/((:v —20) = )P+ W—y0) + (@ —x0)>—2.f. (x —x0) + f2+ (y — yo)>.

Com isso, temos:

4.f (v —xp) — 4.a* = 4.a.\/((x —z0) — f)2 + (y — yo)2

= f.(r—20) —a*= a.\/((x —20)— >+ (v —vo)>.

Elevando novamente ao quadrado, temos:

(f.(x —z0) — a?)" = (a-\/((i’? —x0) = [+ (y - yo)2>2

= fA(z —20)* — 205 f. (x — x0) + a* = a® (((x — z0) — f)° + (y — v0)?)
= f2(z —20)’ —2.a°f. (x — x0) +a' = a®. ((x — 20)’ — 2.f. (x — x0) + 2+ (y — yo)°)
= f2(z — 20)*=2.0 f. (x — zo)+a* = a®.(x — 10)*—2.a°.f. (z — zo)+a®. f>+a>.(y — yo)
= (f2—a®) (x —10)" — iy —yo)’ = —a* + a®. f2

Multiplicando por (—1), temos:

(a* = f?) (z — 20)? 4 d*.(y —yo)® = d®. (a* = f?).
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Dividindo ambos 0os membros por a?. (a* — f?), temos:

(z — $o)2 (y — ?Jo)2 _
o + (@@~ ) = 1.

Como f > a, temos que a®> > 0 e a®> — f? < 0, que é a equacao reduzida da hipérbole.
Desenvolvendo (a2 — f2) .(x — o) 4+ a®.(y — yo)* = a2. (a® — f?), temos:
(a2 — f2) . <1E2 —2.x0.T + :1:02) + a®. (y2 —2.90.y + yOQ) —a* (a2 — f2) =0

0

= (a2 — f2) 222 (a2 — f2) .:Bo.:v+(a2 — f2) 2o +a*y?—2.a yo.y+a’.yo’—a’. (a2 — f2)

= (a2 — f2) a2 4a® 2. (a2 — f2) Zo.x—2.a% yo.y+ (a2 — f2) xo’4a’ yo®—a®. (a2 — f2) 0.

Chamando a? — f2 = A, a®> = C, —=2.(a* — f?) .x0 = D, —2.a>.yo = F e a*>.yo* —

a’. (a* — f?) = F, chegamos a equagao do tipo:
A2’ +Cy*+Dax+Ey+F=0,comA<0eC >0.
que é a equacao geral da hipérbole.
Agora, considerando d (P, F1) — d (P, F;) = —2.a, chegaremos a equagao reduzida:

(z — $0)2 (y — ?Jo)2

+ =1.
(az — f2) a2
Como f > a, temos que a®> > 0 e a? — f2 < 0.
2 2
Em ambos os casos, ((:ng?g) e (y_ayf) tém sinais distintos.

Geral:
a2.x2—|—(a2 — f2) .y2—2. (a2 — f2) .xo.x—Q.a2.y0.y+(a2 — f2) zo +a’ yo’—a®. (a2 — f2) =0.
Chamando a* = A, a®> — f2 = C, —2.(a®* — f*) .wpo = D, —2.a>.y0 = E e a*.yo* —
a’. (a* — f?) = F, chegamos a equacao do tipo:
A’ +Cy*+Dax+Ey+F =0,
comA>0eC <0.

Em ambos os casos, A e C' tém sinais distintos.

A excentricidade da hipérbole é a razao entre as distancias focal e a dos vértices.

Com isso, temos:
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e:%:%:g,coma%o.Mas,OSan.Assim:

f=0=a=0= eéindeterminada: temos uma hipérbole degenerada a um conjunto

vazio.

0 <a< f=e>1:significa que d (F1, Fy) > d (A, Ay) = F} # F» = Hipérbole.

Figura 37: Hipérboles de excentricidades distintas

Fonte: Elaborado pelo autor

a = f = e = 1:significa que d(F1,Fy) = d(A1,A3) = F) = Are F, = Ay =

hipérbole degenerada a uma reta.

Figura 38: Hipérbole degenerada a uma reta.

Fonte: Elaborado pelo autor

4.5.3 Construindo a hipérbole usando o software GeoGebra:
Comnstrucao 06: Hipérbole pelo lugar geométrico:

1. Construa dois segmentos de medidas 2a e 2¢ com 2a < 2c.
2. Construa uma reta r e um ponto F sobre r.

3. Com a ferramenta "compasso", construa dois circulos concéntricos de centro F; com

raios 2a e 2c.

4. Com a ferramenta "Intersecao de Dois Objetos” obtenha o ponto Fj, intersecao da

reta r e o circulo de raio 2c.
5. Com a ferramenta "Ponto em Objeto”, tome um ponto D sobre o circulo de raio 2a.
6. Construa a mediatriz ¢t do segmento DF5 e a reta [ passando por Fj e D.

7. Com a ferramenta "Intersecao de dois objetos” obtenha o ponto P, intersecao de t e
[.
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8. Utilize a ferramenta "Habilitar Rastro” para selecionar a mediatriz t e, em seguida,

faga o ponto D mover-se sobre o circulo, animando-o.

Figura 39: Hipérbole obtida através da Construgao 06
\ e

Fonte: Elaborado pelo autor

Construcao 07: Hipérbole e sua propriedade:

1. Marque os pontos F} e Fy, quaisquer, nao coincidentes;

2. Marque um ponto A, qualquer, nao pertencente ao segmento F,F,;

3. Selecione a func¢ao "Hipérbole” e selecione os pontos I}, F, e A, nessa ordem;

4. Oculte o ponto A;

5. Selecione a funcao "Ponto em Objeto” e marque um ponto P sobre a hipérbole;
6. Construa os segmentos PF, e PF, e exiba o rotulo com o valor de suas medidas;

7. Habilite a visualizacao da planilha e digite nas células Al e A2, PF; e PFs, respec-

tivamente;
8. Na célula A3 escreva A1 — A2 e na A4 escreva A2 — Al;
9. Mova o ponto P livremente;
10. Observe que o valor das diferencas PF; — PFy e PFy — PF; se mantém constante
para qualquer lugar do ponto P na hipérbole.

Construcao 08: Propriedade da excentricidade da hipérbole:

1. Marque os pontos F} e Fy, quaisquer, nao coincidentes.
2. Marque um ponto P, qualquer, nao pertencente ao segmento F{Fs.

3. Selecione a funcao "Hipérbole” e selecione os pontos F, F5 e P, nessa ordem.
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4. Movimente os pontos Fi e Fy, aproximando-os. O que acontece quando eles coinci-

dem? (E de se esperar que o aluno observe que a conica fique indefinida)

5. Movimente o ponto P, aproximando-o do ponto médio do segmento FiF,. O que
acontece quando eles coincidem? (E de se esperar que o aluno observe que vamos

ter uma reta perpendicular ao segmento F;Fy em seu ponto médio)

6. Digite no campo de entrada o seguinte comando: e=Excentricidade|<letra que no-

meia a hipérbole>|

7. Movimente o ponto P. Em relacao a e, o que vocé observa? (E de se esperar que o
aluno observe que quanto mais P se aproxima de um dos focos, e se aproxima de 1,
sendo indefinido quando coincidem e quanto mais se aproxima da reta perpendicular
a F1F5 no ponto médio, o valor tende a infinito, sendo indefinido quando P pertencer

a tal reta)

Ao observar varias hipérboles, vocé percebera que algumas tém ramos mais aberto que
outras. Essa caracteristica da hipérbole é determinada por um ntmero, a excentricidade

e.

Como e = £ e ¢ > a, a excentricidade é maior que 1.

e Se ¢ for proximo de 1, os ramos da hipérbole serao mais fechados.

e Se e for um nimero tendendo ao infinito, os ramos da hipérbole serao mais abertos.

Veja, por exemplo, uma aplicacao para a hipérbole nos telescopios de reflexao.

Figura 40: Funcionamento do telescopio

A

Fonte: https://goo.gl/zXZyal

O espelho que reflete a imagem captada e envia para o olho é hiperbdlico. A formacao

da imagem no olho se dara no foco do outro ramo da hipérbole.
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5 Consideracoes finais

A Matematica, desde seu surgimento até os dias atuais, passa por fases distintas de
evolucao, de acordo com o contexto social da época. O desenvolvimento dela, no contexto
educativo, é de notavel importancia, pois estd inserida na maioria dos curriculos escola-
res e universitarios, exercendo grande influéncia na formacao do cidadao. O desafio da
escola atual é introduzir recursos, tais como: calculadoras e computadores, no ensino de

Matematica de modo a contribuir no desenvolvimento cognitivo e social do discente.

Apesar dos avancos e das tentativas de insercao desses recursos existirem, ainda sao
muitas as batalhas a serem enfrentadas pelas instituicoes e professores, que vao desde a

mudanca na postura do professor até a atualizacao dos curriculos escolares e universitarios.

Embora a Geometria Analitica, no tocante ao estudo de conicas, seja importante no
desenvolvimento cognitivo do aluno, o ato de leciona-la passa por sérios problemas. Em
primeiro lugar podemos citar o nivel de importancia que é dado por parte dos docentes,
pois muitos nao a consideram essencial e outros nao tém tempo e acabam por nao leciona-
la. Em segundo lugar, dos que se propoem a ensind-la em sala de aula, acredito que
apenas uma minoria de docentes se preocupa com definicoes, demonstracoes, conjecturas
e, sobretudo, representacoes graficas, que sao extremamente importantes na construcao

do conhecimento de conicas por parte do aluno.

Acreditamos que a dinimica oferecida pelo software GeoGebra podera contribuir signi-
ficativamente para o desenvolvimento da aprendizagem nessa area, pois o mesmo combina
elementos geométricos aos algébricos. Todas as representacoes geométricas sao indicadas

pelas suas respectivas equagoes na janela algébrica do programa.

O professor nao deve se restringir ao uso do software para ministrar o contetdo, mas
utiliza-lo como uma ferramenta para melhor representar graficamente as figuras e observar

conceitos e propriedades das Conicas.
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