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RESUMO

SANTOS, Emanoel Lazaro de Santana. Planaridade em Grafos: O teorema de
Kuratowski. 2017. 84 f. Dissertacdo (Mestrado em Matematica) — PROFMAT,
Universidade Federal de Sergipe, Sao Cristovao, 2017.

A presente dissertacdo tem como objetivo introduzir os conceitos bésicos da teoria dos
grafos para explorar o conceito de planaridade e apresentar um belo teorema ligado a esse
tema. A teoria dos grafos é uma ferramenta muito eficaz na resolucdo de problemas que
envolvem diversas areas de conhecimento. Alguns destes problemas estao relacionados a
planaridade de grafos. Dessa forma, este trabalho apresenta o teorema de Kuratowski, com
a beleza de sua demonstragao, que fornece uma condi¢do necesséria e suficiente para um
grafo ser planar, observando se o mesmo contém um tipo especifico de subgrafo relacionado
a grafos completos e bipartidos.

Palavras-chaves: Teoria dos Grafos, Grafo Planar, Teorema de Kuratowski.



ABSTRACT

SANTOS, Emanoel Lazaro de Santana. Planarity in Graphs: Kuratowski’s theorem.
2017. 84 p. Dissertation (Master of Mathematics) — PROFMAT, Federal University of
Sergipe, Sao Cristovao, 2017.

The present dissertation aims to introduce the basic concepts of graph theory to explore
the concept of planarity and present a beautiful theorem connected to this theme. Graph
theory is a very effective tool for solving problems involving several areas of knowledge.
Some of these problems are related to planarity of graphs. Thus, this work presents
Kuratowski’s theorem, with the beauty of its demonstration, which provides a necessary
and sufficient condition for a graph to be planar, observing if it contains a specific type of
subgraph related to complete and split graphs.

Keywords: Theory of Graphs, Planar Graph, Kuratowski’s Theorem.
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INTRODUCAO

A teoria dos grafos teve seu surgimento na histéria da matematica em meados do
século XVIII. Entende-se que o pontapé inicial ao estudo dessa teoria tenha sido dado
pelo matematico suico Leonhard Euler, quando este resolveu o desafio das pontes de
Konigsberg, em 1736. Utilizando pontos e tragos para representar as partes da cidade e
as pontes (ver Figura 1), respectivamente, Euler mostrou que era impossivel percorrer
todas as partes da cidade passando por cada ponte uma tnica vez. Essa solucao seria mais
tarde um dos primeiros problemas resolvidos da teoria de redes (ligada a teoria dos grafos).
Porém, naquele momento, o mundo cientifico nao deu a importancia devida a solugao
de Euler. E durante aproximadamente 150 anos nao houve um avango significativo nessa

teoria (NETO, 2013).

B
C A
Mapa de Konigsberg
D

Figura 1 — Mapa da cidade de Konigsberg e sua representacao gréfica.

Fonte: http://webpages. fc.ul.pt/ pmduarte/tm f | Problemas/konigsberg.html

Em 1852, um jovem matemaético, chamado Francis Guthrie, apresenta um problema
aparentemente simples de ser demonstrado. Recém saido da University College, em Londres,
Guthrie se questiona sobre a possibilidade de colorir qualquer mapa com apenas quatro
cores. Experimentalmente, ele consegue colorir varios mapas, mas ao tentar demonstrar
matematicamente, percebeu a complexidade da prova. Assim, resolve dividir o problema
com seu irmao, também matematico, Frederick Guthrie e esse, por sua vez, expoe ao seu
professor Augusto De Morgan (o mesmo das leis de De Morgan da teoria de conjuntos).
Dessa forma, o problema rapidamente ganha o mundo académico e faz ressurgir a pesquisa
e o estudo da teoria dos grafos. As varias tentativas de demonstracao desse problema

contribuiram de forma significativa para o avango dessa teoria (SAMPAIO, 2004).
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Assim, o objetivo deste trabalho é fazer uma introducao a teoria de grafos, com
foco na contribuicdo do matematico polonés Kazimierz Kuratowski a cerca da planaridade
de um grafo. Esse ilustre matematico concluiu sua graduacao em 1918, na Glasgow. Sua
tese de doutorado, em 1921, foi dividida em duas partes: Uma fundamentacao axiomatica
da topologia e uma decisao definitiva do problema do continuo irredutivel. No mesmo
ano, habilitou-se na Universidade de Varsovia com a solugao de um problema da teoria de
conjuntos. Em 1945, foi membro efetivo da Academia de Ciéncias da Polonia, sendo vice-
presidente de 1957 a 1968. Participou de forma intensa de varios trabalhos da Sociedade
Cientifica de Varsovia e da Sociedade Matematica Polonesa, bem como, foi membro de
varias outras sociedades e academias estrangeiras, como por exemplo a da Alemanha, da
Itélia e da antiga Unido Soviética (SNEDDON, 1982).

Voltando para a sua contribuicdo na teoria dos grafos, foi em 1930 que Kuratowski
provou um teorema que fornece uma condi¢ao necessaria e suficiente para um grafo ser
planar, simplesmente, verificando se ele contém um tipo especifico de subgrafo. Para tratar
de planaridade e do teorema de Kuratowski, este trabalho foi dividido em trés capitulos.
No primeiro capitulo tratamos sobre os conceitos basicos da teoria dos grafos, mostrando
inicialmente a sua construcao através de um breve relato histérico. Também abordamos
as defini¢oes de grafo e tipos de grafo. Esta tltima, tras os grafos completos e os grafos
bipartidos que sao os tipos especificos de subgrafos tratados por Kuratowski. Ainda no
primeiro capitulo, mostramos uma representacao matricial de um grafo que é utilizada na
construcao de grafos em computadores e concluimos, tratando dos conceitos de isomorfismo,
passeios, trilha e caminho. Utilizamos para esse capitulo as seguintes referéncias: (BONDY;
MURTY, 2008); (NETTO PAULO OSWALDO; JURKIEWICZ, 2009); (NETTO, 2006) e
(CARDOSO DOMINGOS MOREIRA; SZYMANSKI, 2009).

Para o segundo capitulo, abordamos o conceito de conexidade e conectividade de
um grafo. Através deles, por exemplo, podemos verificar o quanto que uma rede de abaste-
cimento de agua ¢ segura ou nao. Nesse capitulo, temos alguns teoremas importantes para
este trabalho. Utilizamos para esse capitulo as seguintes referéncias: (BONDY; MURTY,
1979); (BONDY; MURTY, 2008) e (CARDOSO DOMINGOS MOREIRA; SZYMANSKI,
2009).

J& no tltimo capitulo, temos o objeto principal de estudo deste trabalho: a planari-
dade de grafos e a prova do teorema de Kuratowski. Iniciamos o capitulo enunciando de

forma intuitiva o teorema da curva de Jordan. Em seguida, mostramos a Férmula de Euler
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que utilizamos, juntamente com outros lemas, na demostracao da nao planaridade de um
grafo. Por fim, é feita a construcao da demonstracao do teorema de Kuratowski. Utilizamos
para esse capitulo as seguintes referéncias: (BONDY; MURTY, 1979); (SANTOS JOSé
PLINIO O.; MELLO, 2007) e (SCHEINERMAN;, 2015).
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1 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo, abordamos os conceitos basicos da teoria dos grafos relevantes ao
nosso trabalho e apresentamos um breve histérico mostrando os principais matematicos

que deram sua contribuicao para o desenvolvimento dessa teoria.

1.1 BREVE HISTORICO

O campo da teoria matematica que envolve relagoes entre elementos de conjuntos
discretos passa por um processo de conquistas recentes se comparado aos sucessos da
“matematica do continuo” que teve seu impulso apés a invencao do calculo infinitesimal
por Newton e Leibnitz. Este tltimo com a sua “geometria de posicao” estudava as
propriedades geométricas nao afetadas por mudancas de forma. O estudo dos nés e das
superficies, mesmo em uma abordagem elementar, exigia um alto nivel de abstracao. Em
contrapartida, o estudo da topologia envolvendo estrutura da teoria das redes parecia ser
algo mais simples (NETTO, 2006, p.1).

Nesse contexto, o grande matematico e gedometra suico Leonhard Euler, no século
XVIII, em meio a sua fantastica producao cientifica, formulou e resolveu um dos primeiros
problemas da teoria de redes. De acordo com (NETTO PAULO OSWALDO; JURKIEWICZ,
2009, p.2), ao visitar a cidade de Konigsberg na entao Prussia Oriental (atualmente ela
se chama Kaliningrad e fica em uma pequena porcao da Rissia, entre a Polonia e a
Lituénia), em 1736, se deparou com o problema das sete pontes de Konigsberg que a
primeira vista parecia ser simples porém, matematicamente complexo. Como haviam sete
pontes interligando as partes da cidade que eram cortadas por vertentes do rio Pregel,
formando uma ilha na parte central, o desafio consistia em fazer um passeio por toda a
cidade passando pelas sete pontes uma tunica vez (ver Figura2). Euler conseguiu resolver
o desafio utilizando o que chamamos hoje, teria dos grafos. Infelizmente, a solu¢cdao do
problema nao chamou a atencao do mundo cientifico, o que fez com que a teoria dos
grafos passasse por um longo periodo de isolamento principalmente pela falta de aplicagoes
praticas. Somente a partir da segunda metade do século XIX é que “o desenvolvimento
da teoria dos grafos veio se dar, finalmente, sob o impulso das aplica¢des a problemas

de otimizacao organizacional, dentro do conjunto de técnicas que forma hoje a pesquisa
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operacional”. Para tal, o computador foi indispensavel. Sem o mesmo as aplicagoes dos

grafos seriam impossiveis (NETTO, 2006, p.2).
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Figura 2 — Mapa moderno de Kaliningrado (antiga Konigsberg). As localizagoes das pontes
restantes sao realcadas em verde, enquanto as destruidas sao destacadas em

vermelho.

Fonte: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons

O termo grafo (ou o seu equivalente graph em inglés) foi utilizado pela primeira
vez por Sylvester em 1878. Mais de cinquenta anos apds esse termo surgir, se teve a
publicacdo do primeiro livro sobre grafos de autoria de Konig, em 1936, momento em que
a teoria constituia o que o autor chama de “campo morto”. Em outras palavras, espaco de
tempo em que os grafos nao possuiam importancia para os estudos desenvolvidos.

Mesmo anterior ao termo e sem a aplicabilidade devida, alguns estudos pioneiros
merecem destaque: Kirchhoff (1847) e Cayley (1857). O primeiro utilizou modelos de
grafos em circuitos elétricos chegando a criar a “teoria das arvores”, que é uma classe de
grafos; o segundo seguiu o mesmo caminho, porém, descartava a numeracao dos isomeros
dos hidrocarbonetos alifaticos saturados, em quimica organica. Um terceiro que merece
ser citado aqui é Jordan (1869), que também se ocupou das arvores, todavia, a partir de

uma visao estritamente matematica.
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Outros eventos importantes, mas sem um destaque para a aplicacao pratica da teoria
dos grafos foram os estudos de Hamilton (1859) e vinte anos depois Kempe. Hamilton
inventou um jogo que buscava um percurso fechado envolvendo todos os vértices de um
dodecaedro regular, de modo tal que cada um deles fosse visitado uma tnica vez (sua
aplicagdo veio somente dois séculos depois no campo da pesquisa operacional). Por outro
lado, Kempe tentou demonstrar a “conjetura das cores”. Com interesse apenas tedrico,
trata-se de provar que todo mapa desenhado no plano e dividido em um nimero qualquer
de regioes pode ser colorido com até quatro cores sem que duas regioes fronteiricas recebam
a mesma cor. Heawood (1890) vai contrapor Kempe mostrando que a prova deste estava
errada, obtendo uma prova valida para cinco cores. Sobre a necessidade da aplicabilidade
da teoria, o autor salienta: “A importancia do problema reside nos desenvolvimentos
tedricos trazidos pelas tentativas de resolvé-lo, as quais enriquecem a teoria dos grafos em
diversos recursos ao longo da metade do século XX” (NETTO, 2006, p.2).

Na segunda metade do século XX o interesse pela teoria dos grafos se intensificou.
Contribuiram para isso, os estudos de Ford, Fulkerson, Berge e Ore. Superando o
crescente numero de artigos sobre a tematica dos grafos, nos anos 1970 sao publicados
livros na referida area, sobretudo, por influéncia de Berge e Harary. Apenas com a
utilizacao e desenvolvimento dos computadores para fins académicos varias obras dedicadas
aos algoritmos de grafos vieram a lume, o que possibilitou a utilizacao pratica da teoria
dos grafos.

No Brasil, a teoria dos grafos vem sendo bastante discutida no meio académico.
De acordo com (NETTO, 2006), o estado da arte deste campo no Brasil mostra-se
promissor desde 1968 com o I Simpdsio Brasileiro de Pesquisa Operacional. Diversos
autores se debrucam sobre a alusiva tematica, dentre eles Barbosa, Furtado, Campello
e Maculan.

Hoje pode-se afirmar que a teoria dos grafos no Brasil vem sendo utilizada em
diversas areas tais como economia, administracao, pesquisa operacional, entre outras. Nesse
sentido, as universidades foram os principais centros irradiadores desse campo. Dentre elas
tem-se a Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ), a Universidade de Sao Paulo
(USP), a Universidade de Campinas (UNICAMP), a Universidade Federal de Pernambuco

(UFPE), entre outras que fazem da teoria dos grafos um campo fértil e promissor no pais.
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1.2 DEFINICAO DE GRAFO

Definicdao 1.1 Um grafo G' é uma tripla ordenada (V(G), E(G),¥¢g) que consiste de um
conjunto nao-vazio V(G) de vértices, um conjunto £(G), disjunto de V(G), de arestas e
uma relagao de incidéncia 9 que associa a cada aresta de G um par nao ordenado de

vértices (ndo necessariamente distintos) de G.

Exemplo 1.1 Seja G = (V(G), E(G),v¢) um grafo, onde V(G) = {vy, va, v3, vy, U5, V6 },
E(G) = {e1,e2,e3,€e4,€5,66,€7} € Y € definida por

Ya(er) = vyv, Ya(ez) = vous,
ve(es) = vsvs, Ve(es) = vsva,
Ya(es) = vqur, Ye(es) = viva,
Yaler) = v1vs.

Sejam e uma aresta e u,v vértices, onde e € E(G) e u,v € V(G), tais que
a(e) = uv, entao dizemos que a aresta e conecta os vértices u e v, e neste caso, os vértices
u e v sao chamados de extremidades da aresta e.

Para representar graficamente um grafo, associamos cada vértice do grafo a um
ponto e cada aresta a uma linha que tem como extremidades um par de vértices (nao
necessariamente distintos). Podemos denominar a representacao grafica de um grafo por

diagrama. Assim, a Figura 3 mostra o diagrama do grafo G do Exemplo 1.1.

Figura 3 — Diagrama do grafo G do Exemplo 1.1

E comum associarmos a representacao grafica do grafo ao proprio grafo. Dessa
forma, chamaremos seus pontos de vértices e suas linhas de arestas. O termo grafo surge

do fato dele possuir uma representacao grafica. Vale ressaltar que nao existe uma tnica
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forma de representacao grafica de um grafo. Na Figura 4, por exemplo, temos uma outra

representacao grafica do grafo G do Exemplo 1.1.

(o Us Vs

Figura 4 — Diagrama do grafo G do Exemplo 1.1

As extremidades de uma aresta (vértices) sao ditas incidentes a aresta, e vice-versa.
Dessa maneira, dois vértices distintos sao denominados adjacentes quando sao incidentes
a uma mesma aresta e duas arestas distintas que sao incidentes ao mesmo vértice serao
denominadas arestas adjacentes. Uma aresta com vértices idénticos é chamada de laco, e
uma ou mais arestas incidentes ao mesmo par de vértices sao chamadas de arestas paralelas
ou arestas multiplas. Por exemplo, tanto na Figura 3 como na Figura 4, a aresta e3 de G é

um lago. Ja as arestas e5 e eg sdo arestas multiplas.

1.3 GRAFO SIMPLES, GRAFO COMPLETO E SUBGRAFO

Este trabalho esta voltado para o estudo de grafos simples entao, faz-se necessario

enunciarmos sua definicao.

Definigcao 1.2 Um grafo ¢ dito simples quando nao possui nenhum lago (aresta com

vértices idénticos) e nenhuma aresta miltipla (arestas ligadas ao mesmo par de vértices).

Definicao 1.3 Diz-se que um grafo é trivial quando o grafo possui apenas um vértice e

que ¢ um multigrafo quando o grafo possui arestas miltiplas ou lagos.

Dessa forma, podemos afirmar que o grafo GG, apresentado nas Figuras 3 e 4, é um
multigrafo, ja que possui lago e arestas multiplas. Enquanto que, na Figura 5, os grafos G

e H representam grafos simples.
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grafo G

Figura 5 — Diagramas de grafo simples

Existem grafos finitos e infinitos, porém restringiremos nosso estudo aos grafos

finitos.

Definicao 1.4 Um grafo ¢ finito se tanto seu conjunto de vértices como seu conjunto de

arestas sao finitos.

Utilizaremos os simbolos v(G) e £(G) para denotar, respectivamente, os nimeros
de vértices e arestas no grafo G, ou seja, v(GQ) = [V(G)| e e(G) = |E(G)|. E comum
denotarmos por V', E, v e € os conjuntos e numeros V(G), E(G), v(G) e e(G), quando

estivermos tratando com apenas um grafo.
Observacao 1.1 O simbolo | X| descreve a cardinalidade do conjunto X .

Exemplo 1.2 Os grafo G e H apresentados na Figura 5 possuem v(G) =5, v(H) = 6,
e(G)=9 ec(H) =12

Além da definicao de grafo simples e de grafo finito, serd muito importante para o

nosso estudo a definicdo de um grafo simples completo.

Definicao 1.5 Um grafo simples G é dito completo se todo vértice de G é adjacente a

todos os outros vértices de G.

Um grafo completo com v = n é denotado por K,,. Na Figura 6, temos exemplos

de grafos Kl, KQ, Kg, K4 e K5.
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K, K K, K

K

Figura 6 — Grafos completos K, ..., K;

Observacao 1.2 O grafo K5 da Figura 6 serd um grafo muito relevante para o nosso

trabalho. Trataremos do seu estudo no Capitulo 3.
Outra defini¢ao relacionada a grafos é a de subgrafo que trataremos a seguir.

Defini¢do 1.6 Dados dois grafos G e H, diz-se que H é um subgrafo de G (denota-se
por H C G),se V(H) CV(G), E(H) C E(G) e ¥y ¢é a restrigao de 1)g ao conjunto F(H),
isto é, se e € E(H) entao ¥y (e) = ¥a(e), ou seja,
Velpany : E(H) — V(G) x V(G)
e Yalpm(e) =dale)
Se HC G e H# (G, entao H designa-se por subgrafo proprio de G e denota-se por
H C G,

Observagao 1.3 Se H é um subgrafo de G, entdo pode-se dizer que G é um supergrafo

de H.

Exemplo 1.3 Sejam
G = (V(G)vE(G)wwG)v G = (V(Gl)v E(G1)7¢G1) e Gy = (V(G2)7E(G2)7¢G2)

grafos tais que

V(G) = {v1,v9,v3,04}, V(G1) = {vi,v,vs,v4}, V(Gy) = {vi,vq,vs3},
E(G) = ey, eqe3,eq,e5,66), E(G1) = {ei,eaes,eq}, E(Ge) = {eq,eae5},
valer) = vy, Vg, (1) = 0109, e, (1) = v1vg,
Yalea) = vaus, Ve (e2) = vaus, Va,(e2) = vous,
vales) = vsvs, Ve, (e3) = vsus, Vay(es) = vivs,
vales) = wvgvy, Ve, (eq) = w401,
Yales) = vyvs,

(es)

€g = UV2V4.
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Observe que V(G1) C V(G), V(Gse) C V(G), E(Gy1) C E(G), E(Gy) C E(G) e
que Ve, = VYalpG), como também Vg, = Ya|pc,)- Logo, Gi e Gy sao subgrafos proprios

de GG. Na Figura 7, temos suas representacoes.

(%1 el (%) (%1 el V2 V1 el (%)

€4 a €2 €4 €2 €2

€3 €3

V4 U3 V4 U3 U3

grafo G grafo G, grafo G,

Figura 7 — Exemplo de um grafo G com alguns dos seus subgrafos

Dado um grafo GG, eliminando todos os lagos e substituindo cada conjunto de arestas
multiplas por uma tnica aresta, obtém-se o subgrafo abrangente de G' que se designa por
subgrafo de suporte das arestas de GG. Nestas condi¢oes, podemos concluir que os grafos
simples coincidem com seu subgrafo de suporte das arestas.

Suponha que V é um subconjunto nao vazio de V(G). Diz-se que um subgrafo de G
¢ induzido por V(Vértices) e denota-se por G [V], se o conjunto de vértices é V e o conjunto
de arestas coincide com as arestas de G com extremos em V. O subgrafo induzido G[V — V]
¢ denotado por G — V e obtido de G apés a eliminagao dos vértices do subconjunto 1
juntamente com suas arestas incidentes. Se V = {v}, em vez de escrever G — {v} escreve-se,
simplesmente, G — v. Na Figura 7, temos um exemplo de subgrafo induzido por vértices.
Observe que o grafo G, é um subgrafo de G induzido por V = {v1,v9,v3}.

Suponha também que E é um subconjunto nao vazio de E(G). Diz-se que um
subgrafo de G é induzido por £ (arestas) e denota-se por G [E], se o conjunto de vértices é o
conjunto de extremidades das arestas em E.O subgrafo de abrangéncia de G' com conjunto
de arestas E — E é denotado por G — E e obtido de G apos a eliminacao das arestas do
subconjunto E. Se E = {e}, em vez de escrever G — {e} escreve-se, simplesmente, G — e.
Na Figura 7, também temos um exemplo de subgrafo induzido por aresta. Neste caso, o

grafo Gy é um subgrafo de G induzido por E = {e1,eq,€3,64}.

Observagao 1.4 Dado um grafo simples G = (V, E,1¢¢) observa-se que, em geral, os

grafos G[E — E] e G — E sio distintos. O Exemplo 1.4, que serd mostrado a sequir,
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ilustra esta situagdo. Por outro lado, podemos concluir que G = G[V'], mas nem sempre
se verifica a igualdade G = G[E]. Com efeito, G = G[E] se, e somente se, G ndo tem

vértices 1solados.

Exemplo 1.4 Seja G = (V, E, 1) um grafo, onde V= {v,v9,v3, 04,05}, E = {e€1, €2, €3, €4, €5}
e Yo € definida por pa(e1) = vivz, Ya(ez) = vavs, Yg(es) = vsva, Yg(ea) = vavs €
Yeles) = vsvy. Considerando E = {e1, ey}, observa-se na Figura 8 que os grafos G[E — E]

e G — F sdio distintos.

V2
€1 ()] o
U1 U3 U1 U3 U1 U3
€s es €5 €3 €5 €3
Vs €4 Uy Vs €4 Uy Vs €4 V4
grafo G grafo G[E — L] grafo G — E

Figura 8 — Exemplo de um grafo G' com dois dos seus subgrafos

1.4 GRAFO BIPARTIDO E GRAU DO VERTICE

Um outro conceito relevante a este trabalho que trataremos a seguir é o de grafo

bipartido.

Definicao 1.7 Um grafo G diz-se bipartido, se existe uma particao do seu conjunto de
vértices em dois conjuntos disjuntos X e Y, tal que nao existem arestas entre qualquer
par de vértices de X nem entre qualquer par de vértices de Y (ou seja, cada aresta de G
tem um extremo em X e outro em Y). Esta parti¢do (X,Y’) do conjunto dos vértices de

G designa-se por biparti¢ao do grafo.

Definicao 1.8 Um grafo G diz-se bipartido completo quando é um grafo simples e
bipartido com biparticao (X,Y) em que cada vértice de X é adjacente a cada vértice de

Y. Se | X| =m e |Y]| =n, entdo esse grafo é denominado por K, .
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Proposicao 1.1 Seja G um grafo bipartido completo, entao existe apenas uma particdo

(X,Y) do seu conjunto de vértices.

Demonstragio: Seja G um grafo bipartido completo. Suponhamos que (X,Y) e (X,Y)
sejam biparti¢oes do grafo G. Fixemos um v € V(G) qualquer. Dessa forma, sem perda de

generalidade, se v € X e sabendo que G é um grafo bipartido completo, temos que
X ={ueV(G)uw ¢ E(G)} e Y ={w e V(G);wv € E(G)}.

Por outro lado, como (X , f/) ¢ também uma biparticao de GG, suponhamos, sem

perda de generalidade, que v € X, entdo
X ={ueV(G);uw ¢ E(G)} e Y = {w e V(G);wv € E(G)}.

Logo, temos que X = X e Y =Y. [

Exemplo 1.5 Na Figura 9, temos dois exemplos de grafos bipartidos.

V1 el Vo U1 U3 U3

€2

Uy €3 V3 Vg Vs Vg

grafo bipartido GG grafo bipartido completo K3 3

Figura 9 — Exemplo de grafos bipartidos

O primeiro exemplo € o grafo bipartido G = (V(G), E(G),v¥¢) definido pelos vértices
e arestas de um cubo, onde
V(G) = {Ul,UQ,Ug,U4,U5,'U6,’U7,'Ug} €
E(G) = {617 €9, €3, €4, €5, C¢, €7, €8, €9, €10, €11, 612};

tais que
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Yaler) = v, Yalea) = wous, Yales) = wsuy,

Yales) = wgvr, Yales) = v, Yales) = wour,

Yaler) = wsug, Yales) = wgvs, Yaleg) = wsvg,
( ( (

<
Q
<
Q

610) = Vg7, 611) = Urlg, 612) = UgUs.

Considerando X = {vy,vs,vs5,v7} €Y = {v9,v4, 04,08} temos uma parti¢io (X,Y)
do conjunto dos vértices de G. Observe que este grafo nao é completo, pois, por exemplo,
vy nao € adjacente a vg.

Ja o sequndo exemplo mostra o grafo bipartido completo Ks3. O grafo bipartido
completo K33 terd um papel muito importante para o nosso trabalho e serd estudado no

Capitulo 3.

Dando continuidade as defini¢oes basicas de grafos, trataremos a seguir sobre o

nimero de incidéncia de arestas sobre o vértice de um grafo.

Defini¢ao 1.9 Dado um grafo G = (V, E, 1), definimos o grau de um vértice v € V(G),

denotado por dg(v), como sendo o numero de arestas de G incidentes a v.

Observacao 1.5
(i) Cada lago associado a um vértice v serd contado como duas arestas incidentes.
(i) Denotamos por §(G) e A(G) os graus minimo e mdzimo, respectivamente, dos vértices

de G, isto €, §(G) = min{dg(v);v € V(G)} e A(G) = max{dg(v);v € V(G)}.

Exemplo 1.6 Vamos determinar os graus dos vértices do Grafo G representado na Figura

10, bem como 6(G) e A(G).

Figura 10 — Grafo G
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Observa-se a partir da Figura 10 que

dc;(vl) = 3, dg(l)g) = 47
dg(vg) = 2, dg(’U4) = 7,
dg(vg,) = 2

Logo, 6(G) =2 e A(G) =T7.
Utilizando o conceito de grau de vértice podemos definir grafo regular.

Definicao 1.10 Um grafo G é dito ser k-regular se todos os seus vértices tém grau k e é

dito regular se é k-regular para algum k.

Exemplo 1.7 Sdo exzemplos de grafos requlares, o grafo nulo (que ndo possui aresta) que

¢ 0-conexo e o grafos completos K,,, que sio (n — 1)-regular.

Observacao 1.6 Apenas no caso do grafo trivial se verifica a igualdade com o grafo nulo,

ou seja, K; é 0-conezo.

1.5 O USO DE MATRIZES EM GRAFOS

Uma maneira natural de representar um grafo no computador é utilizando uma
matriz, aproveitando assim, todas as manipulacées permitidas pela dlgebra linear. Basica-
mente, existem dois tipos de matrizes para representar um grafo: matrizes de incidéncia e

matrizes de adjacéncia. Vamos definir as duas a seguir.

Definicao 1.11 (Matriz de incidéncia). Dado um grafo G, tal que V(G) = {vy,ve, ..., v, }
e E(G) ={ey,eq,...,e.}, designa-se por matriz de incidéncia de G, como sendo a matriz

Mg = (mij)exe, tal que

O, S€ €5 = Uply, CcoIn 2¢{p>Q}7
, se e = v, com k # i

2, 5€ €5 = V5.

Observagao 1.7 Uma forma prdtica de observamos a matriz de incidéncia do grafo G €
mostrada a sequir, onde as linhas & esquerda da matriz representam os vértices de V(G),

as colunas superiores representam as arestas de E(G) e as linhas a direita representam
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£

o somatorio das entradas em cada linha da matriz de incidéncia. Observe que Zmik
k=1

€
representa o numero de arestas incidentes ao vértice v;, ou seja, dg(v;) = Z mik.
k=1

el 62 .« e . 6&
U1 mi1 Mg -+ Mie 22:1 mig = dG(Ul)
Vg | Mo Mg o Mo | Yjo Mok = da(va)
Mg = (mij) . =
Uy My1r My o Mg Zi:l My = dG(Uv)

Definigao 1.12 (Matriz de adjacéncia). Dado um grafo G, tal que V(G) = {vy, va, ..., vy },
designa-se por matriz de adjacéncia dos vértices de G ou, simplesmente, matriz de adjacéncia
de G e denota-se por Ag = (a;;), a matriz de ordem v X v, tal que a;; representa o niimero

de arestas entre os vértices v; e v;.

Observagao 1.8 A matriz de adjacéncia do grafo G, vista de forma prdtica, € mostrada a
sequir, onde as linhas a esquerda da matriz e as colunas superiores representam os vértices

de V(G).

vl UQ ) U’U
U1 aix iz -+ Qly
A (% A1 Q22 -+ QA
¢ = (aij),y, =
Uy Ayl Ap2 0 Gy

Exemplo 1.8 Considere o grafo G representado na Figura 10, isto é, G = (V(G), E(G), ¥q),

onde
V(G) = {Ul,UQ,Ug,'U4,’U5} €
E<G) = {61762763764765766767768769};
tais que
Yaler) = vivg, Yalea) = waus, Yales) = vsvy,
Yales) = wvgus, Yales) = vsva, VYales) = vavy,

Yaler) = vavy, Yales) = wvgvy, Yaleg) = vivg.
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Seque que v =5 e € = 9. Assim, a matriz de incidéncia de ordem 5 x 9 ¢ descrita

por

€1 €3 €3 €4 €5 € €7 €8 €9

vy (100000011 1 0000O0O0T11
vo | 1100 1 1000 110011000
Mg=wvs |01 10000O0O0([=]011000000
vy [ OO0 1T 1 01 2 11 001101211
vs \0O 00110000 0001100O0O0O0
e a matriz de adjacéncia de ordem 5 X 5 € descrita por
U1 Vg V3 U4 Us

vy (01 0 20 01020

vo [ 1T 01 1 1 10111

Ac=wv3 |01 010]|=]01010

Vg 21111 21 111

vs \0 1 0 1 O 01 010

Uma aplicacao da matriz de incidéncia na obtenc¢ao de resultados relacionados com

a estrutura de um grafo é apresentada na demonstrac¢ao do teorema a seguir.

Teorema 1.1 Dado um grafo G, verifica-se que a soma dos graus dos vértices € igual ao
dobro do numero de arestas, ou seja,

Z d(;<U) = 2e.

veV
Demonstracao: Sejam V(G) = {vy,v9,...,0,}, E(G) = {e1,ea,...,ec} € Mg = (my;)uxe

a matriz de incidéncia de G, ou seja,

myp Mz -+ Mie

Moy Moo -+ My

Me = (mij) . =

VXE

My1 M2 - Mg
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3
Sabemos que Z m;, representa o nimero de arestas incidentes ao vértice v;, ou
k=1

seja, da(v;) Zmzk Dai, segue que
k=1

(2

Por outro lado, Z myy, representa o niamero de vértices incidentes a aresta ey, isto é,
i=1

Assim, substituindo (2) em (1) temos,

sz w) = z (ka> :’; (2) = 2

Corolario 1.2 Todo grafo G possui um nimero par de vértices de grau impar.

Demonstracao: Considere os seguintes conjuntos

I = {veV(Q)|dg(v) é impar} e
P = {veV(G) | dg(v) é par}.

Dessa forma,

Y da(v) =) da(v) + ) da(v)

veV vel veEP

Como Z dg(v) é par, pois dg(v) é par, e pelo Teorema 1.1 temos que Z dg(v) = 2e.
veP veV
Segue que, Z dg(v) é par, ou seja, o nimero de vértices de grau impar é par. [
vel

1.6 IGUALDADE E ISOMORFISMO DE GRAFOS

A comparagao é algo inevitdvel na matematica. Uma das formas de comparacao se
faz com o uso do conceito de igualdade. Através desse conceito, por exemplo, comparamos
nimeros, conjuntos, matrizes, ..., e assim, também faremos com os grafos na definicao a

seguir.

Defini¢ao 1.13 Dois grafos G = (V(G), E(G),v¢) e H = (V(H), E(H),v¥g) sao ditos
iguais se, e somente se, V(G) =V (H), E(G) = E(H) e ¥¢ = y.
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No entanto, é possivel que grafos que possuam os conjuntos de arestas e vértices
distintos possuam uma relacao que os identifique. Essa relacao é chamada de isomorfismo

e sera tratada formalmente na definicao a seguir.

Definicao 1.14 Dois grafos G = (V(G), E(G),vg) e H = (V(H),E(H),¢¥n) sao iso-
morfos se existirem fungoes bijetivas f: V(G) — V(H) e g : E(G) — E(H) tais que
a(e) = uv se, e somente se, Yy (g(e)) = f(u)f(v). Tal par, (f,g), de fun¢des é chamado
um isomorfismo entre G e H e denotamos por G ~ H para significar que G e H sao

isomorfos.

Observacao 1.9 A relagio ~ € uma relacao de equivaléncia, isto €, quaisquer que sejam

G, H e L grafos, temos as sequintes propriedades:

(i) G~G;
(ii) Se G ~ H, entao H ~ G;
(iii) Se G~ H e H ~ L entao G ~ L.

Demonstragao:
(i) Seja G = (V, E, 1) um grafo, entdo temos bije¢oes através das fungdes identi-
dades

v e = e
de tal forma que
Ya(e) = uv <= Yg(idr(e)) = idy (u)idy (v).
Logo, G ~ G.
(ii) Se G ~ H, entao existem bijecoes
f: V(G) — V(H) g: E(G) — E(H)
v f(v) e = g(e)
de tal forma que
Ya(e) = w <= Pr(g(e)) = f(u)f(v).
Considere as fungoes inversas f~' : V(H) — V(G) e g7 : E(H) — E(G) e considere
também e € E(H) tal que ¥y (e) = uv. Pela sobrejetividade das fungbes f e g, existem
¢ € E(G) eu,v € V(Q) tais que g(€) = e, f(i) = u e f(0) = v, ou seja, ¢ = g '(e),
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a= () e = f(v).

Dessa forma,

ou seja,

Logo, H ~ G.

(iii) Se G ~ H e H ~ L, entao existem fungoes bijetivas
V(G
(
(
E(H

(H)
(H)
(
(

<

5
Q
=

o
U

&

L

o
<

)
)
)
) L)

tais que

bale) = w < Pu(Gle)) = fi(u) f1(v) (3)

VY (€) = U0 <= Y¥r(92(€)) = fo(@) fo(D). (4)

Dessa forma, considere as seguintes bijecoes

= (f20 1) : V(G) — V(L)

G=(g0q): E(G)— E(L).

Assim, a partir de (3) e (4), temos as seguintes equivaléncias

vale) =w = vr(g(e)) = fi(uw)fi(v)

= Yr(g2(91(e))) = fo(fi(u)) f2(f1(v))

= Yrl(g2091)(e)) = (fao f1)(w)(f20 f1)(v)
bi(Gle)) = F(u)F(v)

—

Logo, G ~ L. ]
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No caso de grafos simples, nos quais suas arestas sao definidas pelos seus respectivos
extremos, a relagdo de isomorfismo fica resumida a bijecao existente entre seus respectivos
conjuntos de vértices que preserva a adjacéncia. Trataremos a formalidade da defini¢ao a

seguir.

Definicao 1.15 Dois grafos simples G e H sao ditos isomorfos se existir uma funcao
bijetiva f de V(G) em V(H) tal que quaisquer dois vértices v e w sdo adjacentes em G se,
e somente se, f(v) e f(w) sdo adjacentes em H. Neste caso, f é chamada de isomorfismo

entre G e H.

Observacao 1.10 Observe que a Definicao 1.15 implica na Definicao 1.14.

De fato, considerando dois grafos simples G = (V(G), E(G),vq) e H = (V(H), E(H),¥n),
temos que suas arestas serdo definidas pelos seus extremos, ou seja, seus vértices, jd que
nao possuem lacos e nem arestas multiplas. Assim, quando estabelecemos uma func¢ao
bijetiva f de V(G) em V(H), implicitamente estamos também estabelecendo uma fung¢dao
bijetiva g de E(G) em E(H). E quando impomos que dois vértices v e w sao adjacentes
em G se, e somente se, f(v) e f(w) sao adjacentes em H, é o mesmo que afirmar que
a(e) = uv se, e somente se, Yy (g(e)) = f(u)f(v), jd que, como foi dito anteriormente,

cada aresta é definida pelos seus respectivos vértices.

Exemplo 1.9 Considere dois grafos G e H representados na Figura 11. Vamos mostrar

que sao isomorfos, ou seja, G ~ H.

Uz
grafo G grafo H

Figura 11 — Grafos isomorfos do Exemplo 1.9
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Afirmar isso, € garantir que existe um par, (f,g), de fungoes bijetivas dadas
por f . {U17U27U37U47v5} ? {u17u27u37u47u5} e g : {61762763764765766767768} 7
{a1, as, a3, ay, as, ag, ar, ag} que preservam as relagées de adjacéncia e de incidéncia. Dessa

forma, tomando

for) =, g(e1) = ay,
f(v2) = ua, g(e2) = a,
f(vs) = us, g(es) = as,
f(va) = ua, g(es) = au,
f(vs) = us, g(es) = as,
9(es) = ag,
g(er) = az,
g(es) = as.

Temos as sequintes equivaléncia:

Assim, (f,g) € um isomorfismo de G e H.

No Exemplo 1.9 o isomorfismo entre os grafos G e H preservou o grau dos vértices.
Serd que isso ocorre para qualquer isomorfismo entre grafos? A resposta é apresentada na

proposicao a seguir.
Proposicao 1.2 Isomorfismo entre grafos preserva os graus dos vértices.

Demonstracao: Inicialmente, trataremos da prova para o caso de grafos simples. Sejam
G e H dois grafos simples isomorfos e seja f um isomorfismo entre G e H. Entao,
f:V(G) — V(H) é uma bijecao que preserva a relagao de adjacéncia. Sendo v € V(G),

com dg(v) = k, onde {wy, ws,...,w;} representa o conjunto de vértices adjacentes a v,
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podemos concluir que os vértices f(wy), f(ws),..., f(wy) sdo todos distintos e adjacentes
ao vértice f(v) em H. Por outro lado, considerando a Defini¢do 1.15, ndo existem outros
vértices de H adjacentes a f(v). Logo, dy(f(v)) = k.

Consideremos entdo o caso geral, ou seja, G e H multigrafos isomorfos. Removendo
os lacos e as arestas multiplas dos multigrafos G e H, obtemos grafos simples isomorfos G

e H, que pela primeira parte da demonstragao, temos

da(v) = du(f(v))

onde f é a bijecao entre os conjuntos de vértices de G e H. Se v € G possui aresta multipla
ou laco em G, entdo f (v) € H também terd aresta multipla ou lagco em H (pela definigao

de isomorfismo), ou seja,

do(v) = do(v) + A+ 2-IL.]
= du(f(v)) + [Apwl + 2-|Lyw)
= dg(f(v))

onde A, representa o conjunto das arestas miltiplas que tem uma extremidade em v e L,

representa o conjunto dos lagos que tem extremidade em v. [

1.7 PASSEIO, TRILHAS E CAMINHO

A seguir, apresentamos alguns conceitos topolégicos relacionados a teoria dos grafos

com a introducao das defini¢oes de passeio, trilha e caminho.

Definicao 1.16 Dado um grafo G, chamamos de passeio em G toda a sequéncia nao

vazia

P = Vp€1V1€9 ... ELVE,
tal que vg,vq,...,vx € V(G), e1,ea,...,e, € E(G) e os vértices v;_; e v; sdo vértices
extremos da aresta e;, para i = 1,...,k. O vértice vy é chamado de vértice inicial, o
vértice v, € chamado de vértice final e os vértices vy, ..., v,_1 sao chamados de vértices

intermediarios do passeio P. Neste caso, também se diz que P é um passeio entre os
vértices vy e v ou um (v, v )-passeio. Se em P, todas as arestas sdo distintas entao o
passeio P ¢é chamado de trilha e se, adicionalmente, todos os vértices sao distintos o passeio

P é chamado de caminho.
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Observagao 1.11
(i) Um circuito ou trilha fechada é uma trilha com pelo menos uma aresta tal que vy = vg;

(i) Um ciclo ou caminho fechado é um passeio com pelo menos uma aresta e sem repeti¢io

de arestas nem vértices (com exce¢ao dos vértices inicial e final).

No caso dos grafos simples, como todas as suas arestas sao determinadas pelos seus
extremos (vértices), temos que um passeio ¢ determinado pela sequéncia dos sucessivos

vértices, ou seja, P = vguy . . . vg.

Exemplo 1.10 Considerando os grafos G e H representados na Figura 12, temos que o
grafo G representa um circuito (conforme Observagao 1.11) e o grafo H representa um
ciclo (conforme Observagao 1.11). Observe também, que no grafo G da Figura 12 temos

destacados trés ciclos que estao representados por P1 = v1v9v3, Po = v3u4v5 € P3 = v50607.

U1
Uz U2
Uy
Ug Us
grafo G grafo H

Figura 12 — Circuito (grafo G) e ciclo (grafo H) do Exemplo 1.10

Podemos também concatenar (unir) passeios como mostra a proposi¢ao a seguir.
Proposigao 1.3 Seja G um grafo e suponhamos que Py e Py sejam os sequintes passeios:
Py = uperuiés . . . ey

Py =vofivife. .. fiv

e suponhamos ainda que ux = vy. Sua concatenagao, denotada por Py + Pa, € 0 passeio

Uper1U1€9 . .. ekukflvlfg c. fﬂ}l
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Podemos determinar o comprimento de um passeio através de suas arestas, como

mostra a definicao a seguir.

Definicao 1.17 Dado um passeio P de um grafo GG, chamamos de comprimento de P
e denota-se por comp(P), o ntimero de arestas (com eventual repeti¢ao) que o constitui.
No caso de caminhos, o comprimento coincide exatamente com o respectivo ntimero de

arestas.

Observacao 1.12 Através dessa definicdo, podemos associar uma aresta a um caminho
de comprimento 1 (um) e um vértice um caminho de comprimento 0 (zero). Assim como

um triangulo é um ciclo de comprimento 3 (trés).

Utilizando a defini¢do de comprimento de passeio, podemos também definir distancia

entre vértices.

Defini¢ao 1.18 Dados dois vértices u,v € V(G), denotaremos por P, o conjunto de
todos os (u,v)-caminhos de G. Designa-se por distancia entre vértices de G a funcao

diste : V(G) x V(G) — {0,...,v(G) — 1,00} tal que

min comp(P) se P, # 0,

distg(u,v) = § PEPuv

00 se Py, =0.

Exemplo 1.11 Considere o grafo G representado na Figura 13. Vamos determinar todas

as distancias entre seus vértices.

U1 V9

‘ U3
Ve

1'}5 'U4

Figura 13 — Grafo G do Exemplo 1.11

Observe que, por defini¢do, distg(vy,v1) = 0, distg(vi,v2) = 1 uma vez que

elr%in comp(P) =1, distg(v1,v3) = 2 uma vez que emin comp(P) = 2, etc. Assim, na
v1,v2 v1,v3

Tabela 1 temos todas as distancias entre os vértices de G.
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dist | v1 vy w3 w4 vs Vg U7
vy |0 1 2 3 4 1 2
v |1 0 1 2 3 1 1
vy |2 1 0 1 2 3 2
w |3 2 1 0 1 2 1
vs |4 3 2 1 0 3 2
v |1 1 3 2 3 0 1
vy, |2 1 2 1 2 1 0

Tabela 1 — Distancia entre vértices do grafo representado na Figura 13

Com a ideia de ciclos e de comprimento entre vértices, podemos agora enunciar um

teorema que possui uma caracterizacao muito forte para grafos bipartidos.

Observacao 1.13 Na demonstracdo do teorema a sequir faremos uso do conceito de grafo
conexo, que serd definido apenas no prozimo capitulo na Definicao 2.1. Porém, para uma
melhor comodidade do leitor, temos que um grafo G € dito conexo se, para qualquer par

u,v € V(Q), existe um (u,v)-caminho que os une.

Teorema 1.3 Um grafo G € bipartido se, e somente se, ndo contém qualquer ciclo de

comprimento impar.

Demonstragdo: (=) Suponhamos que G seja bipartido, com biparti¢ao (X,Y’). Se G
nao possui ciclos, ndo temos o que provar. Seja entao C' = vgv; ... vxvg um ciclo de G, e
sem perda de generalidade, suponhamos que vy € X. Como vgv; € E(G) e G é bipartido,
entao v; € Y. Pelo mesmo argumento v, € X e, por inducao temos v9; € X € v9;11 € Y.
Como vy, ¢ adjacente a vy, temos que vy € Y e k = 2i + 1 para algum ¢ € N. Como
comp(C) = k + 1, temos que C' é um ciclo par.

(«<=) Seja G um grafo com no minimo dois vértices e que nao contém ciclo impar.
Podemos supor, sem perda de generalidade, G' conexo, pois caso contrario considerariamos
cada componente conexa separadamente. Tomemos u € V(G) qualquer e definamos os

seguintes conjuntos

X ={z € V(GQ); d(u,z) é par} e Y ={y € V(G); d(u,y) é impar}.

Vamos mostrar que (X,Y’) é uma biparti¢do de G. Suponhamos que v e w sao dois
vértices de X. Sejam P o (u,v)-caminho de menor comprimento e Q o (u,w)-caminho

de menor comprimento. Denotemos por u; o tltimo vértice comum a P e Q (ver Figura
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14). Como P e Q sado caminho mais curtos de u a v e de u a w, respectivamente, entao
serao os caminhos mais curtos de v a u; e portanto tem o mesmo comprimento. Como
os comprimentos de P e Q sdo pares, entao os comprimentos das (u,v)-secao Py de
P e (u1,w)-secao Q; de Q devem ter a mesma paridade. Segue que (v, w)-caminho
P 1O, é de comprimento par. Se v é adjacente a w, entdo P; Qv deverd ser um ciclo
impar, contrariando nossa hipdtese. Portanto, nao existem dois vértices de X adjacentes.
Analogamente mostra-se que nao existem dois vértices de Y que sao adjacentes. Logo,

(X,Y) é uma biparticao de G. n

caminho P

NS o
NS\ &

U N4 of

Figura 14 — Ilustracao da demostracao do Teorema 1.3
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2 CONEXIDADE E CONECTIVIDADE DE GRAFOS

Neste capitulo, tratamos de dois conceitos importantes da teoria dos grafos, a
conexidade e conectividade de um grafo. Podemos aplica-los em qualquer problema
envolvendo rede, como por exemplo rede ferroviaria, rede de telecomunicacoes ou rede

elétrica. A seguir, vamos a definicdo de conexidade.

2.1 CONEXIDADE

Defini¢do 2.1 Um grafo G é dito conexo se, para qualquer par u,v € V(G), existe um

(u,v)-caminho que os une. Caso contrario, o grafo é dito desconexo (ou nao conexo).

Observagao 2.1 Um grafo com um tunico vértice v € conexo, jd que podemos considerar

a ezisténcia de um caminho de comprimento nulo, ou seja, um (v,v)-caminho sem aresta.

Na Figura 15, temos o exemplo de um grafo conexo (grafo G) e de um grafo

desconexo (grafo H).

U1
U3 Vg u Ug U7
Uy Vs V7 /5 Ug
U10
vs Vg Uz Uy Ug
grafo G grafo H

Figura 15 — Exemplo de um grafo conexo (grafo GG) e desconexo (grafo H)

Pela Definicao 2.1 fica evidente que a conexidade de um grafo estd ligada a existéncia
de um caminho entre seus vértices. Dessa forma, podemos estender a nocao de grafos

conexos para conexidade entre vértices.

Definigao 2.2 Dado um grafo G, dois vértices u,v € V(G) dizem-se conectados, se existe

em G um (u,v)-caminho.

E importante destacar que a existéncia de um (u, v)-passeio implica na existéncia

de um (u,v)-caminho. Mostraremos esse fato no lema a seguir.
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Lema 2.1 Sejam G um grafo e u,v € V(G). Se eziste um (u,v)-passeio em G, entdo

existe um (u,v)-caminho em G.

Demonstracao: Como o comprimento de um passeio ¢ dado por um niimero natural,
uma vez que exista um (u, v)-passeio em G, temos pelo Principio da Boa Ordem, que
existe um (u, v)-passeio minimo, ou seja, existe um passeio entre os vértices u e v de
comprimento minimo. Denotemos esse passeio por P.

Afirmamos que P é um (u,v)-caminho. De fato, se P nao for um caminho, entao
devera existir um vértice w que é repetido em P. Se eliminarmos as arestas e vértices
entre as duas aparigoes de w (ver Figura 16) teremos um novo (u,v)-passeio, denotado
por P’. Dessa forma, P’ passara a ter um comprimento menor do que P, contrariando a

minimalidade do passeio P. n

u x v

Figura 16 — Ilustracao da eliminacao das arestas entre w

A relacao de conexidade entre vértices é uma relagdo de equivaléncia como mostra-

mos na proposicao a seguir.

Proposigao 2.1 A conexidade entre pares de vértices em um grafo G é uma relagao de
equivaléncia em V(G), ou seja, quaisquer que sejam u,v,w € V(G), temos as sequintes

propriedades:

(i) u estd conectado a si mesmo;
(ii) Se u estd conectado a v, entdo v estd conectado a u;

(7ii) Se u estd conectado a v e v estd conectado a w, entdo u estd conectado a w.

Demonstragao:

(i) Cada vértice u esta conectado a si mesmo, pois como vimos na Observacao 2.1
existe um caminho de comprimento nulo entre u e w.

(ii) Se u esté conectado a v entao existe um (u, v)-caminho denotado por P e descrito
por P = vpe101 . . . Up—1€,Up, sendo vy = u e v, = v. Dessa forma, P’ = v,e,0,_1 ... V1€10

é um (v, u)-caminho. Portanto, v estd conectado a u.
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(iii) Finalmente, para quaisquer trés vértices u, v, e w de V(G), se existem (u, v)-
caminho e (v, w)-caminho descritos por P; = upeiuy . .. ug_1exug € Py = vofiv1 ... v_1 fiuy,
respectivamente, sendo ug = u, up = vg = v € v; = w, entdo por concatenagao, conforme
Proposicao 1.3, temos que P; + Py é um (u,w)-passeio, e pelo Lema 2.1 temos que a
existéncia de um (u, w)-passeio implica na existéncia de um (u, w)-caminho. Portanto, u

esta conectado a w. n

Uma vez que a relagao de conexidade entre vértices de um grafo G é uma relagao
de equivaléncia sobre o conjunto V(G), podemos particionar o conjunto V(G) em classes
de equivaléncia, onde dois vértices u,v € V(G) estao na mesma classe se, e somente se,
u esta conectado a v. Ao subgrafo induzido por alguma dessas classes, denotamos por

componente conexa.

Definicao 2.3 Seja G um grafo. Suponha que V(G) = ViUV, U... .UV}, onde V;, com ¢ =
1,2,...k, representa uma classe de equivaléncia. Denotamos por componente conexa (ou,

simplesmente, componente) de G cada um dos subgrafos induzidos G[V4], G[Va], ..., G[V].

Observagao 2.2 Seja G um grafo. Indicamos por C'(G) o nimero de componentes conezas
de G. Assim, um grafo é dito conexo quando C(G) = 1, caso contrdrio, o grafo é dito

desconexo.

Exemplo 2.1 Considere o grafo G representado na Figura 17. Observe que as classes
de equivaléncia da relagao de conexidade sobre V(G) sao {v1}, {va,vs,v4}, {vs,06} €
{vy,v8,v9,v10}, denotadas por Py, P2, Ps € Py, respectivamente. Assim, o grafo G possui
quatro componentes conexas, que sio dadas por G[Pi|, G[Ps], G[Ps] e G[P4]. Como
C(G) =4, temos que o grafo G € desconexo.

- \\G[PQ]
\

V2 vs )
’U4/
~ //

TGPy

Vs 4

Yo .-
grafo G

Figura 17 — Grafo G do Exemplo 2.1
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Observe na Figura 17, que se for removida a aresta adjacente aos vértices vy e
v3, a componente G[Ps] permanece conexa, porém se removermos a aresta adjacente aos
vértices vg e v19, OU Se removermos o proprio vértice vg, a componente G[P,] deixa de ser
conexa (ver Figura 18). A essa aresta ou vértice, que quando removidos desconexa o grafo,
denominamos aresta de corte ou vértice de corte. Faremos a defini¢ao formal a seguir.

U3 U3

V2 V2

——)

Removendo
G [PQ] V4 V2U3 V4

V10 o l10

—

Removendo
V910

—

Removendo
(%4 Vo (%4
Vg Vs

G[P,]

Figura 18 — Exemplos de arestas e vértice de corte

Definigao 2.4 Seja G um grafo. Um vértice v € V(G) é chamado vértice de corte ou
ponto de articulacao de G, desde que G' — v tenha mais componentes do que G. Se o grafo
G for conexo antes da remoc¢ao de v, entdo G — v serd desconexo. Da mesma forma, uma
aresta e € E(G) é denominada ponte ou aresta de corte de G, desde que G — e tenha mais
componentes do que G. Se o grafo G for conexo antes da remocao de e, entdo G — e serd

desconexo.

Teorema 2.1 Seja G um grafo conexo. Uma aresta e € E(G) é uma aresta de corte se, e

somente se, nao estda contida em nenhum ciclo.

Demonstragido: (=) Suponhamos que e € E(G) seja uma aresta de corte. Consideremos
x e y as suas extremidades. Dessa forma, GG —e possui duas componentes conexas e disjuntas,

ou seja, x nao esta conectado a y em G — e. Suponhamos, por contradi¢ao, que e esteja
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contida em um ciclo C' = xeyeyy; . .. exx. Portanto, Cy = yeyy; . .. exx é um (y, x)-caminho
em (G — e, 0 que contraria o fato de x e y estarem em componentes distintas em G — e.
(<=) Reciprocamente, suponhamos que e € E(G) nao esteja contida em um ciclo
de G. Consideremos z e y sendo as extremidades de e. Afirmamos que nao pode haver um
(x,y)-caminho em G — e. De fato, se um tal caminho existisse, digamos um (zx, y)-caminho
C = zeyxy...epy em G — e, entao C7 = xejx ...eyyex seria um ciclo em G, o que

contraria nossa hipétese. Mostrando assim que G — e ¢ desconexo. [

Seja G um grafo conexo que nao possui vértice de corte e nem aresta de corte. Uma
questao a ser considerada ¢é se existe um subconjunto de vértices ou de arestas, que ao ser

removido desconecta o grafo. Esclareceremos esse fato na defini¢ao seguinte.

Defini¢do 2.5 Sejam G um grafo conexo e S C V(G). Dizemos que S é um subconjunto
de articulagdo em G, se ao removermos S obtivermos um subgrafo desconexo de G (ver

Figura 19).

X

, Y

_> ‘ . 7~ \

L . / \
' . / \ \
Removendo . \ l’ }
L . | j
S . R \ \ /

.. \\___//

Figura 19 — Subconjunto de articulagao

Observacao 2.3 Trabalharemos com os subconjuntos de articulacoes minimais.

Afirmar que S é um subconjunto de articulagdo minimal de G, significa dizer que
nao existe nenhum subconjunto préprio de S que divide V(G) em dois conjuntos disjuntos
X e Y, ou seja, que separa X de Y ou que, em particular, separa todo x € X de todo

yey.

Defini¢do 2.6 Sejam G um grafo conexo e T' C E(G). Dizemos que T é um conjunto de

corte em G, se ao removermos 1" obtivermos um subgrafo desconexo de G (ver Figura 20).
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Figura 20 — Conjunto de corte

Observagao 2.4 Trabalharemos com os conjuntos de corte minimais.

Afirmar que T é um conjunto de corte minimal de G, significa dizer que nao existe
nenhum subconjunto préprio de 7' que divide V(G) em dois conjuntos disjuntos X’ e Y7,

ou seja, que separa X' de Y’ ou que, em particular, separa todo x € X’ de todo y € Y.

2.2 CONECTIVIDADE

O quanto que um grafo é conexo? Quando um grafo é mais conexo que outro
grafo? Quantas arestas (ou vértices) precisam ser removidas de um grafo conexo para que
ele se torne desconexo? Essas perguntas podem ser respondidas com uma Unica palavra:

conectividade. Dessa forma, vamos a definigao.

Defini¢ao 2.7 A conectividade (ou conectividade de vértices) de um grafo GG, denotada
por k(G), é o nimero minimo de vértices cuja remocao desconecta G ou o reduz a um

Unico vértice.

Observagao 2.5 (i) O dltimo caso citado na defini¢ao acima se refere aos grafos com-
pletos, uma vez que todo subgrafo induzido por vértices de um K, é completo. Assim,
temos que k(K,) = v—1. Caso G nao seja completo, existem dois vértices u,v € V(Q)
nao adjacentes. Neste caso, obtemos um grafo desconexo pela remogdo dos demais
v — 2 vértices. Logo, k(G) < v — 2 para todo grafo G nao completo.

(ii) Das definicoes de conectividade e de subconjunto de articulagdo se conclui imediata-
mente que

K(G) = min | S |

SesSC

onde SC' é o conjunto dos subconjuntos de articula¢oes minimais de G.
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Exemplo 2.2 Seja G um grafo conexo e Ky um grafo completo (ver Figura 21). Os
conjuntos {va, v4}, {v4,v5} € {vs,v7} sdo subconjuntos de articula¢do minimais de G. Logo,

k(G) = 2. Jd o grafo completo Ky possui k(Ky) = 3.

U1 (%
U4_ ______ Vs
/T\ /;T‘
/ |\\\ i |\\
/ N\ /
grafo G — {vy, v} y NN // , \
/N’\ /}N\
\
’7)1 (%] 7}7 278
Us
I
// I\
/7 I\
/
7/ / \
///’UG \
F — — — —
U7 Ug
Uy (&
- - -9
?\‘\ §
A
fo K D
grafo Ky — {ug, us,us} N |
| 7 <l
€ — —— — »
Uy us

Figura 21 — Grafo G com k(G) = 2; grafo K4 com x(K,) =3

Definicao 2.8 Seja G um grafo. Dizemos que G é k-vértice-conexo, ou simplesmente
k-conexo, se nao existe W C V(G) tal que | W |< ke G —W é desconexo. Adicionalmente,

k(G) é o maior k tal que G é k-conexo.

Observagao 2.6 (i) Se G é um grafo k-conexo, entao G possui ao menos k + 1 vértices;
(ii) Dizemos que um grafo é k-conexo, se k(G) >k, com k > 1 (o limite inferior nao é
zero porque 0-conexo representa, por convengdo, um grafo nao conexro ou um K ).

Logo, set > r, entdo um grafo t-conexo é também r-conezxo.
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Exemplo 2.3 Na Figura 21, o grafo G € 2-conexo, ou seja, ndo existe um subconjunto
de articulacao em G com cardinalidade menor que 2. Adicionalmente, podemos dizer que
G € 1-conexo. Jd o grafo K4 € 3-conexo e, adicionalmente, podemos dizer que é 2-conexo

ou até mesmo 1-conexo.

Defini¢ao 2.9 A conectividade de arestas de um grafo GG, denotada por «/'(G), é o menor

numero de arestas cuja remoc¢ao resulta em um subgrafo desconexo.

Observacao 2.7 Das definicoes de conectividade e de conjunto de corte se conclui imedi-
atamente que

K'(G)= min |T |
T€CC

onde C'C' ¢ o conjunto dos conjuntos de corte minimais de G.

Exemplo 2.4 Seja G um grafo conezxo (ver Figura 22). Seu conjunto de corte com menor

cardinalidade é dado por {vevs, v4vs, v4v7}. Logo, K'(G) = 3.

grafo conexo GG

Figura 22 — Exemplo de um grafo G com £'(G) = 3

Definicao 2.10 Seja G um grafo. Dizemos que G é k-aresta-conexo se nao existe ' C
E(G) tal que | F' |< k e G — F ¢é desconexo. Adicionalmente, <'(G) é o maior k tal que G

é k-aresta-conexo.

Observagao 2.8 (i) Se G é um grafo k-aresta-conexo, entao G possui ao menos dois
vértices;

(ii) Por convengao, considera-se k'(Ky) = 0.

Exemplo 2.5 Na Figura 22, o grafo G € 3-aresta-conexo, ou seja, nao existe um conjunto
de corte em G com cardinalidade menor que 3. Adicionalmente, podemos dizer que G €

2-aresta-conexo ou até mesmo 1-aresta-conezxo.
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Dado um grafo G, existe um relagdo muito importante entre a conectividade de
vértices, a conectividade de arestas e o grau minimo de seus vértices que veremos no

teorema a seguir.

Teorema 2.2 Para todo grafo conexo G, tem-se
k(G) < K'(G) <4(G). (5)

Demonstracao: A remogao de arestas de um vértice de G' com grau minimo produz um
grafo desconexo, o que prova a segunda desigualdade. Para provar a primeira desigualdade,
observemos que ela é vélida para x'(G) = 0, uma vez que isso implica que G é desconexo
ou possui apenas um vértice e, em ambos os casos, kK(G) = 0. Se x'(G) = 1, entdao o
grafo contém uma ponte, que serda removida ao removermos um de seus vértices, ou seja,
k(G) = 1. Para £'(G) > 2, observemos que a remocao de x/'(G) — 1 arestas produzird um

grafo com uma ponte (u,v). Analisemos separadamente as duas seguintes situagoes:

(i) Ao removermos um vértice do extremo de cada uma das x'(G)—1 arestas consideradas,
o grafo obtido ser desconexo. Neste caso, k(G) < K'(G) — 1 < K'(G);

(ii) Ao removermos um vértice do extremo de cada uma das x’(G)—1 arestas consideradas
dentre todas as 2% (©)~1 possibilidades de escolhas, o grafo obtido ser conexo. Nesse
caso, ao removermos um extremo de cada uma das k'(G) — 1, a aresta uv serd uma
ponte e, portanto o grafo obtido terd conectividade por arestas igual a 1 e, pela

andlise feita anteriormente, a conectividade por vértices também sera 1. Portanto,

K(G) < (K(G) — 1) + 1 = #(G).

A Figura 23 ilustra e esclarece os dois casos finais da demonstracao do Teorema 2.2.

e u v e

/ \

K'(G) > k(G) K (G) = k(Q)

Figura 23 — Ilustracao referente a demonstracao do Teorema 2.2



49

Dizemos que um grafo é maximalmente conexo quando o mesmo verifica as duas
igualdades em (5). Caso o grafo verifique apenas a segunda igualdade, diremos que é
maximalmente aresta-conexo.

Trataremos a seguir os conceitos de bloco e bloco de um grafo que sdo conceitos

relacionados com a k-conexidade.

Definicao 2.11 Um grafo conexo que nao possui vértices de corte é chamado de bloco.
Cada bloco com pelo menos trés vértices é 2-conexo. Dado um grafo G conexo, chamaremos

por bloco de G todo o subgrafo maximal conexo de G' que nao possui vértices de corte.

Observagao 2.9 Todo grafo é a unido de seus blocos (ver Figura 24 ).

[ ]
Bs
@
®
By
[ ] .B4

grafo GG
blocos do grafo G

Figura 24 — Tlustragao referente a Observagao 2.9

Uma familia de caminhos em um grafo GG é dita internamente-disjunto se nenhum
vértice de G é um vértice interno de mais de um caminho da familia. O seguinte teorema

é devido a Whitney !.

Teorema 2.3 Um grafo G com v > 3 é 2-conexo se, e somente se, dois vértices de GG

estiverem conectados por pelo menos dois caminhos internamente disjuntos.

Demonstragio: (<) Se dois vértices de G estiverem conectados por pelo menos dois
caminhos internamente disjuntos entao, G é conexo e nao possui vértice de corte. Logo, GG

é 2-conexo.
1

Hassler Whitney (23 de mar¢o de 1907 - 10 de maio de 1989) era um matemédtico americano. Ele foi um
dos fundadores da teoria da singularidade, e fez o trabalho fundacional em colectores, incorporagcoes,
imersoes, classes caracteristicas e teoria de integragdo geométrica. Em 1932, Whitney mostrou que um
grafo G com a ordem n > 3 é 2-conexo se, e somente se, dois vértices de G estiverem conectados por
pelo menos dois caminhos internamente disjuntos.
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(=) Suponhamos que G é um grafo 2-conexo. Devemos provar, por indugao na
distancia d(u,v), entre u e v, que quaisquer dois vértices u e v estdo conectados por pelo
menos dois caminhos internamente disjuntos.

Suponhamos, em primeiro lugar, que d(u,v) = 1. Entdo, uma vez que G é 2-conexo,
a aresta uv nao é uma aresta de corte e, portanto, pelo Teorema 2.1, esta contida em um
ciclo. Segue-se que u e v estdo conectados por dois caminhos internamente disjuntos em G.

Suponhamos que o teorema seja valido para qualquer dois vértices a uma distancia
menor do que k, e que d(u,v) = k, com k > 2. Consideremos um (u,v)-caminho de
comprimento k e seja w o vértice que precede v neste caminho. Como d(u,w) = k — 1,
segue-se a partir da hipdtese de indugao que existem dois (u,w)-caminhos internamente
disjuntos, P e @, em G. Além disso, como G é 2-conexo, G — w é conexo e, portanto,
contém um (u,v)-caminho P’. Seja x o tltimo vértice de P’ que também estd em P U Q
(ver Figura 25). Como u € P U (@ entdo, existe tal x; Nao excluimos a possibilidade de que
T =w.

caminho P caminho P’

caminho ) ~--

Figura 25 — [lustracdo da demonstracao do Teorema 2.3

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que = € P. Entao G tem dois (u, v)-
caminhos internamente disjuntos, um composto da se¢cao de P de u para x juntamente

com a se¢ao de P’ de z para v, e o outro composto de ) junto com o (w,v)-caminho. =
Corolario 2.4 Se G € 2-conexo entdo, dois vértices de G ficam em um ciclo comum.

Demonstracgao: Isso segue imediatamente a partir do Teorema 2.3, uma vez que dois
vértices ficam em um ciclo comum se, e somente se, eles estiverem conectados por dois

caminhos internos disjuntos. [

A seguir, a partir do conceito de caminho, faremos a definicao de subdivisao de

aresta e de subdivisao de grafo.
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Definicao 2.12 Uma aresta e é dita ser subdividida quando ela é deletada e trocada
por um caminho de comprimento 2 ligando suas extremidades. O vértice interno deste

caminho serd um novo vértice. Tal caminho é dito ser subdivisdo de aresta.

Definicao 2.13 Uma subdivisdo de um grafo G é um grafo que pode ser obtido de GG

por uma sequéncia de subdivisao de arestas.

Exemplo 2.6 Na Figura 26, temos o grafo K, e uma subdivisao dele gerada por uma

sequéncia de subdivisao de arestas.

A A

grafo K, subdivisao do grafo Ky
PASSO A PASSO:
subdivisao subdivisao subdivisao
de aresta de aresta de aresta
—_— — > _—
grafo Ky
subdivisao subdivisao subdivisao
de aresta de aresta de aresta
_— —_—> _

subdivisao do K

Figura 26 — Sequéncia de subdivisao de arestas do grafo K,

Pode-se ver que a classe de blocos com pelo menos trés vértices é fechada sob a

operacao de subdivisao. A prova do préximo corolario usa esse fato.

Corolario 2.5 Se G ¢ um bloco com v > 3 entdo, as duas arestas de G pertencem a um

ciclo comum.
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Demonstragao: Sejam G um bloco com v > 3 e, e; e e, duas aresta de G. Forme um

novo grafo, G, subdividindo e; e e3, e denote os novos vértices por vy e vy. Assim, G’ é

um bloco com pelo menos cinco vértices, e, portanto, é 2-conexo. Resulta do Corolédrio 2.4
. . , . .

que vy € vy se situam em um ciclo comum de G’. Assim, e; e e; ficam em um ciclo comum

de G (ver Figura 27). =

grafo G grafo G’

Figura 27 — Tlustragdo da demonstracao do Corolario 2.5
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3 PLANARIDADE DE GRAFOS

Uma das motivagoes mais antigas para o estudo da planaridade de um grafo é o
famoso problema das trés casas. Este problema foi proposto por Henry Dudeney * em 1913,
e consiste em:

“Trés companhias publicas devem fornecer trés tipos de servigos, dgua, telefone
e eletricidade, a trés casas. Decidiu-se usar tubulacoes subterraneas, todas a mesma
profundidade, por motivos de sequranca. O mapa das linhas de suprimento dd origem a um

grafo de 6 vértices e 9 arestas, como mostra a Figura 28. F possivel descruzar as linhas de

suprimento?”

Figura 28 — O problema das trés fontes de suprimento

Fonte: (SAMPAIO, 2004)

Podemos também enuncid-lo de forma matematica. Para isso, associemos cada
companhia publica e cada casa a um vértice, e as tubulagoes subterraneas as arestas.
Assim, o problema passa a ser enunciado da seguinte forma:

Dado um grafo K33, sabemos que este é um grafo bipartido, completo, gostariamos
de saber se este grafo pode ser desenhado no plano de forma que nenhuma aresta cruze
outra. E possivel tal desenho?

A resposta é ndo, porém a explicacdo serd dada mais a frente. Por enquanto, vamos
mostrar um outro problema envolvendo grafos planares, talvez o mais famoso e conhecido
na teoria dos grafos, que desafiou matematicos famosos por muito tempo. O Problema das

Quatro Cores, descrito a seguir.

1 Henry Ernest Dudeney (10 de abril de 1857 - 23 de abril de 1930) foi um autor e matemdtico inglés
que se especializou em enigmas de logica e jogos matematicos. Ele é conhecido como um dos principais
criadores de enigmas matematicos da Inglaterra.
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“F possivel colorir as regioes de qualquer mapa desenhado no plano, usando até
quatro cores, de maneira que nenhum par de regides que tenham uma fronteira em comum

(ndo apenas um ponto) seja da mesma cor?” (ver Figura 29)

Figura 29 — Mapa do Brasil colorivel com quatro cores

Podemos também enuncia-lo de forma matematica. Para isso, associemos cada
regiao a um vértice e afirmemos que vértices adjacentes correspondem a regidoes com
fronteiras em comum. Assim, o problema passa a ser enunciado da seguinte forma:

Epossz’vel colorir os vértices de um grafo desenhado no plano, de forma que nenhuma
aresta cruze outra, usando mo marimo quatro cores, de maneira que vértices adjacentes

tenham cores diferentes? (ver Figura 30)

Figura 30 — Grafo correspondente ao mapa da Figura 29

A resposta é sim, segundo Santos José Plinio O.; Mello (2007, p.331)
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... As varias tentativas de demonstra-la produziram grandes avancos em
teoria dos grafos e assuntos correlatos. Finalmente, em 1976, K. Appel e W.
Haken (APPEL K.L., 1976) apresentaram uma prova de que a conjectura estava
correta. Esta prova envolve, além de argumentos elaborados e sofisticados, 1.200
horas de célculo em computador (foi usado predominantemente um IBM 370).
Este artigo despertou grande interesse e controvérsia e alguns matematicos

nao estao ainda plenamente satisfeitos com a demonstracao. ...

Os dois problemas, mencionados acima, fizeram consideragoes a um grafo desenhado
num plano onde suas arestas nao se intersectam. Facamos entao, a definicao formal desse

grafo.

Definicao 3.1 Um grafo é dito ser mergulhado no plano, ou planar, se ele pode ser
desenhado no plano tal que suas arestas se intersectem apenas nas extremidades. Tal

desenho de um grafo planar G é chamado de mergulho planar de G.

Um mergulho planar G de G pode ele mesmo ser visto como um grafo isomorfo a
G. O conjunto de vértices de G é o conjunto de pontos que representam os vértices de
G, o conjunto de arestas de G é o conjunto de linhas que representam as arestas de G, e
os vértices de G sdo incidentes com todas as arestas de G que os contém. Muitas vezes
nos referimos ao mergulho planar de um grafo planar como um grafo plano. A Figura 31b

mostra um mergulho planar do grafo planar da Figura 31a.

(a) (b)

Figura 31 — (a) Um grafo planar G; (b) Um mergulho planar de G
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3.1 CURVA DE JORDAN

A partir da definicao de mergulho planar, percebesse que o estudo de grafos
planares envolve necessariamente a topologia do plano, ja que vamos lidar com desenhos no
plano. Definir matematicamente tracados no plano, como por exemplo uma curva, exigiria
conceitos de matematica continua que nao desenvolvemos e que foge da nossa proposta de
trabalho. Assim, trataremos as questoes topologicas, de maneira intuitiva. Dessa forma,
definiremos como curva simples uma curva que liga dois pontos distintos no plano, e nao
se intercepta. J& a curva simples onde os pontos de origem e fim coincidem é denotada de
curva fechada simples, também conhecida como curva de Jordan.

Os resultados de topologia que sao especialmente relevantes no estudo de grafos
planares sdo aqueles que envolvem curvas de Jordan. A unidao das arestas em um ciclo de
um grafo plano constitui uma curva de Jordan, esta é a razao pela qual as propriedades da
curva de Jordan nos trazem elementos da teoria dos grafos planares. Devemos recordar um

teorema bem conhecido sobre curvas de Jordan e usé-lo para demonstrar a nao planaridade

de K373 e K5.

Teorema 3.1 Seja J uma curva fechada simples no plano, ou seja, uma curva de Jordan
no plano. Entao, o restante do plano é particionado em dois conjuntos disjuntos chamados
de interior e exterior de J. Devemos denotar o interior e o exterior de J, respectivamente,
porint J eext J, e seus fechos por Int J e Ext J. Dessa forma, temos que Int J N Ext J =
J. Assim, qualquer linha que unir um ponto no int J a um ponto no ext.J deve intersectar

J em algum ponto. (Ver Figura 32)

ext J

Figura 32 — Uma curva de Jordan
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Embora este teorema seja intuitivamente 6bvio, uma prova formal disso é bastante

dificil. Dessa forma, vamos aceita-lo e utiliza-lo.
Teorema 3.2 Ks3 € nao planar.

Demonstracao: A prova sera feita por contradi¢ao. Suponhamos que G seja um mergulho
planar do grafo K3 3. Como G ¢ bipartido completo temos, pela Proposicao 1.1, que existe
apenas uma biparticdao (X,Y) de G, tomando X = {a,b,c} e Y = {z,y, 2z}, temos que

quaisquer dois vértices u € X e v € Y sao unidos por uma aresta, ou seja,
E(G) ={az,ay,az, bx, by, bz, cx,cy,cz}.

O ciclo C' = aybxa é uma curva de Jordan no plano e o ponto ¢ deve situar-se em int C
ou em ext C'. Suponhamos que ¢ € int C' (0 caso em que ¢ € ext C' pode ser tratado de
forma andloga). Em seguida, as arestas cx e cy dividem o int C' em duas regioes int C e

int Cy, onde Cy = aycza e Cy = bxcyb (ver Figura 33).

a b c a Yy

int Cl

Extraindo um ciclo C
int CQ

x Y z x b

Figura 33 — Grafo bipartido K33 e uma curva de Jordan C extraida dele

Observemos que z deve estar em uma das trés regioes ext C', int Cy ou int Cs.

Analisemos cada uma das situacoes.

e Se z € ext C entao, como c¢ € int C' segue-se do Teorema 3.1 que a aresta cz deve
intersectar C' em algum ponto (ver Figura 34). O que contraria a suposi¢ao de que

G é um grafo plano.

a % Interseccao na

/ curva de Jordan C' = aybzra
e

€ b

Figura 34 — Tlustragao da interseccao da aresta cz na curva de Jordan C'
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e Se z € int ('] entdo, como b € ext (] segue-se do Teorema 3.1 que a aresta bz deve
intersectar C em algum ponto (ver Figura 35). Novamente contrariando a suposigao

de que G é um grafo plano.

a
, J Interseccao na
curva de Jordan C; = ayczxa
O
r b

Figura 35 — Ilustragdao da interseccao da aresta bz na curva de Jordan C}

e Por fim, se z € int Cy entdo, como a € ext Cy segue-se do Teorema 3.1 que a aresta
az deve intersectar Cy em algum ponto (ver Figura 36). Obtendo novamente uma

contradicao.

O e

Interseccao na

curva de Jordan Cy = bxcyb

x b

Figura 36 — Ilustragdo da intersec¢ao da aresta az na curva de Jordan Cs

Teorema 3.3 K5 € nao planar.

Demonstragao: A prova serd feita por contradi¢ao. Suponhamos que G seja um grafo
plano correspondente a K;5. Denotemos os vértices de G por vy, v, v3, v4 € v5. Uma vez
que G é completo, qualquer dois dos seus vértices sao unidos por uma aresta. O ciclo
C = v1vev3v; € uma curva de Jordan no plano, e o ponto v, deve situar-se no int C ou
ext C'. Suponhamos que vy € int C' (o caso em que vy € ext C' pode ser tratado de forma
andloga). Em seguida, as arestas v,v1, v4v2 € v4v5 dividem o int C' nas trés regioes int C,
int Cy e int C3, onde C] = 01040901, Cy = vov4v3v5 € Cy = vzvgvyvs (ver Figura 37).

O vértice vy deve estar em uma das quatro regioes ext C', int Cy, int Cy ou int Cs.

Analisemos cada uma das situacoes.
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(%1
V2

(Y% Uy int Cl nt 02

—

Extraindo um ciclo C'

0
o < Vs

(% (%}
int 03

Figura 37 — Grafo K5 e uma curva de Jordan C' extraida dele

e Se v5 € ext C entao, como vy € int C' segue-se do Teorema 3.1 que a aresta v v5 deve
intersectar C' em algum ponto (ver Figura 38), contrariando a suposi¢ao de que G é

um grafo plano.

Interseccao na
curva de Jordan

C= V1203V

Figura 38 — Ilustracdo da intersecc¢ao da aresta v v; na curva de Jordan C'

e Se v5 € int (] entdo, como vz € ext () segue-se do Teorema 3.1 que a aresta vsvs
deve intersectar C'; em algum ponto (ver Figura 39), contrariando a suposicao de

que G ¢é um grafo plano.

Vg
Interseccao na
< curva de Jordan
vy V4 Vs C1 = viv4voy

Figura 39 — Ilustracao da intersec¢ao da aresta vsvs na curva de Jordan C

e 0s casos vs € int Cy e vs € int C3 sao andlogos ao caso anterior (ver Figura 40).
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U2
Interseccao na
(a) < curva de Jordan
N CQ — V2U4V3V2
U1 U3
V2
O
Interseccao na
(b) curva de Jordan
v Uy v C3 = v3v40103
1 V50 3

Figura 40 — (a) Tlustragdo da intersec¢ao da aresta vivs na curva de Jordan Cy;
(b) Iustracao da intersecgdo da aresta vov; na curva de Jordan Cj

3.2 FORMULA DE EULER

A partir do Teorema 3.1 (curva de Jordan), provamos que os grafos K33 e K5 nao
sao grafos planares. Porém, analisar a planaridade de um grafo nao é algo simples. E
preciso estabelecer condi¢bes necessarias e suficientes para perceber se um grafo é, ou nao,
planar. Com isso, inicialmente, mostraremos os trés resultados mais conhecidos que tratam
de condigoes de planaridade e, posteriormente, apresentaremos o teorema de Kuratowski
que ¢ o principal objetivo deste trabalho.

O fato do grafo possuir um mergulho planar, implica que o plano onde ele esta
inserido seja dividido, finitamente, em regides, chamadas de faces. Assim, o primeiro
resultado que apresentaremos ¢é o teorema de Euler, que nos tras uma condi¢ao necessaria

para um grafo ser planar.

Teorema 3.4 (Férmula de Euler) Seja G um grafo planar conexo com v vértices e e
arestas. Fscolhamos um mergulho planar de G e seja f o nimero de faces nesse mergulho

planar. Entao,

v—e+ f=2. (6)

Demonstragao: Vamos fazer a prova por inducao sobre o nimero de arestas, tendo em
conta que o resultado é verdadeiro para grafos conexos, planos, nao nulos e com zero ou

uma aresta. De fato,
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e Para ¢ = 0, teremos v = 1 (pois o grafo é ndao nulo) e f = 1. Logo, a Equagao 6 é
satisfeita.
e Para e =1, teremos v =2 e f =1 (uma vez que o grafo é simples). Logo, a Equagdo

6 é satisfeita.

Suponhamos que a Formula de Euler seja verificada para todo grafo conexo planar com p
arestas, sendo p < € e € > 1. Considere G. um grafo com ¢ arestas e seja e uma aresta

desse grafo. Assim, temos dois casos a considerar.
1° caso: A aresta e é uma aresta de corte.

Neste caso, G. — e é um grafo que contém duas componentes conexas Cy e Cs. As
componentes C e Cy possuem £(Cy) e g(Cy) arestas com €(C}) e €(Cy) menor que ¢ e,

por hipétese de indugao temos

=~
>
|
=~
S
+
PRN
S
_I_
—
@

Dai, segue que

v(Ge) —e(Ge) + f(Ge) = v(Ch) —e(Ch) + f(C1) +0(Ca) —e(Ca) + f(Cr) =1 -1
v(Ge) —e(Go) + f(Go)=2+4+2-1-1
v(G:) —e(Ge) + f(G:) =2

2° caso: A aresta e ndo é uma aresta de corte.

Assim, pelo Teorema 2.1, temos que e esta contida em um ciclo de G.. Dessa forma,

sua remocao une duas faces do grafo G.. Portanto,

Dai, segue que
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v(Ge) —e(Go) + f(Ge) =v(Ge —e) —e(Ge —e) =1+ f(Ge —e) + 1
U(Gs) o ‘€<Gs> + f(GE) = U<GE - e) o €<GE - 6) + f(Gz-: - 6)

Como E(G. —e) = e — 1, por hipdtese de indugao, temos
U(Ga_e) —€(G5—€)+f(G5—€) =

]
Para demonstrar o segundo resultado acerca de grafo planar, precisaremos do

seguinte lema.

Lema 3.1 Sejam f o numero de faces de um grafo conexo planar G e € o numero de

arestas de G, onde € > 2. Entaio,

3f < 2. (7)

Demonstracao: Note que cada aresta ou faz fronteira entre duas faces ou pertence a
fronteira de uma tunica face. Por exemplo, na Figura 41, temos que a face interior do grafo
(G possui trés arestas: v1vy, v9v3 € v1vs. Ja a face exterior possui quatro arestas, sendo as

trés da face interior mais a aresta vzvy, que pertence exclusivamente a ela.

U1 V4

(%) U3

Figura 41 — Grafo planar GG

Portanto, se denotarmos por f; o nimero de faces com exatamente ¢ arestas na
fronteira, temos

fi+2fa+3fs4+ - < 26,

pois cada aresta ¢ contabilizada no maximo duas vezes. Se € = 2, a Unica possibilidade
para GG ¢é possuir uma Unica face, j4 que nao podemos ter lagos e nem arestas multiplas.

Assim, com f =1 e e =2, temos que a desigualdade (7) é satisfeita.
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Se € > 2, o mergulho planar de G nao pode conter faces delimitadas por apenas
uma ou duas arestas, pois implicaria G possuir lagos ou arestas multiplas. Portanto,

considerando que se trata de um grafo (e ndo de um multigrafo), temos que

3f

3(fs+fat+fs+--0)
3fs+4fs+5fs+---

IA

IN

2¢e.

]
O segundo resultado, que mostraremos a seguir, surge da juncao do Lema 3.1 com

o Teorema 3.4.

Corolério 3.5 Seja G um grafo conexo planar, com v(G) =v e e(G) = ¢, onde ¢ > 2.
Entao,

e < 3v—06. (8)
Demonstracao: Do Lema 3.1, temos que

<

E.

Wl Do

Substituindo na férmula de Euler do Teorema 3.4, obtemos
+ 2 > 2
v—e+ —¢€ ,
3¢ 2

que se reduz a

e <3v—06.

A partir do Lema 3.1 e do Corolario 3.5 faremos uma demostracao diferente a do

Teorema 3.2 da nao planaridade do K.
Teorema 3.6 K5 € nao planar.

Demonstracao: Faremos a demostracao da nao planaridade do K5 de duas formas.

1° forma: Utilizando o Lema 3.1.
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Antes de testarmos a validade do Lema 3.1 no grafo ks, precisamos supor que K3 é
um grafo planar. Dessa forma, o nimero f de faces de K5 é determinado pela Formula de

Euler (Teorema 3.4). Como v(K5) =5 e e(K5) = 10, temos entao
f=2—v4+e=T.

Dai, segue que 3f = 21 e 2¢ = 20. Assim, pelo Lema 3.1 temos 21 < 20 (falso). Portanto,

K5 é nao planar.
2° forma: Utilizando o Corolario 3.5.

Supondo que Kj seja planar, e como v(K5) =5 e e(K5) = 10, temos pelo Corolédrio

3.5 que 10 < 3-5—6 =9 (falso). Portanto, K5 é nao planar. "

A partir da demonstracao acima, poderiamos nos perguntar se o lema ou o corolario
utilizados seriam bons critérios para determinarmos se um grafo é planar ou nao. Sabemos, a
partir do Teorema 3.2, que o grafo K33 3 nao ¢ planar, mas tal grafo verifica as desigualdades
(7) e (8) dos respectivos lema e coroldrio como vemos a seguir. Lembrando que v(K33) = 6,

e(Ks3) =9 e, pela Férmula de Euler (supondo K33 planar), f = 5. Assim,

3f = 15 2¢ = 18 (Lema 3.1)
e = 9 < 3vw—-6 = 12 (Corolario 3.5).

IN

Portanto, s6 podemos concluir a partir dos resultados, que o grafo nao é planar caso
nao satisfaca as desigualdades em questdo. Assim, a partir da demonstracao do Lema 3.1

apresentaremos a seguir, um lema que também sera util como critério de nao planaridade.

Lema 3.2 Sejam f o nimero de faces de um grafo conexo planar G (que ndo contém um

subgrafo K3) e € o nimero de arestas de G, onde € > 2. Entdo,
4f < 2e. 9)
Demonstracao: Na demostracao do Lema 3.1, vimos que

3f = 3(fstfatfs+-)
< 3fs+4fa+5f 54

IA

2e.
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Pelo Teorema 1.3 temos que o grafo K33 (grafo bipartido completo) possui apenas
ciclos pares, e como a fronteira de uma face num mergulho planar de um grafo é constituida
pelas arestas em um ciclo, temos que as faces de um mergulho planar de K3 3 (supondo que
exista) terd pelo menos quatro arestas na fronteira. Assim, podemos mudar a desigualdade

acima para

4f A4(fa+fo+ fs+--)

4fys+6f6 +8fs+---

IA

IN

3fs+4fa+5f+---

IA

2e.

Por fim, o terceiro resultado surge através do corolario a seguir.

Corolério 3.7 Seja G um grafo conexo planar, com v(G) = v e e(G) = ¢, onde ¢ > 4.
Entao,

e <2v-—4. (10)
Demonstragao: Do Lema 3.2, temos que

<

DO ™

Substituindo na férmula de Euler do Teorema 3.4, obtemos
€
— - > 9
v—¢e+ 5 =4

que se reduz a

e < 2v—4.

Agora, com o Lema 3.2 e o Corolario 3.7 é possivel mostrar a ndo planaridade de

K373.
Teorema 3.8 K33 é nao planar.

Demonstracao: A demostracao da nao planaridade do K33 serd feita de duas formas.
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1° forma: Utilizando o Lema 3.2.

Supondo que k3 3 possui um mergulho planar, temos pela férmula de Euler (Teorema

3.4) que seu numero de faces é dado por
f=2—-v+4+e=5,

ja que v(K33) =6 e e(K33) = 9. Dai, segue que 4f = 20 e 2¢ = 12. Assim, pelo Lema 3.2

temos 20 < 12 (falso). Portanto, K33 ¢ nao planar.
2° forma: Utilizando o Corolario 3.7.

Supondo que K3 3 seja planar, e como v(K33) = 6 e e(K5) =9, temos pelo Coroldrio

3.7 que 9 < 2.6 —4 = 8 (falso). Portanto, K33 ¢ ndo planar. n

3.3 O TEOREMA DE KURATOWSKI

O teorema de Kuratowski, diferente das outras condigoes citadas na secao anterior,
nos fornece uma caracterizacao para a planaridade de grafos, ou seja, nos dd uma condic¢ao
necessaria e suficiente para um grafo ser planar. Antes de enuncia-lo, faremos algumas

definigoes.

Defini¢ao 3.2 Seja H um subgrafo do grafo G. Definimos uma relacao ~ em E(G)\ E(H)

da seguinte maneira:
e1 ~ ey se existe um caminho w tal que

(i) A primeira e tltima aresta de w sdo e; e ey, respectivamente;
(ii) w é internamente disjunto de H, ou seja, nao existe vértices internos de w que sao

vértices de H.

Afirmamos que ~ é uma relagao de equivaléncia em F(G)\ E(H). Um subgrafo de G—E(H)
induzido por uma classe de equivaléncia obtida da relagao ~ é chamado de ponte de H

em G.

A prova que ~ é uma relacao de equivaléncia é feita de forma analoga a demonstracao

da Proposi¢ao 2.1.
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Exemplo 3.1 Seja H um subgrafo do grafo G, onde E(H) = {e1, e, €3, €4, €5, €6, €7} (ver
Figura 42). Assim, By, B, B3, By e Bs sio pontes de H em G, ou seja, sao subgrafos de

G — E(H) induzidos por uma classe de equivaléncia da rela¢ao ~.
-
\

os vértices vazados representam =~ ®--q_ 62\{4/' arestas de H sao removidas

os vértices de H \

Figura 42 — Pontes de H em um grafo G

Observagao 3.1 Segue da definicio que se B é uma ponte de H, entdo B é um grafo
conexo e, além disso, que quaisquer dois vértices de B sao conectados por um caminho que

é internamente disjunto de H. De fato, na Figura 43 temos em destaque as pontes By,

B>, Bs, By ¢ By de H em G do Exemplo 3.1.

- " \ //\.
.
Q
O,
i~
Bi 2/
'/ &S B,

Figura 43 — Pontes de H em um grafo G

Observacao 3.2 Quaisquer duas pontes distintas de H sé podem possuir vértices em
comum, se estes forem vértices de H. Na Figura 43, temos em destaque as pontes By e Bs

de H do Exemplo 3.1 que possuem vértices em comum que também pertencem a H. As

bolas vazadas representam estes vértices.
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Definicao 3.3 Seja B uma ponte de H. Chamamos de vértices de conexao de B em H,

os vértices de B que estdo em H, onde V(B)NV(H) =V (B, H).

Na Figura 42, temos os vértices de conexao das pontes B; em H representados
pelas bolas vazadas. Ja a figura 44 mostra uma variedade de pontes de um ciclo em um
grafo; arestas de pontes diferentes sao representadas por tipos diferentes de linhas e as

bolas vazadas representam os vértices de conexao.

grafo G

subgrafo C

Figura 44 — Pontes de C' em um grafo G

A seguir trataremos exclusivamente de pontes de subgrafos que sejam ciclos. Usare-

mos C para denotar estes subgrafos.
Definicao 3.4 Uma ponte com k vértices de conexao ¢ chamada de k-ponte.
Observagao 3.3 Em um grafo conexo toda ponte tem ao menos um vértice de conexao.

Exemplo 3.2 Na Figura 44, temos que Bs é 1-ponte; By é 2-ponte; By e By sdo 3-ponte;
e By € 4-ponte.

Definicao 3.5 Duas k-pontes que possuem os mesmos vértices de conexao sao ditas

pontes equivalentes. Neste caso, chamamos de pontes k-equivalentes.

Exemplo 3.3 Na Figura 43, By e Bs sao pontes 2-equivalentes, assim como, na Figura

44, By e By sao pontes 3-equivalentes.

Definicao 3.6 Os vértices de conexao de uma k-ponte B com k > 1 particiona o subgrafo

C em caminhos disjuntos por arestas, chamado de segmentos de B.
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Definicdo 3.7 Dizemos que duas pontes B e B’ se evitam, se todos os vértices de conexao
de uma, estdo em um unico segmento da outra. Caso contrario, dizemos que as pontes se

sobrepoem.

subgrafo C'

Figura 45 — Pontes de C' em um grafo G

Exemplo 3.4 Na Figura 45, podemos concluir pela Definicao 3.7 que as pontes B3 e By

se sobrepoem. A Tabela 2 mostra a relagao entre as cinco pontes de C' em G.

ponte Bl BQ B3 B4 B5
By se sobrepoem se sobrepoem se evitam se evitam se evitam
By ] se sobrepoem se evitam se evitam se evitam
Bs | [ | se sobrepoem se sobrepoem se evitam
B, [ | [ | [ | se evitam se evitam
Bs [ | | | [ se evitam

Tabela 2 — A relagdo entre pontes representadas na Figura 45

Definicdo 3.8 Seja C' um subgrafo de G. Duas pontes B e B’ sdo distorcidas se existem
quatro vértices distintos u, v, u’ e v' em C, tais que u e v sdo vértices de conexao de B, u/
/ ~ Ve . ~ / 7’ . 7’ . /

e v’ sao vértices de conexao de B’ e os quatro vértices aparecem em ordem ciclica u, u’, v

ev' em C.

Exemplo 3.5 Na Figura 45, temos que B3 e By sao distorcidas enquanto que By e By

nao sao distorcidas.

Teorema 3.9 Se duas pontes se sobrepoem, entdo ou elas sao distorcidas ou sdo 3-

equivalentes.
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Demonstracao: Suponha que as pontes B e B’ se sobrepoem. Entao, cada uma deve
ter ao menos dois vértices de conexao. Além disso, se ou B ou B’ for uma 2-ponte, entao
B e B’ sao distorcidas. De fato, suponha, sem perda de generalidade, que B seja uma
2-ponte. Entdo, B possui dois vértices de conexdo, u e v, que particiona o subgrafo C' em
dois segmentos. Como B e B’ se sobrepoem, significa que os vértices de conexao de B’
nao podem estar em um tnico segmento gerado por B, portanto deve haver ao menos um
vértice de conexao de B’, em cada um dos segmentos, chamemos tais vértices de u’ e v'.
Logo u, v/, v e v’ aparecem em ordem ciclica.

Podemos entao assumir que B e B’ possuem ao menos trés vértices de conexao.

Separemos em dois casos:

1° caso: B e B’ nao sao pontes equivalentes.
Entao B’ tem um vértice de conexao u’ entre dois vértices consecutivos de conexao,
u e v, de B. Como B e B’ se sobrepoem, algum vértice de conexao v’ de B’ nao
esta no segmento de B conectando u e v. Portanto, u, v/, v e v' aparecem em ordem
ciclica, o que mostra que B e B’ sao distorcidas.

2° caso: B e B’ sao k-equivalentes, k > 3.
Se k > 4, entao B e B’ sao distorcidas. De fato, como os vértices de conexao de B e
B’ sao os mesmos, basta considerarmos quatro vértices de conexao consecutivos uy,
Ug, uz € uy. Considerando u = uy, v = uz, v’ = uy e v/ = uy temos que u, u’, v e v/
aparecem em ordem ciclica e, portanto, B e B’ sao distorcidas.

Se k = 3, entdo B e B’ sao 3-equivalentes.

Teorema 3.10 Se uma ponte B tem trés vértices de conexdo vy, vy € v3, entdo existe um
vértice vy em V(B) \ V(C) e trés caminhos Py, Py e Py em B ligando vy aos vértices vy,

vy € vg respectivamente, tais que, para i # j, Py e P; tem apenas o vértice vy em comum.

Demonstragao: Seja P um (v, vg)-caminho em B, internamente disjunto de C. Entao,
P deve ter um vértice interno v, caso contrario, a ponte B deveria ser P, e ndo conteria o
terceiro vértice v3. Seja @) um (v3,v)-caminho em B, internamente disjunto a C, e denote
por vy o primeiro vértice de @ em P. Denote por P, a (vg,v1)-secao de P~1 por P a
(v, v2)-secao de P, e por P a (vg,v3)-se¢do de Q1. Dessa forma, Py, P, e P3 satisfazem

as condigoes desejadas (ver Figura 46). n
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subgrafo C'

caminho P

caminho )

Figura 46 — Ilustracao da demonstracao do Teorema 3.10

A seguir, vamos considerar pontes em grafos planos. Suponha que G seja um grafo
plano e que C' seja um ciclo em G. Entao, existe um mergulho planar de G no qual C' é
uma curva Jordan e cada aresta de E(G) \ E(C) esta contida em uma das duas regioes
Int C' e Ext C. Segue-se que uma ponte de C' esta contida inteiramente em Int C' ou Fxt C.
Uma ponte contida em Int C' é chamada de uma ponte interna e uma ponte contida em
Ext C', uma ponte externa. Na Figura 47, By e Bs sao pontes internas e, By e By sao

pontes externas.

Figura 47 — Pontes internas e externas de um grafo plano

Teorema 3.11 Em um grafo planar, pontes internas (externas) se evitam.

Demonstragao: Provaremos por contradi¢do. Sejam B e B’ duas pontes internas que
se sobrepoem. Entao, pelo Teorema 3.9, temos que elas devem ser pontes distorcidas ou

3-equivalentes. Analisemos separadamente cada um dos casos.

1° caso: B e B’ sao pontes distorcidas.
Por defini¢ao, existem vértices distintos u,v € B e u/,v" € B’, aparecendo na ordem

ciclica u, ', v e v' em C'. Seja P um (u, v)-caminho em B e P’ um (u/, v')-caminho em
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B’, ambos internamente disjuntos de C'. Os dois caminhos, P e P’, nao podem ter um
vértice interno em comum porque pertencem a diferentes pontes. Ao mesmo tempo,
tanto P quanto P’ devem estar contidos no Int C' porque B e B’ sdo pontes internas.
Pelo Teorema 3.1 (curva Jordan), G nao pode ser um grafo planar, contrariando a

hipdtese. (ver Figura 48).

interior da
P curva de Jordan

v

Figura 48 — Ilustragdo do 1° caso da demonstrac¢ao do Teorema 3.11

2° caso: B e B’ sao 3-equivalentes.
Seja {v1,v9,v3} 0 conjunto de vértices de conexdao em comum. Pelo Teorema 3.10,
existe em B um vértice vy e trés caminhos P, P, e P; unindo v, a vy, vy € v,
respectivamente, tal que, para ¢ # j, P, e P; tem apenas o vértice vy em comum.
Analogamente, B’ tem um vértice v, e trés caminhos PJ, Pj e P; unindo v} a vy, vy €
. o , ey
v3, respectivamente, tal que, para i # j, P/ e P; tem apenas o vértice v, em comum

(ver Figura 49). Note que os caminhos Py, P, e P3 dividem Int C' em trés regioes e

interior da
curva de Jordan

i

U3

Figura 49 — Tlustracao do 2° caso da demonstracao do Teorema 3.11

v, deve estar no interior de uma dessas regioes. Como apenas dois dos vértices vy, vy
e v3 podem estar na fronteira da regido contendo vy, podemos assumir, sem perda de
generalidade, que v3 nao estd na fronteira desta regiao. Pelo Teorema 3.1 (curva de
Jordan), o caminho P} deve intersectar P, P, ou P3. Mas, como B e B’ sdo pontes

internas distintas, temos uma contradicao.
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Concluimos que as pontes internas evitam umas as outras. Da mesma forma, as pontes

externas também se evitam entre si. n

Definicao 3.9 Seja G um grafo planar. Uma ponte interna B de um ciclo C' em G é
transferivel se existe um mergulho planar G de G idéntico ao préprio G, exceto que B
é uma ponte externa de C' em G. O mergulho planar G ¢é dito ser obtido a partir de G,

transferindo B. A Figura 50 ilustra a transferéncia de uma ponte.

Figura 50 — [lustragdo da transferéncia de uma ponte em um mergulho planar

Teorema 3.12 Em um grafo planar, uma ponte interna que evita toda ponte externa é

transferivel.

Demonstracao: Seja B uma ponte interna que evita todas as pontes externas. Entéao,
os vértices de conexao de B em (' estao todos na fronteira de alguma face de G contida

em ExtC. Entao, B pode ser desenhado nesta face (ver Figura 51). "

Figura 51 — Ilustracdo da transferéncia de uma ponte em um mergulho planar

No Teorema 3.2 e no Teorema 3.3 vimos que K33 e K5 sao grafos nao planares. No

entanto, seus subgrafos préprios sdo planares como mostra a proposi¢ao a seguir.

Proposig¢ao 3.1 Todo subgrafo proprio de K33 e de K5 ¢é planar.
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Para caracterizar grafos planares pelo teorema de Kuratowski, necessitaremos ainda

de mais alguns lemas que serao enunciados a seguir.
Lema 3.3 Se G € planar, entdo todo subgrafo de G € planar.

Demonstracio: Basta considerarmos um mergulho planar G de G e um subgrafo H de

G qualquer, e retirarmos todo v € V/(G) \ V(H) e todo e € E(G) \ E(H). u
Lema 3.4 Se G ¢ nao planar, entdo toda subdivisao de G é ndao planar.

Demonstragao: Seja G um grafo nao planar. Suponhamos por contradi¢ao que exista
uma subdivisao de G que seja planar. Entao, consideremos um mergulho planar de tal
subdivisao. Dessa forma, teriamos um mergulho planar de GG, trocando os caminhos que
tem extremidades em V(G) e que ndo possui vértices internos em V' (G) por arestas com

as mesmas extremidades, o que contraria a hipotese de G ser nao planar. [

Segue dos lemas acima que se GG for planar entao, G nao pode conter nenhum
subgrafo, nem tdo pouco, uma subdivisao de K5 nem de K33 (ver Figura 52), j4 que sdo
grafos nao planares. O teorema de Kuratowski mostra que esta condigcdo necessaria é
também suficiente. Antes de provarmos o teorema de Kuratowski, precisamos de mais dois

lemas.

subdivisao do Kj subdivisao do K33

Figura 52 — Exemplo de subdivisao dos grafos K5 e K33

Seja G um grafo com um subconjunto de articula¢ao minimal {u, v}. Entao, existem
subgrafos com arestas disjuntas, G e Gs, tais que V(G1) NV (Gy) = {u,v} e GiUG, = G.
Considere tal separacdo de G em subgrafos. Em ambos, G; e G5, facamos a conexao
de u e v por uma nova aresta e para obter grafos H; e H,, como na Figura 53. Entao,

G = (Hy U Hy) — e. Dessa forma, temos e(H;) < e(G) para i = 1, 2.
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s
v
grafo G
u u u u
Gl _—>[: o D
v v v v
grafo H,

grafo H,

Figura 53 — Exemplo

Lema 3.5 Se G é um grafo ndao planar, entao ou Hy ou Hy também € nao planar.

Demonstracgao: Provaremos por contradi¢ao. Suponhamos que ambos os grafos, H; e
H, sejam planares. Seja H; o mergulho planar de H; e seja f uma face de H; incidente a
e. Se Hy é um mergulho planar de H, em f, tal que H; e H, tem apenas os vértices u e v
e a arestas e em comum, sendo e = uv, entdo (H; U Hy) — e é um mergulho planar de G.

O que contraria a hipotese de GG ser nao planar. [

Lema 3.6 Seja G' um grafo conexo nao planar que nao contém subdivisao de K5 ou Ks3

e tem o menor numero de arestas possivel. Entao G é 3-conezo.

Demonstracgao: Provaremos por contradicao. Suponhamos que G satisfaga as hipdteses
do lema. Entdo G é um grafo minimal nao planar, e portanto deve ser um bloco. Se GG
nao é 3-conexo, entao existe um subconjunto de articulagdo {u,v} que desconexa o grafo
G. Sejam H; e Hy os grafos obtidos a partir desta desconexao do grafo G. Pelo Lema
3.5, ao menos um dos H;, sem perda de generalidade, digamos H;, é nao planar. Como

e(Hy) < e(G), Hy deve conter um subgrafo K que é uma subdivisao de K5 ou K3 3. Além



76

disso, K ¢ G, e a aresta e estd em K. Seja P um (u,v)-caminho em Hy — e. Entao G
contém o subgrafo (K U P) — e, que é uma subdivisao de K e, portanto, uma subdivisao

de K5 ou K3 3. Isso contradiz o lema estabelecido. [

Convenientemente, adotaremos a seguinte notagao para provarmos o teorema de
Kuratowski. Suponha que C' seja um ciclo em um grafo planar. Entao, podemos considerar
duas orientagoes possiveis em C' que sao: sentido horario e sentido anti-horario. Para
quaisquer dois vértices, u e v de C, podemos denotar por Clu,v] o (u,v)-caminho que
segue a orientagao no sentido horério em C; Analogamente, usamos os simbolos C'(u, v],
Clu,v) e C(u,v) para denotarmos os caminhos C[u,v] — u, Clu,v] — v e Clu,v] — {u, v},
respectivamente. Apos todos os lemas e definigdes ja explanados, partiremos para a
demonstracao do teorema de Kuratowski, que provou este belo teorema em 1930, fechando
um problema aberto. Em 1954, Dirac e Schuster encontraram uma demonstracao que era

um pouco menor do que a prova original. E esta demonstracdo que descreveremos a seguir.

Teorema 3.13 (Kuratowski) Um grafo é planar se, e somente se, nao contém subdivisio

de K5 ou Kg’g.

Demonstragdo: (=) A partir dos Lemas 3.3 e 3.4 temos a condigdo necessaria.

(«<=) Provaremos a suficiéncia por contradigao. Se possivel, escolha um grafo nao
planar G que nao contenha subdivisao de K5 ou K33 e que tenha o menor ntimero de
arestas possivel. Do Lema 3.6, segue que GG é 3-conexo. Entao, G deve ser um grafo nao
planar minimal.

Sejam uv uma aresta de G e H um mergulho planar do grafo planar G — {uv}.
Como G é 3-conexo, entao H ¢é 2-conexo e, pelo Corolario 2.4, u e v estao contidos em
um mesmo ciclo de H. Escolha um ciclo C' de H que contenha u e v tal que o niimero de
arestas em int C' seja o maior possivel.

Como H é 2-conexo, cada ponte de C' em H deve ter ao menos dois vértices de
conexao. Entado, toda ponte externa de C' deve ser 2-ponte que sobrepde uv pois, se
tivéssemos alguma ponte externa sendo k-ponte com k£ > 3 ou uma 2-ponte que evita
uw, entao existiria um ciclo C” contendo u e v com mais arestas em seu interior que C,
contradizendo a escolha de C' (Estes casos estao ilustrados na Figura 54 pelas linhas

coloridas).
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(a) (b)

Figura 54 — (a) ponte H é uma 3-ponte; (b) ponte H é uma 2-ponte que evita uv

Logo, toda ponte externa de C' em H deve ser uma aresta simples pois se existe
uma 2-ponte com vértices de conexao x e y tendo um terceiro vértice, o conjunto {x,y}
seria um subconjunto de articulagdo de GG com dois vértices, o que contraria a hipdtese de
G ser 3-conexo.

Pelo Teorema 3.11, ndo existem pontes internas que se sobrepéem. Além disso, deve
existir uma ponte interna que sobrepoe uv pois, se nao existisse tal ponte poderiamos
acrescentar uv neste mergulho planar de forma que G seria um grafo planar, o que contraria
a hipétese. Assim, cada ponte interna que sobrepoe uv é distorcida a alguma ponte externa.
Caso contrério, pelo Teorema 3.12, tais pontes poderiam ser transferidas ao ext C' (uma
por uma), e entao a aresta uv poderia ser desenhada no Int C, obtendo um mergulho
planar de GG, o que contraria a hipétese de G ser nao planar. Portanto, existe uma ponte
interna B que tanto é distorcida a uv como ¢ distorcida a alguma ponte externa xy.

Surgem entao dois casos a serem considerados. Dependendo se B possui um vértice

de conexao diferente de u, v, x e w ou nao.

Caso 1: B tem um vértice de conexao diferente de u, v, x e y.

Podemos escolher a nota¢ao que B tem um vértice de conexao vy em C(z,u) (ver
Figura 55). Consideremos dois subcasos dependendo se B tem um vértice de conexao

em C(y,v) ou nao.
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ponte externa
H

Figura 55 — Ilustragao do Caso 1 da demonstragao do Teorema 3.13

Caso la: B tem um vértice de conexao v em C(y,v). Neste caso, existe um (v, vs)-
caminho P em B que é internamente disjunto a C'. Entdao, (C'U P) + {uv, zy} é uma
subdivisao de K33 (ver Figura 56), em G, o que ¢ uma contradigao .

U
U1 caminho P

ponte externa
H

Figura 56 — Ilustracao do Caso la da demonstracao do Teorema 3.13

Caso 1b: B nao tem vértice de conexao em C(y,v). Como B é distorcida a uv e a xy
deve ter vértice de conexao vy em C(u,y| e v3 em Clu, x). Entdo, B tem trés vértices
de conexao vy, ve e v3. Pelo Teorema 3.10, existe um vértice vy em V(B) \ V(C)
e trés caminhos P, P, e P; em B unindo vy a vy, v e v3 respectivamente, tal
que, ¢ # j, P e P; tém apenas o vértice vy em comum (ver Figura 57). Entao,

CUP,UP,UP3)+{uv, xy} contém uma subdivisao de K33, o que é uma contradicdo.
y b

. .
v Vg U1 @
@ caminho P,
. T T
@ caminho P Y Yo Yy
® caminho P;
V3 o
@ ponte v
externa H

subdivisao de K33

Figura 57 — Ilustracdo do Caso 1b da demonstragao do Teorema 3.13
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Caso 2: B nao contém vértice de conexao diferente de u, v, x e y. Como B é distorcida a
ambas arestas, uv e zy, segue que u, v, r e y devem ser todos vértices de conexao
de B. Portanto, existe um (u, v)-caminho P e (z,y)-caminho ) em B tal que:

(1) P e @ sao internamente disjuntos de C; e
(i) [V(P)NnV(Q) | = L.
Consideremos dois subcasos, dependendo se P e () tem um ou mais vértices em

comuin.

Caso 2a: | V(P)NV(Q) | = 1. Neste caso, (CUPUQ)+ {zy,uv} é uma subdivisdo de

K5 em G (ver Figura 58), o que é uma contradicao.

U U
{ ]
caminho P
inh
caminho @) . y Te ° o
aresta uv de
G
o
ponte externa v
H

subdivisao de K5

Figura 58 — Tlustragdo do Caso 2a da demonstragdo do Teorema 3.13

Caso 2b: | V(P)NV(Q) | > 2. Sejam v e v' o primeiro e o tltimo vértice de P em G
e, sejam P; e P, denotados por (u,u')- e (v,v')-se¢do de P. Entao, (C' U P, U P, U

Q) + {uv,xy} contém uma subdivisdo de K33 em G (ver Figura 59), o que é uma

contradicao.
caminho P; aresta uv de
U . u.
caminho Q 3 caminho P
o
Y To Yy
--caminho P,
@
ponte externa H v

subdivisao de K33

Figura 59 — Ilustracao do Caso 2b da demonstragao do Teorema 3.13

Assim, todos os casos possiveis levam a uma contradi¢do, o que prova o teorema. [
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CONSIDERACOES FINAIS

A teoria dos grafos, nos tltimos tempos, vem sendo largamente estudada e escrita
por diversos alunos em seus trabalhos de conclusao de curso de graduagao, mestrado
e até mesmo doutorado. Devido a sua ramificacao em outras areas de conhecimento,
como engenharia elétrica ou ciéncia da computacao, temos varios trabalhos desenvolvidos
relacionados a esta teoria. Podemos citar como exemplo a ideia de conectividade de um
grafo, bem como, o problema de coloracao de mapas, que sao temas que possuem uma
aplicabilidade muito ampla porém, ja bastante explorados em outros trabalhos.

Dessa forma, o objetivo com este trabalho foi trazer uma tematica da teoria
dos grafos que ainda nao tivesse sido amplamente valorizada e que, a0 mesmo tempo,
envolvesse uma matematica fina e elegante em seus lemas e teoremas. Com isso, trazemos
como foco tematico para este trabalho, o estudo sobre planaridade de grafos enfatizando
matematicamente a demonstracao do teorema de Kuratowski, que nos fornece uma
classificacao para um grafo ser planar. Durante a explanacao deste trabalho, ou seja,
desde de conceitos basicos até o teorema de Kuratowski, procuramos abusar no uso da
representacao grafica de grafos no intuito de facilitar na compreensao dos conceitos e
defini¢oes, como também das demonstracoes dos lemas e teoremas mostrados aqui.

A aplicabilidade do conceito de planaridade é vista em problemas de diversas
areas de conhecimento. Durante nossa pesquisa sobre o assunto, encontramos uma tese
de doutorado na area da engenharia elétrica que tratava do uso de planaridade de grafos
em placas de circuitos elétricos. Pensamos entao, em trazer uma proposta de atividade
envolvendo planaridade de grafos e que pudesse ser abordada com os alunos do ensino
médio da educagao basica. Infelizmente, nao foi possivel entregarmos essa proposta na
base do trabalho porém, no apéndice A, sugerimos uma aplicacao da planaridade de grafos
nos so6lidos de Platao.

Concluimos, tendo a clareza que o referencial tedrico abordado nesse trabalho nos
propiciard desenvolvermos junto aos alunos da educagao bésica varios trabalhos e pesquisas
ligadas a teoria dos grafos. Esperamos também, que este trabalho motive e seja objeto de
estudo para outros profissionais da educacao que queiram também fazer uso desta teoria,
que possui uma vasta aplicabilidade e que nos permite, mostrar uma matematica vista

por uma o6tica bastante motivadora.
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Apéndice A — GRAFOS PLATONICOS

A proposta deste apéndice é sugerir uma aplicacao de planaridade da teoria dos
grafos na educac¢ao basica. Sabemos que o estudo dos poliedros convexos regulares, co-
nhecidos como sélidos de Platao (sélidos platonicos), é um contetido abordado no ensino
médio. Em (NETO, 2013, p.385-387), através do lema ! (que relaciona as arestas e faces
de um poliedro) e da Férmula de Euler (Teorema 3.4) é feita a demonstracao de que todo
poliedro convexo regular é um tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro ou icosaedro.
Como primeira atividade, sugerimos que o professor construa essa teoria com seus alu-
nos desenvolvendo neles inicialmente a compreensao da demonstracao e, posteriormente,
desafiando-os para que os mesmos tentem construi-la. A seguir, temos a definicdo formal

se solidos platonicos.

Definicdo A.1 Os Sélidos Platonicos (em homenagem ao filésofo Platdo) sao figuras
tridimensionais nas quais todas as faces sio poligonos requlares congruentes, tal que cada

vértice possui o mesmo numero de arestas incidentes.

Observacao A.1 Os antigos gregos associavam a cada um dos solidos de Platao um
elemento natural. O tetraedro representava o fogo, o hexaedro a terra, o octaedro o ar, o

dodecaedro o cosmos e o icosaedro a dgua.

Faz-se necessario, antes da definicao de grafos platonicos definirmos um grafo.
Assim, sugerimos como segunda atividade que se apresente de forma empirica a defini¢ao

de grafos aos alunos e, em seguida, relacione com as representacoes das definigdes a seguir.

Definicao A.2 Um grafo é dito ser ciclico, quando possui um unico caminho circular que

contém todas as suas arestas.

Definicao A.3 Um grafo é dito ser platonico se é constituido por um unico vértice ou,

tendo mais que uma aresta, é conexo, planar, reqular e todas as faces tém o mesmo grau.

Observacao A.2 Sdio grafos platonicos, o grafo constituido por um vértice isolado (K ),
0s grafos ciclicos (que correspondem aos poligonos requlares) e os grafos formados pelas

arestas dos cinco solidos de Platao.

1 Se um poliedro tem A arestas e F}, faces de k lados, entdo 24 = 3F3 + 4F,; + 5F5 + - -- (NETO, 2013,
p.375)
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Nesse momento, ji com a ideia empirica de grafo, pode-se fazer um novo olhar
para a demonstrac¢do da existéncia de apenas cinco sélidos platonicos. Em (NETO, 2013),

temos esse “olhar” através do teorema enunciado a seguir.

Teorema A.1 Ezistem somente cinco grafos platonicos distintos de Ky e dos grafos

ciclicos.

Demonstracao: Seja G um grafo simples, conexo, planar e k-regular, onde cada face
tem grau f. Uma vez que G # K, podemos concluir que k > 0 e, dado que £(G) > 1,
k > 1. Adicionalmente, uma vez que G nao é um grafo ciclico, conclui-se que k > 2, ou

seja, k> 3 e f > 3. Logo,

JIR(G)] = 2¢(G) = do(@) = (@) = =2,

2e(G
e |Fo(G)| = Q Como consequéncia, uma vez que G é plano, por aplicacdo da Férmula

f

de Euler, obtém-se

2¢(G)  dv(G)

ey @2 e = = (@) 2 (11)
& v(Q) (l;,+1—§>:2 (12)
& v(G)(2k+2f — fk) = 4f (13)

Da igualdade (13) decorre a inequagio
2k+2f —fk>0& =2k -2f+ fk+4 <4< (f-2)(k—2) <4,

que, para f > 3 e k > 3, apresenta como solugdes apenas os pares de valores (k, f): (3,3),
(3,4), (3,5), (4,3) e (5, 3), aos quais correspondem, respectivamente, o tetraedro, hexaedro,

dodecaedro, octaedro e icosaedro. [

Como atividade final, propoe-se solicitar aos alunos que apresentem um mergulho
planar de cada sélido platonico inciando pelo tetraedro. Na Figura 60, temos o mergulho

planar de cada sélido platonico.

Observacao A.3 Os sélidos de Platao sao considerados os cinco grafos platonicos nao

triviais.
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Fogo Terra Cosmos Agua

Tetraedro Hexaedro Octaedro Dodecaedro Icosaedro

A@A

Figura 60 — Grafos platonicos nao triviais




84
REFERENCIAS?

APPEL K.L., H. W. very planar map is four-colorable. In: . Introdu¢do a Andlise
Combinatoria. [S.1.]: Bull. Am. Math. Soc. 82, 1976. p. 711-712. Citado na pagina 55.

BONDY, J. A.; MURTY, U. S. R. Graph theory with applications. [S.1.]: New York:
Elsevier North Holland Inc., 1979. Citado 2 vezes nas paginas 14 e 15.

BONDY, J. A;; MURTY, U. S. R. Graduate Texts in Mathematics. [S.1.]: New York:
Springer, 2008. Citado na pagina 14.

CARDOSO DOMINGOS MOREIRA; SZYMANSKI, J. e. R. M. Matemdtica Discreta:
Combinatoria, Teoria dos Grafos, Algoritmos. [S.1.]: Copyrigth (© by Escolar Editora,
2009. Citado na pagina 14.

NETO, A. C. M. Geometria. 1*. ed. [S.1.]: Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de
Matematica, 2013. Citado 3 vezes nas paginas 13, 81 e 82.

NETTO, P. O. B. Grafos: Teoria, Modelos, Algoritmos. 4*. ed. [S.1.]: Sao Paulo: Edgard
Blucher, 2006. Citado 4 vezes nas paginas 14, 16, 17 e 18.

NETTO PAULO OSWALDO; JURKIEWICZ, S. B. Grafos: Introdugao e prdtica. [S.1.]:
Sao Paulo: Blucher, 2009. Citado 2 vezes nas paginas 14 e 16.

SAMPAIO, J. C. V. Quatro Cores e Matemdtica. [S.1.]: Bahia: Universidade Federal da
Bahia, 2004. Citado 2 vezes nas paginas 13 e 53.

SANTOS JOSé PLINIO O.; MELLO, M. P. e. M. I. T. C. Introdugcao a Andlise
Combinatdria. 4*. ed. [S.1.]: Rio de Janeiro: Editora Ciéncia Moderna Ltda, 2007. Citado
2 vezes nas paginas 15 e 54.

SCHEINERMAN;, E. R. Matemdtica discreta: uma introducao. 2. ed. [S.1.]: Sdo Paulo:
Cengage Learning, 2015. Citado na péagina 15.

SNEDDON, K. K. H. F. Yearbook of the Royal Society of Edinburgh. [S.1.]: Royal Society
of Edinburgh, 1982. Citado na pagina 14.

2 DE ACORDO COM A ASSOCIACAO BRASILEIRA DE NORMAS TECNICAS. NBR 6023.



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de figuras
	Lista de tabelas
	Sumário
	Conceitos básicos
	Breve histórico
	Definição de grafo
	Grafo simples, grafo completo e subgrafo
	Grafo bipartido e grau do vértice
	O uso de matrizes em grafos
	Igualdade e Isomorfismo de grafos
	Passeio, trilhas e caminho

	Conexidade e Conectividade de grafos
	Conexidade
	Conectividade

	Planaridade de grafos
	Curva de Jordan
	Fórmula de Euler
	O teorema de Kuratowski

	Grafos Platônicos
	ReferênciasDe acordo com a Associação Brasileira de Normas Técnicas. NBR 6023. 

