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RESUMO

Muito se tem debatido, atualmente, a respeito de um ensino de Matematica mais atraente
e envolvente, que desperte no aluno o gosto pela real aprendizagem da Matematica. Dentro
deste contexto, os problemas matematicos que envolvem otimizacdo tém um grande interesse
pratico e sdo extremamente aplicaveis ao cotidiano. Contudo, a principal ferramenta usada nas
solugcdes advém do Célculo Diferencial, tornando tais questes inacessiveis aos alunos da
Educacdo Baésica. O objetivo principal deste trabalho é apresentar, de modo sucinto, que as
desigualdades das Médias e de Cauchy-Schwarz podem ser, na Educacdo Bésica, ferramentas
poderosas e préaticas para iniciar modelagens de situacdes que envolvem Otimizacdo, tornando,
assim, acessiveis aos alunos e professores deste segmento. Foi utilizado um rigor formal
moderado, compativel com o escaldo etario dos alunos, de forma que conceitos e resultados

sejam transmitidos de forma precisa, ainda que ndo necessariamente em linguagem formal.

Palavras-chave: Meédias Matematicas, Teorema de Dirichlet, Desigualdades das Médias;

Desigualdade de Cauchy-Schwarz, Otimizacgéo.
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ABSTRACT

Much has been debated on a more attractive and engaging way of teaching Mathematics,
which, in turn , would arise interest for the real learning of this subject. Within this context,
questions concerning Optimization have great importance and are extremely applicable.
However, the main tool used to find solutions comes from Differential Calculus, making such
questions inaccessible or too difficult to be understood by the average basic learners. The main
objective of this study is to show, in a succinct way, that Cauchy- Schwartz and the Means
Inequalities can be powerful and practical tools to start modeling situations that involve
Optimization, making this subject accessible to students and teachers from Basic Education.

Keywords: Averages, Dirichlet’s Theorem, Means Inequalities, Cauchy-Schwarz’s
Inequalities, Optimization
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INTRODUCAO

No final do primeiro semestre do curso do Mestrado, um amigo e professor de
Matemadtica que conhecia meu trabalho com Desigualdades de Médias e Otimizacéo, sugeriu-
me que usasse esses temas para compor minha Dissertacdo do Mestrado. Por outro lado, ap6s
exposicdo aos contelidos de Matematica Discreta ministrada pelo professor Nei Rocha, resolvi
procura-lo para saber se ele estaria disposto a me orientar na realizacdo desta tarefa. A
recomendacdo da Coordenacdo Nacional do ProfMat é que o trabalho de concluséo seja um
material que possa servir para a melhoria do Ensino Béasico da Matemética. Entdo, comecei a
escrever um trabalho que, em principio, nasce da minha experiéncia em sala de aula, onde passei
alguns anos resolvendo e pesquisando questdes de concursos para melhor preparar meus alunos.

Inicialmente, fagamos uma reflexdo sobre o que diz os PCNs com relagdo ao sentido
do aprendizado na area:

A LDB/96, ao considerar o Ensino Médio como Ultima e complementar etapa da
Educacdo Bésica, e a Resolucdo CNE/98, ao instituir as Diretrizes Curriculares
Nacionais para o Ensino Médio, que organizam as areas de conhecimento e orientam
a educacdo a promocdo de valores como a sensibilidade e a solidariedade, atributos
da cidadania, apontam de que forma o aprendizado de Ciéncias e de Matematica, ja
iniciado no Ensino Fundamental, deve encontrar complementacéo e aprofundamento
no Ensino Médio. Nessa nova etapa, em que ja se pode contar com uma maior
maturidade do aluno, os objetivos educacionais podem passar a ter maior ambicdo
formativa, tanto em termos da natureza das informacdes tratadas, dos procedimentos
e atitudes envolvidas, como em termos das habilidades, competéncia se dos valores
desenvolvidos.

(BRASIL, 1996, p.6).

Neste cenario, interpretamos que um aluno inserido no Ensino Médio deve ser capaz de
compreender e interagir com a aprendizagem de um novo contetdo. Ou seja, é a aprendizagem
por exceléncia: a capacidade de explicar, de apreender, compreender, de enfrentar criticamente
novas situacdes. Contudo, como podemos estimular ou avaliar habilidades cognitivas fora do
contexto cultural?

O aprendizado deve ser estimulado com fatos e situacdes do mundo atual. Neste eixo de
pensamento, buscamos a Otimizacdo como um assunto real, pratico e dinamico para que 0
professor de Matematica consiga desenvolver no seu aluno a curiosidade e em seguida o gosto
pela matéria. Contudo, as solucdes gerais dos problemas de Otimizacdo envolvem
frequentemente o Calculo Diferencial e Integral e, no Ensino Basico, os problemas de
Otimizacdo ficam limitados na parte dedicada as Fungdes Quadraticas. O presente estudo
defende a tese de que os temas Médias e Desigualdades, assuntos de pouca abrangéncia e nada
contextualizados, podem ser uma boa ferramenta para se tratar Otimizagdo no Ensino Basico.
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Para tanto, o trabalho foi dividido em trés capitulos. O Capitulo | foi destinado a
definicdo de como séo construidas de forma geral as principais médias na Matematica com
algumas situacdes de aplicacdes importantes, tais como o Principio das Gavetas de Dirichlet. O
Capitulo 11 é destinado ao estudo das Desigualdades das Médias e suas demonstracfes por meio
de uma linguagem mais acessivel, e estabelecimento de relagdes entre as desigualdades. Ainda
no Capitulo Il coube a parte da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, sua demonstracdo e um
Lema importante, cuja demonstracdo advém da Desigualdade de Cauchy-Schwarz. O Capitulo
I11, ponto central de nosso trabalho, é onde desenvolvemos a Otimizacdo via Desigualdades de
Médias e Cauchy-Schwarz, por meio da resolucdo de diversas questdes pesquisadas e
selecionadas de diversos concursos militares e civis, concursos estes, em sua maioria, aplicados
a alunos da Educagdo Basica, mostrando que as mesmas oferecem uma oportunidade ao
professor de lidar com algumas classes de problemas que recaiam em restrigdes do tipo tratadas
neste capitulo. Faremos neste capitulo, tambem, uma breve discusséo sobre os Multiplicadores
de Lagrange, o método usualmente empregado para resolucéo de problemas gerais (usualmente
tratados no Ensino Superior) de Otimizacao de Fungdes Continuas sujeitas a restricbes. Somos
da opinido de que as aplicacbes aqui inseridas, restritas a condi¢des de estruturas de medias,
podem ser tratadas sem dificuldades a partir do nono ano do Ensino Fundamental, préatica esta
que ja realizo com turmas voltadas para concurso ao longo de 16 anos trabalhando em colégios
tradicionais do Rio de Janeiro.

Encerrando esta parte, gostaria de citar Ubiratan D Ambrdsio, em Educacéo
Matematica da Teoria a Pratica, livro que li na graduacéo por indicacdo de um mestre que tive

e que norteou minha pratica educacional, na sua interpretacdo para Matematica e Educacao:

Vejo a disciplina Matematica como uma estratégia desenvolvida pela espécie humana
ao longo de sua histéria para explicar, entender, para manejar e conviver com a
realidade sensivel, perceptivel, e com o0 seu imaginario, naturalmente dentro de um
contexto natural e cultural.

(D'AMBROSIO, 2007, p.7)

Vejo educacdo como uma estratégia de estimulo ao desenvolvimento individual e
coletivo gerada por esse mesmos grupos culturais, com a finalidade de se manterem
com tal e de avancarem na satisfacdo de necessidades de sobrevivéncias e de
transcendéncia.

(D'AMBROSIO, 2007, p.7)

Ainda de acordo com o autor:

Cada individuo tem sua préatica: Todo professor, ao iniciar sua carreira, vai fazer na
sala de aula, basicamente, o que ele viu alguém , que o impressionou, fazendo. E vai
deixar de fazer algo que viu e ndo aprovou. Essa memoria de experiéncia é
impregnada de emocional, mas ai entra também o intuitivo, aqueles individuos que
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sdo considerados ‘o professor nato’. Mas sem duvida o racional, aquilo que se
aprendeu nos cursos, incorpora-se a pratica docente. E a medida que vamos
exercendo, a critica sobre ela, mesclada com observac6es e reflexdes tedricas, vai nos
dando elementos para aprimora-la. Essa nossa pratica, por sua vez, novamente solicita
e alimenta teorizaces, que véo, por sua vez, refletir em sua modificagdo. O elo entre
teoria e pratica é o que chamamos de pesquisa.

(D'AMBROSIO, 2007, p.7)

Elon Lages Lima, em suas primeiras paginas no Curso de Analise vol. 1, diz que:

A matematica ndo se aprende passivamente. Os exercicios ensinam a usar conceitos e
proposicoes, desfazem certos mal-entendidos, ajudam a fixar na mente ideias novas,
d&o oportunidades para explorar as fronteiras da validez das teorias expostas no texto
e reconhecer a necessidade das hipdteses, apresentam aplicagdes dos teoremas
demonstrados e informam o leitor sobre resultados adicionais, alguns dos quais ndo
figuram no texto apenas por uma questdo de gosto.

(LIMA, 2004, p. 5)

E acreditando fielmente na ideia de que os exercicios fornecem ao discente o ensejo de
caminhar mais autonomamente e, assim, ir ganhando independéncia, para o desenvolvimento
da capacidade de explicar, de apreender, compreender, de enfrentar as novas situagdes, que
resolvemos no nosso trabalho uma bateria de exercicios, obviamente ndo exaustiva, que
acreditamos ser de grande valia para quem desejar usar este material para a abordagem do tema.
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CAPITULO 1 - ESTUDO DAS MEDIAS E SUAS DESIGUALDADES

1.1 Um pouco de Desigualdades e Médias na Historia da Matematica

A necessidade de o0 homem em fazer ordenacdo, medicdes e até mesmo aproximacdes
fez com que surgisse um conceito importantissimo na Matematica: o conceito de desigualdade.
Com isso, as mesmas passaram a ter um papel de grande importancia na evolucdo da Ciéncia
Matematica. Grandes nomes como Euclides, Arquimedes, Tartaglia, Newton e Cauchy, entre
outros, resolveram muitos problemas usando desigualdades.

Em especial, Arquitas de Torento, matematico, astrbnomo, masico e politico, nascido
no ano de 428 a.C, em Tarento, sul da Italia e morto no ano de 365 a.C. Representante legitimo
da escola pitagorica e perpetuador das ideias de Platdo, Arquitas de Torento foi responsavel
direto por mudangas fundamentais ocorridas na Matematica no quinto ano antes de Cristo.

Ele acreditava ser o nimero era o que havia de mais importante na vida e na Matematica,
mas previu que, no futuro, a Geometria teria um papel de destaque. Escreveu sobre a utilizacéo
das médias aritmética e geométrica, sobre métodos interativos para determinacdo de raizes
quadradas e, também, sobre geometria analitica, além de introduzir a media harménica na
masica. Defendia o ensino da musica, dentro de um ndcleo educacional denominado
Quadrivium, formado pela Aritmética, Geometria, Mdusica e Astronomia. Suas ideias
contribuiram para tornar a Matematica uma matéria basica na educacéo atual.

Por outro lado, os simbolos > (maior que) e < (menor que) foram introduzidos bem
depois por Thomaz Harriot (1560-1621), renomado matematico algebrista e astrdnomo inglés
nascido em Oxford, fundador da escola inglesa de algebra e introdutor de varios simbolos e
notacbes empregados em algebra ainda hoje. Seus trabalhos contribuiram para o

desenvolvimento da analise algébrica.

1.2 Média

Quem nunca se preocupou em seus estudos, seja na Educacdo Basica ou no Nivel
Superior, com suas médias de notas, seja para sua satisfacdo, satisfacdo de seus pais ou até
mesmo sua aprovacdo? Quem nunca ouviu falar do Indice de Precos ao Consumidor (IPC),
calculado como uma média ponderada dos precos de alguns produtos que se encontram em uma
lista de itens basicos de consumo (que pode variar entre 0s paises) e representa o custo de
vida num periodo e numa regido definida? Ou se vocé assiste ao noticiario, deve sempre ouvir
sobre o indice Dow Jones, da Bolsa de Nova York, que é a soma das trinta grandes aces


https://pt.wikipedia.org/wiki/Consumo
https://pt.wikipedia.org/wiki/Custo_de_vida
https://pt.wikipedia.org/wiki/Custo_de_vida
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industriais, cujos negocios passam pela Bolsa de Nova York, e divididas por um divisor: o
divisor Dow. O divisor inicialmente usado foi 0 nimero de empresas, de forma que o indice
DJIA era a simples média aritmética dos precos das a¢des. Hoje, ap6s muitos ajustes, o divisor
tem um valor menor que um, ou seja, o valor do indice € maior que a soma dos precos das acoes
das empresas componentes. Como vemos, o assunto Média ndo esté4 vinculado unicamente ao
estudioso da matematica, mas, sim, a todos os individuos, pois € um assunto que esta a todo
tempo nos noticiarios e na vida dos seres humanos, em suas relagdes sociais, como também na
organizagéo da sociedade.

Tal assunto é visto de maneira metddica, pouco abrangente e nada contextualizada no
Ensino Basico. Nossa proposta € descrever de que forma o conceito das médias nasce como
uma forma de preservar determinadas operaces com os dados observados, a0 mesmo tempo
em que o faz representar esse mesmo conjunto de dados como medida sintese. Com isso
esperamos levar os professores deste segmento a uma reflexdo sobre o significado real das
médias na Matematica, e sua real aplicacdo nas diversas situacdes do cotidiano. Vale ressaltar
que a palavra média vem do latim, medium, que significa posicdo intermediaria entre dois
extremos. A defini¢do a seguir estabelece como séo construidas de forma geral todas as médias
na Matematica.

DEFINICAO DE MEDIA: Considere uma sequéncia finita de nimeros reais (a;, a,, as, ..., a,)
e seja ¢(a,,a,,...,a,) uma funcdo de dominio R" (ou R!, quando necessério) e contradominio

R (ou R+), ou seja, ¢ representa uma operagéo sobre os membros da sequéncia. Uma média dos
elementos da sequéncia com respeito a operacdo ¢(a,,a,,...,a,) € um namero real a tal que

¢(a,a,,..,a,)=¢(a,a,..,a)
e min{a;} < a < max{a;}.

Se 0s numeros sdo iguais, entdo a média é igual a estes numeros.

1.3 Média Aritmética (A)

Se a operacdo for a soma dos elementos da sequéncia, dar-se-a 0 nome de Média
Aritmética. Ou seja, dados n > 1 e uma sequéncia de nimeros reais (a,,a,, ..., a,), sua Média

Aritmética, denotada por X = A, € tal que

a+a,+..+a, =X+X+..+X=nX
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s At t4d,
n

A propriedade das médias aritméticas a seguir nos possibilita resolver varios problemas
de existéncia de propriedades pelo chamado Principio de Dirichlet.

Proposigdo 1: Se a média aritmética dos niimeros (a,, a,, ..., a,) é igual a x , pelo menos um os

ndmeros é maior ou igual a X .
Demonstracéo:

Suponha por contradi¢do que
a, <X
a, <X

a, < X

Logo,
a+a,+a;,+...+a, <X+X+..+X=nX
Dividindo os membros da equacdo acima por n, temos:

& +8+.td, _NX
n n

ou seja, X < X , 0 que € um absurdo.

Uma aplicacao direta desta propriedade, como dissemos, € o Principio das Gavetas de
Dirichlet, também conhecido por Teorema de Dirichlet, pois se supGe que o primeiro relato
deste principio foi feito por Dirichlet em 1834, com o nome de Schubfachprinzip (“Principio
das gavetas”). Ei-lo:

Proposicdo 2: Se n + 1 ou mais objetos forem colocados em, no maximo, n gavetas, entéo pelo
menos uma delas contera pelo menos dois objetos.
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Demonstracédo: O namero médio de objetos por gaveta é (n+1) / n que é maior que um. Logo,
de acordo com a Proposicdo 1, em alguma gaveta haverd um nimero de objetos maior ou igual
a dois.

Uma maneira um pouco mais formal de dizer o mesmo é: se o nimero de elementos de
um conjunto finito A é maior do que o nimero de elementos de outro conjunto B, entdo uma
funcdo de A em B néo pode ser injetiva.

Muitos problemas atraentes de Matematica Elementar exploram relagbes entre
conjuntos finitos, expressas em linguagem coloquial. Parte de sua atragdo vem justamente do
fato de que podem ser formulados e, muitas vezes, resolvidos sem recorrer a formulas ou a
técnicas complicadas. Embora se trate de uma evidéncia extremamente elementar, o principio
é util para resolver problemas que, pelo menos a primeira vista, ndo sdo imediatos. Para aplica-
lo, devemos identificar, na situacdo dada, quem faz o papel dos objetos e quem faz o papel das
gavetas.

Exemplo 1: Qual € o nimero minimo de pessoas que devemos reunir para que tenhamos certeza
de que entre elas ha duas que fazem aniversario no mesmo més?

Proposta de Resolucdo: Se houvesse apenas 12 pessoas, seria possivel que cada uma delas
fizesse aniversario em um més diferente. Com 13 pessoas, ha, obrigatoriamente, pelo menos
um més com mais de um aniversariante (se houvesse, no maximo, um aniversariante por més,
0 numero de pessoas presentes seria, N0 maximo, 12).

Exemplo 2: Uma prova de concurso possui 10 questbes de multipla escolha, com cinco
alternativas cada. Qual é o menor nimero de candidatos para o qual podemos garantir que pelo
menos dois deles deram exatamente as mesmas respostas para todas as questdes?

Proposta de Resolucdo: Neste caso, 0s “objetos” sdo 0s alunos e as “gavetas” sdo as possiveis
sequéncias de respostas. Como cada questdo pode ser respondida de 5 modos, a prova pode ser
preenchidade 5 x 5 x 5 x ... 5= 5 =9.765.625 modos. Logo, s se pode ter a certeza de que
dois candidatos fornecem exatamente as mesmas respostas, se houver pelo menos 9.765.626
candidatos.

Exemplo 3: UERJ -Segundo Exame de Qualificacdo de 2011

Uma maqguina contém bolas de 10 cores diferentes, sendo 10 bolas de cada cor . Ao inserir uma
moeda na maquina, uma bola é expelida ao acaso.
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Observe a ilustragéo:

Para garantir a retirada de quatro bolas de uma mesma cor, 0 menor nimero de moedas as
serem inseridas na maquina corresponde a:

(A) 5
(B) 13
(C) 31
(D) 40

Proposta de Resolucdo: Neste caso, 0s “objetos” sdo as bolas e as “gavetas” sdo as 10 cores
diferentes. Com 30 bolas, o nimero médio de bolas por cor é 30:10 =3, logo 0 menor nUmero
para se garantir 4 bolas de uma mesma cor € 31, letra C.

1.4 Média Geométrica (G)

Se a operacao a ser preservada for o produto dos elementos positivos de uma lista, dar-
se-a 0 nome de Média Geomeétrica (G).

Dados n > 1 e uma sequéncia de nimeros reais positivos(a,,a,, ...,a,) sua Média
Geométrica G é tal que
a,a,..a,=GGG..G=G"

ou seja,

G=yaa,..a,
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E importante observar que a Média Geométrica aparece naturalmente em situacdes do
cotidiano. Ou seja, mesmo que possa parecer estranho ao aluno em um primeiro momento, as
vezes ha a necessidade de calcular uma média de dois ou mais nimeros que ndo consiste em
somar e dividir, como na média aritmética.

1.5 Média Harmonica (H)

Se a operagdo caracteristica a ser preservada for a soma dos inversos, obteremos a Média
Harmanica.

Assim, dados n > 1 e uma sequéncia de nimeros reais positivos, sua Média Harmdnica

H é tal que
1 1 1 1 1 1 1 n
Sttt =+t =,
a a, a, a, H H H H
ou seja,
n
H_l
B S e
& @ a,

1.6 Meédia Quadratica (Q)

Se a operacdo caracteristica a ser preservada for a soma dos quadrados dos elementos
da lista, dar-se-4 0 nome de Média Quadratica (Q).

Dados n > 1 e a sequéncia de nimeros os reais positivos (a,,a,, ..., a,), sua Média
Quadratica Q é tal que

al+al+.+a =Q*+Q% +..+Q*=nQ’,
ou seja,

Q _ [af+aj+.+a}
n

Vale ressaltar que a escolha da média a ser usada nem sempre é de carater arbitrario,
mas, muitas vezes, dependente da estrutura do problema posto. Uma lacuna comum no estudo
das medias na Educacdo Basica é a discussdo pelos professores ou pelos livros didaticos de
situagdes impositivas para a utilizacdo de um tipo ou outro das medias. Isto faz com que o aluno
ndo veja ou ndo entenda a real diferenca entre elas em situacdes cientificas as mais diversas,
como no célculo das velocidades médias, ou em situa¢fes do cotidiano, como no célculo de
indices financeiros médios em um dado periodo de tempo.
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Com o objetivo de elencar atividades que clareiam a especificidade das médias em
diversos contextos, discutiremos alguns problemas possiveis de serem trabalhados em sala de
aula.

Exemplo 4: No segundo bimestre, Jodo alcancou as seguintes médias:

DISCIPLINA MEDIA
Matemadtica: 8,5
Portugués: 7,3
Historia: 7,0
Geografia: 7,5
Inglés: 9,2
Espanhol: 8,4
Fisica: 9,0
Quimica: 7,2
Biologia: 8,0
Educacéo Fisica: 9,5

Determine a média bimestral das notas alcangadas por Joéo.

Proposta de Resolucdo: Queremos uma nota média tal que, se todas as notas fossem iguais a
M a quantidade total de pontos no bimestre fosse a mesma de 8,5; 7,3; 7,0; 7,5; 9,2; 8,4; 9,0;
7,7,8,0¢e09,5.

100M=85+73+70+75+92+84+90+77+ 80+9,5

M = 811—06 = 8,16, logo a média desejada é a Média Aritmética, cuja resposta é 8,16.

Exemplo 5: De fevereiro para mar¢o de 2014, a loja A aumentou seus precos em 70%. De
marc¢o para abril, houve um novo aumento dos pre¢os, dessa vez de 20%. Assim, um produto
que custava R$100,00 em fevereiro passou a custar 100 x 1,7 = 170,00 em marc¢o, e 170 x 1,2
= 204,00 em abril. Imagine que o dono da loja resolva substituir os dois aumentos de 70% e
20% por dois aumentos iguais de x % de modo que o resultado final seja 0 mesmo, isto é , de
modo que apds os dois aumentos de x % , o produto que custava R$100,00 passe a custar
R$204,00.

Qual deve ser o valor de x nesse caso, ou seja, em outras palavras, qual foi 0 aumento
percentual médio dos precos nesse bimestre?
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Proposta de Resolucdo: Em primeiro lugar, é preciso entender que a solu¢do desse problema
ndo é a Média Aritmética entre 0s aumentos, ou seja, a resposta nao é (70%+20%)/2 = 45%.

De fato, se um produto custa R$100,00 e sofre dois aumentos consecutivos de 45%, seu
preco reajustado serd R$100 x 1,45 x 1,45 = R$210,25, e ndo R$204,00, como deveria ser.

O que se deseja é trocar os fatores de correcdo 1,2 e 1,7 por dois fatores iguais. Sabe-se
que aumentar os precos de um percentual X % equivale a multiplicar por um determinado fator
de correcéo f. Assim, temos dois processos equivalentes de aumentos de pregos:

100xfxf=100x1,7x1,2

f2=17x12
f=417x1,2
f=1,43

Portanto, pode-se concluir que o aumento percentual médio x € de aproximadamente
43%.

E possivel notar, pelos célculos acima, que f é a média geométrica dos fatores de
correcdo 1,7 e 1,2, 0 que mostra que a média geométrica , como foi dito anteriormente, de fato
aparece naturalmente em situacgdes cotidianas.

Exemplo 6: Supondo que em certo trimestre a inflacdo foi de 6%; 8% e 10% ao més,
respectivamente, qual o valor mais proximo da inflagdo média nesse trimestre?

Proposta de Resolucdo: Desejamos uma taxa i tal que, se nesses trés meses fosse incidida a
taxa i, 0 aumento ao longo do trimestre seria 0 mesmo de 1,06 X 1,08 x 1,1 = 1,25928, ou
seja,

@+i)(L+i)(L+i) = (L+i)® =1,25928
i =3/1,25028 —1= 0,0798
i =798%

Portanto, a média adequada ao contexto é a também a média geométrica.

Exemplo 7: Um carro percorre metade de certa distancia d com velocidade 80m/s e percorre a
outra metade com velocidade de 60m/s. Qual a sua velocidade média?
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d d
Proposta de Resolucdo: Os tempos de percurso sdo t; = ﬁ e t, =§, logo a
velocidade média do percurso d e tempo t; + t, é
vm = d = d = d = 2 =68,6m/s .
t1""[2 9 9 9 i+i i+i
2,2 2\8 60) 80 60
80 6

Logo a média imposta pelo contexto dado é a média harmdnica das velocidades, cujo
valor é aproximadamente 68,6m/s.

Exemplo 8: (EPCAR- Concurso de 2001) Uma escola tem 18 professores. Um deles se
aposenta e é substituido por um professor de 22 anos. Com isso, a média das idades dos
professores diminui em 2 anos. A idade, em anos, do professor que se aposentou é:

a) 52
b) 54
c) 56
d) 58

Proposta de Resolucdo: Sejam M a média das idades dos professores da escola mencionada, |
a soma das idades e I" a soma das idades ap0s a aposentadoria/substituicdo. Logo

18 \2—|_36=|—:>I—36=|‘
| 18 18

Se a variacdo da soma das idades é de 36 anos, isto significa dizer que o professor
aposentado é 36 anos mais velho que o professor substituto de 22 anos.

Logo, o professor que se aposentou tem 22 + 36 =58 anos.

Exemplo 9: (CN- Concurso de 2005) Uma maquina enche um depdsito de cereais na razéo de
seis toneladas por hora. Num determinado dia, essa maquina com a tarefa de encher trés
depdsitos de mesma capacidade encheu o primeiro normalmente, mas apresentou um defeito e
encheu os outros dois na razdo de trés toneladas por hora. Em média, nesse dia quantas
toneladas por hora trabalhou essa maquina?

(A) 1,2
(B) 3,5
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(C) 3,6
(D) 4,0
(E) 4,5

Proposta de Resolucéo: Supondo que cada deposito tenha uma capacidade de y toneladas, entéo

0os tempos que a maquina leva para encher cada depdsito sdo, respectivamente,
_y toneladas t_ytoneladas _y toneladas

t
! 6 P2 3 3

et,

Logo a tonelada média no tempo t; + t, + t5 é

m= 3y = 3y = 3y = 3 =3,6ton/hora .
tl+t2+t3 X+X+X y1+1+1 1+1+1
6 3 3 3 3/ 6 3 3

Logo, em média, a maquina encheu 3,6 toneladas por hora, caracterizada pela Média
Harmdnica no contexto dado.

1.7 Média Aritmética Ponderada (MA,)

Uma variagdo importante da Média Aritmética no Ensino Basico é a Média Aritmética
Ponderada. Tal variacao adquiriu grande importancia por constar sucessivamente ao longo dos
anos em concursos de acesso ao Ensino Médio militar e civil, bem como no vestibular do Enem.

Considere uma sequéncia finita de numeros reais (x,x,,X3,...,X,) € COM PESOS
respectivos (py, p,, p3, .-, Py). Definimos a Média Aritmética Ponderada como o valor que
preservard a soma ponderada pelos pesos, isto &,

X P+ X Py + o+ XD, = pl.MAp + pZ.MAp +..+ pn.MAp,

ou seja,

X Py X Py e X Py

p,+pP,+...+ P,

MA

P

Vejamos alguns exemplos de problemas em que a Média Aritmética Ponderada deve ser
utilizada.

Exemplo 10: (CEFET-2010) Passados setenta anos da morte do compositor Noel Rosa, 120
musicas de sua discografia acabam de cair em dominio puablico.
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Depois de um colossal trabalho de pesquisa e restauracdo sonora, um professor paulistano de
Biologia reuniu toda a obra do Poeta da Vila em uma caixa com 14 CDs, assim distribuidos: 4
CDs com 14 masicas, 2 CDs com 15 mdsicas, 3 CDs com 16 musicas, 3 CDs com 17 masicas,
1 CD com 20 musicas e 1 CD com 25 musicas. Considere que ndo ha musicas que estejam em
mais de um CD.

Qual é, aproximadamente, a média de masicas por CD?

a)16,4
b)17,8
c)18,6
d)19,2

Proposta de Resolucdo: O contexto pede o uso da Media Ponderada, uma vez que varios CDs
possuem 0 mesmo numero de musicas. Assim temos:

MA, = 4x14+2x15+3x16+3x17+1x20+1x25 _230 0,
4+2+3+3+1+1 4

Exemplo 11: (CN —Concurso de 2007) Com a finalidade de se pesquisar a renda média em
reais M da sua populacdo, uma determinada regido S foi dividida em quatro setores: X, Y, Z e
W com respectivamente, 2550, 3500, 3750 e 4200 pessoas. Observou-se, entdo, que a renda
média em reais de X ¢é de 800,00, a de Y ¢é 650,00 a de Z é de 500,00 e a de W é de 450,00.
Logo

a) 605,00 < M < 615,00
b) 595,00 < M < 605,00
c) 585,00 < M < 595,00
d) 575,00 < M < 585,00

e) 565,00 < M < 575,00
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Proposta de Resolugdo: Aqui também a Média Ponderada se impde, tendo as populagdes das
cidades como peso. Assim temos

2550 x 800 + 3500 x 650 + 3750 x 500 + 4200 x 450

MA, = =577 14 reais.
2550 + 3500 + 3750 + 4200

Exemplo 12 (ENEM-2009) Nos altimos anos, o aumento da populagdo, aliado ao crescente
consumo de agua, tem gerado inimeras preocupacdes, incluindo o uso desta na producgdo de
alimentos. O gréafico mostra a quantidade de litros de dgua necessaria para a producédo de 1kg
de alguns alimentos. Com base no gréfico, para a producgdo de 100kg de milho, 100kg de trigo,
100kg de arroz, 100kg de carne de porco e 600kg de carne de boi, a quantidade média necessaria
de &gua por quilograma de alimento produzido é aproximadamente igual a:

18000
17000
16000
15000
14000
13000
12000
11000
10000
9000
8000
7000
G000
5000
4000
3000
2000 14
1000 17

litros de agua

alroZ  carne |egumas banana oleo  C8ME milhe  trige
de de e
boi soja  porco

alimentos (1kg)

a) 415 litros por quilograma.

b) 11200 litros por quilograma.
c) 27000 litros por quilograma.
d) 2240000 litros por quilograma.

e) 2700000 litros por quilograma.

Proposta de Resolucdo: Aqui temos de novo um contexto em que a média apropriada € a
Ponderada, tendo como pesos 0s pesos totais de cada producdo. Cabe também pontuar que o
letramento grafico se impde aqui, dialogando com o tratamento de informacdo para a afericdo
da quantidade de &gua necessaria para a producdo por quilo de cada tipo de alimento. Assim,

temos:
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100 <1000 +100 x 1500 +100 x 2500 +100 x 5000 + 600 x17000

MA, =11200 1/kg .
100 +100 +100 +100 + 600

Exemplo 13: O professor Nei, no curso de Matematica Discreta, costuma fazer duas avaliagdes
por semestre e calcular a nota final fazendo a Média Aritmética entre as notas dessas duas
avaliacdes. Porém, devido a um problema de falta de energia elétrica, a segunda prova foi
interrompida antes do tempo previsto e varios alunos ndo conseguiram termina-la. Como nédo
havia possibilidade de refazer essa avaliacdo, o professor decidiu alterar os pesos das provas
para ndo prejudicar os alunos. Assim que Thalles e Thiago souberam da noticia, correram até o
mural para ver suas notas e encontraram 0s seguintes valores:

Nota final
Nome | 12 Prova | 22 Prova L
dadisciplina
Thalles 82 52 72,1
Thiago 90 40 73,5

Qual foi o peso atribuido a segunda prova?
a) 0,25
b) 0,30
c) 0,33
d) 0,35
e) 0,40

Proposta de Resolucdo: Se P é o peso da segunda prova, entdo o peso da primeira sera 1 - P.
Observando a notas de Thiago, temos
A - 90(1-P)+40.P
P 1-P)+P
50P =16,5
P=0,33

=735=90-90P +40P =735

Exemplo 14: Técnicos do 6rgéo de transito recomendaram velocidade maxima de 80 km/h no
trecho de uma rodovia onde ocorrem muitos acidentes. Para saber se 0s motoristas estavam
cumprindo as recomendagdes, foi instalado um radar mével no local. O aparelho registrou 0s
seguintes resultados percentuais relativos as velocidades dos veiculos ao longo de trinta dias,
conforme o grafico abaixo:
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35
30
25

20

15

10
o

velomd ade kmf h)

veiculos (%)

Determine a média de velocidade, em km/h, dos veiculos que trafegaram no local nesse periodo.

Proposta de resolucdo: A média de velocidade dos veiculos corresponde a razéo entre a soma
de todas as velocidades e a quantidade total de veiculos, que é dada em porcentagem. Por este
motivo, temos novamente uma situacdo em que a media apropriada € a Ponderada, tendo como
pesos 0s percentuais relativos as velocidades dos veiculos, dados no grafico, mais uma vez o
tratamento de informacao se fazendo presente em questdes de vestibulares.

5x50+15x60+20x70+30x80+20x90+10x100 250 +900 +1400 + 2400 +1800 +1000
5+10+15+20+30+20+10 100

x|
I

_ 710 _ 27 5 kmin
100

Como dissemos, a Média Aritmética Ponderada tem um valor extremamente importante

x|

no Tratamento da Informacao, em especial na Estatistica e na Probabilidade com o conceito de
Esperanca Matematica de variaveis aleatorias discretas e, portanto, enseja uma ampla discussao
de problemas reais em que o aleatdrio esteja envolvido.

1.8  Esperanca Matematica (ou Valor Esperado) - E(X)

Definimos a Esperanca Matematica ou Valor Esperado de uma variavel aleatéria
discreta como a Média Ponderada dos possiveis valores da variavel aleatéria, usando-se como
pesos para ponderacdo as probabilidades correspondentes a cada valor, ou seja, para uma
varidvel discreta X com possiveis valores xq,x,, x3,..., X, COM as suas probabilidades
representadas pela fungdo P(X = x;) = p(x;). Logo, o Valor Esperado (ou Esperanga

Matematica) é calculado pela soma

E(X)=Zn:xiP(X =X)
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com 0 < P(X = x;) < 1, representando os pesos, tais que Zn: P(X =x)=1.
i=1

Exemplo 15: (Baseado em BUSSAB, W. O. e MORETTIN, P.A., 2002) Um florista faz
estoque de uma flor de curta duracdo que Ihe custa R$ 0,50 e que ele vende a R$ 1,50 no
primeiro dia em que a flor esta na loja. Toda flor que ndo é vendida nesse primeiro dia ndo serve
mais e é jogada fora. O nimero de flores que os fregueses compram diariamente é aleatério e
tem as seguintes probabilidades: 0,1 de vender O flor; 0,4 de vender 1 flor, 0,3 de vender 2 flores
e 0,2 de vender 3 flores. Determine o lucro diario esperado deste florista.

Proposta de Resolucéo: De acordo com o texto acima, podemos construir a tabela abaixo:

X 0| 1]2]3
PX=x)| 0,1 | 04 | 03] 0,2

Como vimos, a esperanca matematica de uma variavel discreta é dada por pela média

ponderada de seus possiveis valores em que seus pesos sao as respectivas probabilidades.
EX) =xPy +x3p,+ - +x,0, =0x0,1+1x04+2x03+3x02=1,6
Assim, o lucro diario esperado deste florista é de R$1,60.

Exemplo 16: Em um jogo muito popular no Brasil, escolhe-se uma dentre 25 possibilidades
para apostar. Caso a escolha seja contemplada, o apostador recebe 18 vezes a quantia apostada.

Qual é o ganho esperado de quem aposta R$ 20,00?

Proposta de Resolucdo: O ganho é a diferenca entre o valor recebido e o apostado. As
possibilidades sdo ganhar 360 — 20 = 340 reais ou perder 20 reais apostados, que corresponde

ao ganho de 0 — 20 = — 20 reais. As probabilidades desses dois resultados séo,
f 1 24 ,
respectivamente, —— e —. Logo, o valor esperado de ganho é dado por

E(X) = 340 1+( 20) 24 _ 560
-2t X5s X35 =7

Isto €, quem faz seguidamente esta aposta, em média perde R$5,60 por vez em que a aposta €
realizada.
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CAPITULO 2 - DESIGUALDADES DAS MEDIAS

Neste capitulo, nos debrucaremos sobre as desigualdades das médias tratadas no
capitulo anterior e exploraremos as Varias situacGes possiveis de nos valermos dessas
desigualdades para a resolugcéo de alguns problemas interessantes de otimizacdo. Embora o
problema geral de otimizacdo de fungdes continuas sujeitas a restricdes seja da ordem do
Célculo Diferencial por meio dos Multiplicadores de Lagrange, as desigualdades das médias
oferecem uma oportunidade ao professor de Ensino Basico para lidar com algumas classes de
problemas que recaiam em restri¢cdes do tipo aqui tratadas.

2.1 Desigualdade entre as Médias Aritmética e Geométrica

A proposicdo a seguir nos informa que a média aritmética é minorada pela média

geométrica e que a média geométrica é majorada pela média aritmética.

Proposicdo 1: Dadosn>1e a,a,,...,a,, reais positivos, sua média aritmética & sempre maior
ou igual a média geométrica, ocorrendo a igualdade, se e somente se a;,a,,...,a, forem todos

iguais, ou seja,

8y +ay +.+a,
ARth > Ngyay...a, e

ay+ay+.+a,
At = Ngyay...a, , Seesomentese a =a, =...=4a, .

Para demonstracdo deste conhecido e importante resultado serd necessario demonstrar

inicialmente um resultado auxiliar.

Lema 1: Sejam a;,a,,...,a, numeros reais positivos tais que a xa,x...xa,=1. Entdo

a, +a, +...+a, > n (valendo a igualdade, se e somente se a, =a, =...=a, =1).
Demonstracdo: Faremos uma demonstracdo por inducao sobre n .

Paran =1, temos que a, =1e portanto a, >1, o que verifica o resultado.
Suponhamos que o resultado seja valido para n =k, ou seja,

axa,x.xa =l=a +a,+..+a 2k
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Iremos verificar que o resultado é valido para n=k+1. De fato, sejam a, a,, ...,&,, 8,4

nameros reais positivos tais que a, xa,x...xa, xa, , =1.
Assim, dois casos podem se apresentar:

I Todos os nimeros a,, a,, ...,&,, &,,; Sa0 iguais, ou seja, a =a, =...=a, =a,,, -
Como estamos supondo que a, xa,x...xa, xa,,, =1, segue-se, portanto, que, neste
caso, eles tém de ser iguais a 1 e, assim, a, +a, +...+a, +a,,, =k +1, oque valida o

resultado para n=k +1.
ii. Nem todos 0s nimeros sdo iguais, ou seja, hd nimeros menores que 1 e pelo menos
um maior que 1, visto que o produto de todos deve ser igual a 1. Sem perda de

generalidade podemos supor que a <1 e que a,,, >1.

Fazendo a,.a,,, =b,, segue que
a.a,.a.8,=1 = ba,..a =1

Pela hipotese de inducéo segue queb, +a, +....+a, > k. Assim,

a+a,+.+a +a,,=b+a,+..+a +a -b+a,,>k+a -b +a,.
Para finalizar devemos verificar que a, —b, +a,,, >1.
De fato, lembrando que & .a,., =b , seque que a, —b, +a,,=a —a.a,,+4a,,;.
Assim,
a—-b+a.,=al-a,)+a,-1+1=01-a.,)(a, -D)+1
Lembrando que a, <1 e que a,,, >1 temosque a —1<0 e l-a,,, <0.
Segue que (1-a,,,)(a —1) >0 e, portanto,a, —b, +a,, =(1-a,,)(a -1)+1>1
Assim,

a+a,+.+a +a,,>k+a -b+a,,=>a+a,+..+a +a,,=>k+1, o que valida o

lema, com a igualdade ocorrendo para a =a, =..=a, =1, por (i).
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Demonstragdo da Proposicdo 1: Pelo Lema 1, fica imediato demonstrar a famosa

desigualdade entre as médias aritmética e geométrica de nimeros reais positivos.

-8 _Vadea  faa a_aa a_
o _¥as N !

a, a a :
Como ﬁ.—z....—“ =1, segue-se pelo Lema 1 que ﬁ+i+....+—”2 n. Assim,
GG G G
a+a,+...+a,2nG, ou seja,
a+a,+..+a, 5G.
n
a;+a, +..+a :
0 que prova o resultado: % >N/ga,...a, ; com a igualdade ocorrendo para
a, =a, =..=a,, pois se
a,=a, = az=--=a, =k>0,temos
A= aitaz+az+-an ﬁ -k e

n n

G = aaz0;5 ...a, = Vk.k.k. ...k =k,
ouseja,A =aG.
2.2 Desigualdade entre as Médias Geométrica e Harmdnica

A proposicdo a seguir nos informa que a Média Geométrica € minorada pela Média

Harmdnica e que a Média Harmonica é majorada pela Média Geomeétrica.

Proposicéo 2: Dados n > 1 e aj,a,,...,a,, reais positivos, sua Média Geometrica e sempre
maior ou igual que sua Média Harmonica, ocorrendo a igualdade se, e somente se, a, a,,...,a,

forem todos iguais. Ou seja,
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nfaa,..a, = 1 n 7o Seesomentese a =a, =...=a,.

1

Demonstracdo: Se a;, a,, ..., a, Sa0 nNUMeros reais positivos, entdo —,—,...,— também o s&o.
a a &,

Assim, aplicando a desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica para nimeros positivos,

segue-se que

1 1 1
—t
RO B P S B
G a a, a, n
Assim, temos éS% e, portanto, H<G; com a igualdade ocorrendo para
1 1 1 . x .
—=—=..="=a =a, =..=4a, (como visto na demonstracédo da desigualdade entre as

& a,
médias Aritmética e Geométrica).

2.3 Desigualdades entre as Médias Aritmética e Quadratica

A proposicdo a seguir nos informa que a Média Quadratica € minorada pela Média

Aritmética e que a Média Aritmética é majorada pela Média Quadratica.

Proposicéo 3: Dadosn>1e a,a,,...,a,, reais positivos, temos que

[aZ+a3+.+a2 S & +a+.+a,
n = n €
af+as+.+a2 _ a +a,+.+a,
n = n ,seesomentese a, =a, =...=a, .

Demonstragédo: Sabemos que: (&, — A)’ >0, onde A é a Média Aritmética. Logo, temos

0<> (&, —A)? =) a’-2A> a +nA>=nQ’ —2An.A+nA?
i=1 i=1 i=1

=nQ* —nA’> =n(Q* - A?)
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Assim, temos n(Q? — A*) >0, o que nos levaa Q* - A*>0 e Q> A*. Finalmente, temos

Q> A.

Além disso, s se tem a igualdade quando cada termo da soma inicial é nulo, ou seja, quando

a, = A paratodok , o que significa dizer que todos os nimeros a, sdo iguais.

Finalmente concluimos que, dada uma lista de numeros reais positivos a,a,,..,a,, €

R (]
sempre verdade que H<G<A<Q, com a igualdade ocorrendo se, e somente se

a,=2a,=.=a

n-*

2.4 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

A Desigualdade de Cauchy-Schwarz, também conhecida como a Desigualdade de
Schwarz, Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz ou simplesmente Cauchy, é uma desigualdade muito
atil que aparece em varios contextos diferentes, tais como em analise, aplicando-se a séries
infinitas e integracdo de  produtos, e, nateoria de probabilidades, aplicando-se
as variancias e covariancias.

Essa desigualdade foi publicada por Augustin Cauchy (1821), matematico francés
responsavel pela introducéo do rigor na analise matematica e um dos fundadores da teoria de
grupos finitos. Em analise infinitesimal, criou a no¢cdo moderna descontinuidade para as

funcdes de variavel real ou complexa.

Proposicdo 1: Sejam a,, ...,a,,by,...,b, reais dados, ndo todos nulos (n > 1). Entdo

(ab +.+ab)* <(a°+a’+..+a )b’ +b?+..+b?)

Demonstracao: Considere o seguinte trinbmio do segundo grau
f(x) = (a;x —by)% + (a,x —by)? +..+(a,x — b, )?

Desenvolvendo os parénteses, chegamos a

f(x) = (a2 +a2 +..+a2)x? — 2(ay +a,b, +..+a,b, )x + (b7 +b3 +..+b?)

Por ser uma soma de quadrados, temos f(x) > 0 paratodo real x, e dai deve ser A <0. Logo,

Aay +aob, +..+a,b, )% <4(af +a2 +..+a2)(b? +bZ +..+b?).


https://pt.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lise_matem%C3%A1tica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Integral
https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_de_probabilidades
https://pt.wikipedia.org/wiki/Vari%C3%A2ncia
https://pt.wikipedia.org/wiki/Covari%C3%A2ncia
https://pt.wikipedia.org/wiki/Augustin_Cauchy
https://pt.wikipedia.org/wiki/1821
https://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tico
https://pt.wikipedia.org/wiki/Fran%C3%A7a
https://pt.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lise_matem%C3%A1tica
https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Teoria_de_grupos_finitos&action=edit&redlink=1
https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Teoria_de_grupos_finitos&action=edit&redlink=1
https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=An%C3%A1lise_infinitesimal&action=edit&redlink=1
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Cancelando o fator 4 de ambos os membros, chegamos na desigualdade de Cauchy.
Examinemos agora a igualdade. Se houver igualdade, quer dizer, se for A =0, ent&o o trinbmio

tem uma raiz real x = A, ou seja,

(ah—by)? + (@i —by)% +..+(ah —b,)? = 0.

Devemos, portanto, ter a4 —b, =0para todo i, isto €, b, =1 a; para todo i. Entdo,
havendo igualdade, os a; e b; devem ser proporcionais. Além disso, é evidente que se eles

forem proporcionais a igualdade ocorre.

Para finalizar, vamos usar a desigualdade de Cauchy—Schwarz para provar um lema
importante. Tal lema se mostra como uma ferramenta muito eficiente para resolver problemas
de otimizagéo, frequentemente abordados em Olimpiadas de Matematica e concursos em geral.
Este resultado esta presente nos consagrados livros do professor Titu Andreescu, professor de
matematica associado da Universidade do Texas em Dallas e considerado por muitos uma
referéncia no assunto das Olimpiadas de Matematica.

2 2 2
. . .a b a+b
Lemal:Sea,b,xeysaonumerosrealsex>0ey>0,enta0?+72(X ; .
+

Demonstracéo: Considere a expressdo (a+b)2.Vamos reescrevé-la de modo a aplicar Cauchy—

Schwarz.

<a+b>z:[%fx+£ﬁ]2 o 6 )

Dai, segue que

2 2 2
a, b, @+h)
e portanto, Ty Ty y

As desigualdades obtidas aqui neste capitulo serdo trabalhadas no préximo capitulo pela
contemplacéo de diversas situagOes-problema em que a otimizagdo de fungbes sujeitas a

restricOes esteja envolvida.


https://en.wikipedia.org/wiki/University_of_Texas_at_Dallas
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CAPITULO 3 - PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

Problemas de Otimizacdo sdo aplicAveis em varias situacdes: quando buscamos
determinar o nivel de producdo mais econdmico de uma fabrica, a velocidade minima
necessaria para que um foguete escape da atracdo gravitacional da Terra, ou, ainda, quando se
quer calcular uma certa quantidade de mercadorias que devem ser produzidas e vendidas para
a obtengdo do maior lucro possivel sdo alguns exemplos. Em todos esses casos, estamos fazendo
ou pensando em otimizagao.

Acredita-se que o primeiro registro histérico em que identificamos Problemas de
Otimizacdo foi na obra Elementos de Euclides, datada do século IV aC., ou seja,
significativamente anterior ao calculo diferencial. Euclides (c. 330 a. C. - 260 a. C.) foi um dos
primeiros gedmetras e é reconhecido como um dos matematicos mais importantes da Grécia
Cléssica e de todos os tempos. Existem poucas informagdes sobre a sua vida. Foi chamado para
ensinar Matematica na escola criada por Ptolomeu Soter (306 a. C. - 283 a. C.), em Alexandria,
mais conhecida por “Museu”.

Apresentamos a seguir um dos problemas de otimiza¢do que encontramos na obra de
Euclides. Tal questdo se destaca pela sua simplicidade e riqueza. Apresentaremos, juntamente,
uma proposta de sua resolucédo para a Educacao Baésica.

“De todos os retangulos com 0 mesmo perimetro, qual tem drea maxima?”

y
Seja 0 perimetro 2p do retangulo, tal que 2p =2x+2y. Entdo temos x+y=p.
Sua area A é tal que
A=xy.

A partir da desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos

X+y2\/@.

2

2 2

E assim gz A , 0 que nos leva a concluir que %Z A. Logo, a area maxima é Az%, que

ocorre quando xX=Y.
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Portanto, de todos os retangulos de mesmo perimetro o de &rea méaxima é o quadrado.

As solugdes gerais dos problemas de otimizagdo envolvem frequentemente o célculo
diferencial e integral e na Educacao Bésica os problemas de otimizacdo ficam limitados na parte
dedicada as funcbes quadréaticas. Buscaremos agora mostrar que as desigualdades tratadas nos
capitulos anteriores podem ser um eficiente recurso para abordar problemas de otimizacdo e
instigar no aluno o gosto pela matematica, ja que tais questdes sdo bem atrativas, reais e
desafiadoras.

3.1 Breve discussao sobre os Multiplicadores de Lagrange

Nesta secdo, faremos uma breve discussdo sobre os Multiplicadores de Lagrange,
método comentado no inicio do capitulo 2 e bastante utilizado no Ensino Superior em cursos
Matematica, Matematica Aplicada, Engenharia, Economia e outros, nos cursos de Calculo
Diferencial. Desenvolvido por Joseph Louis Lagrange em 1755, o metodo é usualmente
empregado para resolucdo de problemas de otimizacdo de funcBes continuas sujeitas a
restricoes .

Embora ndo seja assunto central deste trabalho, pois nos restringiremos a Educacéo
Basica, a motivacdo da discussao breve sobre ele vem das ideias do grande estudioso e pensador
da Educacdo Matematica, Shulman (1986), que entende que o professor deve ter dominio do
conteddo especifico em trés niveis: conhecimento do contetido em si, conhecimento curricular
do conteudo e conhecimento pedagdgico do contetdo.

Em artigo de 1987, Shulman propde que a base de conhecimentos para o ensino de um
professor engloba sete conhecimentos, incluindo os trés conhecimentos relacionados ao
conteldo especifico apresentados anteriormente, a saber: Conhecimento do Conteldo;
Conhecimento do Curriculo; Conhecimento Pedagogico do Contetdo (PCK); Conhecimento
Pedagogico Geral; Conhecimento dos Alunos e de suas caracteristicas; Conhecimento dos
Contextos; Conhecimento dos Objetivos, finalidades e valores educacionais, e de seus
fundamentos filoséficos e historicos. E acrescenta que, dentre esses conhecimentos da base, o
PCK se destaca como sendo o conhecimento exclusivo de professores. Assim, a compreensao
do professor requer ir além dos fatos e conceitos intrinsecos da disciplina e pressupde o
conhecimento das formas pelas quais os principios fundamentais de uma area do conhecimento
estédo organizados, a compreensdo dos processos de sua producdo, representacdo e validagdo

epistemoldgica.
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[...] aquele conhecimento que vai além do conhecimento da matéria em si e chega na
dimensdo do conhecimento da matéria para o ensino. Eu [Shulman] ainda falo de
conteddo aqui, mas de uma forma particular de conhecimento de contelddo que
engloba os aspectos do contetido mais préximos de seu processo de ensino. [...] dentro
da categoria de conhecimento pedagégico do conteido eu incluo, para os tdpicos mais
regularmente ensinados numa determinada &rea do conhecimento, as formas mais
Uteis de representacdo dessas ideias, as analogias mais poderosas, ilustracOes,
exemplos e demonstracBes — numa palavra, os modos de representar e formular o
topico que o faz compreensivel aos demais. Uma vez que ndo ha simples formas
poderosas de representacdo, o professor precisa ter em méos um verdadeiro arsenal
de formas alternativas de representacdo, algumas das quais derivam da pesquisa
enquanto outras tém sua origem no saber da pratica.

(SHULMAN, 1986, p. 9)

Modelo de conhecimento de professores.

/'

Conhecimento do Tema Conhecimento Pedagogico Geral

Estruturas

sintdticas

Contedido | Estruturas Alunos ¢ Gestiio da sala | Curriculo ¢ | Outros

substantivas aprendizagem de aula instrucio

] ]

Conhecimento Pedagdgico do Conteiado

Concepeiio dos propésitos para ensinar o tema

Conhecimento da Conhecimento do Conhecimento de
compreensio dos Curriculo estratégias
estudantes instrucionais

]

Conhecimento do Contexto

Estudantes

Comunidade | Distrito Escola

¥,

Fonte: GROSSMAN, 1990, p. 5. Tradugdo nossa.

E dentro desta Gtica que o saber de contetdo deve transcender o saber pedagdgico de

conteddo, que este trabalho ira inserir os Multiplicadores de Lagrange nesta secdo, pois o

professor deve estar consciente de ferramentas para a solucéo geral de problemas de otimizacao

com restricdo via Multiplicadores de Lagrange, para ndo ficar limidado apenas as condicionais

das desigualdades das Médias ou da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Além disso, essa discussao sobre os Multiplicadores de Lagrange nos permitira uma

posterior comparagao e analise sobre 0s ganhos que a otimizacdo feita via desigualdades pode

trazer ndo apenas na Educacdo Basica, mas também em todas as esferas da Educacdo

Matematica.



37

Por este motivo ndo detalharemos aqui a demonstragdo do método. Apenas citaremos
sua aplicacdo de forma sintética. Sugerimos para a demonstracdo e para mais informagdes
adicionais o livro Calculo Diferencial e Integral de FuncGes de Varias Variaveis de Diomara
Pinto Maria Candida Ferreira Morgado.

Em geral, os problemas de otimizacdo com restricdo podem ser representados da
seguinte forma :

Méax (ou Min) F = f(X,,X,,...,X,) restrito a g(X;,X,,...,X,)=C

Mm casos de diferenciabilidade de F e G, método consiste em montar a funcédo
Lagrangeana (L), tal que:

L = f(xq,%5,%3, ., xp) + 1. [C — g(x1,%2,%3, ...,X,)] cOM 0 nimero A chamado de

Multiplicador de Lagrange.

Para em seguida, como condicdo de primeira ordem, encontrar 0s pontos criticos através
da formacdo e resolugdo um sistema criado igualando todas as derivadas parciais de L com

respeito a x;, x5, x3, ..., X, € A a zero.

3.2 Problemas de Otimizacao na Educacgao Basica

Nesta secdo, iremos tratar e resolver inicialmente de maneira dual (via Multiplicadores
de Lagrange e Via Desigualdades de Médias ou Cauchy-Schwarz) trés problemas de
otimizacdo com possivel abordagem na Educacdo Basica. Utilizaremos os multiplicadores de
Lagrange para referenciar o saber de conteudo, descrito por Shulman, e também valorar a
importancia dos problemas de Otimizacdo via Desigualdades de Médias e Cauchy Schwarz,
cujo conceito de infinitesimal ndo sera necessario. Ou seja, faremos otimizacdo de funcGes
continuas, passando ao largo dos conceitos de derivadas e derivadas parciais, pois basta a
aritmética para mostrar tais desigualdades. Todavia, estaremos restritos as estruturas associadas
as médias, ndo tendo o professor a liberdade de fazer aplicacdo das desigualdades em qualquer
situacdo de otimizacdo sujeita a restricdes. Por isso sublinhamos mais uma vez a importancia
do saber de contetdo dos Multiplicadores de Lagrange. Apos esses exemplos, estudaremos

outros problemas, porém utilizando apenas as desigualdades, nosso principal objeto de estudo.

Problema 1: Se 1.200 cm? de um material estiverem disponiveis para fazer uma caixa com uma
base quadrada e sem tampa , encontre o maior volume possivel da caixa e as dimens6es para

gue ISso ocorra.
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Proposta de Resolugéo (1): (Via Multiplicadores de Lagrange)

Sejam A a area da superficie, V 0 volume da caixa e h a altura da caixa. Temos assim

h

A=x?>+4xh e V =x°h.

Portanto, devemos maximizar a funcdo F = f(x,h) = x*h restrita a g(x,h) = x? +

4xh = 1200, para encontrarmos o0 maior valor de x*h.

Definidas a fungdo F = f(x,h) e arestricdo g(x, h) o primeiro passo é montar a fungéo

Lagrangeana (L), a partir das funcdes f(x,h) e g(x,h), ouseja,
L=f(x,h)+A.[C— g(x,h)].
Logo, L = x%h + A.[1200 — x? — 4xh] .

O passo seguinte € igualar as derivadas parciais a zero. Assim,

dL
— =2xh—2xA—4hA =0

dx

dL— 2—4x2=0
dh_x xA =

dy 5
a—lZOO—x —4xh =0

Resolvendo o sistema montado a partir destas equacdes, temos
2xh — 2xA—4hA =0
x> —4x1=0
1200 — x2 —4xh =0

Tomando a segunda equacdo deste sistema temos:

x(x —41) =0 = x = 0 oux = 4A. Porém, como x # 0, temos x = 44, com A # 0.
Substituindo o valor de x na primeira equagao, temos

2(41)h — 2(44 YA — 4hA = 0.



39

Logo: h = 0 ou h = 2A. Porém h= 0, e assim h = 2A.

Substituindo esse valor na terceira equacéo, x? + 4xh = 1200, temos
(42)2 + 4(42)(22) = 1200
E assim, 1 = 5.

Assim temos x =41 =4x5=20m e h=21=2x5 = 10m, que maximizam o

volume da caixa que serd V = x2h = 202 x 10 = 4.000m3.

Proposta de Resolucdo (2): (Via desigualdades de Médias)

Sejam A a area da superficie, V 0 volume da caixa e h a altura da caixa. Temos assim

h

A=x*+4xh e V = xh. Aplicando as desigualdades entre as médias aritmética e geométrica
em A, temos

>3/x?.2xh.2xh =3/4(x°h)* =3/av? |

x*+2xh+2xh  1.200
3 3

Assim, 4v? <400°% e V <4.000.

Esse resultado nos diz que o volume ¢ igual ou menor a 4.000 cm?, e o resultado sera

maximo, se e somente se x% = 2xh. Resolvendo o sistema

x> = 2xh
x> +4xh =1200
temos x = 20cm e h =10cm, constatando-se de fato que o volume é 4.000cm?.
Problema 2: Encontre as dimens6es de um cilindro circular reto de maior area lateral que pode

ser inscrito numa esfera de raio 6m.

Proposta de Resolugéo (1): (Multiplicadores de Lagrange)
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A figura abaixo mostra a intersecéo do sélido com o plano que contém o eixo do cilindro. Se S

é a area lateral do cilindro, x o raio da base e 2y a altura do cilindro, temos S = 2zrh = 42xy com

X*+y° =36,

Portanto, devemos maximizar a funcéo F = f (x,y) = 4zxy restrita a g(x,y) = x? +

y? = 36.

Definadas a funcdo F = f(x, y) e arestricdo g(x,y) o primeiro passo é montar a fungao

Lagrangeana (L) , a partir das fungdes f(x,y) e g(x,y), ou seja,
L=f(xy)+2[C—glxy)]
L = 4mxy + A.[x? + y? — 36].

O passo seguinte € igualar as derivadas parciais a zero , logo:

dL—4 +2Ax =0
T - ATy X =

dL
— =4nx + 24y =0

dy
dy 2 2
— = ~36=0
a1 x“+y
Resolvendo o sistema montado a partir destas equacdes, temos:
4y +2Ax =0
dnx + 24y =0

x?+y2-36=0

. . ~ . - 2 2 .
Isolando 4 na primeira e segunda equacéo e igualando tais resultados, temos %y = %x e assim

obtemos que x? = y2.
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Como sabemos que x2 + y? = 36, temos 2x? = 36 e x =y = 3v/2.
Proposta de Resolucgdo (2): (Via Desigualdades de Médias)

A figura abaixo mostra a intersecéo do sélido com o plano que contém o eixo do cilindro. Se S

é a area lateral do cilindro, x o raio da base e 2y a altura do cilindro, temos S = 2arh = 42xy com

X*+y° =36,

Assim, temos 18 > %. Ouseja, S<72r.

Avrea lateral do cilindro é entdo menor ou igual a 72 m? e serd maxima quando x? = y2.

Assim, temos o sistema:

X2 — y2
X +y°> =36
cuja solucdo é dada por X=Y = 3V2m.
Assim como na primeira questdo, para uma real compreensdo do problema, o aluno

devera possuir o dominio de conceitos como areas e volumes de sélidos geométricos, previstos

pelo BNCC para todo aluno no final do Ensino Fundamental.
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Problema 3: Se x e y so tais que 3x — y = 20, qual 0 menor valor de /x* +y* ?

Proposta de Resolucéo (1): (Multiplicadores de Lagrange)
Desejamos minimizar a fungdo F =./x*+y*, 0 que é equivalente a minimizar
f(x,y)= X* + y2 restrito a g(x,y) = 3x —y = 20.

O primeiro passo € montar a funcdo Lagrangeana (L), a partir das funcdes
fl,y)=x?>+y2 eg(x,y) =20 —-3x +y,ouseja, L = f(x,y) + 1.[C — g(x,y)]. Assim,
temos

L=x*4+y2+A.[20 - 3x + y].

O passo seguinte € igualar as derivadas parciais a zero. Assim

dL—Z 31=0
dx x N

dL
—=2y+1=0

dy
Y o g4y +20
ar- XY
O sistema montado a partir destas equacdes e da restricao é dado por
2x—31=0
2y+1=0
3x—y =20

Multiplicando a segunda equacéo por 3 e somando com a primeira encontramos
2x + 6y = 0,0u seja, x = —3y.

Substituindo na terceira equacéo 0 resultado obtido, temos
3.(=3y) —y =20. Assim,y = =2 ex = —3(—2) = 6.

Logo, 0 minimo de f(x,y) ocorre para X= 6 e y=—2, ou seja, 0 minimo

é f(6,—2) = 6% + (—2)? = 40. Com isso 0 menor valor de \/x2 + y2 é V40 = 2+/10, mesmo

resultado obtido usando o caminho das desigualdades.
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Proposta de Resolucéo (2): (Via desigualdade de Cauchy-Schwarz)

Aplicando a Desigualdade Cauchy-Schwarz: (a2 +a,?)(o? +b,?)= (ab, + a,b,) para
aQ =3!az =_1,b1 =va2 =Y, temos:

(3 g (—1)2)(x2 + y2)2 (3x + (<1).y)?
10(x2 + y2)2 (Bx —y)?

10(x? + y? )= 20
x*+y*>>40

Extraindo a raiz quadrada dos dois lados da desigualdade acima, obtemos:

JX2+y? 22410 . Portando o menor valorx* + y> é 2410 .

Problema 4: Se uma lata de zinco de volume 16,z cm?® deve ter a forma de um cilindro circular

reto, ache a altura e o raio do cilindro para que a quantidade de material usado em sua fabricacéo
seja a menor possivel.

Proposta de Resolucdo: Sejam r o raio da base, h a altura e S a area da superficie total do

cilindro. Entdo, temos

r*h=16
S =2ath+2ar°
Aplicando a desigualdade das médias em S, obtemos

2
%: ll “’f: F2 s athwathx 2 =322 =Y22°16° = Y27 =8x

Assim, S >24r e S seraminima quando a igualdade ocorrer, isto é, quando rzh = 27r?
. Resolvendo o sistema

rzh = 2712
r’h=16

obtemos r =2 cm eh=4cm e constatamos que, de fato, 0 minimo24m cm?para S ocorre para
esses valores.



44

Problema 5: (ESPM SP/2010) Um sitiante quer construir, ao lado de um muro retilineo, dois
viveiros retangulares para criacdo de galinhas e patos, sendo que a &rea destinada aos patos (P)
tem que ter 40 m? a mais que a destinada as galinhas (G). Para isso ele dispde de 60 metros
lineares de uma tela apropriada, que devera ser usada para as cercas AB, CD, EF e BF, conforme

a figura abaixo:

muro

Para conseguir a maior area possivel para os viveiros, a medida DF devera ser de:

a) 15 metros
b) 16 metros
c) 17 metros
d) 18 metros

e) 19 metros

Proposta de Resolucéo:

o

AB=CD=XY=EF=x, BD=ye 3x+Yy=60

Aplicando a desigualdade das médias em 3x +y = 60, obtemos

3x+yZ By -

2

Assim,
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0 que nos leva a
3A <900,
ou seja,

A<300.

A maior rea possivel € 300 m? e esta sera méaxima quando3X =Y . A solucéo é dada
pelo sistema

X=y
3x+Yy=60
cuja solucédo é dada por x=10m e y =30m.

Sex=10m, entioBD+ DX +4=30 e BD=DX.

Logo BD=DX =13m e DF =DX + XF =13+4=17m.

Problema 6: (Prova Colégio Naval — Acesso 2014) Sabendo que ABC é um triangulo
retangulo de hipotenusa BC = a,qual é o valor maximo da area de ABC?

Proposta de Resolucéo: Sejam h a altura relativa a hipotenusa e m e n as projecdes dos catetos
sobre a mesma. Pode-se afirmar que: S = az—h a=m+n e h=+mn, comS a area do
triangulo ABC.

. . T . o ] +
Aplicando as desigualdades das médias aritmética e geométrica, temos % >mn.
Assim, % > h eaaltura maxima sera h,s,. = g comm=n.

Sabendo-se que a medida da hipotenusa é constante, entdo o triangulo de area maxima

sera aquele que tiver a altura maxima relativa a hipotenusa. Logo,
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Problema 7: (Prova Colégio Naval — Acesso 2010) Sejam p e g numeros reais positivos tais

1
ue —+—=—=—=. Qual o valor minimo gerado por pg?
q 0 q 2010 Q g por pq

a) 8040
b) 4020
c) 2010
d) 1005
e) 1050

Proposta de Resolucéo:

p+q 1
pqg /2010
p.g
+0=—=
9= om0

Aplicando as desigualdades das médias aritméticas e geométricas em p e g positivos,
temos #z,/pq :

Substituindo P+q= 2F())qu na desigualdade P ; 9> /pq, temos

Pq

2
\/2210 > /pq. Logo [—\/Fﬁ] > (2\/2010 )2 e assim pg>8040. Logo, o  valor
Pq

minimo gerado por pq é 8040 para p=0=+8040 .

Problema 8: (Prova Colégio Naval — Acesso 2017) Sejam X e y nameros reais tais que

Xy = 2\/§. Sendo assim, o valor minimo de x® + y® €:
a) multiplo de 18

b) um niimero primo
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c) divisivel por 5.
d) divisivel por 13.

e) par maior que 300.

Proposta de Resolucdo: Aplicando as desigualdades das médias aritmética e geométrica em
8 8

y > X%Y® . Assim x® + y® > 2./(xy)® e, como Xy = 2\/5,

x8 e y® (positivos), temos

temos X° +y® >2 (2\/5)8 . Portanto, X° +Y® > 288 e o valor minimo gerado por x® + V:

288, quando X =Y =%/144 .Logo, a opcio correta ¢ letra A, multiplo de 18.

Problema 9: Qual o valor minimo da expresséo f (x) =6x +2—‘21 , quando x > 0?
X

Proposta de Resolucéo: Reescrevendo convenientemente a expressdo dada, temos

f(x) =6x+2—;1=3x+3x+2—£21r :
X X
Aplicando as desigualdades das médias aritmética e geométrica em 3x, 3x e % positivos,

3x+3x+2—21

24
temos TX23,/(3X)(3X)7. Assim, temos 6x+ 2+ > 33216 =18¢ finalmente
X

f(x)>18.

Logo, o valor minimo de f(x) é 18, valor esse atingido quando 3x=2—‘21, ou seja,
X
X=2.

18
Problema 10: Qual o valor minimo de f(X,y)= " +—+ XY, para X e y positivos?

Proposta de Resolucéo: Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica em

12 18 ",
> ey positivos, temos

12 18
+—+

— T tXy
x ¥y Zag.l—xy.
3 \ x vy
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12 18
Assim, temos ~ - +V +X.y 23216 =18, ou seja f(x) >18.

12 18
Portanto, o valor minimo de f(x) é 18, atingido quando ?=7=Xy e

12 18 .
?+?+xy:18,ouseja,x=26y=3-

2
y(x-y)

Problema 11: Se x e y sdo positivos e x > y. Qual o menor valor de f(X,y) =X+

Proposta de Resolugdo: Como x >y, existe z > 0 tal que x = z + y. Substituindo x por z +,

8 8
temos T(Z+VY,y)=2+Yy+——— Assim f(2+y,y):z+y+ﬁ

y(z+y-y)

Aplicando a desigualdade das médias aritméticas e geométricasemy, z e E temos

y+z2+4+— 5 8
Tyzz:«;/yzﬁz%:z, ou seja, y+Z+E26. Como f(x,y)=f(z+y,y)=6,

temos que o menor valor assumido por f(x,y)€ 6, valor esse alcangado quando Y =2 = E

8
y+z+E:6 eX=y+z,oquenosda y=z=2¢e x=4.

Problema 12: Encontre o menor valor da funcdo definida pela lei f(x, y,z) X2y 4z o,
y z X

onde X, y e z S40 nUmeros reais positivos.

Proposta de Resolucéo: Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica em %

X 2z 4z

2y 4z vy T x _ [x 2y 4z X, 2y 4
ZeZ temos 2L T > = 2L T2 _3fg -2, ouseja, —+—+—26.
c 3 y z X y z X

Adicionando 12 aos dois membros da desigualdade anterior, temos

X 2y 4z
§+7y+?+12 >18. Assim f(x,y,z)>18 e o valor minimo de f(x,y,z) é 18, atingido
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X 2y 4z x 2y 4z o
- +—=06isto é x=2y, Z=Y e x=2z, 0 que nos fornece

quando —=—=—1¢ —+—
y 7z X Yy z

X=2ey=z=1.
Problema 13: Encontre o valor méximo da fungao definida pela lei £ (x, y)= 220 —4X=3Y) .
x*y?

onde X e y s&0 reais e positivos.

Proposta de Resolucéo: Reescrevendo convenientemente a expressdo dada, temos

f(x y)_12(xy—4x—3y)_2.2.3(xy—4x—3y)_gg§ Xy 4x 3y
’ X7y’ XX.Y.Y.y y oy xixy xy xy)

ou seja, f(x, y)_ggé(l_ﬂ_ﬁl
yyXx y X

‘<|N
‘<|N
X lw
@D

Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica em

(1 -2 —) temos

223(43
y Y X

Como f(x,y)=

seja, % >4/T(x,y)-

Elevando a quarta poténcia os dois membros desta igualdade, obtemos

~<|N

4
[%) > (4 f (x,y))*, ou seja, 2_;62 f (x,y). Portanto, o valor maximo de f(x,y) € 2;6

atingido uandog—E—l—i—E—l ou seja x=12 e 8
giaoq X y x 4 Ja X= y =8.

Problema 14: Se X, y e z sd30 numeros reais positivos, qual o valor minimo de

(1 1 1}
(X+y+z)|=+—+=
X y z
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Proposta de Resolucdo (1): Aplicando a desigualdade das médias aritmética e harmonica,

. Assim, (x+ y+z)(1+ L +1J>9 Portanto, o valor minimo
Xy z

de(x+y+ Z)G+%+%j €9, atingido quando X=Yy=Z.

Proposta de Resolucéo (2): Reescrevendo e aplicando Cauchy-Schwarz, temos

R RN (CREINEY)
LR R CRCRCEEEREREIER

perpenf bbb ) yz+ﬁ2){(%j+(%jl(%j]29

Portanto, o valor Minimo de (x+y + z).[£+£+%é 9.
X y z

Problema 15: Se X, y e z sd0 nimeros reais positivos e x+y+z =1, determine o valor minimo

def(x,y,Z):£+£+g?
X

y z
Proposta de Resolucéo: Aplicando a desigualdade Cauchy-Schwarz
(a7 +a, +a2)(b7 +b,2 +b?)> (al + a, +a3b )? para
1 3
=Jx,a, =4y, a.=+z,0 =——b =—— , temos
a=Vx 8=y &=Jub=—1b, J_
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~ (1 4 9 :
Como x+y+z=1, temos entéo (— +— +—j >36, ou seja, f(x,y,z)>236.Portanto, 0 menor
X y 2

f (x,y, z) valor é 36.

Problemal6: EXAME DE QUALIFICACAO PROFMAT- Setembro de 2012. Qual o

menor valor da expressao /16_X + /% quando x e y sdo numeros reais positivos quaisquer?
Yy X

Proposta de Resolucéo: Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geomeétricaem /16_X

y
e W/L , ambos positivos, temos
81x
/16x N / y
y 81x . 16x |y _g
2 B y 81y 3’
Assim, 16x + /L > 4 , com a igualdade ocorrendo para 1ox _ /L , 0u seja, y=36x
y 8lx 3 y 81x

Logo, o menor valor da expressao 16x + /% é % ,para y=36x,Iistoé,x=1e vy
\/ y X

= 36. Em outras palavras, com x =1 e y = 36, a expressdo dada atinge seu valor minimo, que é

igual a%. H4, entretanto, infinitos pontos para 0s quais este valor minimo é atingido, todos

pertencentes areta y =36X.

A questdo, embora tenha sido aplicada em um EXAME DE QUALIFICACAO
PROFMAT, pode ser aplicada a alunos de nono ano, pois seus pré-requisitos sdo conhecimentos
algébricos basicos, como conceitos das operacdes de Potenciacdo e Radiciacdo, bem como suas

propriedades.

Problema 17: (Baseado em BUSSAB, W. O. e MORETTIN, P.A., 2002) Um florista faz

estoque de uma flor de curta duragdo que Ihe custa R$ 0,50 e que ele vende a R$ 1,50 no
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primeiro dia em que a flor esta na loja. Toda flor que néo é vendida nesse primeiro dia ndo serve
mais e € jogada fora. O numero de flores que os fregueses compram diariamente ¢ aleatorio e
tem as seguintes probabilidade: 0,1 de vender O flor; 0,4 de vender 1 flor, 0,3 de vender 2 flores
e 0,2 de vender 3 flores. Quantas flores deveria o florista ter em estoque a fim de maximizar o

seu lucro médio diario?

Proposta de Resolucdo: Seja X a demanda diaria pela flor. Entdo a distribuicdo da variavel
aleatdria X é dada por

X 0 | 1]2]3
PX=x)| 0,1 | 04 | 03] 0,2

Defina também L a varidvel aleatéria representando o lucro diério pela venda das flores em
estoque.

De acordo com os dados da questéo, podemos dividir a resolu¢do em quatro cenarios de estudo,
a saber:

Cenario I: Nao compra flores para seu estoque.
L=0comP(L=0)=1

O lucro médio diario é dado por E(L) =0x1 = 0.

Cenario Il: Passa a comprar uma flor diariamente.
L =-0,50 comP(L=—-0,50)=P(X=0)=0,1
L=10comP(L=1,00)=P(X>0)=0,9

O lucro médio diario é dado por E(L) = —-0,5x0,1+ 1x0,9 = 0,85.

Cenario Il1: Passa a comprar duas flores diariamente.
L =—1,0 com P(L = —1,00) =P(X =0) = 0,1

L = 0,50 com P(L = 0,50) = P(X = 1) = 0,4

L =2,0 comP(L =2,00)=P(X >1)=0,5

O lucro médio diario é dado por E(L) = -1x0,14+0,5x0,4+ 2x0,5 = 1,10.
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Cenario I1V: Passa a comprar trés flores diariamente.

L =—1,50 com P(L = —1,50) =P(X =0) = 0,1

L=0,00comP(L=0)=P(X=1)=0,4

L=150comP(L=150)=P(X=2)=0,3

L =3,00 comP(L =3,00) =P(X=3)=0,2

O lucro médio diério é dado por E(L) = -1,5x0,14+0x0,4+ 1,5x 0,3+ 3x0,2 = 0,90.

Logo, concluimos que no Cenério 111, no qual ele tem em estoque duas flores, é o ideal
para que seu lucro médio diario seja maximizado, ou seja, ele deveria comprar diariamente 2

flores para ter lucro diario maximo.

3.3 Descricao de conteudos, objetivos e comentarios das questdes utilizadas

As questdes 1, 2 e 4, apesar de serem de nivel mediano, sdo contextualizadas e
agradaveis. Sugerimos sua aplicacdo em turmas de segundo e terceiro anos do Ensino Médio,
pois versam sobre problemas de Geometria Espacial, envolvendo otimizacdo, para cujo real
entendimento os alunos deverdo ter dominio de conceitos como areas e volumes de solidos
geométricos, previstos pela nova BNCC aos alunos no final do Ensino Fundamental. Porém, €
no segundo ano do Ensino Médio que o aluno ganhara uma maior maturidade de tais conteddos.

As questdes 3, 7, 8, 14 e 16, embora tenham sido aplicadas em um exame de qualificacao
do PROFMAT, poderdo ser trabalhadas como atividades para alunos de nono ano. Algumas,
inclusive, retiradas de concursos especificos para este segmento, pois seus pré-requisitos sao
conhecimentos aritméticos e algébricos basicos, como conceitos das operacdes de potenciacdo,
radiciacdo e manipulacdo algébricas, e de suas propriedades. Resolver e elaborar problemas
usando a relacdo entre potenciacdo e radiciacdo, para representar uma raiz como poténcia de
expoente fracionario sdo umas das habilidades presentes no novo BNCC , em relacdo ao Ensino
Fundamental.

As questdes 5 e 6 envolvem, inicialmente, conhecimentos basicos de Geometria Plana
para, em seguida, pensarmos na otimizacao. Lembrando que resolver e elaborar problemas que
envolvam medidas de area de figuras geométricas, utilizando expressdes de célculo de area
(quadrilateros, tridngulos e circulos), em situagbes como determinar medida de terrenos sdo

habilidades mencionadas no BNCC para o oitavo ano do Ensino Fundamental. Por este motivo,
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recomendamos a aplicacdo das mesmas com alunos a partir do nono ano do Ensino
Fundamental.

As questdes 9, 10, 11, 12, 13 e 15 abordam conceitos de relagfes e fungdes, que séo
importantes para o desenvolvimento da Matematica e na preparagio para o Ensino Superior. E
estabelecida pelo novo BNCC que o aluno no Gltimo ano do Ensino Fundamental devera possuir
a habilidade de compreender as funcdes como relagcdes de dependéncia univoca entre duas
variaveis e suas representacdes numeérica, algébrica e gréafica e utilizar esse conceito para
analisar situacGes que envolvam relagdes funcionais entre duas variaveis, trabalho que tera sua
continuidade no primeiro ano do Ensino Médio. Por esse motivo, acreditamos que tais questdes
podem ser trabalhadas no primeiro ano do Ensino Médio, logo apds o estudo de maximos e
minimos da Fungdes Quadraticas, até como uma estratégia diferenciada de se apresentar para
0s alunos outras formas de se fazer otimizagédo de funges no Ensino Médio.

Reconhecer, em experimentos aleatdrios, eventos independentes e dependentes e
calcular a probabilidade de sua ocorréncias € um dos objetos de conhecimento do BNCC em
relacdo ao Ensino Fundamental. Nessa perspectiva, terminamos a série com a questdo 17, na
qual fazemos otimizacdo usando conceitos de probabilidades e médias ponderadas, conceitos
esses de prévio conhecimento do aluno no final do Ensino Médio. E também uma excelente
oportunidade para o professor fazer uma leve explanacdo sobre o conceito de Esperanca
Matematica para seus alunos e sua importancia na tomada de decisdo em ambientes de
incerteza.

Vale a pena lembrar que a resolucdo de problemas é uma das vertentes presentes no
PCN e no BNCC. No entanto, estamos conscientes de que € preciso tempo em sala de aula para
o tratamento adequado desses assuntos, de maneira a vencer os obstaculos epistemoldgicos

inerentes a eles.
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CONSIDERACOES FINAIS

Em vista dos argumentos apresentados ap0Os elaboracdo e contemplacdo das ideias
propostas nos capitulos anteriores, esta Dissertacdo apresentou as Desigualdades de Médias e
Cauchy-Schwarz como ferramentas para o tratamento e resolucéo de problemas de Otimizagéo,
que séo atraentes e envolventes, e por esse motivo ajudam a despertar no aluno o gosto pela
real aprendizagem da Matematica, além do interesse pratico. Sendo extremamente aplicaveis
ao cotidiano, tornam a resolucdo desses problemas acessivel principalmente para os alunos da
Educacdo Basica, que ainda ndo conhecem o Calculo Diferencial.

Além disso, apresentamos resolucdes de diferentes situacbes-problema que vao desde
questBes contextualizadas até questdes de Concursos, ambas significativas para os alunos
interessados em Matematica. Sabemos que a resolucdo de problemas é fundamental no ensino
de Matematica, fazendo com que o aluno enfrente novos desafios e desenvolva sua capacidade
de raciocinio, tornando se mais critico, investigativo e autbnomo.

Interessante tambem € a percepg¢do, por meio da pesquisa das questdes de concursos
comentadas acima, principalmente de acesso ao primeiro ano do Ensino Médio, de que o0s
professores destas bancas ja idealizam as desigualdades de medias como artificio de Otimizacéo
em algumas situacdes, uma vez que os alunos deste segmento desconhecem o Calculo Integral
e Diferencial, e possuem apenas 0s recursos relativos as desigualdades e as fungfes quadraticas
para realizarem alguns modelos de otimizacéo.

Lembrando que BNCC cita que:

Cabe aos sistemas e redes de ensino, assim como as escolas, em suas respectivas
esferas de autonomia e competéncia, incorporar aos curriculos e as propostas
pedagdgicas a abordagem de temas contemporaneos que afetam a vida humana em

escala local, regional e global, preferencialmente de forma transversal e integradora
(BRASIL. 2016, p. 13)

Assim, 0s objetivos de aprendizagem dos componentes curriculares estabelecidos pela
BNCC para toda a Educacao Basica visam a aprendizagem e ao desenvolvimento global do
aluno. A superacdo da fragmentacdo radicalmente disciplinar do conhecimento, o estimulo a
sua aplicacdo na vida real, o protagonismo do aluno em sua aprendizagem e a importancia do
contexto para dar sentido ao que se aprende sdo alguns dos principios subjacentes a BNCC.
Neste mérito, acreditamos que na Matematica assuntos como a Otimizacdo preenchem

adequadamente as habilidades e competéncias mencionadas acima pelo novo BNCC.
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Logo, esperamos que esse material tenha cumprido o objetivo principal de mostrar, de
modo sucinto, bem como despertar nos professores da educacdo Bésica, a importancia das
desigualdades das Médias e de Cauchy-Schwarz como ferramentas poderosas e praticas para
iniciar modelagens de situacdes que envolvem otimizacdo, de forma acessivel tanto aos alunos
quanto aos professores deste segmento.

Evidentemente, este trabalho ndo se pretende exaustivo e, caso haja um interesse maior
pelos leitores, o estudo aqui iniciado pode ser complementado pelas referéncias bibliograficas,
onde se pode achar uma série de textos e questdes sobre o assunto, em especial em Lima et al.,
(2009), que se presta a uma primeira leitura complementar com varias demonstraces da
desigualdade 4-&'no caso de duas variaveis. Por ultimo, como dito na introducéo, ja desenvolvo
ha alguns anos, como professor, este trabalho em turmas de nono ano do Ensino Fundamental
e primeiro ano do Ensino Médio preparatorias para concurso junto aos meus alunos com 6timo

retorno.
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