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RESUMO

Alguns topicos da Matematica sdo abordados no Ensino Fundamental e, depois,
retomados no Ensino Médio com o objetivo de aprofundar o referido assunto. N&o é
sempre que essa linha de raciocinio consegue um resultado satisfatério na pratica.
Propomos neste trabalho inserir a progressdo aritmética de primeira ordem de forma
introdutéria no 9° ano do Ensino do Fundamental, j& que se trata de um assunto
trabalhado profundamente no Ensino Médio. Assim, nos anos seguintes, poderia ser
revisto e ampliado com as progressdes aritméticas de segunda ordem e, finalmente, uma
apresentacdo das progressdes aritméticas de ordem p. Vale ressaltar que as progressoes
aritméticas de ordem p > 1 ndo sao abordadas no Ensino Médio na maioria das escolas e
que pouquissimos materiais didaticos tratam desse assunto. Consequentemente, poucos
professores se deparam com esse contetdo ao longo de sua formacéo até a graduacéo.
Por esse motivo, acreditamos que esse trabalho sobre tal topico interessante e nao tao

conhecido ¢ de grande valia para os leitores desta dissertacao.

PALAVRAS-CHAVE: Matematica, Progressdo aritmética, Didatica.



ABSTRACT

Some Mathematics topics are mentioned during upper primary school and are taught
once more during high school in order to deepen this very topic. At times this way of
thinking does not achieve a satisfactory successful result in practice. This research aims
to insert arithmetic progression in first order in a smooth and objective way in year 9 of
the Upper Primary and then revisit it in high school, extending to second order
arithmetic progression and, finally, introduce order p arithmetic progression. It is
relevant to mention that arithmetic progressions of order p >1 are not mentioned in most
of the schools during high school and very few books approach this topic. Therefore
few teachers are introduced to this thematic during their graduation period. For this
reason, we believe this relevant and not widely known topic is really important for the
readers of this dissertation.

KEYWORDS: Mathematics, Arithmetic progression, Didactics
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INTRODUCAO

Devido a uma vasta quantidade de fatores, determinados tdpicos da Matematica
ndo sdo abordados ou explorados de uma forma mais satisfatoria, dentro do que o
contetdo realmente oferece. Podemos citar, por exemplo, as sequéncias numéricas, em
especial, as progressdes aritméticas de primeira ordem e de ordens superiores, que

serdo o foco deste trabalho.

O autor teve conhecimento e aprofundamento nessa temética apenas no
Programa de Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional — PROFMAT,
quando tal contetdo foi abordado na disciplina Matematica Discreta. Progressoes
aritméticas de segunda ordem ndo sdo transmitidas aos alunos que cursam o Ensino
Médio; ademais, poucos livros didaticos abordam esse assunto, limitando até mesmo os
alunos com o espirito mais investigativo e curioso, na obtencdo do conhecimento
extraclasse. Diante dessa situacdo, considerando também a presenca de questdes nos
concursos publicos militares e civis, em nivel de Ensino Médio, destinados ao ingresso
no nivel superior, sobre progressdes aritméticas de segunda ordem, a motivacdo por

essa lacuna aberta no final da educagéo bésica foi potencializada.

H4&, entdo, uma notdria contradicdo entre como é trabalhado o assunto e 0 que
estabelece a Lei de Diretrizes ¢ Bases da Educagdo Nacional em seu artigo 22: “A
educacdo basica tem por finalidades desenvolver o educando, assegurar-lhe a formacéo
comum indispensavel para o exercicio da cidadania e fornecer-lhes meios para progredir
no trabalho e em estudos posteriores” (BRASIL, 1996).

A presente dissertacdo contempla os seguintes objetivos: no ambito geral,
discutir a possibilidade de apresentacdo do tdpico progressdo aritmética de primeira
ordem em turmas de nono ano, como introducdo ao conteldo do Ensino Médio; mais
especificamente, sugerir de uma forma gradativa, como o0 assunto pode ser apresentado
e aplicado, contribuindo com professores que considerem que sua turma pode trabalhar
0 tema; e, por fim, que a dissertacdo cumpra sua finalidade social ao possibilitar, como
fonte de pesquisa, que professores encontrem definicdes e demonstracdes de resultados

envolvendo progressdes aritméticas de ordem p > 2.

Esta pesquisa esta seccionada em trés capitulos. No primeiro capitulo, sdo
apresentados os conceitos e provados de forma rigorosa os principais resultados sobre

progressdes aritméticas de primeira ordem, denotadas por P.A. No segundo capitulo é
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relatada uma pesquisa de campo com o intuito de introduzir as progressdes aritméticas
de 12 ordem aos alunos do 9° ano. No terceiro capitulo é feita uma abordagem com
maior requinte de questdes interdisciplinares e contextualizadas com foco no
aprofundamento das progressdes de primeira ordem. S8o apresentadas as progressoes
aritméticas de segunda ordem com definicdes e demonstracdes de teoremas sobre o
contetdo. llustramos algumas questBes sobre o tema presentes em concursos diversos. E
para finalizar o estudo, apresentamos definicdes e demonstracbes de resultados

envolvendo progressdes aritméticas de ordem p > 2.

Todo o percurso do trabalho se faz necessario para justificar, com base nos
resultados alcancados na pesquisa de campo, a importancia de se abordar a progressao
aritmética de primeira ordem no Ensino Fundamental 11 como suporte para trabalhar as

progressdes aritméticas de segunda ordem e de ordem p > 2 no Ensino Médio.
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CAPITULO 1 - PROGRESSAO ARITMETICA DE PRIMEIRA ORDEM

Na sociedade, podemos observar padrdes que regem determinadas sucessoes ou
sequéncias, das mais simples as mais complexas. Um caso particular dentre as muitas
sequéncias numeéricas e que é foco deste capitulo € a Progressdo Aritmética de ordem 1
ou simplesmente Progressdo Aritmética (P.A.), que pode ser conceituada da seguinte
forma: uma sequéncia numérica representada por (a,), em que cada termo, a
partir do segundo, é igual ao anterior somado a uma constante r. O valor r é

chamado de razao ou diferenca comum da progressao aritmética.

Considerando os aspectos didaticos, e trazendo a aplicacdo da Matemaética para o
cotidiano dos estudantes, podemos citar eventos esportivos tais como Jogos Olimpicos e
Copa do Mundo de Futebol. No primeiro caso, formamos a sequéncia dos anos em que
acontecem Jogos Olimpicos (1896,1900, 1904, 1908, ..., 2016, ...), ou seja, uma P.A.
de razéo igual a (1900 — 1896 = 4); no segundo, referente aos anos da Copa do
Mundo, temos o caso de uma P.A. finita inicialmente, jA4 que a sequéncia foi
interrompida em decorréncia da Il Guerra Mundial, representada por
(1930,1934,1938) e retomada a partir de 1950, formando uma nova P.A. infinita
(1950, 1954, 1958, ..., 2014, ...) de mesma razéo, cujo valor € igual a 4.

Outro exemplo é a alocacdo das cadeiras na maioria dos teatros e cinemas, que
além de obedecer a uma ordem alfabética (Fila A, B, C, D, etc) também se organizam
numa ordem numérica, considerando os lados impares (1,3,5,7,...,2n — 1) e lados
pares (2,4,6,8, ...,2n), sendo n um namero natural, que sdo progressdes aritméticas de

razdo igual a 2.

Além disso, como ultimo exemplo ilustrativo da P.A. em nosso cotidiano, é
interessante apresentar o chamado “Desafio das 52 semanas”, cujo objetivo € o de
acumular uma renda extra, satisfatoria no final do ano para usufruto do montante

formado. O desafio segue o0 seguinte passo a passo:

1. A cada semana do ano, vocé deposita numa conta a quantia correspondente a
semana. Ou seja: na primeira semana, vocé deposita R$1,00; na segunda,
R$2,00; e assim por diante, até a Gltima semana, quando vocé depositara
R$52,00.

2. Se voceé seguir a risca o desafio, tera, ao final do ano, R$1.378,00.



Desafio - 52 Semanas Para Poupar Dinheiro
Semana| Valor Depositado | 5aldo da Conta Semana | Valor Depositado | Saldo da Conta
1 RS1,00 R51,00 27 R527,00 R5278,00
2 RSZ,00 RS3,00 28 R528,00 RS406,00
2 RS3,00 RSE,00 29 R529,00 R54325,00
4 RS4,00 R510,00 20 R520,00 RS465,00
5 RSS,00 RS515,00 31 R531,00 RS496,00
g RSE,00 R521,00 32 R532,00 RS52E,00
7 R57,00 R52E,00 33 R533,00 R5561,00
5 R5E,00 RS26,00 34 R524,00 R5595,00
3 R59,00 RS45,00 35 R535,00 R5620,00
10 RS10,00 RS55,00 36 R536,00 RS666,00
11 RS11,00 RSE6,00 37 R527,00 R5702,00
12 R512,00 RS7E,00 38 R538,00 R5741,00
13 RS13,00 R591,00 39 R539,00 RS780,00
14 RS14,00 R5105,00 40 R540,00 R5220,00
15 R515,00 R5120,00 41 RS541,00 R5861,00
156 RS16,00 RS125,00 42 R542,00 R5902,00
17 RS17,00 RS5153,00 43 R543,00 RS946,00
18 R518,00 RS171,00 44 RS44,00 R5990,00
19 R519,00 R5190,00 45 R545,00 R51.035,00
20 RS20,00 RS210,00 45 RS45,00 RS1.081,00
21 R521,00 R5221,00 47 R547,00 RS1.128,00
22 R522,00 R5253,00 48 R548,00 R51.176,00
23 R5232,00 RS276,00 49 R549,00 R51.225,00
24 RS24,00 R5200,00 50 R550,00 R51.275,00
25 R525,00 R5225,00 tl R551,00 R51.326,00
26 R526,00 RS251,00 £2 RS52,00 RS1.278,00
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Tal desafio pode ser interpretado como uma P.A. de razdo igual a 1 e com 52

termos. Seu valor total, ao final de um ano, pode ser encontrado por meio da férmula da

soma dos primeiros n termos que serd apresentada e demonstrada na Secédo 1.1.

1.1 - Validacdo de formulas sobre progressdes aritméticas de ordem 1

Utilizaremos o Principio de Inducdo Finita para provar formulas e/ou

propriedades que serdo apresentadas de forma mais suave e com menos rigor no

Capitulo 2.

Para demonstrar que uma propriedade P, relativa aos nimeros naturais maiores

ou iguais a u € N, é verdadeira para todo natural n > u, existe um método baseado no

que chamamos Principio de Inducédo Finita, que pode ser enunciado como segue abaixo:
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Uma propriedade P € verdadeira para todo natural n > u se satisfaz as duas

condicdes seguintes:
1%) P é verdadeiraparan = u

2% P é verdadeira para n=k, k € Nk > u, implica que P é verdadeira para
n=k+1.

Aplicaremos tal recurso nas proposicdes a seguir:

Proposicdo 1.1:

O termo geral da progressao aritmética (a,) = (a4, a,, ..., a,, ...) de razdor é

dado por
a,=a,+Mn—-1).r,vneN.

Demonstracao:

Para n = 1 temos que a férmula é verdadeira, pois a; + (1 — 1).r = a;.
Suponhamos que a afirmacéo € verdadeira para certo natural k, ou seja, que
a,=a, +(k—1).r.

Como ay,; —a, =r temos que ay,., = a, +r e, pela hipotese de inducédo,
segue que agsq=(au+(k—Dr)+r. Portanto, ax,i=a;+kr=a,+
((k+1)—1)r.

Logo,a, =a; +(n—1)r, vn € N.

Observemos que a reciproca da proposicao anterior € verdadeira:

Se o termo geral de uma sequéncia (a,) = (a4,ay, ..., a,,...) é dado por
a,=a;+(m—1r, vn € N, para algum nimero real r, entdo (a,) ¢ uma P.A. de

razaor.

De fato, neste caso ap,41 —ap = (@ +nr) —(a; +(n—Dr)=1r, vn € N.
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Proposicdo 1.2:

Numa progressdo aritmética (a,) = (a4, ay, ...,a,,...) de razdo r, a soma

a1+an)
> .

S, = a; +a, + ...+ a, deseusn primeiros termos é dada por S,, = (

Demonstracao:

7 7 - . 2 +
Paran = 1, temos que a formula é verdadeira, pois $; = a; = % = (%) 1.

Suponhamos que a afirmagdo é verdadeira para um certo natural k, ou seja, que

Skz(%).k. COomo Sy41 = Sk + axy, © fazendo a substituicio de S, pela

ajtayg
2

expressdo dada acima, obtemos Sy, = ( ) ke +agyq.

Fazendo manipulac6es algébricas, temos que:

_ (aq+ap)k+2agy, _ (agt+ap)k+a+kr+ap+r  aj+ap+(k+Dr+(a;+ap)k

Sk+1 = . = > = -
_ (aqtap)(k+D)+r(k+1) _ (aitap+r)(k+1) _ (ag+ageq)(k+1)
B 2 - 2 - 2 '
+
Logo, para todo natural n, temos que S,, = (alZJ) .n

Substituindo a,, por a; + (n — 1).r na proposicao acima, obtemos uma férmula
equivalente para a soma dos n primeiros termos de uma P.A. em funcdo do primeiro

termo e de sua razdo:

Numa progressdo aritmética de razado r e primeiro termo representado por a4,

n.(n-1).r

——— para todo

a soma (S,) dos n primeiros termos é dada por S, =n.a; +

n e N.

Proposicdo 1.3:

Numa progressdo aritmética (a4, ay, as, ..., a,, ...) de razdo r, cada termo, a
partir do segundo, é igual a média aritmetica entre o termo anterior e o termo

an_1+an41

5 ,nNeENen > 2.

posterior na sequéncia, ou seja, a,,=
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Demonstracao:

7 , . . 2a1+2r a;+aq+2r
Para n = 2, a formula é verdadeira, pois a, =a, +r = 12 == 21 =

+ . ~ . . .
%. Suponhamos que afirmacéo é verdadeira para um certo natural k > 2, ou seja,

que
I t Qg1
e .
2
-, . ~ 1+

Como ay,; = a, + r, temos pela hipétese de inducédo que ay,;, = % +

r. Portanto' ak+1 — ak_1+ak+1+2r — ak_1+r+ak+1+r — ak+ak+2
2 2 2
__OQp—1tan4q
Logo, a,, = -, paan EN,n=2.

Proposicdo 1.4 :

Para quaisquer quatro termos a,,, a,, a, e a, de uma P.A. de razdo r, se a

soma dos indices m + n é igual a soma p + q, entdo a soma a,, + a,, é igual a soma

a, + a,.

Demonstracao:

Utilizando a formula do termo geral temos:

Am =a,+(m—1).r

= = 2. —2). |
an=a1+(n—1).r} am + an a,+(m+n-=2).r ()
De maneira analoga, temos:

a,=a;+(@—1D.r

q .

Como m+n =p+q por hipotese, de (I) e (II) concluimos que 2.a, +

(m+n—-2).r=2.a,+ (p+q—2).r. Portanto, a,, + a, = a, + a,.
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1.2 - RELACAO ENTRE PROGRESSOES ARITMETICAS E FUNCOES AFINS

Uma fungdo f: R — R é dita uma fungéo afim quando existem nimeros reais a e
b tais que f(x) =a.x+ b,V x € R. Funcbes afins e progressdes aritméticas estdo

intimamente relacionadas, como podemos constatar a seguir.

Proposicdo 1.5:

Uma fungdo f: R — R é afim se e somente se existe um numero real a tal que,
para toda progressdo aritmética (x,) = (xq, X3, X3, X4 .o\, X, ... ), tEM-SE QUE @
sequéncia (f(x,)) = (f(x1), f(xz), f(x3), f(xy), ..., f(xp),...) € UmMa progressao
aritmética de razdo ar, onde r € a razdo da P.A. inicial. Neste caso, f(x) = ax +
b,V x € R, onde b = f(0).

Demonstracao:

Sef(x)=ax+b,Vx € R, e (x1,Xz,X3X4, ... Xn, ... ) UMa progressao aritmética

de razdo r entdo, paracadan € N, x,, = x; + (n — 1).r, e, portanto,
fxp) =ax,+b=a(x;+(n—1).r)+b=ax;+b+ (n—1).ar.

Tomando ax; + b = A, e ar = R, podemos escrever f(x,) = A; + (n — 1)R.
Logo, a sequéncia (f(xn)) = (F(x1),f(x2), f(x3), f(xa), oo, f(p),..) € uma

progressao aritmética de razdo R = ar.

Reciprocamente, suponhamos que existe um numero real a tal que para qualquer
P.A. (xl,XZ,X3X4, e Xn, ) temos que (f(xl)ﬁ f(xZ)l f(x3), f(xll-)’ "'Ff(xn)l ) é uma
progressao aritmética de razdo ar, sendo r a razéo de ( x,, ).

Consideremos a fungdo g: R — R definida por g(x) = f(x) — f(0),Vx € R.

Entdo g(0) = £(0) — f(0) = 0 e g(xn+1) — 9(xn) = f(xn+1) — f(x) = ar,Vn € N.
Ou seja, a funcdo g também transforma progressdes aritmeéticas de razdo r em

progressdes aritméticas de razdo ar.

Para cada x € R, a sequéncia (0,x,2x,3x,..) € uma P.A. r = x. Logo, a

sequéncia (g(0),g(x),g(2x),g(3x),...) € uma P.A. de razdo R = ax. Portanto,
9(x) —g(0) = ax = gx) =ax = f(x) = f(0) = ax = f(x) = ax + f(0).

Assim, f(x) =ax + b,V x € R,onde b = f(0). m
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Exemplo 1.1:

Consideremos a progressao aritmética (12, 6,0, —6,—12,—18, ...) de razdo -6
Se tomamos as fungdes afins f(x) = 3x + 4e h(x) = %x — 1, ent&o:

e Asequéncia (f(12), f(6),f(0),f(—6),f(—12), f(18),...), dada por
(40,22,4,—14,-22,—40,...), € uma progressdo de razdo —18 = 3. (—6);

e Asequéncia (h(12),h(6),h(0), h(—6),h(—12),h(18),...), dada por
(7,3,—1,-5,—-9,—13, ...), € uma progressao aritmética de razdo —4 = 2(—6).

Uma progressdo aritmética cujo termo geral € a,, = a; + (n — 1).r, é arestri¢do
de uma funcdo afim f ao conjunto N, a saber, f(x) = (a; —r) +rx Assim, a

representacdo grafica dos termos da progressdo aritmética é formada pelos pares

ordenados(n, a,,).

Dominio Imagem
f(1) ‘ &f(n
\ f(2) / o 1
‘\ { b ag+r A+{n-1rf - oo +
f(3 , :
( ) b dp+2r !
: ag+2rf------ - !
. | |
f(n) ag+rf---- . .
a - : I '
1+(.n 1)r ay [y | :
1 2 3 n - (n)



19

CAPITULO 2 - PROPOSTA PARA INSERCAO DE PROGRESSAO
ARITMETICA DE PRIMEIRA ORDEM NO ULTIMO ANO DO ENSINO
FUNDAMENTAL

A Base Nacional Curricular Comum (BNCC), em sua segunda versdo revista, de
abril de 2016, divide a Matemaética em cinco eixos: NUmeros e Operagdes, Geometria,
Grandezas e Medidas, Algebras e Fungdes, Estatistica. Neste sentido, o texto da BNCC

esclarece que:

O conhecimento matematico tem, em suas origens, a busca, pelo ser
humano, de respostas a problemas oriundos de suas praticas sociais, como a
agricultura, comércio e construcdo civil, dentre outras.[...] Em permanente
avanco, a Matematica se estabelece como ciéncia, desenvolvendo
especificidades prdprias, como uma linguagem sintética, direta e objetiva,
com menor grau de ambiguidades, métodos rigorosos de validagdo interna e
desenvolvimento de diferentes tipos de raciocinios.

(2016, p. 131).

Com isso, 0 que se propOe € que o ensino da Matematica, no geral, proporcione
aos estudantes oportunidades para o desenvolvimento da autoconfianga, mediante sua
participacdo ativa em experiéncias desafiadoras e atraentes. Especificamente, nos anos
finais do Ensino Fundamental, busca-se a aplicabilidade dos conhecimentos
matematicos para a compreensdo do mundo a volta, bem como a comunicacdo numérica
e a observacdo sistematica dos aspectos quantitativos e qualitativos das praticas sociais.

Para o que interessa nesta Dissertacdo, ou seja, estabelecer uma proposta sutil e
objetiva de abordar a progressao aritmética de primeira ordem no Ensino Fundamental
Il como suporte para trabalhar progressao aritmética de segunda ordem, e até ordens
superiores, no Ensino Médio, vale ressaltar que na BNCC, em relagdo a Algebra e
Fungdes nos anos finais do Ensino Fundamental, em nenhum momento se estuda o

conceito de progressao aritmética. No caso do nono ano, por exemplo, a proposta é:

Associar uma equacéo linear de 1° grau com duas varidveis a uma reta
no plano cartesiano e relacionar a solugdo de sistemas de duas equagfes do 1°
grau com duas varidveis a sua representacdo geométrica.

Reconhecer funcdo como uma relagdo de dependéncia entre duas
variaveis que pode ser representada nas formas algébrica e grafica, utilizando
essa nogdo para analisar e compreender situacdes que envolvem relacGes
funcionais entre duas variaveis.

Resolver e elaborar problemas que envolvam relacbes de
proporcionalidade direta e inversa entre duas ou mais grandezas, inclusive
escalas, divisdo em partes proporcionais e taxa de variacdo, em contextos
socioculturais, ambientais e de outras areas.

Compreender os processos de fatoracdo de expressbes algébricas, a
partir de suas relacbes com os produtos notaveis, para resolver e elaborar
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problemas que possam ser representados por equacdes polinomiais de 2°
grau.
(2016, p. 435)

Sendo assim, temos como proposta introduzir as progressdes aritméticas no 9°
do Ensino Fundamental com o intuito de apresentar o contetdo com aplicabilidade
pratica, bem como para a construcdo das formulas e a possibilidade de revisdo para o
aprofundamento no Ensino Médio, visto que esse topico, até entdo, ndo obteve
oportunidade de ser bem lapidado. E o que passaremos a discutir.

2.1 —Progressao aritmética no 9° ano do Ensino Fundamental com uma abordagem

mais sutil

Definigdes e propriedades serdo apresentadas por meio de situagdes-problema,
de um modo mais didatico e acessivel, no desenvolvimento cognitivo do aluno. Sendo

assim, nesta secdo trabalharemos com sete exemplos.

Exemplo 2.1:

Quando completou 18 anos, Vitor decidiu comprar um novo aparelho celular,
mas viu que so tinha R$40,00. Entéo, ele guardou esses R$40,00 e decidiu que, a partir
do més seguinte, reservaria R$15,00 de seu salario mensal para adquirir o celular. Os
valores formados por Vitor, a partir do més do seu aniversario, formam uma sequéncia:
(40;55;70;85;100;...)

Observe que cada termo, a partir do segundo, € igual a soma do termo anterior
com 15 ou que a diferenca entre dois termos consecutivos quaisquer, a partir do

segundo, é igual a 15.

Nesse momento introduzimos o conceito de progressao aritmética (P.A.):
Uma sequéncia numérica representada por (a,), em que cada termo, a partir
do segundo, € igual ao anterior somado a uma constante r. O valor r é chamado de

razdo ou diferenca comum da progressao aritmética.
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Exemplo 2.2:
Em um cinema, a quantidade de assentos na primeira fila € 25; na segunda, sdo
28; e na terceira, 31, e assim sucessivamente. Ou seja, para saber a quantidade de

6

lugares em uma fileira qualquer “n”, basta acrescentar ao primeiro termo da
progressao, 25, o numero da fileira “(n-1)”, multiplicada pela constante fixa chamada
de razéo.

Filal - 25

Fila2 —» 28 =25+ 1.3

Fila3 - 31 =25+23

Filan - 25+ (n—1).3

Com essa formalizacao, € possivel obter a quantidade de assentos de qualquer
fila.

O exemplo acima serve como motivagdo e introducdo para uma generalizacao
para uma quantidade n, sendo n um numero natural. Vamos, agora, encontrar uma
expressao que nos permita obter um termo qualquer da P.A., conhecendo o 1° termo e a
razao “r’.

Seja uma P.A. (aq; a,; as; ...; ay; ... ) de razdo r. Utilizando a definicdo de P.A.
utilizada acima, temos:

a, —a =r—> a;=a;+r
az—a, =r—->az=a,+r > az=a,+r+r= a4 +2r

A — A3 =T > Ay =0a3+7 > au= a;+2r+r=a4+3r
A, —An_ 1 =T—a,=an_1+7 s a,=a1+(n—-2).r+r=a1+(n—-1).7r

De modo geral, o termo a,,, que ocupa a n-ésima posi¢cdo na sequéncia, é dado

por:

a,=a;+ (n—1).r
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Exemplo 2.3:

Os aprovados em um concurso publico foram convocados, ao longo de um ano,
para ocupar os respectivos cargos, segundo os termos de uma P.A.: em janeiro, foram
chamadas 18 pessoas; em fevereiro, 30; em marco, 42, e assim por diante. Quantas
pessoas foram convocadas no més de agosto?

Podemos preencher a tabela

Janeiro | Fevereiro | Marco Abril Maio Junho Julho Agosto

18 30 42 54 66 78 90 102

Ou podemos observar que se trata de uma P.A., com a, = 18 e razdo r = 12,
utilizar a formula para determinar diretamente o valor especifico:
Janeiro: més 1, Fevereiro: més 2, ..., Agosto: més 8.
ag=a,+ (8—1).r

ag = 18 + 7.12
ag = 18 + 84
ag = 102

Foram convocados 102 candidatos no més de agosto.

A seguir, apresentamos a propriedade referente a média aritmética na P.A de
primeira ordem. Sera feita, inicialmente, uma abordagem com observacdo entre 0s

nameros e, consequentemente, uma ampliacdo para uma posi¢do n qualquer.

Exemplo 2.4:
Considere a P.A. (5;9; 13; 17; 21; 25; 29; ... ). Observe que:
9-5=4=r (I
13—-9=4=r (II)
Das igualdades I e I, temos:
9-5=13-9
9+9=13+5
29=13+5

9_13+5
2
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Da mesma forma, temos:
9+ 17 13+ 21
3= 7 17 = —5
E assim por diante.

Podemos interpretar a situacdo acima da seguinte forma:

Propriedade:
A partir do segundo termo, cada termo da P.A, é igual a media aritmética entre

0 termo posterior e o0 termo anterior.

Vamos comprovar tal propriedade para uma posi¢do “n” qualquer, sendo n um

namero natural maior que 1.
Considere trés termos consecutivos a,_, a,,a,4+1 da P.A., representada por

(ay; ay; as; ...; Ap_q1; Apn; Apeq ;- ). T€MOS por definicdo que:
anp— ap_1 =1 ()
pi1— ap =1 (V)
Das igualdades (I11) e (IV), concluimos que:
An = Ap-1 = Qn+1— Qp

2.ap = Qi1+ Ay

_ An+1 + ap-1
a, = —2

Exemplo 2.5:
Descubra os valores das constantes x e y presentes na progressdo aritmética
(3;x;42;y;54;..).

Aplicando a propriedade acima, encontramos, de modo mais breve, os valores

pedidos.
3+4,2 7,2
X=—p = =36
4,2+54 9,6
y o —— | — 4’8

2 2
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Soma dos “n” primeiros termos de uma progressao aritmética

Muitas foram as contribuices do alemé&o, Carl F. Gauss (1777-1855) a ciéncia e,
em particular, a Matematica, cuja vocacao se manifestou desde cedo, perto dos dez anos
de idade. Conta-se que Gauss surpreendeu seu professor ao responder o valor da soma
(14+2+3+4+--4+498+99+100) em pouquissimo tempo. Provavelmente, ele
notou a propriedade 2 mostrada anteriormente na P.A. (1+2+3+4+--4+98+
99 + 100).
a; + a0 =1+100 =101
a, +ageg =2+99 =101
az +asg =3 +98 =101

aso +as; =50+ 51 =101
Assim, Gauss teria agrupado os 100 termos da soma em 50 pares de ndmeros
cuja soma € 101, obtendo como resultado 50.51 = 5050.
Um raciocinio equivalente ao usado por ele consiste em escrevera soma 1 + 2 +
34+ --4+98+ 99 + 100 de “trés para frente”:
S=1 +2 4+ 34+ ..4098+ 99+ 100 (D)
S= 100 + 99+ 98+ .+ 3 + 24+ 1 (D
Fazendo (I) + (1), temos:
2.§=101 + 101 + 101 + ... + 101 + 101 + 101
A parcela 101 aparecerd 100 vezes.
Assim, 2.5 =100.101

100.101
S =———=5050
2
Exemplo 2.6:

Atraves de um modo pratico obtenha a soma dos 20 termos da P.A. de 12 ordem
(3;6;9;12;...;51; 54; 75; 60).
a, +ayy=3+60=63
a,+a,9g=6+57 =63
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a3+a18:9+54:63

Temos 10 pares de numeros cuja soma é 63, obtendo como resultado 63.10 =

630.
(3+60).20
S = — = 63.10 = 630
De modo geral, paraumaP.A (a,, a,, asz, ..., AQy—3, Ap—1 Ay, ...) tEMOS:

Sp=a1+ a+ az+ .. + an,+ a,_1 +a,
Sp=ap+ ap1t+ap,+ .t+azt+ a + a4
2.5, =(a;+a,) +(ay+a,_q) +(az+a,_5)+ ...+ (as+a,_,) + (a, + a,_1)
+ (aq +ay)
Nos parénteses, comparecem somas de dois termos cujos indices somam sempre
(14+n). Logo, essas n somas sdo todas iguais a a; +a, e concluimos que:

2.5, = (a; + a,).n . Assim,

(a; +ay).n
n Z#

Exemplo 2.7:
Calcule a soma dos dez primeiros termos da P.A. (38;42;46;...).
Primeiro devemos encontrar o valor do décimo termo.

Ao =a; +9.7r

a0 =38+94=38+36=74

Assim, a soma dos dez primeiros termos da P.A. €:

S, =
10 >
(38 +74).10 112.10 1120
10 = 5 = > = > = 560

2.2-PESQUISA DE CAMPO NA INSERCAO DE PROGRESSAO ARITMETICA
NO ULTIMO ANO DO ENSINO FUNDAMENTAL

Um pouco de experiéncia em sala de aula, seja estagiando ou lecionando, deixa

clara a dificuldade dos alunos com a Algebra e a Aritmética, que estdo intimamente
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relacionadas ao tema desta dissertacdo. Por isso, um bom embasamento tedrico
referente aos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCNs) no Ensino Fundamental se faz
necessario para um suporte e elucidacdo no tocante a forma de trabalhar as progressées
aritméticas.

Saber as técnicas e as regras que fazem parte destes campos da Matematica é
importante. Mas, a compreensdo dos conceitos algébricos e a capacidade de aplica-los
devem ser mais valorizadas, visando a uma aprendizagem significativa.

Os PCNs foram criados para guiar o trabalho docente, respeitando a concepcao
pedagdgica de cada educador e a pluralidade cultural brasileira. Eles desafiam o
professor a repensar a sua pratica pedagdgica, mas estdo longe de ser um modelo
curricular homogéneo e impositivo.

Sua meta principal é garantir a crescente igualdade entre os cidaddos, fazendo
com que todos tenham direito ao conjunto dos conhecimentos considerados relevantes
para se viver em sociedade. As finalidades do ensino de Matematica visando a
construgdo da cidadania baseado nos PCNs indicam como objetivos do Ensino

Fundamental levar o aluno a:

identificar os conhecimentos matematicos como meios para
compreender e transformar 0 mundo a sua volta e perceber o carater de jogo
intelectual, caracteristico da Matematica, como aspecto que estimula o
interesse, a curiosidade, o espirito de investigagdo e o desenvolvimento da
capacidade para resolver problemas;

fazer observages sistematicas de aspectos quantitativos e qualitativos
da realidade, estabelecendo inter-relacdes entre eles, utilizando o
conhecimento matematico (aritmético, geométrico, meétrico, algébrico,
estatistico, combinatorio, probabilistico);

selecionar, organizar e produzir informagbes relevantes, para
interpreta-las e avalia-las criticamente;

resolver situagdes-problema, sabendo validar estratégias e resultados,
desenvolvendo formas de raciocinio e processos, como intui¢do, indugdo,
deducdo, analogia, estimativa, e utilizando conceitos e procedimentos
matematicos, bem como instrumentos tecnoldgicos disponiveis;

comunicar-se matematicamente, ou seja, descrever, representar e
apresentar resultados com precisdo e argumentar sobre suas conjecturas,
fazendo uso da linguagem oral e estabelecendo relagGes entre ela e diferentes
representagdes matematicas;

estabelecer conexdes entre temas matematicos de diferentes campos e
entre esses temas e conhecimentos de outras areas curriculares;

sentir-se seguro da propria capacidade de construir conhecimentos
matematicos, desenvolvendo a autoestima e a perseveranga na busca de
solucdes;

interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando
coletivamente na busca de solucbes para problemas propostos, identificando
aspectos consensuais ou ndo na discussao de um assunto, respeitando o modo
de pensar dos colegas e aprendendo com eles.
(BRASIL, 1997, p. 37)
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Dessa forma, o estudante deve se mostrar capacitado em realizar demonstracoes,
modelizar e representar problemas por meio de equacdes identificando parametros,
variaveis, relacdes e manter contato com formulas.

O processo metodologico desta pesquisa foi inspirado e adaptado a partir da
proposta de avaliar estudantes por meio do chamado Teste em duas fases, proposto por

Abrantes (1995), cujo método de avaliacdo consiste em:

Uma proposta de atividade que tem por objetivo de proporcionar alguma
pratica e discussdo sobre o processo de apreciar as primeiras respostas dos
alunos a um problema e dar-lhes sugestdes apropriadas para melhorarem ou
desenvolverem essas respostas numa segunda fase.

(ABRANTES,1995, p.23)

Esse modo de avaliacdo esta de acordo com o que é apresentado nos PCNs. Ao
levantar indicios sobre o desempenho dos alunos, o professor deve ter claro o que
pretende obter e que uso fara desses indicios. Assim, perceber e analisar o erro, pode ser
uma pista interessante e eficaz. Na aprendizagem escolar, 0 erro € um passo para a
aprendizagem. Em outras palavras, é, também, um caminho para buscar o acerto.
Quando o aluno ainda ndo sabe como acertar, acaba fazendo tentativas, a sua maneira,
construindo uma légica propria para encontrar a solucéo.

Neste trabalho, portanto, faremos em consonancia com as diretrizes de nossa
referéncia tedrica para avaliagdo. Aproveitar 0s erros para buscar 0s acertos e, assim,

consolidar uma discussdo em que as ddvidas possam ser sanadas.

2.2.1 - PESQUISA DE CAMPO

A pesquisa de campo foi realizada na Escola Municipal Ginasio Carioca
Aleksander Henryk Laks, da rede Municipal de Ensino, localizada no Municipio do Rio
de Janeiro, precisamente no bairro de Gardénia Azul. E uma escola de turno nico, cujo
objetivo é o de formar alunos autbnomos e ampliar sua capacidade critica, por meio de
disciplinas como Estudo Dirigido e Projeto de Vida. Seu funcionamento é das 7h30min
as 14h30min, oferecendo trés refeicdes diarias ao aluno, e espaco fisico privilegiado. A
escola atende alunos do 7° ano ao 9° ano do Ensino Fundamental, em sua maioria, de
classe média baixa. A atividade dividida em duas fases foi proposta para duas turmas do

9° ano do Ensino Fundamental.
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Os encontros para a execucao da pesquisa foram marcados diretamente com o0s
alunos, com uma semana de antecedéncia, em que o professor aplicador das atividades
ndo possuia carga horaria com as duas turmas analisadas.

Nos dias estipulados para as turmas, que normalmente se apresentam
interessadas e detentoras de rendimento regular para bom, os alunos mostraram uma
postura acolhedora e animadora com uma significativa colaboragéo e participagéo.

Para analisar o grau de absorcéo e envolvimento dos alunos do 9° ano com as
sequéncias numericas e, em especial, progressdes aritméticas, selecionamos trés listas

com exercicios sobre o tema. Dividimos as atividades em dois encontros.

1° encontro: distribuicdo de duas listas de questfes, leitura e instrucfes para a
realizacdo das atividades e constante troca de informacdes, verbalmente e com
exposicdo no quadro branco, proporcionando ao aluno correcdo de alguns erros em suas
folhas. Neste momento, os alunos observaram padrdes e concluiram generalizacdes

(férmulas) para representar as situacdes-problema.

2° encontro: dividido em dois momentos: (1) entrega das folhas do 1° encontro
para possiveis correcdes das atividades com apoio do professor, explanando novamente
0 contetdo e procedendo com a leitura das atividades. Em seguida foi trabalhada a
ultima lista com questdes similares as do 1° encontro, novamente com a leitura e
instrucdes do professor para aplicar formulas e propriedades, estabelecendo um
feedback de como questbes parecidas foram resolvidas anteriormente sem férmulas e,
agora, diante desse recurso foram resolvidas mais brevemente nos dois primeiros
tempos de aula e (2) entrega das folhas da 22 atividade para possiveis correcdes das
tarefas com apoio do professor, explanando novamente o conteddo e procedendo a
leitura detalhada das atividades no ultimo tempo de aula no mesmo dia que foi

executada pelos alunos a Gltima lista de atividades.

As questbes foram baseadas em trés referéncias bibliograficas do Ensino Médio:
Matematica: temas e metas, de Antonio dos Santos Machado (1986); Matematica: novo
olhar, de Joamir Souza (2010); Matematica: ciéncia e aplicacGes, de Gelson lezzi et
al.(2010). Tais autores e obras foram escolhidos seguindo, pelo menos, um dos dois
critérios fundamentais: (1) a didatica e a clareza da linguagem dos autores e (2)

consonancia com os PCNs.
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No primeiro dia de atividades, os alunos fizeram sete questdes desmembradas
em duas listas distintas, em que uma continha apenas duas e a outra cinco questdes; no
segundo dia de realizacdo, responderam cinco questBes similares as que foram
abordadas anteriormente, revisando a formula do termo geral, propriedades de
progressao aritmética e soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmetica.

O uso de calculadora ndo foi permitido, porém as informagGes necessarias para a
realizacdo das atividades foram explanadas na lousa branca.

No primeiro dia o encontro teve uma duracéo de dois tempos de 50 minutos com
mais uma prorrogacao de 10 minutos para alguns alunos que sentiram a necessidade de
fazer alguns retoques.

No segundo dia os alunos realizaram a segunda lista e mais 0s ajustes do
trabalho nos dois tempos iniciais do dia com 50 minutos cada um e no ultimo tempo 0s
retoques necessarios ao trabalho para o desfecho final do processo metodoldgico

utilizado.
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2.2.2 - ATIVIDADES PROPOSTAS

a) Primeiro momento do 1° Encontro (Folha 1):

Aluno(a): Turma: Data: /| |/

1 — Observe as figuras abaixo e desenhe a proxima figura da sequéncia. Depois, escreva

a sequéncia numérica formada pelas figuras.

®
@
@
5

0

0 00

0 00 000

0 00 000 0000
000000000000000

2 — Observe o diagrama e seu padrao de organizacéo.
Tl

\E\MSI\\?B\\

A diferenca numérica entre A e B, quando se completa o diagrama de acordo com o
padrdo, é igual a

a) 17

b) 27

c) 37

d) 47
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b) Segundo momento do 1° Encontro (Folha 2):

Aluno(a): Turma: Data: /| |/

1 — Observe as sequéncias numéricas abaixo e preencha os valores desconhecidos nos
espacos através de um padrdo existente:

(7;11;15;(C )¢ );5e)

90;( );60;45;( )..)

(8;17;26;( );44;( );..)

2 — Em um treinamento aerdbico mensal, um estudante de Educacdo Fisica corre sempre
3 minutos a mais do que no dia anterior. Se no 5° dia o estudante correu 17 minutos,
determine a duracgéo do treino:

a. No 4°dia;

b. No 10° dia.

3 — O aluno Gabriel decidiu treinar para uma corrida que havera no colégio. Para seu
treinamento ele resolveu correr 5 voltas na quadra no primeiro dia, 7 voltas no segundo

dia e assim sucessivamente ao longo de uma semana.

ia? - -
a. Quantas voltas ele deu no quarto dia~ Dias da | Namero

2
b. Quantas voltas ele deu no total” semana de voltas

Domingo

Segunda

Terca

Quarta

Quinta

Sexta

Sabado

Total

4 — O numero mensal de passagens vendidas por uma determinada empresa aérea
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aumentou no ano de 2011 nas seguintes condig¢des: em janeiro foram vendidas 33.000
passagens; em fevereiro, 34.500; em margo, 36.000. Esse padrédo de crescimento se
manteve para 0s meses subsequentes.

Quantas passagens foram vendidas por essa empresa em novembro de 20117

Meses do ano de 2011 | NUmero de passagens vendidas

Janeiro

Fevereiro

Marco
Abril

Maio

Junho
Julho

Agosto

Setembro
Outubro

Novembro

5 — Uma progressao aritmética (abreviadamente, P.A.) é uma sequéncia numérica em
que cada termo, a partir do segundo, € igual a soma do termo anterior com uma
constante r.

Observe a sequéncia (2;5;8;11;14;17;20;23;...). EumaP.A.?

Representando o 1° termo por a;, 0 2° termo por a, e assim sucessivamente, responda
0s itens abaixo:

i. Qual o valor de as?

ii. Qual o valor de a,,?

iii.Qual o valor de a, + a,?

iv. Qual o valor de a,,?

v. Qual o valor de a;y?
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b) 2° Encontro:

Aluno(a): Turma: Data: /| |/

1 — Em um cinema, nimero de assentos na primeira fila é 25; na segunda, 28; na

terceira, 31, e assim sucessivamente. Responda:

a) Existe um padrdo na sequéncia que representa 0s humeros de assentos em cada
fila? Qual?

b) Qual o nimero de assentos na quinta fila? E na oitava fila?

a, 25

a, 25+3._
as 25+3._
ay 25+3._
as 25+3._
ag 25+3._
a; 25+3._
ag 25+3._

¢) E possivel determinar uma expressdo ou lei de formagdo para encontrar o valor

de assentos em uma fila de posigdo “n’?
2 — Voltemos a progressdo aritmética (2;5;8;11;14;17;20;23;...).
a) Qual o valor de a,4,?
b) E possivel determinar uma express&o ou lei de formac&o para encontrar o

valor de a,,?

3 — Conta-se que um professor de Matematica mandou aos alunos de sua turma que

somassem de 1 a 100 como forma de manté-los ocupados:

Sio0=1+2+3+4+--+97+4+984+99 +100 =??
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O professor ficou surpreso quando percebeu que um dos alunos havia feito a

soma corretamente e em pouco tempo, usando a seguinte estratégia:

a; + a0 =
a, + Qg9 =
as + a’98 =
a4+a97 = 5100 :;101
5100 = _101
aso t+ as; = S100 =

4 — Numa cerimdnia militar, os soldados de um quartel foram organizados em 20
fileiras. Na primeira havia 18 soldados, na segunda 20 soldados, na terceira 22 soldados

e assim sucessivamente mantendo a regularidade.

i.  Qual o nimero a,, de soldados na vigésima fileira?
ii.  Qual o nimero total S, de soldados do quartel?

iii. E possivel obter uma expressdo para encontrar o valor de S,?

5 — Marcos recebia do seu pai uma mesada de R$ 300,00. Muito esperto, o garoto
propbs que a mesada passasse a ser paga aos poucos: R$ 1,00 no 1° dia, R$ 2,00 no 2°
dia, R$ 3,00 no 3°dia, e assim por diante, mantendo o padrédo até o 30° dia.

Qual passaria a ser 0 novo valor da mesada?

2.2.3. RELATO DAS EXPERIENCIAS

Relataremos observacodes, sugestoes e a fala de alguns alunos no primeiro dia de
verificagao.

Os alunos iniciaram com a primeira folha composta apenas de dois exercicios de
carater introdutdrio ao assunto por meio de figuras envolvendo sequéncias numéricas. A

atividade teve por finalidade fazer com que os alunos observassem os padrbes de
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determinadas sequéncias numericas para uma motivagédo e envolvimento em relacéo as
atividades posteriores, especificamente nas progressoes aritméticas.

A maioria dos alunos utilizou bem a tabela como suporte na resolucdo das
questdes que envolviam a descoberta de um valor na posicdo n estipulada e auxilio na
interpretacdo correta para determinar o somatério pedido.

As turmas, de um modo geral, gostaram muito do assunto, pediram mais aulas
com perfil assim e tarefas extras sobre a temética exposta.

A duracdo do tempo estipulado na resolucdo das duas folhas do 1° dia da
pesquisa foi o suficiente para realiza-las com calma e eficiéncia.

Alguns alunos conseguiram observar uma estratégia bem fundamentada e sem a
formalizacdo para encontrar o valor do a,y, pedido na questdo 5 da Atividade 1 do
primeiro encontro; outros, no entanto, sentiram dificuldades na questéo da simbologia.

No segundo encontro, os alunos interagiram muito bem na elaboracdo das
formulas dos exercicios e concordaram com a maior praticidade para resolver
problemas. No entanto, o empenho e a motivacdo dos estudantes ndo foram téo
marcantes quanto no primeiro encontro, ja que estiveram em duas semanas consecutivas
de avaliacdo interna (prova bimestral) e externa (via Secretaria Municipal de Educacdo),
antes da realizacdo das atividades do segundo encontro. Consequentemente, esse
desgaste e cansaco fizeram com que o foco e a frequéncia nas atividades diminuissem
um pouco. Vale ressaltar, no entanto, que a participacdo, interesse e resultados obtidos
por essas duas turmas foi consideravelmente satisfatorio e relevante para validagdo da
proposta desta Dissertacao.

Ficou claro pelas resolucBes que eles se acostumaram com as simbologias

a,,a, e S, realizando as contas sem muito formalismo.

2.3 - RESULTADOS DAS ATIVIDADES

A seguir, estdo expostas as questdes que fizeram parte do teste aplicado ao
publico da pesquisa, consideracdes a respeito delas, os resultados obtidos e algumas
respostas dos avaliados, que servirdo de exemplo para comentarmos 0s principais erros
cometidos por eles.

No primeiro dia de sondagem tivemos um total de 64 alunos juntando as duas

turmas de 9° ano.
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ATIVIDADE 1 -FOLHA 1 1°DIA PORCENTAGEM
Alunos que acertaram as duas questdes 48 75%

Alunos que erraram apenas uma questéo 14 22%

Alunos que erraram as duas questdes 2 3%

Total de alunos 64 100%

Na questdo 1 da folha 1 do 1° dia, o indice de erros foi bem maior do que na
segunda, visto que, a primeira fazia relacdo com sequéncias numéricas e formacéo de
figuras.

As questdes foram similares propositalmente para incluir a pratica e aplicacdo
das formulas presentes nas progressdes aritméticas. Tais auxilios para resolugdo foram
explanados e construidos com a participacdo dos alunos e deixados no quadro branco

como fonte de consulta.

INDICE DE ACERTOS 1°DIA PORCENTAGEM
ATIVIDADE 1 -FOLHA 2

Questao 1 57 89 %
Questéo 2 57 89%
Questédo 3 49 77%
Questao 4 55 86%
Questdo 5 46 72%

Total de alunos 64

No segundo dia de verificacdo, 60 alunos realizaram as atividades com uma
interferéncia menor do professor na aplicacdo. Foi feita uma leitura pelo aplicador
envolvendo todas as questbes. Dentre as questfes a de nimero quatro por ser mais
extensa e possuir um espaco menor para as resolucdes na prépria folha apresentou um

indice maior de erros.
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Houve alunos pedindo questes com mais dificuldade para continuarem

envolvidos na aula, pois terminaram rapido a sua avaliag&o.

INDICE DE ACERTOS 2°DDIA PORCENTAGEM
ATIVIDADE 2

Questéo 1 53 88%
Questéo 2 53 88%
Questédo 3 57 95%
Questao 4 42 70%
Questdo 5 48 80%

Total de alunos 60




Primeiro encontro:

Folha 1: primeiro exemplo

Aluno(a): lmma 94 Datmﬂl_{_lﬁ

d

1- Observe as figuras abaixo e desenhe 2 préxima figura da sequéncia. Depois, escreva a
sequéncia numérica formada pelas figuras.

L ] &
L ] ® & ® o
6 8 o
L] e o e © o oO“‘g
° e © e e © e © @ o 60 00 @

4V

1 3 é i 15
e @ © o o o @&
& & e @6 ®©¢ ©0 oo
® e @ e e @ 2% 9
®© 09

S 0

2- Observe o diagrama e ssu padrdo de organizagdo:

13
{710~ &]

N N\ N

o] [=] [a]
A diferenca numérica entre A e B, quando se completa o diagrama de acordo com ©
padréo, é igual a

a)i7 3]
ol

)37 ’:

]

.U‘_’-,;J C

dya7




Folha 1: segundo exemplo
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Aluno(a Furma: 109! Data: 104f 06743

1- Observe as figuras abaixo e desenhe a proxima figura da sequéncia. Depois, escreva 2
sequéncia numérica formada pelas figuras.

o & Sl
® ® D ® L o ::;:
° e ® e & o ¢ @ o ® ooé0
{c
-
1 2 & 10 (
® @ @ ..,-; i
- 9 L ]
il e o @ dé"‘«‘i
o ¢ @ e ¢ 8 | 1laca
\ e
i 4 L4 \ $°

2- Observe o diagrama e seu padréo de organizacao:

N\ Nz

l 4#{]:’@-%}5:‘ 16f~|(5.‘.‘i;:»r<lil 28*.5‘.‘;:5&2:{:1?{:;!

b)
\
A diferenga numérica entre A e B, quando se completa o diagrama de acordo com o
padrao, € igual 2
aj17

~
\

7
)37 AR

s 5, 3 —= G
dja7 . ; .

Podemos observar que no primeiro exemplo a aluna compreendeu e identificou
0s padrbes existentes nas duas questdes e realizou de forma precisa suas contas. A
segunda aluna foi precisa na questdo 2, mas na primeira questdo no segundo item ela
manteve o padrdo de numeros quadrados perfeitos e encontrou o valor paran = 5 e nao

para n = 4 e chegar no valor correto igual a 16.



Folha 2: primeiro exemplo
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s

ATIVIDADE 1

Aluno(a):]

rurma: {00 Data: 1Y /0 6/ 9p) 7

1-

3-

Observe as sequéncias numéricas abaixo e preencha os valores desconhecidos
nos espagos através de um padrdo existente:

| 1
a) (7;11;15;(19);03);..)

b) (90;(32);60;45;(30);..)

<) ('8;'17;2-6;("“);44;(:'»);---)

\e s
Em um treinamento aerdbico mensal, um estudante de Educacdo Fisica corre
sempre 3 minutos a mais do que no dia anterior. Se no 5° dia o estudante correu
17 minutos, determine a duragfio do treino:

a) No 4°dia;

H_‘ ¥ " A
L1 s

|
b) No 10° dia. / ok

N
O aluno Gabriel decidiu treinar para uma corrida gue havera no colégio. Para seu
treinamento ele resolveu correr 5 voltas na quadra no primeiro dia, 7 voltas no
segundo dia ¢ assim sucessivamente ao longo de uma semana.

Dias da Niimereo
a) Quantas voltas ele deu/no quarto dia? semana de voltas
1 b g, b Domingo o
~= WL/ 2 Segunda Ea
b) Quantas volias ele deu no total? Terga 9
. Quarta A
;,t el /} ’ (S)uinta lx ::
( exta <
s Sabado L?
Total ’
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4- O ntmero mensal de passagens vendidas por uma determinada empresa aérea
aumeniou no ano de 2011 nas seguintes condigSes: em janeiro foram vendidas
33.000 passagens; em fevereiro, 34.500; em margo, 36.000. Esse padrio de
crescimento se manteve para os meses subsequentes.

Quantas passagens foram vendidas por essa empresa em novembro de 20112 L0771 ()

Meses do ane de 2011 | Namero de passagens vendidas
Janeiro 3% DOC >
Fevereiro Y5
Margo
Abril 27,
Maio 39
Junho Y
Julho 19,
Agosto L
Setembro
Outubro TS 7,
Novembro 12. 000 ]

5- Uma progressio aritmética (abreviadamente, P.A.) é uma sequéncia numérica
em que cada termo, a partir do segundo, ¢ igual 2 soma do termo anterior com
uma constante r.

a) Observe a sequéncia (2;5;8;11;14;17;20;23;..). EumaP.A? (;//

b) Representando o 1° termo por a; , o 2° termo por a, e assim
sucessivamente, responda os itens abaixo:

i. Qualovalordeas?

ii. Qual o valor de a,4?

iii. Qual o valorde a, + a,? 4
5

iv. Qual o valor de a,q? )

v. Qual o valor de a,,?

Vale ressaltar na avaliacdo dessa aluna, a estratégia utilizada para encontrar o
valor de a0 ha quinta questdo. Esse item foi colocado como motivagéo para utilizacdo
da férmula do termo geral da progressao aritmética no préximo encontro, mas de forma

brilhante a aluna conseguiu reescrever outra progressao aritmética, de razdo igual a 30.
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Folha 2: segundo exemplo

—

ATIVIDADE 1

Aluno(a)| |- Turma: Data: 74 /r &l -

I- Observe as sequéncias numéricas abaixo e preencha os valores desconhecidos
nos espacos através de um padrio existente:

a) (7;11;15;(19);(23);..)

b) (90;(45);60;45;("¢);..)
-

©) (8;17;26;(>H;44;(47);..)

2- Em um treinamento aerébico mensal, um estudante de Educacgo Fisica corre
sempre 3 minutos a mais do que no dia anterior. Se no 5° dia o estudante correu
17 minutos, determine a duragiio do treino:

a) No 4°dia;

b) No 10° dia.
3
{7
3- O aluno Gabriel decidiu treinar para uma corrida que havera no colégio. Para seu
treinamento ele resolveun correr 5 voltas na quadra no primeiro dia, 7 voltas no
segundo dia ¢ assim sucessivamente ao longo de uma semana.

Dias da Nimero
a) Quantas voltas ele deu no quarto dia? semana de voltas

Domingo
Segunda
b) Quantas voltas ele deu no total? Terca
Quarta
Quinta
Sexta !
Sabado 1
Total - il

-

R TCR




43

4- O numero mensal de passagens vendidas por uma determinada empresa aérea
aumentou no ano de 2011 nas seguintes condices: em janeiro foram vendidas
33.000 passagens; em fevereiro, 34.500; em margo, 36.000. Esse padrio de
crescimento se manteve para os meses subsequentes.

Quantas passagens foram vendidas por essa empresa em novembre de 201172

Meses do ane de 2011 | Nimero de passagens vendidas
Janeiro 1% one

Fevereiro 2

Margo
Abril
Maio
Junho
Julho
Agosto
Setembro
Outubro
Novembro

L=
5- Uma progressio aritmética (abreviadamente, P.A.) é uma sequéncia numérica

em que cada termo, a partir do segundo, ¢ igual 4 soma do termo anterior com
uma constante r.

a) Observe a sequéncia (2;5;8;11;14;17;20;23;.0). EumaP.A2

b) Representando o 1° termo por a;, o 2° termo por a, e assim
sucessivamente, responda os itens abaixo:

i Qualovalordeas? 1+ L-
ii. Qual o valor de a,;4? o2
iii. Qual o valorde a, + a,? p!
iv. Qual o valor de az? ©) % Lo

v. Qualovalordea;p,? .

O discente compreendeu a simbologia e o conceito primordial da tematica

abordada, além de ter criado 6timas estratégias para solucionar problemas. Em duas
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questdes, no entanto, cometeu erros primarios na operacao basica de adicéo, ja que ndo

soube posicionar os algarismos em unidades e dezenas na forma correta.



Folha 2: terceiro exemplo
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ATIVIDADE 1
i
Aluno(a): Turma: |0Q]  Data: |4 /00/40N-

1=

Observe as sequéncias numéricas abaixo ¢ preencha os valores desconhecidos
nos espagos através de um padréio existente:

a) (7;11;15;(39);(22);..)
.7
b) (90;¢75);60;45;(30) )
g
) (8;17;26;(%));44;:(52);..)
C.7
Em um treinamento aerdbico mensal, um estudante de Educagdo Fisica comre

sempre 3 minutos a mais do que no dia anterior. S¢ no 5° dia o estudante correu
17 minutos, determine a duragdio do treino:

a) No4°dia; — Y Gl

O

€V
w

b) No 10°dia. — >IN
(17
O aluno Gabriel decidiu treinar para uma corrida que havera no colégio. Para seu

treinamento ele resolveu correr 5 voltas na quadra no primeiro dia, 7 voltas no
segundo dia e assim sucessivamente a0 longo de uma semana.

Dias da Nimero
a) Quantas voltas ele deu no quarto dia? semana de voltas
_&.l v % %’ ) L | Domingo Z
Segunda +
b) Quantas voltas ele deu no total? Terca (5}
1% voldod Quarta | di
"" Lt hd / (!]l’ll]ta 1 I/}
- Sexta 19
Sabado 13
Total 1+
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4- O nimero mensal de passagens vendidas por uma determinada empresa area
aumentou no ano de 2011 nas seguintes condi¢des: em janeiro foram vendidas
33.000 passagens; em fevereiro, 34.500; em margo, 36.000. Esse padrdo de
crescimento se manteve para os meses subsequentes.

Quantas passagens foram vendidas por essa empresa em novembro de 20112 Y& [ ( 0

Meses do ane de 2011 | Namero de passagens vendidas
Janeiro 22 O«
Fevereiro DY 5A0
Margo Alo . OO0«
Abril HE. 5ol
Maio A‘,(\. ST
Junho UL .50 ¢
Julho 42 oo
Agosto (3. H¢
Setembro ys

Outubro ¢

Novembro U y

5- Uma progressio aritmética (abreviadamente, P.A.) é uma sequéncia numérica )
em gue cada termo, a partir do segundo, & igual & soma do termo anterior com z 7 Q :
uma constanie r. 2 5 . : q 4, ',A ) 3

2 Py 8
a) Observe a sequéncia (2_;;5 ;?;(1{1;14; 17;20;2”3 ;). EumaP.A? D1

%
b) Representando o 1° termo por a;, o 2° termo por a, e assim
sucessivamente, responda os itens abaixo:

A0 - &
i. Qualovalordeas? 'M [ & 10 =H6
&g o 40
- T ol o v g B
ii. Qualovalordea,,? "1 - GoUe - AW
” - ( e \Li' \
ifi. Qual o valor de a, + a,? 447 o 1% A
L 7 e e
iv. Qual o valorde ayq? 1 -4
OO0 ~ L

2 106G / % ey v GRAD)
v. Qual o valorde a;40? ./ 4 / 4 _ 3

A aluna teve uma percepcao diferenciada da maioria dos colegas. Na questao 2,
para encontrar o valor no décimo dia, ndo fez a contagem direta aumentando de 3 em 3,
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mas um “pulo” ao multiplicar 5x3 e somando ao resultado o valor fornecido no quinto
dia.. Além desse raciocinio, a aluna foi perspicaz em criar uma nova sequéncia na

questdo 5 para determinar o valor do centésimo termo, de modo mais pratico.



Segundo encontro: Exemplos da atividade 2 no 2° dia

T

ATIVIDADE 2

Aluno(a): ( @ Turma: Data Dk [iA !

1- Em um cinema, nimero.de assentos na primeira fila é 25; na segunda, 28; na
terceira, 31, e assim sucessivamente. Responda:

a) Existe um padrdo na sequéncia que representa os ntimeros de assentos em cada

fila? Qual? ) ; A C/

b) Qual o nimero de assentos na guinta fila? E na oitava fila?

a, 25

a, 25+3.2

as 25 +3.

as 25 +3.

Qs 25+3. (_/
ag 25+3.

a; 25+3.

as 2543, .

¢) E possivel determinar uma expressao ou lei de formacdo para encontrar 0 valor
de assentos em uma fila de posi¢io “n”?

b) E possivel determinar uma expresso ou lei de formagfo para encomntrar o
valor de a,?

1
~

\lom - Qd F(@)-1 1) Om = Qg+ M~

-~ |

‘L//" 7‘(\ ’
@2 = Q)
{ﬂ o+ (n-1) )1
2- Vokemosépmgreésﬁoaﬁnnéﬁca(z;S;8;11;14;17;20;23;...).
a) Qual o valor de @y00? ¢ O, ] =) T
=. N . D 00
= A+ QL

48
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3- Conta-se que um professor de Matemitica mandou aos alunos de sua turma que
somassem de 1 a 100 como forma de manté-los ocupados:

S0 =1+2+3+4+~+97+98+99 +100 =27

O professor ficou surpreso quando percebeu que um dos alunos havia feito a
soma corretamente € em pouco tempo, usando a seguinte estratégia:

a, + Q90 = |

a; + agg = .

as + agg =
as+ ag; = 5100 =\;2".101
¢ Swo=232101
asp+as; = Sy00 = 2K K_, _
/ i

4- Numa cerimonia militar, os soldados de um quartel foram organizados em 20
filejras. Na primeira havia 18 soldados, na segunda 20 soldados, na terceira 22
soldados e assim sucessivamente mantendo a regularidade. '

i.  Qual o niimero a,, de soldados na vigésima fileira? il F /j -
fi.  Qual o nimero total S, de soldados do quartel? b + . 0.2 %6

iii. E possivel obter uma expressdo para encontrar o valor de S5? 0?3

9&,{;}‘/}
/

Smlau+czo) .80 g '
N Sy )
2

5- Marcos recebia do seu pai uma mesada de RS 300,00. Muito espeito, o garoto
propds que a mesada passasse a Ser paga aos Poucos:
RS 1,00 no 1° dia, R$ 2,00 no 2° dia, R$ 3,00 no 3° dia, ¢ assim por diante, -

mantendo o padrio até o 30° dia.
Qual passaria a ser 0 novo valor da mesada? 7
v \ ) o /P =
8 7 9 o~ - -L/
( ’ T—V 3O, I}« X = M S50 5
e B = 0
A ) o=

O aluno foi brilhante nas interpretacGes, utilizacdo da simbologia matematica e
execucdo perfeita nas contas. Compreendeu tudo que foi trabalhado nos dois encontros

e esta apto para rever e aprofundar o tema proposto na dissertacao.
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ATIVIDADE 2

Aluno(a): { Turma: )94 Data: ) ¢/ (/0 ol

1- Em um cinema, ndmero.de assentos na primeira fila € 25; na segunda, 28; na
terceira, 31, e assim sucessivamente. Responda:

a) Existe um padrio na sequéncia que representa os niimeros de assentos em cada

fila? Qual? G . Aaminis. dy 2 am 2 e
Q/

b) Qual o niimero e assentos na quinta fila? E na oitava fila? 2 § & 2 =37  2¢ 2506

Cor
ay 25
a, 25+3.%
as 25+30
ay 25+3.3
Qg 25% 3.3_
ag 25+3e
a; 25+3.4
Qg 25+ 3.? R
c) E possivel determinar uma expressdo ou lei de formagio para encontrar o valor

de assentos em uma fila de posigdo “n™?

An 2As H{n=1 03

2- Voltemos 2 progressdo aritmética (2;5;8;11;14;17;20;23;...).
a) Qual o valor de a;? | /
ador =3 Hoos-D\ R =299

b) E possivel determinar uma expressdo ou lei de formagio para encontrar o
valor de a,?

Om = a2t (n-2Yom

|

o2




o1

3- Conta-se que um professor de Matemitica mandou aos alunos de sua turma que
somassem de 1 a 100 como forma de manté-los ocupados:

S100=1+2+3+4+--+97+98+99+ 100 =77

O professor ficou surpreso quando percebeu que um dos alunos havia feito a
soma corretamente € em pouco tempo, usando a seguinte estratégia:

a; + Q00 = ')C\

Az + Qg9 =0

as +agg =M

ay + ag; =\ Si00 }l 2101

: Sigo= 2.101
—nh R ORe

5o + agy =D S100 =29

4- Numa cerimdnia militar, os soldados de um quartel foram organizados em 20
fileiras. Na primeira havia 18 soldados, na segunda 20 soldados, na terceira 22
soldados e assim sucessivamente mantendo a regularidade.

i.  Qual o piimero a,q de soldados na vigésima fileira? -

ii.  Qual o nimero total S,; de soldados do quartel?
3 ¥S52 =
ii. E possivel obter uma expressdo para encontrar o valor de S,4?

9‘&&(%*@@\ %;’90

Si0=00.00
,52_0-:}0/

5- Marcos recebia do seu pai uma mesada de R$ 300,00. Muito espeito, o garoto
propds que a mesada passasse a Ser paga a0s POUCOS:
R$ 1,00 no 1°d1a,R$200n02°d1a,R$300no3°d1a,eassunpord1ante :
mantendo o padrdo até o 30° dia.

Qual passaria a ser 0 novo valor da mesada?

A aluna apagou as contas feitas na avaliacdo, mas as marcas ficaram. Foi
possivel constatar que na questdo 4 ela foi somando de 2 em 2 até chegar o valor de a,,

, mas teve um pequeno erro no final e chegou ao valor 58 ao invés de 56. No terceiro
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item desse exercicio armou bem a estratégia, escrevendo a formula corretamente, mas
ndo substitui os respectivos a, e a,, com seus correspondentes valores.

Na questdo de numero 5, ela escreveu a formula alterando o sinal de mais para
menos, porém, executou a soma e chegou ao resultado correto. Acredito que deve ter

sido uma pequena distracdo que ndo a prejudicou na conquista do resultado.

Consideracoes

Por meio da diagnose realizada nesse trabalho, é possivel perceber um resultado
muito satisfatorio pelos alunos em contato pela primeira vez com a tematica abordada.
Embora tenham dificuldade constantemente com tépicos da Matematica da sua serie
atual, os discentes mostraram uma boa aceitagéo, participacdo e compreensdao do tema
que seré apresentado apenas no Ensino Médio. Em boa parte a problematica recorrente
foi a execucdo das operacOes basicas essenciais para uma boa sequéncia ao longo de sua
vida académica.

Uma das justificativas para o desempenho satisfatorio se deve ao fato de o teste
poder ser ajustado por meio de uma segunda chance para os alunos corrigirem falhas
anteriores.

Apesar de poucos tempos de aula para trabalhar essa tematica pertencente
apenas ao curriculo do Ensino Médio, os alunos do nono ano do Ensino Fundamental
tiveram notdrio interesse e motivacdo por meio de uma aula mais propicia ao dialogo, a
troca de informacdes e a construcdo de conceitos e definigdes. Assim, pode-se obter um
bom desempenho e uma real relevancia em abordar esse assunto no Ensino
Fundamental para tornd-lo mais apto a aprofundar o assunto no Ensino Médio,
corrigindo distorcdes em definicbes, melhorando a interpretacdo e aplicando a
interdisciplinaridade em questbes contextualizadas e mais complexas, conforme

preconizam o0s autores que embasam esta Dissertacao.
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CAPITULO 3 - PROGRESSOES ARITMETICAS DE ORDENS SUPERIORES
NO ENSINO MEDIO

Neste capitulo, abordaremos o tema progressdo aritmética de segunda ordem de
forma clara e gradativa. Por meio desse aprofundamento, o leitor obtera mais recursos
para resolucdo de exercicios presentes em concursos amplamente disputados entre civis
e militares. Estenderemos para progressées de ordem p com definicbes e teoremas,

generalizando o assunto.

Tal oportunidade de revisar e aprofundar o tema se da pelo fato do mesmo ter
sido incluido na série final do Ensino Fundamental com o propédsito de que o aluno
tenha um breve, porém, efetivo e satisfatorio contato pela primeira vez com férmulas e

simbologias das progressdes aritméticas.

Na primeira secdo € apresentada uma selecdo de exercicios sobre P.A.
destinados a revisar 0s conceitos e propriedades. Na segunda se¢do introduzimos de
forma intuitiva e progressiva o conceito de progressdes aritméticas de ordem 2 e ordem
3 através de alguns modelos de atividades aplicados para os alunos, sem tomar posse da
definicdo ainda. ApOs essa apresentacdo amena, definigdes e resultados aparecem no
seu padrdo mais formal e sdo expandidos para progressdes aritméticas de ordem p.

3.1 - CONTEXTUALIZACAO E INTERDISCIPLINARIDADE NO ESTUDO DE
PROGRESSAO ARITMETICA NO ENSINO MEDIO

Nesta etapa da pesquisa, apresentamos questdes de concursos que necessitam de
uma melhor interpretacdo e do saber em aplicar os resultados apresentados no capitulo

anterior em exercicios com grau de complexidade maior.

Tal preparacdo possui proveito na motivacdo e no suporte de uma expansao no
processo ensino-aprendizagem dos alunos para progressdes aritméticas de ordens
superiores, em especial as de ordem 2, cujo tema ndo é abordado na maioria das

unidades escolares do Ensino Médio.

As progressdes aritméticas de primeira ordem nos ddo uma oportunidade no
Ensino Médio de mesclar conteudos pertencentes a disciplina de Matematica através da
selecdo de exercicios bem elaborados e designados para explorar varios assuntos, como

foi feito na sucesséo a seguir composta por sete exemplos.
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QUESTAO 1 — Universidade Federal do Rio de Janeiro 2003

Os numeros reais a, b, ¢ e d formam, nesta ordem, uma progressao aritmética. Calcule

a b
o determinante da matriz A = (ec ed). Justifique.
e e

Solucéo:

Como a, b, c e d formam, nesta ordem, uma progressdo aritmética de razéo r,

temos: b=a+r,c=a+2red=a+3.r

Substituindo na expressdo do determinante, obtemos:

detd = ea_ed _ eb.ec — ea.ea+3r _ ea+r.ea+2r — 62a+3r _ eZa+3r =0

Comentarios:

Para solucionar a questdo, foi necessario mesclar conhecimento de
determinantes e a formula do termo geral escrevendo cada expoente em fungdo de a e r.

Desse modo, encontramos valores opostos resultando assim em zero o determinante.

QUESTAO 2 — Universidade Federal Fluminense 1996

Numa progressao aritmética com 51 termos, 0 vigésimo sexto termo é igual a 2. A soma

dos termos dessa progressao € igual a:
a) 13
b) 52
c) 102
d) 104
e) 112
Solucéo:
Se (a;,a,,as,..,as;) 6 umaP.A. de razdo r e a,, = 2, temos:

a1+a51 =a1+a1+50.7'=2a1+50.r (] a26=a1+25.r.
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Fazendo a,¢ + a,¢ obtemos como resultado 2a; + 50.7 , ou seja, concluimos
que a; + as; = azg + aze = 2.2 = 4. Utilizando a férmula da soma e a conclusdo

acima, temos:

_(a;+as1).51  (aze +az).51 451 204

Ss51 = > > > > = 102

Comentarios:

Através da formula geral para o termo as; € a,, foi identificada uma igualdade
que serviu de suporte para substituicdo na formula da soma fazendo assim de modo

rapido e pratico diminuindo a possibilidade de erro com calculos maiores e complexos.

QUESTAO 3 — Universidade Federal do Rio de Janeiro 2000

Mister MM, o Magico da Matematica, apresentou-se diante de uma plateia com 50
fichas, cada uma contendo um numero. Ele pediu a uma espectadora que ordenasse as
fichas de forma que o numero de cada uma, excetuando-se a primeira e a Ultima, fosse
a média aritmética do nimero da anterior com o da posterior. Mister MM solicitou a
seguir a espectadora que lhe informasse o valor da décima sexta e da trigésima
primeira ficha, obtendo como resposta 103 e 58 respectivamente. Para delirio da
plateia, Mister MM adivinhou entéo o valor da Gltima ficha. Determine vocé também

este valor.
Solucéo 1:

Fica subentendido pela média aritmética dos termos a partir do segundo e

excluindo o ultimo que a sequéncia é uma progressdo aritmética (propriedadel).
az; = a; +30.r >58=a;+30.r =a =58-30.r ()

A= a +15.r = 103 = a; +15.r = a; =103 —-15.7r (I)

De (1) e (1), temos:

58 -30.r =103 -15.r=> —-45=15.r=>r =-3

Substituindo o valor de r em (1), obtemos:

a, =58 —30.(—3) =58+90 = 148
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Concluindo:

aso = a, +49.7 = 148 +49.(-3) = 148 — 147 = 1

Solucéo 2:
az; = a6+ 15.r > 58=103+15.r = —45=15.r = r=-3
Substituindo o valor de r na equacdo as, = az; + 19.r, obtemos:

aso =58+ 19.(=3) =58 —57 =1

Comentarios:

A segunda solucdo foi mais rapida e clara, além de proporcionar ao aluno uma
outra forma de encontrar o valor de qualquer termo da P.A, sem a dependéncia do

primeiro termo sempre.

QUESTAO 4 — Universidade Estadual do Rio de Janeiro 2003

Dois corredores vao se preparar para participar de uma maratona. Um deles comecara
correndo 8 km no primeiro dia e aumentara, a cada dia, essa distancia em 2 km; o
outro correra 17 km no primeiro dia e aumentard, a cada dia, essa distancia eml1 km. A
preparacdo sera encerrada no dia em que eles percorrerem, em quilémetros, a mesma
distancia. Calcule a soma, em quilémetros, das distancias que serdo percorridas pelos
dois corredores durante todos os dias do periodo de preparacao.

Solucéo:

1°corredor: a, =8+ (n—1).2

2°corredor; b, =17+ (n—1).1

Entdo,

8+(n—1).2=17+4(n—-1).1=>n—-1=9=>n=10e¢

o =8+(10-1).2=8+92=aqa,, = 26

L0gO, Sy + Spe = 2P0 4 AT _ 345 4 43,5 = 170 + 215 = 385 km
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QUESTAO 5 — Universidade Federal do Rio de Janeiro 2002

Cem fileiras de pontos sdo formadas de modo que a primeira linha tenha apenas um
ponto e cada linha subsequente contenha um ponto a mais do que a anterior. Todos 0s
pontos séo unidos por segmentos de comprimento 1, de acordo coma lei de formacgao

indicada, para as cinco primeiras fileiras, na figura.

Determine o numero total de segmentos unitarios obtidos com essa construgao.

Solucéo:

Nessa questdo, pode-se perceber um padrdo: se vocé desconsiderar o primeiro
ponto, que estd na primeira linha, a quantidade de pontos cresce na mesma proporc¢ao;
ou melhor, na mesma quantidade que os segmentos de reta. Por exemplo, no primeiro
ponto da segunda linha que a partir de agora sera o nosso referencial, ha também um
segmento de reta. No segundo ponto, apareceram dois segmentos de reta; com o terceiro

ponto (primeiro da terceira linha) ha trés segmentos de reta e assim sucessivamente.

Entdo, para achar o nimero de segmentos, basta calcular o nimero total de

pontos e retirar um (o da primeira linha, que foi desconsiderado no inicio):

Representando o total de pontos na linha n por a,, temos a,, = a; + (n — 1).r,
onde r = 1. Como a, = 1 (um ponto na primeira fila), a quantidade de pontos na

Logo, o total de pontos até a tltima fileira é

S= (1+102°)'1°0 = 101;00 = 10200 = 5050 e, portanto, ha na figura 5050 —1 =

5049 segmentos de reta.
Comentarios:

A questdo exige uma boa interpretacdo e a aplicacdo das duas formulas mais

executadas em progressao aritmetica.
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QUESTAO 6 — Instituto Tecnolégico da Aeronautica 2003

O valor de y* — x.z para o qual os nimeros senln—z,x, Y,z e sen75°, nesta ordem,

formam uma progressao aritmética, é:
a)3™*
b) 273
c) 672

d) 2-5

Solucéo:
Sendo (sen15°,x,y, z, sen75°) uma P.A de raz&o r, temos:
sen75° = senl5° 4+ 4.r = 4r = sen75° — sen15°

Utilizando como recurso para a continuidade da resolucao da questdo a formula

de subtracdo de arcos da trigopnometria, temos:

4r = 2.sen (750_150).cos (750+15°) = 2.5en30°. cos45° = 2.1.E = 4r = 2
2 2 2 2 2
sr=2
8
Sendo y = x +r e z = x+ 2r, substituindo na expressdo pedida na quest&o,
obtemos:
yi—xz=(@x+r)?—-x.(x+2.r)=x>+2.x.r+1r2—x?-2.x.7 =12
Assim:
2
V2 1
2 _ Z=|— = — = 2_5
yoore < 8 ) 32

Comentarios:

O objetivo de expor esta questdo é salientar a relacdo entre alguns contetidos da

Matematica, fazendo assim uma revisdo de outros conteudos abordados e necessarios
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para obtencdo de éxito em questdes deste nivel, muito presentes em selecbes externas ao
ITA.

QUESTAO 7 — Instituto Tecnolégico da Aeronautica 2005

Uma esfera de raio r é seccionada por n planos meridianos. Os volumes das respectivas

cunhas esféricas contidas em uma semiesfera, formam uma progressao aritmética de

razao 7:—;3. Se o0 volume da menor cunha for igual a "1—;3 entdo n é igual a:
a)4d
b) 3
c)6
d)5

e)7

Solucéo:

o e, ] ] , e .
Como a P.A. de razdo == é crescente, seu primeiro termo é Z=. Assim, do
45 18

enunciado, temos

mrd (mrd .73
, [18+<18+(n—1). 45>].n 2

(a;+ay,)n 14
— L = —Tr:= = -,
2 23T 2 3"
1nr3+n.n.r3 nrd 2.1m.13 4nri+mrinln 2.mrd
= ——|n= = — =
9 45 45|77 3 45 2- "3

Cancelando o termo 77 comum a ambos os membros da igualdade, obtemos:

4+n).n 2 5 . )
50 "3 =>n“+4n—-60=0=>n = 6 oun = —10(nao convém)

Logo, n = 6.
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Comentarios:

Esta atividade foi mais um exemplo de relacdo entre progressdo aritmética e
outro referencial da Matematica. Dessa forma, o aluno fica mais adaptado e preparado

para desafios em testes mais densos.

Considerando as questdes apresentadas, bem como as respectivas solucdes e
comentarios, esta se¢cdo cumpre, assim, o objetivo de permitir ao aluno a possibilidade
de se deparar novamente com o tema para corrigir as possiveis impressdes erradas que
ficaram em estudos anteriores. Cabe, entdo, aprofundar com questdes contextualizadas
que contenham manipulacbes algébricas maiores e relagcbes entre varios topicos da

Matematica vista até o presente momento.

3.2 -PROGRESSAO ARITMETICA DE SEGUNDA ORDEM

Iniciamos esta secdo com exemplos de progressdes aritméticas de ordem
superior a 1, com o0 objetivo de introduzir o conceito de forma mais acessivel para a

seguir trata-lo com rigor necessario para captacdo do conteido proposto.

No primeiro exemplo, apresentamos uma atividade proposta a alunos de 6° ano
no livro Matemaética Bianchini - 6° ano. Tal atividade é apropriada para o publico de
Ensino Médio e servira de base para a construgcdo do conceito e, consequentemente, da

definicdo de P.A. de segunda ordem.

Exemplo 3.1:

Observe as figuras:

[ ]
[ L] ]
] L] L] s @ @
- - - - [ ] . L] ] -
1 3 6 10

Nameros que podem ser representados por pontos arranjados na forma de

triangulos, como os mostrados acima, sdo chamados nimeros triangulares.

a) Seguindo o padrao, desenhe a proxima figura da sequéncia acima.



61

b) Que numero triangular representa a figura que vocé desenhou?

c) Escreva a sequéncia dos seis primeiros nimeros triangulares.

Observemos que os numeros formam uma sequéncia (b,,) = (1,3,6,10,15, ...) que
ndo é uma P.A pois, b, — b; = 2, mas b; — b, = 3. Mas se tomarmos as diferencas de
termos consecutivos, formaremos uma nova sequéncia (a,) = (b, — by, b3 — by, b —
by, ..)=(03-1,6-3,10—-6,15—-10,...) = (2,3,4,5,...) que é uma P.A de razdo
r =1, ou seja, apenas fazendo uma vez a diferenca entre 0s termos consecutivos da
sequéncia original fornecida, determinamos outra sequéncia reconhecida como
progressao aritmética de ordem 1, ou P.A., cujo termo geral é a, = a; + (n —1).r =
2+(n—1).1=1+n.

Exemplo 3.2:

A figura abaixo mostra os quatro primeiros termos da sequéncia dos ndmeros
piramidais de base quadrada. Determine o quinto, 0 sexto e 0 sétimo termos da

sequéncia.

Observemos que 0s numeros formam uma sequéncia (c,) = (1,5,14,30, ...) que
ndo é uma P.A, pois, ¢, —c; =4 mas ¢ —c, =9, ou seja, (b,) = (cpe1 — Cp) =
(4,9,16, ...). Essa nova sucessdo pode ser reescrita como (22,32,472, ...) e a partir dessa
representacdo criar uma estratégia para encontrar os termos pedidos. Para encontrar o
quinto devemos somar 52, para determinar o sexto somar 62 ao resultado obtido e ao
sétimo somar 72 ao resultado obtido no sexto, portanto, temos como resposta os valores

55, 91 e 140, respectivamente.



62

Realizando a diferenca entre os termos consecutivos de (c,,) obtemos uma nova
sequéncia (b,) = (4,9,16,25,...). Dando continuidade ao raciocinio e aplicando
novamente a diferenca entre 0s termos consecutivos pela segunda vez determinamos
(a,) =(9—-4,16—-9,25-16,..) =(5,7,9,..) que é uma P.A de razdo r = 2, ou
seja, fazendo a diferenca entre os termos consecutivos na sequéncia original e depois na
nova sucessdo, determinamos uma outra sequéncia reconhecida como progressao

aritmética de ordem 1, ou P.A..

Através do auxilio dessa apresentacdo gradativa expandiremos para definicoes e

generalizacGes de progressdes aritméticas de ordem p.

Nos exemplos acima fizemos recorrentemente a diferenca entre termos
consecutivos das sucessdes, que é chamado de operador diferenca, representado por A,

e definido A(a,) = apeq — ay.
A seguir apresentamos a definicdo de progressao aritmética de segunda ordem.

Uma progressao aritmética de segunda ordem é uma sequéncia (b,,) na qual
as diferencas entre cada termo e o termo anterior, a partir do segundo, formam uma
progressdo aritmética de primeira ordem ndo constante. Equivalentemente podemos
definir a progressdo aritmética de segunda ordem como uma sequéncia (b,,) na qual
aplicando o operador diferenca A sucessivamente duas vezes obtemos uma sequéncia

final constante.

Exemplo 3.3:

A sequéncia (b,,) representada por (1,3,7,13,21,31,...) é uma progressao
aritmética de segunda ordem, pois, aplicando o operador diferenca obtemos
(a,) = (Ab,) = (bps1 —by,) =(3—-1,7-3,13-7,21—13,31—-21,..) =
(2,4,6,8,10,...), uma P.A. de razdo r = 2. Se aplicamos uma vez mais o operador 4

encontramos a sequéncia constante (2,2, 2,2, 2, ...).
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Teorema 3.1:

Uma sequéncia € uma progressao aritmética de segunda ordem se e somente

se seu termo geral é dado por um polinémio do segundo grau em n.

Demonstracéo:

Considere o polindmio do segundo grau da forma an® + bn + c para representar

o termo geral de uma sequéncia (x,). Entéo,
Xppp=an+ 1?2 +b(n+1)+c=an*+2an+a+bn+b+c=an?+
(2a+bn+a+b+ce
Yo =Dxp = Xpy1 — Xp=an?+ QRa+b)n+a+b+c— (an?+ bn +c)
= 2.a.n+ (a + b), que é um polindbmio do primeiro grau em n.
Escrevendo y, = Ax, = b + 2a(n — 1), vemos que a sequéncia (Ax,) é uma

progressdo aritmeética nao constante de razdo r = 2a e concluimos que a sequéncia

(x,) é uma progressao aritmética de segunda ordem.

Reciprocamente, suponhamos que a sequéncia (x,) = (xq,x3,X3,...) € uma
progressao aritmética de segunda ordem. Ent&o a sequéncia (y,) = (xp+1 — X,,) € Uma
progressao aritmeética de primeira ordem ndo constante. Portanto, se r é a razéo de (y,)

seu termo geral € y,, = y; + (n — 1)r, um polindmio de primeiro grau em n.

Portanto, a soma dos seus n — 1 primeiros termos é dada por

Vit Yyt Yy = On +2yn—1) (n—1) = [y1+ ¥ ‘; (n —2)r] (n—1)
=1+ (n— 2)(2n — 1).r.

Por outro lado,
yityz+ot =0 —x)+ (g —x) + -+ (opog —xp-2) + (0 — x5-1)
= X, — Xq.
Assim, o termo geral da progressdo aritmética de segunda ordem é dado por

n-2)(n-1).r

Xpn=2x+ (n—Dy, + >

)

um polindmio de grau 2 em n. o
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Exemplo 3.4:

A sequéncia (b,) = (4,10,18,28,40,...) é uma progressdo aritmética de

segunda ordem, pois:
a1=b2—b1=10—4=6
a2:b3_b2:18_10:8

a3:b3_b2:28_18:10

a,=6+(n—-1).2=2.n+4.

Pela formula do termo geral da progressao aritmética de segunda ordem obtida

acima, temos:
n—2)(n—1r 4in—2)(n—1
bp = by + (n—l)a1+( ); ) =44+6(n—-1)+ ( ;( )
Portanto:
b, =n*+3.n

Esse polinémio da origem a progressao aritmética de segunda ordem (b,,).

Por outro lado, uma vez que ja sabemos que o termo geral da progressao
aritmética de segunda ordem € dado por um polinémio de segundo grau em n, podemos

encontra-lo de outro modo:

Se b, = an® + bn + ¢, substituindo n por 1,2 e 3 nessa expressdo obtemos o
sistema linear abaixo:
a+b+c=b =4

4‘a+2b+c=b2=10
9a +3b +c = by = 18

Resolvendo-o obtemos:
a=1,b=3ec=0.

Logo, b,, = 1n* + 3n + 0 = n* + 3n.
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Vimos na demonstracdo do teorema anterior que o termo geral da progressdo

aritmética de segunda ordem (x,,) € dado por

nmn-2)(n-1).r
2 )

Xx,=x1+ (n—1Dy,; +

onde (v,) = (Xp41 — xn) €umaP.A. derazdor # 0.

Lembrando que y; =x, —x; e r=y, —y; = (63 —x3) — (X3 —x1) = x3 —

2x, + x;, obtemos:

X3 — 2Xy + x4

Xp=%x;+ (;—x)(n—1) + > n—1n-2)
_ (1 -1+ 1)2(" _ 2)>x1 +((n—1 = (n— D - 2))x,
N (n—1Dn-2)

X
2 3
Portanto, podemos expressar o termo geral da progressdao de segunda ordem

(x,) em funcdo de seus trés primeiros termos:

Xy = (n—Z)z(n— 3)x1 —n-1)(n-2)x, + (n- 1)2(n_2)x3

Vamos agora calcular a soma dos n primeiros termos de uma P.A de segunda

ordem (b,,) = (bq, by, ..., by, ...). Para tal precisamos dos seguintes resultados:

Lema 3.1:

Para todo natural n, vale:

a) Z}l=1]' =1+...+n:n(n2+1);
_n(nen)znty)

2

b) Yhij*= 12+ + n?

Demonstracao:

Para o item a), basta observar que }.y_; k = 1 + --- + n corresponde a soma dos

n primeiros termos da P.A. (1,2,3,...,n,...).
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Vamos provar o item b) por inducgdo sobre n. Se n = 1, temos que 12 =1
_1(141)(2+1)
= —

Suponhamos que a formula é valida para um certo natural k, ou seja, que

k(k+1)(2k+1
§§=1j2: 12 4 oo g kzz%_

Entéo,

k(k+1)(2k+1)

TEHj2 = 12 4o g K2 4 (k4 1) = +(k+1)* =

(k+1)[k(2k+1)+k+1) _ (k+1)(k+2)(2(k+1)+1)
6 6 '

_n(n+1)(2n+1)

5 , para todo natural n.

Logo, ¥}.1j%= 12+ -+ n?

Se (b,) = (by, by, ..., by, ...) € uma progressdo aritmética de segunda ordem,

G-D@-2)r
2

entdo, para cada natural j, bj = b; + (j — 1)a; + . Entdo, a soma de seus n

primeiros S,, = b; + b, + --- + b, satisfaz

zn: Z G- Da 1Jrz(/—l)(l—Z)

n n n o, .
. J =3j+2
=blZ1+alZ(]—1)+rzT
j=1 j=1 j=1
(n—l)n
=bn+a ——— ZZJ j+Zl)

(n— 1)n+ (n(n+ D2n+1) _En(n+ 1) N

=b1n+a1 2 r 12 > 2 Tl)
(n—1n
=b1n+alT (Zn +3n+1-9n-9+12)
(n—Dn rn__
=b1n+alT+—2(2n —6n+4)
n—-Dn rn_
=bn+a,————+—Mm"—-3n+2)

2 6
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Assim,

Sy = byn + ay 20 4 D () 4y (7) + 7 (7), onde

(111) - j!(:ij)!'

Provamos, entdo, o seguinte
Teorema 3.2:

Seja (by,) = (by, by, ..., by, ...) uma progresséo aritmetica de segunda ordem.
Se a razdo da progressdo aritmetica (a,) = (Ab,) = (aq,a;, ..., a,,..) € igual ar,

entdo a soma de seus n primeiros S,, = by + b, + --- + b, satisfaz

S, = byn + a, (n—zl)n " rn(n—t)(n—z) = b1('1l) + al('zl) + r(';)

Lembrando que a; = b, — b; e r = by — 2b, + by, temos que:

Sp = by (") + (b — b)(%) + (b3 — 2b, + by)(D).

Podemos, entdo, expressar a soma dos n primeiros termos da progressao de

segunda ordem (b,,) em fungéo de seus trés primeiros termos:

$0=01[(1) - G)+ QN+ 22[(R) -2 ()] + 2 (3)

3.3 - QUESTOES DE PROGRESSOES ARITMETICAS DE SEGUNDA ORDEM
EM CONCURSOS DIVERSOS

Aplicacéo de progresséo aritmética de segunda ordem em concursos:

(ENEM 2010) Ronaldo é um garoto que adora brincar com numeros. Numa dessas
brincadeiras, empilhou caixas numeradas de acordo com a sequéncia conforme

mostrada no esquema a seguir.
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-
N

A WN =
N
-

Ele percebeu que a soma dos nimeros em cada linha tinha uma propriedade e que, por
meio dessa propriedade, era possivel prever a soma de qualquer linha posterior as ja
construidas. A partir dessa propriedade, qual sera a soma da 92 linha da sequéncia de
caixas empilhadas por Ronaldo?

a) 9

b) 45

c) 64

d) 81
e) 285

Solucéo:
As somas dos nimeros escritos em cada linha formam uma sequéncia
(b,) = (1,4,9,16, ...)
As diferencas
a,=b,—b;=3,a,=b3—b,=5a3=b,—b3=7,..,a, =bpy1 — b, =
2n — 1, formam uma progressédo aritmética de razéo 2.

Portanto, a expressdo para representar o termo geral da sequéncia (b,) é da

forma quadratica cn® + dn + e.
Substituindo n por 1,2 e 3, obtemos o sistema linear abaixo:

c+d+f=1 f=1—-c—d
4e+2d+f=4 24c+2d+(1—c—d) =4 =>{
9c+3d+f=9 9¢c+3d+(1—-—c—d)=9

3c+d=3
8c+2d =8

=8c+2.(3-3c)=8=>c=1=>d=0>f=0.

Logo, b, = n? e, portanto, a soma na 92 pilha sera correspondente a 9% = 81.

(IME- 96/97) Considere 0s nUmeros impares escritos sucessivamente, como mostra a
figura abaixo, onde a enésima linha compreende n nimeros. Encontre em funcéo de n,

nesta linha, a soma de todos 0s nimeros escritos, bem como o primeiro e o ultimo.
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3! .5

7i 9

131 15 17719
21 23 25 2729

Solucéo:

A sequéncia dos primeiros ndmeros de cada linha (1,3,7,13,21,31,...) sera
chamada de (a,, e a dos ultimos numeros de cada linha (1,5,11,19,29,...) sera

chamada de (by,).

As diferencas a,—a; =2,a3—a,=4,a,—az =6,..,a,,1 —a, = 2n,

formam uma progresséao aritmética de razéo 2.

As diferencas b, — by = 4,b3 — b, = 6,b, —b; =8, ...,bp.1 — b, =2n+2

também formam uma progressao aritmética de razéo 2.

Portanto, as expressdes para o primeiro e o Ultimo serdo da forma quadratica

c.n*+d.n+e.
Substituindo n por 1,2 e 3, obteremos o0s sistemas lineares abaixo:

1) Paraasequéncia (a,) :

c.1?+d1+f=1=a, c+d+f=1 f=1—c—d
c.2’°+d.2+f=3=a,>{4c+2d+f=3 23{4c+2d+(1—c—d)=3
a.32+d.3+f=7=a; 9¢+3d+f=7 \9c+3d+(1—-c—-d)=7
3c+d=2 _ . _ _
{8C+2d:6:>8c+2.(2 30)=6>c=1=d=-1=>f=1

S>a,=n*-n+1

1) Paraasequéncia (b,,) :

c.1?+d.1+f=1=b c+d+f=1 f=1—-c—d
c.2°4+d.2+f=5=b, =2 4c+2d+f=5=2{4c+2d+(1—-c—d)=5
@32 +d3+f=11=b, (9c+3d+f=11 (9c+3d+(1—-c—d)=11
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3c+d=4
{

8C+2d:10:>8C+2.(4—3c)=6 :C=1$d=1$f=—1

=>b,=n*+n-1

Em cada linha n, temos uma P.A. de razéo 2, onde o primeiro e o ultimo termos
sdo a, =n*—n+1 e b, =n*+n—1, respectivamente. Aplicando a férmula da
soma dos n termos desta P.A., concluimos que a soma de todos 0s nimeros escritos na
enésima linha é:

(a,+b)n (M*—n+1+n +n-1n

n3

(UFRJ- 2003) Uma reta divide o plano em 2 regides; duas retas dividem-no em, no
maximo, 4 regides; trés retas dividem-no em, no maximo, 7 regides; e assim

sucessivamente. Em quantas regides, no maximo, 37 retas dividem o plano?

Ndmero de cortes NUmero maximo de regides (p,,)
1 2

2 4

3 7

Solucéo:

No enésimo corte, no maximo “n” regifes serdo acrescentadas. Portanto,
A(py) = Pps1 —pPn) = (4—2,7—4,11-7,...) & uma progressdo aritmética de

razdo r = 1 e, portanto, (p,,) € uma progressdo aritmética de segunda ordem.

A expressdo para determinar p,, € da forma cn® + dn + e. Entdo,

pp=c+d+f=2 f=2-c—d 3c+d=2
py=4c+2d+f=4>4c+2d+Q2-c—d) =4 :{8C-:-2d_—5
p3=9+3d+f=7 9 +3d+@2—c—d)=7 B

1 1
=>8c+2.(2-3c)=5 =>c=§:d=5=>f=1
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n*+n+2
= Pn= — 2
37243742 1408 . .
Logo, p,, = +2 = = 704, ou seja, 37 retas dividem o plano em no

maximo 704 regides.

(EsPCEXx -2013) Os nameros naturais impares sao dispostos como mostra o quadro

12 linha: 1
22linha: 3 5
32 linha: 7 g 11

43linha: 13 15 17 19
52linha: 21 23 25 27 29

O primeiro elemento da 432 linha, na horizontal, é:

a) 807

b) 1007
c) 1307
d) 1507
e) 1807

Solucéo:

A sequéncia da primeira coluna (1,3,7,13,21,31, ...) serd chamada de (a,,).

As diferencas a,—a; =2,a;3—a,=4,a,—az =6,...,a,.1 —a, = 2n,
formam uma progresséao aritmética de razéo 2.

Portanto, a expressdo para a,.da forma quadratica c.n* + d.n + e.

Substituindo n por 1,2 e 3, obteremos o sistema linear abaixo:

c.1?’+d1+f=1=a
c.2’°+d.2+f=3=a,>c=12d=-1>f=1>a,=n*—-n+1
a.3’°+d.3+f=7=a3

L0go, a,; = 432 — 43 + 1 = 1849 — 43 + 1 = 1807.

(SEMEC-2015) Os numeros pentagonais sao uma sequéncia de nimeros que se podem
representar sob a formade pentdgonos. Fazem parte dos chamados numeros
poligonais, criados pelos discipulos de Pitdgoras no século VI a. C. Estes nimeros
estéo dispostos conforme a figura abaixo:
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O 9° nimero pentagonal é:
a) 92
b) 117
c) 145
d) 176
e) 210
Solucéo:
Vamos representar o enésimo nimero pentagonal por b,,. Entéo:
b, =1,b, =5,b; =12,b, = 22, ...

e as diferencas a, = b, — by =4,a, = b;—b, =7,a3 = b, — b3 = 10, ..., formam
uma P.A. de razdo r = 3. Logo, (b,,) é uma progressao aritmética de segunda ordem e

seu termo geral é dado por

n—1)(n -2 n—1)(n-2
bn=b1+(n—1)a1+( )2( )r=1+(n—1)4+( )2( )3
_2—8n—8+3n2—9n+6_3n2—n
h 2 2

3.9°-9  3.81-9 243-9 234 . ,
Portanto, bg = =, =, = = 117 e aalternativa correta é (B).
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3.4 - PROGRESSAO ARITMETICA DE ORDEM p > 2
O caso geral de progressdo aritmética pode ser definido da seguinte maneira:
Uma sequéncia (a,) = (a4, a,, a3, ...) € uma progressao aritmética de ordem
p = 2 quando a sequéncia (A (A(A(... (Aa,) ...)))), obtida de (a,) aplicando-se p
vezes o operador diferenca A, é constante.

De modo mais geral, uma progressdo aritmética de ordem p (p > 2) é uma
sequéncia na qual as diferencas entre cada termo e o termo anterior formam uma

progressao aritmética de ordem p — 1.

Exemplo 3.5:

A sequéncia (a,) = (n®) = (1,8,27,64,...) é uma progressdo aritmética de 32

ordem. De fato, para cada natural n, temos:
Aa,=n*-—(n—-1)3=3n*-3n+1
A(Aa,) =3n*-3n+1-[3.(n—1?-3(n—-1)+1]=6n-6

A(A(Aay)) =6n—6—[6(n—1)—6] =6

Vimos anteriormente que uma sequéncia € uma P.A. se e sO se seu termo geral
um polindmio de primeiro grau em n. Ja para progressdes aritméticas de segunda
ordem, a condic¢do necessaria e suficiente é que seu termo geral seja expresso por um
polindmio de grau 2. Estas caracterizacdes se estendem as progressdes aritméticas de
ordem p > 2,como provaremos no proximo teorema. Para tal precisamos do seguinte

resultado:

Proposicdo 3.1:

Se p é um natural, entdo, paracadan € N,
1P 4+ 2P 4+ 3P 4 ...+ nP = Y}, kP é um polindmio de grau p + 1 em n.

Demonstracao:

Vamos provar por inducéo sobre p. Parap = 1, segue do Lema 1 que

n.(1+n) _ n’4n

nk=14+2+3++n=
2 2

, OU seja, um polindmio de grau 2 em n,
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Suponhamos agora que a afirmagdo é vélida para todo p € {1,2,3, ..., s}, ou
seja, que Y.x—, kP seja um polindbmio de grau p + 1 em n, para todo p € {1,2,3, ..., s}.

Mostraremos que essa afirmacéo é verdadeira parap = s + 1.
Observemos que
(k+ 152 = k52,10 + (S42) koL 1 + (3RS 12 + ((3)ks 113 4+ -+ 1
2
= k2 g (s 4 2) ket 4 I s g (521 g g g
= kS*2 + (s + 2). kSt + F(k),

(s2+3s+2) kS

onde F (k) = + (*3?)kS™* + ---+ 1 é um polindmio de grau s em k.
Considere G(n) = ("3?)k™. 1% + ("5*)k""*.1* + ---+ 1 um polindmio de grau
r + 1 em n, pela hipétese de inducéo.

Temos entao,

=1k + 172 = XE_ kST + (s + 2) XRoy k51 + XRoy F (),

Observemos que

n n
Z(k + 1)S+2 _ Z kSt2 =
k=1 k=1

— 25+2 + 35+2 4+ et ns+2 + (n + 1)s+2 _ 1s+2 _ 25+2 e — ns+2
= (n+ 1)5t2 — 1, e, portanto,

(n+1)52 = 1+ (s + 2) Xty kS*L 4 X0, F(K)

n
:>sz+1 _ (n+1)5t2 —1-37_,F(k)
] s+ 2

Sendo F (k) um polinbmio de grau s em k, existem constantes c;, ¢s_1, ..., 1, Co

tais que

F(k) = csks + cg_1 k51 + -+ ik + ¢

n n n n n
:»ZF(k) = cSZkS+cS_1ZkS‘1+---+ c12k+ 6021
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
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Pela hipdtese de indugdo, para cada p € {1, 2,3, ..., s}, Xx=1 kP é um polindbmio
de grau p + 1 em n. Logo, »}-, F(k) = G(n), um polindbmio de grau s + 1 em n ¢,
portanto,

i o D16
B s+2

k=1

é um polindmio de grau s + 2 em n.

Observacao:

A sequéncia cujo enésimo termo é a soma S, =a; +a,+:-+a, dos n
primeiros termos de uma progressdo aritmética (a,) de ordem p é uma progressao
aritmética de ordem p + 1. Basta observar que o operador diferenga, aplicado a (S,,),
fornece AS,, = S,+1 — S, = a,41 € define, portanto, uma progressdo aritmética de

ordem p.
Teorema 3.3:

A sequéncia (b,,) € uma progressdo aritmética de ordem p (p = 2), se e

somente se b,, € um polindbmio de grau p em n.

Demonstracao:

VVamos fazer inducdo sobre p > 2. Para p = 2 o resultado é vélido e foi provado
no Teorema 1. Suponhamos agora que o teorema seja verdadeiro para todo p €

{2,3, ..., s}. Vamos mostrar que a afirmagdo € verdadeiraparap = s + 1.

Se (b,,) é uma progressao aritmética de ordem s + 1 entdo (a,) = (Ab,) =
(by+1 — by) € uma progressao aritmética de ordem s e, pela hipotese de inducéo, a,, é

um polindmio de grau s em n.
Entdo, Y}-; ax = a; + a, + ---+ a,, é um polindbmio de grau s + 1 em n. Sendo

a; +a; +-+a,= (b, —by)+ (b3 —b)+ -+ (bpy1 — bp) = bpyq — by,
concluimos que b,,.; € um polindbmio de grau s + 1 em n. Logo, b,, € um polinémio de

graus + 1 emn.

Reciprocamente, suponhamos que o termo geral de uma sequéncia (b,) é um

polindbmio de grau s +1 em n. Entdo, b, = ce n* 1 +cn® +++ cqn+ ¢y €



76

ap, =A0b, = by —by=cori(n+ 1D +c(n+ D5 ++ c;(n+ 1)+ ¢y -
Cepntt —cn® — - — ¢;m — ¢y € um polindmio de grau s em n. Pela hipdtese de
inducdo, (Ab,) € uma progressao aritmética de ordem s, o que implica que (b,,) é uma

progressao aritmética de ordem s + 1.
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CONSIDERACOES FINAIS

As progressdes aritméticas foram apresentadas e abordadas de formas distintas
em dois momentos da Educacdo Baésica: primeiro, ao se propor uma forma sutil de
abordagem e com aplicabilidade no Ensino Fundamental; o segundo se caracteriza por
um aprofundamento e uma expansdo no assunto para determinados casos que, na
maioria das unidades escolares, ndo sdo trabalhados de forma satisfatoria e mais
completa. Desse modo, portanto, a ideia basilar desta pesquisa foi justamente propor a
insercdo da P.A. de primeira ordem de forma introdutéria no 9° ano do Ensino do
Fundamental, para sua ampliacgio no Ensino Médio, o que garantiria que,
posteriormente, o tema seria revisto e ampliado com P.A. de segunda ordem e, até
mesmo, com P.A. de ordem p > 2.

A pesquisa de campo em uma escola da rede municipal do Rio de Janeiro
ratifica e incentiva a proposta de antecipar o estudo das progressdes aritméticas no
Ensino Fundamental, visto que os alunos se envolveram com a pratica da resolucédo das
questdes, demonstraram uma concentragdo maior do que em outras aulas e um alto
indice de acertos.

Atualmente com tanta discussdo sobre o curriculo, avaliacdo e metodologia para
a melhoria do processo ensino-aprendizagem nas unidades de ensino, ficam o desejo e a
motivacdo para que ocorra uma efetiva relevancia na implementacdo da proposta
sugerida nesta dissertacdo. Afinal, ha que se ressaltar que as progressdes aritméticas de
ordem p = 2 ndo sdo abordadas no Ensino Médio na maioria das escolas. Ademais,
poucos sao os referenciais tedricos a respeito do tema. A isso, soma-se o fato de que
poucos professores se deparam com essa tematica ao longo de sua formacdo até a

graduacéo.

Apds a exposicdo das ideias propostas nesta dissertacdo, vemos que o tema é de
total relevancia para docentes e discentes na formacao académica ao longo da Educacgéo
Bésica, pois estdo de acordo com o que propde os referenciais tedricos atuais adotados
na pesquisa. Assim, espera-se que outras pesquisas de semelhante teor possam ampliar,
futuramente, os olhares e discusses que aqui foram propostos, problematizando e/ou

elucidando cada vez mais o ensino de certos aspectos matematicos na Educagéo Baésica.
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