2017: Trabalho de Conclusao de Curso do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
Universidade Federal de Sao Joao del-Rei - UFSJ
Sociedade Brasileira de Matemaética - SBM

Sobre o Problema dos Jarros
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Resumo: Neste trabalho apresentamos um breve estudo sobre duas versoes do Problema dos
Jarros. A primeira versao consiste em verificar se é possivel mensurar determinada quantidade
de dgua utilizando somente trés jarros, sem marcagoes. O resultado principal afirma que este
problema tem solucao quando as capacidades dos jarros menores sao co-primas. A outra
versao, com dois jarros, sem marcagoes, tem solucao quando determinada equacao diofantina
linear tem solucao.
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Introducao

A primeira versao do Problema dos Jarros, conhecida como Problema dos Trés Jarros,
foi formulada pelo matematico Niccolo Tartaglia (1499 - 1557). O Problema de Tartaglia,
consiste em verificar se é possivel dividir a agua que estd em um jarro totalmente cheio
com capacidade inteira par, em duas partes iguais. E para realizar a tarefa s6 é permitido
despejos entre o jarro totalmente cheio e outros dois jarros vazios com capacidades inteiras
menores que o primeiro, todos sem marcagoes. Supoe-se que a soma das capacidades dos
jarros menores é igual a capacidade do jarro maior, veja [1].

As resolucgoes do problema ficaram sem destaque por anos. Até que em 1939, o estatistico
Maurice Kenneth Tweedie (1919 - 1996) relacionou o problema a uma grade formada por
triangulos equilateros denominada Coordenadas Trilineares. Esta grade fornece um método
geométrico para verificar se o problema tem solucao e como determiné-la. Assim, estudamos
e apresentamos a relagao entre Coordenadas Trilineares e o Problema dos Trés Jarros.

Neste trabalho, o objetivo é mensurar qualquer quantidade inteira menor que a capacidade
do maior jarro. Esta versao é conhecida como o Problema dos trés jarros. O principal
resultado (Teorema 3.1) verifica que o problema tem solugdo sempre que as capacidades dos
jarros menores sao co-primas. Além disso, a demonstragao do resultado fornece um algoritmo
para resolucao do problema.
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A segunda versao envolve dois jarros com capacidades inteiras, ambos sem marcagoes, um
recipiente suficientemente grande e uma fonte abundante de dgua. O objetivo é mensurar
determinada quantidade inteira de dgua. A solugao do Problema dos Dois Jarros envolve a
solugao de certa equacao diofantina linear.

O texto foi organizado da seguinte maneira: na primeira secao, citamos alguns conceitos
e resultados utilizados ao longo do trabalho. Na segunda se¢ao, formulamos e apresentamos
o Problema dos Trés Jarros com varios exemplos. Na terceira secao, temos o resultado
principal, que fornece condigoes para que o Problema dos Trés Jarros tenha solucao. Na
quarta se¢ao, apresentamos um programa que resolve o Problema de Tartaglia. Na quinta
secao, relacionamos o Problema dos Trés Jarros com as Coordenadas Trilineares, por fim, na
sexta secao, abordamos uma outra versao do problema, envolvendo desta vez, apenas dois
jarros, também sem marcagoes.

1 Conceitos Basicos

Nesta secao recordamos alguns conceitos e resultados utilizados ao longo do texto no
nosso tema principal.

1.1 Maximo Divisor Comum

Sejam a e b inteiros nao simultaneamente nulos. Um inteiro d > 0 é dito o maximo
divisor comum de a e b se

1. d divide a e d divide b (Notagao: d | a e d | b).
2. ¢ é um inteiro tal que ¢ | a e ¢ | b entao ¢ | d.

E usual denotar por mdc(a, b) o méximo divisor comum de a e b. Veja que o segundo
item garante a unicidade do mdc(a, b). De fato, se d = mdc(a, b) e di = mdc(a, b) entao
d | dy e d;|d, segundo item da definigdo. Logo d < d; e d; < d e portanto d = d;.

Exemplo 1.1. O mdc(6, 9) = 3, pois 3 divide 6 e 3 divide 9, (item 1). Além disso, todo
divisor de 3 €9 (£1,+3) divide 3, (item 2). &

O proximo resultado fornece um modo para determinar o maximo divisor comum entre
dois inteiros e justifica o nome deste divisor. Antes fixamos a notagao D,, para representar
o conjuntos dos divisores do inteiro m. Por exemplo, Dyg = {£1,£2,+5, £10}.

Proposicao 1.1. Sejam a e b inteiros nao simultaneamente nulos. Entdo d = mdc(a, b) se,
e somente se, d € o maior inteiro do conjunto D, N Dy,

Demonstracao. Seja ¢ o maior inteiro do conjunto D, N Dj,. E claro que d € D, N Dy, pois
d = mdc(a, b). Logo d < ¢, pela escolha de ¢. Visto que ¢ € D, N D, nés temos que ¢ | a e
c|b. Assim ¢ | d, pois d = mdc(a, b). Portanto ¢ < d e temos d = c. O

Exemplo 1.2. Sejam os inteiros 12 e 18. Temos que Do = {1, £2, 43,44, £6,+12} e
Dig = {#£1,42,43,46,+9,+18}.  Observe que 6 € o maior inteiro do conjunto
D15 N Dig = {£1,£2,+3, +6}, entao mdc(12, 18) = 6, pela Proposi¢ao 1.1. O



Dois inteiros a e b sao ditos coprimos, ou primos entre si, quando o maior divisor comum
entre eles for 1.

Exemplo 1.3. Sejam os nimeros 9 e 14 e seus respectivos divisores, Dy = {£1,4+3,£9} ¢
Dyy = {£1,£2, 47, £14}. Observe que 1 é o maior inteiro do conjunto Dy N D1y = {£1}.
Logo mdc(9, 14) = 1 (Proposi¢ao 1.1). Ou seja, 9 e 14 sdo coprimos. &

No préximo resultado listamos algumas das mais importantes propriedades do méaximo
divisor comum.

Lema 1.1. Sejam a e b numeros inteiros nao simultaneamente nulos. Entao:

1. mdc(a,b) = mdc(b,a) = mdc(—a,b) = mdc(a, —b) = mdc(—a, —b).
2. mde(l,a) = 1.

3. mde(0,a) = |al

4. mde(a,a) = |al.

5. alb < mde(a, b) = |al.

6. mdc(a, b) | (ax + by) para todos x, y € Z.

Demonstracao. Os itens 1, 2, 3 e 4 decorrem da definicgao do méaximo divisor comum.
Verificamos somente os outros itens.

5) De fato, se a | b, temos que |a| é um divisor comum de a e b, e se ¢ é um divisor comum de a
e b, entdo c divide |a|, o que mostra que |a| = mdc(a, b). Reciprocamente, se mdc(a, b) = |a|,
segue-se que |a| divide b, logo a | b.

6) Seja d = mdc(a, b), logo d | a e d | b, assim existem m,n € Z tais que a = md e b = nd.
Dados z,y € Z, temos que

ax + by = (md)x + (nd)y = d(mx + ny).
Donde que d divide az + by. O

Para encontrar o maximo divisor comum de dois inteiros, utilizamos o préximo resultado,
que é conhecido como Lema de Fuclides.

Lema 1.2 (Lema de Euclides). Sejam a, b, q, r nimeros inteiros, a e b nao simultaneamente
nulos. Se a = bq + r, entao
mdc(a, b) = mde(b, r).

Demonstracao. Seja d = mdc(a, b) e d; = mdc(b, r). Como d = mdc(a, b), temos que d | a
ed|b, logo d| (a—bq), ouseja, d | r e portanto d | dy, pois d; = mdc(b, r). Logo d < d;.
De maneira andloga temos que d; | d, ou seja, d; < d. Portanto, d = d;. |

Exemplo 1.4. Para calcular o mdc(35, 20) observe primeiro que 35 = 1.20+15, 20 = 1.15+5
e 15 =3.5+0. Entao pelo Lema Fuclides temos

mde(35, 20) = mdc(20, 15) = mdc(15, 5) = mde(5, 0) = 5.



Corolario 1.1. Sejam a, b e ¢ inteiros, nao simultaneamente nulos, tais que ¢ = a + b e
mdc(a, b) = 1. Entdo
mde(c, a) = 1.

Demonstragao. Note que ¢ = a+b =a-1+b. Logo o mde(c, a) = mdce(a, b) = 1, pelo
Lema de Euclides. ]

Exemplo 1.5. Sejam os inteiros 3, 5 e 8. Visto que 8 =5-1+ 3, e mde(5, 3) = 1 seque do
Coroldrio 1.1 que mdc(8, 5) = 1. o

O proéximo resultado, conhecido como Teorema de Bézout, mostra que o maximo divisor
comum de dois inteiros é uma combinacao linear destes inteiros.

Teorema 1.1 (Bézout). Sejam a, b inteiros nao simultaneamente nulos. Entdo existem x e
y € Z tais que
mdc(a, b) = ax + by.

Demonstracgao. Considere o conjunto de todas as combinacgoes lineares de a e b

I(a,b) = {ax + by | x,y € Z}.

Visto que a e b nao sao simultaneamente nulos, temos que I(a,b) NN # &. De fato, basta
observar que a* +b* =a-a+b-b € I(a,b) NN.

Pelo Principio da Boa Ordenagao existe d = azg + byy, o menor elemento de I(a,b) N N.
Afirmamos que d divide todos os elementos do conjunto I(a,b). De fato, dado m € I(a,b)
temos que m = ax + by. Sejam ¢, r € Z o quociente e o resto da divisao euclidiana de m por
d. Ou seja,

m=d-q+re0<r<d.

Entao
r=m—dq=a(z — qxo) + b(y — qyo) € I(a,b).

Assim r = 0, visto que r < d e d é o menor elemento positivo de I(a,b), o que verifica nossa
afirmagao. Segue da nossa afirmacao que d | a e d | b. Logo d | mdc(a, b) e d < mdc(a, b).
Veja também que se existe um ¢ tal que ¢ | a e ¢ | b, entdo ¢ | axg + byo logo ¢ | d. Entao
mdc(a, b) | d e assim mdc(a, b) < d. Portanto, d = mdc(a, b). O

Exemplo 1.6. Veja que como mdc(10, 66) = 2 entdo o Teorema de Bézout (Teorema 1.1)
garante a existéncia de inteiros x e y que tornam verdadeira a equacao 2 = 10z + 66y. De
fato, basta observar que x = 20 e y = —3 satisfaz 2 =10 - (20) + 66 - (—3). O

A reciproca do Teorema de Bézout (Teorema 1.1) nao vale em geral. Por exemplo, veja
que 2 = 3(—1) + 5(1) nao implica que o mdc(3, 5) é igual a 2, visto que mdc(3, 5) = 1. O
préximo resultado mostra que a reciproca sé é possivel se mdc(a, b) = 1.

Teorema 1.2. Dois inteiros a e b sao primos entre si se, e somente Se, existem numeros
inteiros x e y tais que ax + by = 1.

Demonstracao. Suponha que a e b sdo primos entre si. Entao mde(a, b)) = 1. Se-
gue do Teorema de Bézout (Teorema 1.1) que existem numeros inteiros x e y tais que
ax + by = 1 = mdc(a, b). Reciprocamente, suponha que existem nimeros inteiros x e y
tais que ax + by = 1. Seja d = mdc(a, b), nessas condigoes, d | a e d | b, logo d | ax + by,
assim podemos afirmar que d | 1, como d > 0, temos que d = 1. Portanto mdc(a, b) =1. O



Teorema 1.3. Sejam a, b e d nimeros inteiros. Se mdc(a, b) = d, entio mdc(%, 3) = 1.

Demonstracao. Pelo Teorema de Bezout (Teorema 1.1) sabemos que existem inteiros x e y

tais que ax + by = d. Segue, por definicao, que d | a e d | b. Assim, § e g sao inteiros. Logo

(%)z 4+ (2)y = 1. Finalmente, pelo Teorema 1.2, temos que mde(%, 2) = 1. O

Teorema 1.4. Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros. Se a | bc e mdc(a, b) =1, entdo a | c.

Demonstragao. Se a | be, entdo existe k € Z tal que be = ak. Além disso, se o mde(a, b) =1,
entao pelo Teorema 1.1, existem inteiros = e y tais que xza + yb = 1. Multiplicando por ¢
ambos os lados da equacao xa + yb = 1 temos xac + ybc = ¢, e substituindo be por ak temos
¢ = xac + yak = a(zc + yk), verificando que a divide ¢, como querfamos. |

1.2 Equacoes Diofantinas Lineares

Uma equagao da forma

ar +by =c (1)

onde a, b, c € Z e as indeterminadas x e y sao numeros inteiros ¢ chamada de equagao
diofantina linear. A nomenclatura é uma homenagem ao matematico grego Diofanto de
Alexandria (aproximadamente 300 DC).

Uma solugao de uma equagao diofantina linear (1) é um par ordenado de inteiros (xg , yo)
tais que

axg + by = c.

Exemplo 1.7. Dada a equagao diofantina linear 3x + 5y = 1, € facil verificar que o par
(2,—1) € uma solugdo, pois 3(2) + 5(—1) = 1. o

Nem toda equacao diofantina linear tem solucao. Por exemplo, a equacao 6x + 14y = 7
nao possui nenhum par (zo,yo) como solucao, pois 6z + 14y necessariamente é um nimero
par, para todo par ordenado (z, ).

E natural perguntar-se quando tais equagoes possuem solucoes e como determinar tais
solucoes. Os dois resultados a seguir fornecem as respostas.

Proposicao 1.2. Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros. A equagao diofantina linear ax + by = ¢
admite solugdo se, e somente se, mdc(a,b) divide c.

Demonstragao. Suponha que exista um par (zg, yo) como solucao para ax + by = c¢. Ou
seja, arg + byp = c¢. Segue do Lema 1.1 que o mdc(a,b) divide azxg + byy. Logo mdc(a,b)
divide ¢. Reciprocamente, se mdc(a,b) | ¢, entdo existe um k € Z tal que ¢ = k - mdc(a, b).
Segue do Teorema de Bézout que existe um par de inteiros (zg, yo) tal que axy + byy =
mdc(a,b). Multiplicando esta tltima igualdade por k temos a(kzo) + b(kyo) = kmdc(a,b).
Assim a(kxo) +b(kyo) = ¢, verificando que o par de inteiros © = kxg e y = kyo é uma solugao
da equacao diofantina linear ax + by = c. O

O teorema anterior mostrou quando as equacoes diofantinas lineares tem solucao. O
préximo resultado, ensina como determinar o conjunto solugao, quando possivel.



Teorema 1.5. Sejam a e b inteiros nao simultaneamente nulos. Suponha que (xo, yo) € uma
solugdo particular da equagao ax + by = ¢ onde mde(a, b) = d. Entao (u, v) € solugdo da
equacao axr + by = c se, e somente se,

b a
(u, v) = (zo + Et’ Yo — Et)

para algum t € 7.

Demonstragao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que b # 0. Observe que se
(r,s) é solugao de ax + by = c¢. Entao (r,s) também é solucao de

az + by = ¢y,

onde a; = %, by = % # 0 e ¢y = %. Suponha agora que (u, v) é solugdo de ayz + by = ;.
Segue da observacao inicial que

ar1ro + biyo = ¢ = ayu + byv.

Ou seja,

ay(u — o) = bi(yo — v).
Visto que mdc(ay, by) = 1 (Teorema 1.3), segue do Teorema 1.4 que by | (u — x0), logo existe
t € Z tal que u — x¢ = tb; e assim

b
u:l’o—i‘blt:l’o—i‘at.
Substituindo u — xy por thy na equagao ai(u — o) = by(yo — v) temos a1tby = by(yo — v) o
que implica

a
v:yg—alt:—yo—at.

Portanto toda solucao da equagao ax + by = ¢ é da forma

b a
(U, U) = (33'0 + Eta Yo — Et)

para algum t € Z. E claro que

b a
(u, v) = (wo + C_Zt’ Yo — Et)’

para qualquer inteiro ¢, é solucao da equacao. O

Exemplo 1.8. Seja a equagao 24x + 14y = 18. FEncontramos uma solugao particular e
utilizando a técnica descrita acima determinamos a forma das outras solucoes a partir dessa
primeira.

Observe que esta equagao tem solugdo, pois mde(24,14) = 2 e 2 divide 18. Dividindo
ambos os membros da equacdo por 2, obtemos a equacdo equivalente 12z + Ty = 9. Achamos
uma solu¢ao particular (xg,yo) desta ultima utilizando o algoritmo euclidiano. Dessa forma
temos que

12=7-145
7T=5-14+2



5=2-2+1
substituindo as equacoes acima umas nas outras, obtemos
1=12-3-7-5

para chegarmos a um resultado particular basta multiplicarmos a equacdo por 9. Assim temos

9=12-2747-(—45)

Logo, xq = 27 e yo = (—45) € uma solucao particular da equagao e, consequentemente, as
solucoes serao encontradas por:
rx=27T+Tt
y=—45+ 12t
comt € 7. &

1.3 Aritmética Modular

Seja m um inteiro positivo. Dado dois inteiros a e b, dizemos que a e b sao congruentes
modulo m se, e somente se, o resto da divisao euclidiana de a por m ¢é igual ao resto da
divisao de b por m. Quando a é congruente a b médulo m, usamos a seguinte notagao:

a = bmod(m).

Exemplo 1.9. Veja que 21 = 13mod(2), pois os restos da divisio de 21 e 13 por 2 sdo
1quais, no caso, o resto € iqual a 1. &

Exemplo 1.10. Veja que 25 = 10mod(5), pois os restos da divisao de 25 e 10 por 5 sdo
tguais, no caso, o resto € igual a 0. O

Quando a relagdo a = bmod(m) for falsa, dizemos que a e b ndao sdo congruentes, ou que
sao incongruentes modulo m. Utilizamos, neste caso, a seguinte notagao:

a Z bmod(m)

Exemplo 1.11. Veja que 11 # 4mod(3). E’fcicz'l ver que oS restos da divisao de 11 e 4 por
3 sao diferentes. &

Para verificar se dois niimeros sao congruentes médulo m nao é necessério efetuar a divisao
de ambos por m para depois comparar os seus restos. E suficiente verificar se a diferenca
entre os respectivos nimeros é divisivel por m. Veja o teorema.

Teorema 1.6. Suponha que a, b, e m € Z, com m > 1. Tem-se que a = bmod(m) se, e
somente se, m divide (a — b).



Demonstragao. Sejam a = mq + 17 e b = m@Q + R as divisoes euclidianas de a e b por m
com 0 <r <m,0< R < m. Sem perda de generalidade podemos supor que R < r (se o
contrario ocorrer basta trocarmos os papéis de R e r). Se subtrairmos as equagdes temos

a—b=m(g—Q)+(r—R).

Temos por hip6tese que a = bmod(m), assim (r — R) = 0, logo m | (a — b). Reciprocamente,
m | (a—b) se, e somente se, m | (r— R). Por ser 0 < |R—r| < m, segue que m divide (a — b)
se 7 — R =0, ou seja, r = R, e portanto a = bmod(m). O

A congruéncia médulo m é uma relacao de equivaléncia no conjunto dos inteiros, isto é,
reflexiva, simétrica e transitiva. O teorema abaixo verifica esta afirmacao.

Teorema 1.7. Seja m um inteiro positivo. Para todos a,b,c € 7, tem-se que:
1. a = amod(m). (Propriedade Reflexiva)
2. Se a = bmod(m) entio b = amod(m). (Propriedade Simétrica)
3. Se a =bmod(m) e b= cmod(m), entao a = cmod(m). (Propriedade Transitiva)

Demonstracgao.

1) Se a = amod(m) entdo m | (a — a) pelo Teorema 1.6. Observando que a —a = 0 e que 0
é divisivel por qualquer nimero, verifica-se que a = a mod(m).

2) Veja que a e b divididos por m deixam resto r e b e a divididos por m também deixam
o mesmo resto r, ou seja, fazendo a divisao euclidiana de a e b por m temos a = mky + 1 e
b= mky +r com r € [0,m — 1], assim como a = bmod(m) entdo b = amod(m).

3) Fazendo a divisao euclidiana de a, b e ¢ por m temos: a = mk; + r; com r; € [0,m — 1],
da mesma forma temos que b = mky + o com 5 € [0,m — 1], e finalmente ¢ = mks + r3 com
rs € [0,m — 1]. Como a = bmod(m), obtemos r, = 75 ¢ de b = ¢mod(m) obtemos 5 = rj,
logo 1 = r3, ent@o por definigdo a = cmod(m). O]

Veja agora algumas propriedades da Aritmética Modular.
Teorema 1.8. Sejam a,b,c,d,m € Z, com m > 1. Dessa forma temos:
1. Se a =bmod(m) e ¢ = dmod(m), entao (a £ c) = (b=£ d) mod(m).
2. Se a =bmod(m) e c =dmod(m), entio a-c=b-dmod(m).
3. Se mdc(c, m) =1 e ac = bemod(m), entao a = bmod(m).
Demonstracao.

1) Como a = bmod(m) e ¢ = dmod(m) entao obtemos as seguinte equacoes, a = mk + b e
¢ = mgq+d. Somando as equagoes temos a + ¢ = m(k + ¢q) + (b+ d) e nessas condigdes temos
que (a + ¢) = (b+ d) mod(m). Faremos a demonstracdo somente para o caso da soma, pois
o caso da diferenca é analogo.

2) Como a = bmod(m) e ¢ = dmod(m) entdo obtemos as seguinte equagdes, a = mk + b e
¢ = mgq+d. Se multiplicarmos as equagoes temos ac = (mk + b)(mq + d) e ao desenvolver as
multiplicagoes teremos ac = m(kmq + kd + bq) + bd = ac = bd mod(m).

3) Como ac = bemod(m) obtemos a seguinte equagao ac — be = mk, com k € Z, colocando ¢
em evidéncia temos c¢(a—b) = mk, como mdc(c, m) = 1 entdao m nao divide ¢ logo m | (a—0b)
que pode ser escrito na forma a = bmod(m). O

Veja o préximo exemplo onde verificamos cada item do Teorema 1.8.



Exemplo 1.12. Se 5 = 11mod(2) e 21 = 3mod(2), entao pelo primeiro item temos que
26 = 14mod(2). Se 4 = Tmod(3) e 5 = 8mod(3), entdo pelo sequndo item temos que
20 = 56 mod(3). Se 16 = 10mod(3), entdo 8 -2 = 5-2mod(3). Visto que mdc(2, 3) = 1,
entdo, seque do terceiro item que 8 = 5mod(3). &

2 O Problema dos Trés Jarros

Nesta se¢ao, verificamos uma generalizacao do Problema de Tartaglia, ou seja, analisa-
mos se podemos ou nao mensurar outros valores inteiros no intervalo fechado entre 1 e C.
Apresentamos exemplos com e sem solugao.

Primeiro introduzimos a notacao necessaria, a regra do despejo entre dois jarros e enun-
ciamos o problema.

1. Denotamos por A, B e C' os trés jarros, sem marcas, em ordem crescente de capacidade.

2. Por conveniéncia utilizamos as respectivas letras A, B e C para denotar a capacidade
inteira de cada jarro.

3. Representamos o despejo do jarro U para o jarro V' com a notacao v,

4. O despejo de um jarro para outro s6 é permitido quando o que recebe fica cheio ou
quando o jarro que transfere fica vazio.

Agora estamos em condigoes de enunciar o Problemas dos trés jarros:

Dado trés jarros A, B e C' com capacidades inteiras satisfazendo A+ B = C e C litros
de um determinado liquido. E possivel mensurar k litros deste liquido utilizando somente os
trés jarros?

Neste trabalho, apés qualquer despejo, a distribuicao do liquido entre os jarros é descrita
por uma tripla (z,y, z) de inteiros tais que 0 < x < A, 0 <y < B, 0 < z < C. Observe que
r+y+ z = C em cada distribuicao. Além disso, perceba que em cada distribuicao sempre
temos um jarro vazio ou um jarro completamente cheio.

Consideramos sempre como distribui¢ao inicial a tripla (0,0,C).

Quando a capacidade de C for par, ou seja, 2n e o objetivo é mensurar n litros, temos o
Problema de Tartaglia. Assim, pretende-se chegar na distribuigao (0,n,n).

Nesta secao, tentamos resolver o problema listando sequéncias de distribuicoes possiveis,
segundo a regra, encontrando assim, uma que mensure um determinado valor desejado.

Exemplo 2.1. Sejam os jarros A, B e C' com capacidades 3, 5 e 8 litros respectivamente.
Na distribui¢ao inicial temos (0,0, 8), veja duas possiveis sequéncias de despejos que resolvem
o problema de Tartaglia, ou seja, distribui¢ao final (0,4,4).

1.
(O,O,S)CA(305) (035) 4 (3,3,2) 25 (1,5,2)

2% (1,0,7) 25 (0,1,7) <5 (3,1,4) 25 (0,4,4)
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2.
(0,0,8) <5 (0,5,3) 22 (3,2,3) 25 (0,2, 6)
P4 2,0,6) <5 (2,5,1) 25 (3,4,1) 25 (0,4, 4)

Observe que, se o objetivo fosse apenas mensurar o valor 4, nao haveria a necessidade de
fazer o ultimo despejo.

&

Exemplo 2.2. Sejam os jarros A, B e C com capacidades 5, 7 e 12 litros respectivamente.
Deseja-se mensurar os valores 1 e 3.

(0 0,12) <& (0,7,5)-533(5,2,5)-§5§(0,2,10)-§f>(2,0,10)
AC CB

B 2,7,3) 24 (5,4,3) 25 (0,4,8) 25 (4,0,8) Z& (4,7, 1)

¢

Nos dois exemplos anteriores os valores das capacidades dos jarros menores eram primos
entre si, veja agora dois exemplos onde nao temos essa caracteristica.

Exemplo 2.3. Sejam os jarros A, B, e C' com capacidades 5, 35 e 40 litros respectivamente.
Deseja-se mensurar os valores 20 e 30.

(0,0 40) 5 (0,35 5) 4 (5,30 5) % (0, 30,10)
L4 (5,25,10) 25 (0,25, 15) 22 (5,20, 15)

No préximo exemplo, tentamos mensurar um determinado valor e nao conseguimos.

Exemplo 2.4. Sejam os jarros A, B e C' com capacidades 2, 8 e 10 litros respectivamente.
Deseja-se mensurar os valores 4 e 7.

1% tentativa:

(0,0,10) <2 (2,0,8) 25 (0,2,8) <4 (2,2,6) 22 (0,4,6) <5

(2,4,4) 25 (0,6,4) <5 (2,6,2) 25 (0,8,2) £5 (0,0, 10)

2% tentativa:

(0,0,10) <5 (0,8,2) 24 (2,6,2) 25 (0,6,4) 24 (2,4,4) 25
BA AC BA AC

(0,4,6) 25 (2,2,6) 25 (0,2,8) 254 (2,0,8) 25 (0,0, 10)

Mensuramos o valor 4 e, percebemos que nao consegquiriamos mensurar o valor 7, pois
ao fazermos sequéncias despejos diferentes, vimos que em todas distribui¢oes (x,y, z) temos
apenas entradas pares, devido as capacidades dos jarros A e B.

&
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3 Resultado Principal

Nesta secao, verificamos que o Problema dos Trés Jarros tem solucao quando os valores
das capacidades dos jarros menores forem primos entre si. Para tal verificagao é necessario o
algoritmo abaixo.

Algoritmo 3.1. Entrada: Distribuicao inicial (0, 0, C').
Saida: Sequéncia de distribuicoes encontradas.
Repita C'-vezes
Passo 1: Despeje o jarro C' no jarro A e em sequida, despeje o jarro A no jarro B.
Se o jarro B esta cheio, entao
Passo 2: Despeje o jarro B no jarro C' e em sequida, despeje o Jarro A no jarro B.

Vejamos como funciona o Algoritmo 3.1.

Exemplo 3.1. Sejam os jarros A, B e C que comportam respectivamente 3, 7 e 10 litros.
Vejamos que € possivel medir qualquer quantidade inteira d no intervalo 1 < d < 10 utilizando
o Algoritmo 3.1. De fato, dado a distribuicdo inicial (0,0,10) e aplicando o algoritmo temos
a sequéncia de distribuicoes abaixo.

Passo 1: (0,0,10) <2 (3,0,7) 22 (0,3,7) <5 (3,3,4) 25 (0,6,4) <5 (3,6,1) 22 (2,7, 1)
Passo 2: (2,7,1) 25 (2,0,8) 22 (0,2,8)

Passo 1: (0,2,8) <4 (3,2,5) 22 (0,5,5) <5 (3,5,2) 25 (1,7,2)

Passo 2: (1,7,2) 25 (1,0,9) 22 (0,1,9)

Passo 1: (0,1,9) <4 (3,1,6) 22 (0,4,6) <5 (3,4,3) 25 (0,7,3)

Passo 2: (0,7,3) £5 (0,0, 10)

Observe que ao atingirmos a distribuicao (0,7, 3) utilizando o Algoritmo 3.1, temos a ocorréncia
de todos os valores inteiros de 1 a 10 no jarro C'. &

O procedimento descrito no Exemplo 3.1 é essencialmente a demostragao do Teorema 3.1
abaixo.

Teorema 3.1. Sejam trés jarros com capacidades A, B e C satisfazendo A < B eC = A+B.
Sendo os valores das capacidades de A e B primos entre si, entao qualquer quantidade inteira
d com 1 <d < C pode ser mensurada.

Demonstragao. Dado a distribuicao inicial (0,0, C') aplique o Passo 1 do Algoritmo 3.1 até
encher o jarro B. Visto que mdc(A, B) = 1 obtemos assim a distribuigao (r, B, C' — Aq),
donde r e ¢ sao inteiros positivos. Agora aplique o Passo 2 e obtemos a distribuicao

(0,r,C —Aq+B)=(0,r,C —Aqg+ B+ (A—-A))=(0,r,2C — A(¢+1)).
Lembre que C' = A + B. Note que até este momento o jarro C' ja assumiu os valores

C,C—A C—2A,...,20 - A(g+1).
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Agora observe que o volume do jarro C' em cada uma das distribuigoes, dada pelo Algoritmo
3.1 é congruente modulo C' a um dos inteiros

0,—A,—2A4, —3A, ...

Visto que A e B s@o coprimos, temos que A e C' também sao coprimos (Coroldrio 1.1). Logo,
todos os valores 0, —A, —2A, —3A,...,—A(C — 1) sao diferentes médulo C' (Teorema 1.8).
Dessa forma temos que o conjunto

{0mod(C), —Amod(C), —2Amod(C), —3Amod(C), ..., —A(C — 1)mod(C)}

¢ igual ao conjunto

{0,1,2,3,...,C —1}.

Portanto, é possivel mensurar todas as quantidades entre 1 e C. O

Observe que sao necessarios (C' — 1) despejos envolvendo o jarro C' ao longo da resolucao
utilizando o Algoritmo 3.1 para obtermos a ocorréncia de todos os inteiros no intervalo fechado
entre 1 e C no jarro C'; sendo este o critério de parada do algoritmo.

Veja agora um exemplo que utiliza apenas o Passo 1 do algoritmo para mensurar qualquer
valor inteiro no intervalo fechado entre 1 e C'. Isso ocorre quando a capacidade do jarro A é
igual a 1.

Exemplo 3.2. Sejam os jarros A, B e C que comportam respectivamente 1, n e n+ 1 litros.
Mensuramos todos os inteiros no intervalo fechado entre 1 e n+ 1 usando o algoritmo.

0,0,n+1) <4 (1,0 n>£(o,1,n)%<1,1,n—1)ﬂ
0,2,n—1) <4 (1 2n—2)£>(03n—2) (1,3,n—3) 25
(O,4,TL )CA( )ﬂ(0757n_4)—)—)(17n70)

Como sao feitos despejos de 1 em 1 do jarro C para o jarro A e do jarro A para o B, entao
ao atingirmos a distribuicao (1,n,0) todos os valores inteiros no intervalo fechado entre 1 e
n + 1 sdo mensurados sem utilizar o Passo 2. &

Note que para n fmpar neste iltima situacao, temos a configuracao necessaria para o
problema de Tartaglia, tal situagdo pode ser resolvida com (n+ 1) despejos. Veja o exemplo.

Exemplo 3.3. Sejam os jarros A, B e C' que comportam respectivamente 1, 5 e 6 litros.
Mensuramos todos os inteiros no intervalo fechado entre 1 e 6 utilizando o algoritmo.

(0,0,6) <& (1,0,5) 25 (0,1,5) <5 (1,1,4) 25
(0,2,4) <4 (1,2,3) 25 (0,3,3) <5 (1,3,2)
(0,4,2) <4 (1,4,1) 25 (0,5,1) <4 (1,5,0)

Note que para chegarmos na distribuicdo (0,3,3) foram necessdrios 6 despejos, resolvendo o
Problema de Tartaglia, e ao chegarmos na distribui¢ao (1,4,1) mensuramos todos os valores
inteiros entre 1 e 6 no jarro C. O
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Corolario 3.1. Seja C' um maultiplo de 4. Dados os jarros A, B e C' com capacidades
(%—1), (%—i—l) e C' respectivamente. Dessa forma, qualquer quantidade inteira d no intervalo
1 <d < C pode ser mensurada.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.1 basta verificar que A e B sao coprimos, ou seja,
mdc(A, B) = 1. Para isto, basta observar se existem g e yo € Z tais que Azg + Byy = 1.

Tomando zg = 1 e Yy = 7 + 1 teremos
C C C C C C
A(Z) B(—Z+1) = (E_l)(Z)+(§+1)(_Z+1) =1

e o resultado segue do Teorema 1.2.

Veja um exemplo numérico da situacao acima.

Exemplo 3.4. Sejam os jarros A, B e C que comportam respectivamente 7, 9 e 16 litros.
Nessas condigcoes, qualquer quantidade inteira d no intervalo 1 < d < 10 pode ser mensurada,
aja visto o Coroldrio 3.1. Para isso, basta observar se existem xq e yy tais que Txo+ 9yg = 1.
De fato, tomando vy =4 e yy = —3 teremos

7(4)+9(-3) =1

4 Recurso Computacional

Nesta se¢ao elaboramos um programa que resolve em especifico o Problema de Tartaglia.
Para o leitor interessado, o link para fazer o download do mesmo se encontra no fim desta
secao.

O programa é um software auto executavel, ou seja, nao ha a necessidade de existir outros
programas instalados no computador para que ele funcione (rode). Além disso, ele é gratuito
em virtude de sua construgao (implementagao) ter sido feita pelo desenvolvedor intitulado
Visual Studio, que utiliza a linguagem Csharp. Veja sua tela inicial na proxima figura.

_" O Problema de Tartaglia - %

Entrada de Dades  Descricdio do Problema

Elaboradores:
Fernando Augusto Aguiar de Oliveira
Prof. Marcelo Oliveira Veloso

L
UFS) Aada

DE SAO JOAO DEL-REl P R O F M AT

0 Evigra doz Jarros

Jaro & Jarmo B: Jarro C:
| | |
A<B

C=A+B

Solugdn

Figura 1: Tela Inicial
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A tela inicial apresenta duas abas, uma que descreve o problema a ser resolvido e outra
que recebe os valores inteiros das capacidades do jarros A e B; automaticamente o programa
completa o volume do jarro C. Apds isso, deve-se clicar no botao solugao, que mostrara a
resolucao do problema, ao longo de uma tabela, quando houver solugao. Na proxima figura
temos a resolucao para jarro A = 3 litros e jarro B = 7 litros.

A% 0 Problema de Tartaglia - *
Jarmo & Jaro B: Jamo C:
3 Fi 10
Solugio

Mimero de Movimentos: 10

Jaro & Jaro B Jarmo C

=
=

LS e L T S N e P R e Y P e |

w
II\JI\JD'H-.ICI'JU'JLAJLAJDD
J

m|m|m | = 2| e e |

Figura 2: Capacidades 3, 5 e 8 litros

Observe que as linhas apresentadas pela resolucao do programa sao as distribuicoes de
liquidos entre os jarros A, B e C; de acordo com a sequéncia de passos apresentados pelo
Algoritmo 3.1. Como o objetivo do programa é resolver o problema de Tartaglia, entao para
jarro A = 3 e jarro B = 5 o programa termina na distribuigao (0, 5,5). Para a utiliza¢do do
programa, basta acessar o seguinte link abaixo.

hitps://drive.google.com/open?id=0BzZp CSQXdJBXNHJre WNjVWx3N3c

5 Coordenadas Trilineares

Nesta secao, verificamos a relagao entre o Problema dos Trés Jarros com as Coordenadas
Trilineares.

As Coordenadas Trilineares sao as coordenadas dos vértices de uma grade formada por
triangulos equilateros que possui dois eixos, um na horizontal e outro na diagonal, como
mostra a figura abaixo. Cada vértice (ponto) é denotado por (z,y, z), tais que z, y, z sao,
respectivamente, os volumes nos jarros A, B e C ao longo dos despejos em cada distribuicao.
No eixo diagonal ficam as quantidades que podem aparecer do jarro A, ja no eixo horizontal
temos as quantidades que podem aparecer no jarro B.

A utilizagao das Coordenadas Trilineares possibilita visualizar as possiveis distribuigoes
no Problema dos Trés Jarros segundo as regras ja mencionadas, além de permitir chegar ao
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resultado desejado de forma otimizada, sem a necessidade de calculos. A seguir, temos uma
grade formada por triangulos equilateros genérica.

ADC-A A C-A1 AB-1,1 ABO

A-1,00C-A+1

A-1B, C-A+1

ALITROS . . . . . .

. s . . 4 1,B,C-B -1

00c 0,1.C-1 02cC-2 0B-1C-B+1 0B .C-B

B LITROS

Figura 3: Jarros A, Be C

Perceba que nossa origem (distribuicao inicial) é o ponto (0,0,C). Os pontos maiores,
sobre os lados periféricos da grade sao aqueles que correspondem as possiveis distribuicoes
de liquido ao longo das solugoes, pois somente neles, temos algum jarro vazio ou algum jarro
completamente cheio, de acordo com as regras. Ja os pontos menores, internos, representam
distribuicoes que nao sao permitidas, pois neles nao encontramos jarros cheios ou vazios.

Em seguida temos dois exemplos cujas capacidades de A e B sao de valores primos entre
si. No primeiro, vamos resolver o Problema de Tartaglia de duas formas e, no segundo,
desejamos mensurar um determinado valor.

Exemplo 5.1. Dado os jarros A, B e C' com capacidades 3, 5 e 8 litros respectivamente.
Na distribui¢ao inicial temos (0,0,8) e desejamos resolver o Problema de Tartaglia, ou seja,
distribuicao final (0,4,4), veja a solugdo utilizando as Coordenadas Trilineares.

305 314 323 332 341 350

3LITRCS

003

5LITRCS

Figura 4: Jarros 3, 5 e 8 litros
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A resolucao em qualquer exemplo tem dois movimentos iniciais possiveis, ou pela direita
na horizontal ou para cima na diagonal, nesse exemplo, com o auxilio de uma seta tracejada,
o primeiro despejo foi na horizontal, de (0,0,8) para (0,5,3), satisfazendo as regras.

E'fcicz'l observar quais despejos foram realizados, sequindo o rumo da seta, a partir da dis-
tribuicao (0,0,C). Além disso, em todos os pontos, a coordenada z € formada pela operagao:
z2=C—x—y.

Contudo, nao poderiamos sequir diretamente com a seta para a distribuicao (0,4,4) por
dots motivos, primeiro estariamos quebrando a regra, pois ao fazermos o despejo do jarro
C para o jarro B nao teriamos um jarro vazio ou um totalmente cheio. E sequndo, nao
teriamos como saber se de fato estariamos despejando exatos 4 litros de C' para B, pois 0s
Jjarros nao possuem marcagoes, como jd dito anteriormente.

Finalmente, € possivel prever quais sao os préximos despejos possiveis (pontos maiores),
pelas orientacoes da seta, sendo um deles mais apropriado para otimizar a resolugcao. Veja
a resolucao do mesmo exemplo, mas comecando pela diagonal.

S LITROS

Figura 5: Jarros 3, 5 e 8 litros

&

Exemplo 5.2. Dado os jarros A, B e C' com capacidades 1, 5 e 6 litros respectivamente.
Veja como mensurar o inteiro 3 utilizando as Coordenadas Trilineares.

105 114 123

1 Litro

006 042

5 Litros

Figura 6: Jarros 1, 5 e 6 litros
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Vejamos agora dois exemplo onde as capacidades dos jarros menores nao sao valores
primos si.

Exemplo 5.3. Dado os jarros A, B e C' com capacidades 2, 6 e 8 litros respectivamente.
Veja como mensurar o inteiro 4 utilizando as Coordenadas Trilineares.

206 215 224 233 242 251 260

2LITROS

6 LITROS

Figura 7: Jarros 2, 6 e 8 litros
&

Vimos anteriormente que em algumas situacoes nao conseguimos mensurar um determi-
nado valor, como observado no Exemplo 2.4, observe-o utilizando as Coordenadas Trilineares.

Exemplo 5.4. Sejam os jarros A, B e C com capacidades 2, 8 e 10 litros respectivamente.
Veja que nao conseguimos mensurar o inteiro 7.

208 217 226 235 244 253 262 271 280

2LITROS

0010 019 028 037 046 055 064 073 082

8 LITROS

Figura 8: Jarros 2, 8 e 10 litros

O rumo natural da seta se orienta sempre para as mesmas distribui¢oes (pontos), que possuem
somente entradas pares e, dessa forma, nunca ird mensurar o valor 7 e nenhum outro valor

impar. %

Finalmente, mostramos por meio das Coordenadas Trilineares que todos os valores intei-
ros no intervalo fechado entre 1 a C' sao alcangaveis (mensurdveis); quando os valores das
capacidades de A e B sao primos entre si. Basta perceber que o rumo natural da seta vai de
encontro a todos os pontos maiores da grade. Veja o proximo exemplo.
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Exemplo 5.5. Dado os jarros A, B e C' com capacidades 3, 5 e 8 litros respectivamente
Veja como mensurar todos os valores inteiros no intervalo fechado entre 1 e 8 no jarro C
350

341

Observe o percurso da seta.
323 332

305 314
..............-.-‘."-".-.-.-.-.-.R-.-...-.-.-u.-u..
S S

3 LITROS

-
Y
%
.
.
K
-
-

»
-
»
3
»
-
¥
&
]

» .
3 *
3 .
» .
¥
&

00g 017 028 035 044
5 LITROS
Figura 9: Mensurando todos os valores

6 O Problema dos 2 Jarros

Existem outras versoes do problema dos jarros. Uma dessas versoes utiliza somente dois
jarros, uma fonte de agua abundante e um reservatorio suficientemente grande.
uma fonte de dgua abundante

Dado dois jarros de capacidades inteiras A e B,
e um reservatorio suficientemente grande. FE possivel mensurar determinada quantidade

inteira k > 17
A resposta é dada no préximo resultado.
Teorema 6.1. E possivel mensurar qualquer quantidade inteira k > 1 se, e somente se, a

equag¢ao Ax + By = k tem solucado.
Demonstracao. Sejam x, y € Z. Denotando por (+z) e (—z) para quando enchermos

ou esvaziarmos o reservatorio com a capacidade do jarro A, e (+y) e (—y) para quando
enchermos ou esvaziarmos o reservatério com a capacidade do jarro B. Dessa forma, o

problema é modelado pela equacao diofantina linear
Ax+ By =k

que tem solugao se, e somente se, mdc(A, B) divide k (Teorema 1.2). Ou seja, o problema
proposto tem solugao se, e somente se, 0 maximo divisor comum das quantidades dos jarros
O

A e B divide a quantidade a ser mensurada, k.
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O Teorema 6.1 indica uma forma de obter a solucao pretendida. Dada a solugao particular
(r, s) do problema Ax + By = k, procede-se da seguinte maneira: se r > 0 (r < 0) adicione
(retire) r-jarros, e se s > 0 (s < 0) adicione (retire) s-jarros. veja o exemplo.

Exemplo 6.1. Sejam os jarros A e B com capacidades 3 e 5 litros, deseja-se mensurar o
valor 4 litros. Logo, podemos escrever a equacao diofantina 3z + 5y = 4 que tem solucdo, pois
o mdc(3, 5) divide 4. Nessas condigdes, temos que uma solug¢ao particular é o par (3,—1),
logo dizemos que basta despejarmos trés jarros de capacidade A e retirarmos e um jarro de
capacidade B para termos o volume 4 mensurado. Além disso, qualquer par formado pelos
valores x e y e o inteiro t na forma abaixo também mensuram o valor 4.

r =345t
y=(—1)—3t

Dessa forma, parat =1 temos que o par (8, —4) que também satisfaz a equagdo, mensurando
o valor 4, nesse caso, teriamos que encher oito vezes o reservatorio com a capacidade A e
retirarmos quatro vezes a capacidade B. &

Ademais, existem situagoes que nao tém solucoes, ou seja, valores que nao podem ser
mensurados dependendo das capacidades dos jarros A e B.

Exemplo 6.2. Sejam os jarros A e B com capacidades 3 e 6 respectivamente, deseja-se
mensurar o valor 7 litros. Logo, pode-se até escrever a equacgao 3x + 6y = 7, mas veja que
o mdc(3, 6) nao divide 7, e portanto a equag¢ao nao tem solu¢ao como jd estudado, nessas
condi¢oes, nao consequiremos mensurar a quantidade 7 litros.

7 Consideracoes Finais

Como vimos, o assunto aqui tratado pode ter uma relevancia significativa no processo
de ensino/aprendizagem de Matemadtica, ji que aborda temas importantes relacionados a
Teoria do Numeros, como Maximo Divisor Comum, Equacoes Diofantinas e Congruéncias.
Além disso, o tema da pesquisa pode ser tratado de forma construtiva e logica, agucando
a curiosidade dos alunos por meio de experiéncias simples e tangiveis, sem a necessidade
de técnicas matematicas abstratas. Nessas condigoes, aumenta-se a possibilidade dos alunos
participarem de forma perspicaz no desenvolvimento e solucao do assunto abordado, situagao
essencial para uma absorcao efetiva do conhecimento.

Outro fato percebido é a importancia de uma resolugao construtiva, pois nela é apresen-
tado um algoritmo para os alunos e, no nosso caso, um algoritmo de certa forma simples,
que, por sua vez, possibilita a abordagem do tema em qualquer nivel de ensino, seja ele
fundamental, médio ou superior. Desse modo, oportuniza o aprendizado e a organizagao de
pensamentos dos alunos, para chegar a solucao de um problema proposto Por fim, levando
em consideracao o mundo tecnolégico em que vivemos, a abordagem do tema no software
desenvolvido ¢é de grande valia para os estudantes, pois aborda o tema de uma maneira mais
interativa.
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