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RESUMO

O presente trabalho apresenta o processo historico de construcao e aceitagao dos
numeros negativos, com a finalidade de identificar em tal processo as dificuldades
encontradas por importantes matematicos e que, ainda hoje, permeiam as salas de
aula. Desta forma, inicialmente, apresenta-se o que se tem entendido atualmente
como as principais dificuldades encontradas pelos alunos no que diz respeito a te-
matica. Na sequéncia, de forma resumida, encontramos o processo histérico de
formalizacao e aceitacao dos nimeros negativos, destacando alguns dos principais
obstaculos enfrentados por importantes matematicos envolvidos neste processo. Faz-
se a construcao dos numeros inteiros a partir da estrutura aritmética dos naturais
e do conceito de relagoes de equivaléncia. E, entao, busca-se um comparativo entre
as dificuldades presentes no processo historico e, atualmente, em sala de aula, com
a finalidade de disponibilizar ao professor um material de consulta para a utiliza-
¢ao da histéria da matematica como técnica didatica na superagao das dificuldades

relacionadas aos ntimeros inteiros, mais especificamente aos negativos.

Palavras Chaves: Histéria da Matematica, Numeros inteiros, dificuldades de

aprendizagem.
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ABSTRACT

The present work presents the historical process of construction and acceptance of
negative numbers in order to identify the difficulties encountered by leading mathe-
maticians and that still permeate classrooms. Thus, initially, it is presented what is
understood currently as the main difficulties encountered by students with regard to
the subject. After that, in short, we find the historical process of formalization and
acceptance of negative numbers, highlighting some of the main obstacles faced by
leading mathematicians involved in this process. It is shown the construction of the
integers from the arithmetic structure of natural numbers and from the equivalence
relations concept. At last, it is displayed a comparison between the existing diffi-
culties in the historical process and, currently, in the classroom, in order to make
available to the teacher some material for the use of the history of mathematics as
teaching technique in overcoming difficulties related to integers, more specifically to

the negative numbers.

Keywords: History of Mathematics, Integer numbers, Learning difficulties.
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INTRODUCAO

Conforme encontramos em Glaeser (1985), “um dos mais importantes objetivos da
didatica da Matematica é determinar os obstaculos que se opéem a compreensao e
ao aprendizado dessa ciéncia.”

As dificuldades atuais em sala de aula, na tematica do conjunto dos nimeros
inteiros, mais especificamente no tratamento dos niimeros negativos, podem ser fa-
cilmente percebidas, ainda que em uma turma da 3% série do ensino médio. Os
Parametros Curriculares Nacionais apontam algumas destas dificuldades, das quais

selecionamos:

e conferir significado as quantidades negativas;

e perceber a légica dos ntimeros negativos, que contraria a logica
dos nimeros naturais - por exemplo, é possivel “adicionar 6 a um
numero e obter 1 no resultado”, como também é possivel “subtrair
um ntimero de 2 e obter 9”. (Brasil, 1998, p.98-99)

Comparando estas dificuldades ao que Glaeser (1985) traz em seu artigo “Episte-
mologia dos niimeros negativos: uma reflexdo necessaria e atual para a sala de aula
de matematica”, notamos que os obstaculos epistemologicos por ele apresentados,
tais como: dificuldade em dar um sentido a quantidades negativas isoladas e estag-
nagao no estagio das operagoes concretas (dificuldade de afastar-se de um sentido
“concreto” atribuido aos seres numéricos), estao intimamente ligados as dificuldades
encontradas na atualidade.

Neste sentido, o objetivo deste trabalho é apresentar aos professores de matema-
tica um breve resumo histérico do processo de formalizacao e aceitacdo dos niimeros
negativos, apresentar a construcao do conjunto dos nimeros inteiros a partir da
estrutura algébrica do conjunto dos niimeros naturais e do conceito de relagoes de
equivaléncia e, assim, abrir espaco para uma reflexao sobre as semelhancas encontra-
das nas dificuldades atuais de nossos alunos e aquelas enfrentadas por importantes
matematicos integrantes deste processo.

Em relacao a estrutura da dissertacao, o texto esta organizado em quatro capi-
tulos.

No primeiro capitulo realizamos, com base no que esta previsto nos Parametros

Curriculares Nacionais de Matematica, o levantamento das principais dificuldades
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encontradas pelos alunos da educacgao basica no que diz respeito ao conjunto dos
numeros inteiros.

No capitulo dois, é apresentado um resumo histérico da formalizagao e aceitacao
dos niimeros negativos, sendo levantados alguns dos principais obstaculos epistemo-
logicos enfrentados por importantes matematicos que fizeram parte deste processo.

O capitulo trés traz a construgao axiomatica dos niimeros naturais, para entao
apresentar a construcao do conjunto dos nimeros inteiros a partir das estruturas
algébricas dos naturais, através das nogoes basicas de relagoes de equivaléncia.

Por fim, o capitulo quatro apresenta as consideragoes finais, relacionando as
dificuldades dos alunos da educacao basica atual, com aquelas enfrentadas pelos
matematicos que participaram do processo de aceitacdo dos niimeros negativos.

Desta forma, ao professor de matematica, é possivel compreender que é natural
ao aluno ter tais dificuldades e, buscar na histéria da matematica, como técnica
didatica, e na construcao formal do conjunto dos ntimeros inteiros, caminhos para

ultrapassar tais dificuldades.



EDUCACAO: FUNDAMENTACAO TEORICA

O presente capitulo tem como finalidade a apresentacao do que estd previsto nos
Pardmetros Curriculares Nacionais (PCNs) de Matematica, para os anos finais do

ensino fundamental, com relagdo aos nimeros inteiros.

2.1 PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS: PCNS

Da necessidade de se construir uma referéncia curricular nacional para a educacgao
basica, que possa ser discutida e servir como base para as diferentes propostas regio-
nais, sejam das esferas estaduais ou municipais, surgem os Parametros Curriculares
Nacionais (PCNs).

A abrangéncia nacional dos Parametros Curriculares Nacionais visa criar
condigoes nas escolas para que se discutam formas de garantir, a toda
crianga ou jovem brasileiro, o acesso ao conjunto de conhecimentos soci-
almente elaborados e reconhecidos como necessarios para o exercicio da

cidadania para deles poder usufruir. (Brasil, 1998, p.49)

Desta forma os PCNs constituem-se em uma proposta curricular norteadora
das decisoes regionais e locais sobre os curriculos a serem adotados pelas redes de
educacao, escolas e professores, nao sobrepondo-se a diversidade e particularidades
de cada regiao do pais.

Divido nas tés etapas da educacao basica, encontramos os PCNs para os anos
iniciais do ensino fundamental (primeiro e segundo ciclos), para os anos finais do
ensino fundamental (terceiro e quarto ciclos) e para o ensino médio. E, em cada
uma destas etapas, sua divisao entre as areas do conhecimento inerentes a cada uma

delas.

Os Parametros Curriculares Nacionais de Matemética tém como fi-
nalidade fornecer elementos para ampliar o debate nacional sobre o en-
sino dessa area do conhecimento, socializar informacées e resultados de
pesquisas, levando-as ao conjunto dos professores brasileiros.

Visam a construgdo de um referencial que oriente a pratica escolar
de forma a contribuir para que toda crianca e jovem brasileiros tenham
acesso a um conhecimento matematico que lhes possibilite de fato sua
inser¢ao, como cidadaos, no mundo do trabalho, das relaces sociais e
da cultura. (Brasil, 1998, p.15)
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2.2 0S NUMEROS INTEIROS NOS PCNS

De acordo com os PCNs o conhecimento dos niimeros é construido pelos alunos
por meio do seu contato com estes como instrumentos no processo de resolucao de
problemas e como objetos de estudo em si mesmos, considerando neste ponto suas
inter-relagoes, propriedades e a maneira como historicamente foram construidos.

Se tratando do conjunto dos ntimeros inteiros em seu processo historico de cons-
trucao, Glaeser (1985) aponta que foram necessarios mais de 1500 anos para sua
efetiva compreensao conceitual e que os matematicos, durante todo esse tempo, tra-
balharam com ntimeros negativos, com espantosas lacunas. E é nesse sentido que os
Parametros Curriculares Nacionais apontam também que, na escola, o estudo dos
numeros inteiros é cercado por dificuldades e os resultados obtidos no processo de
ensino e aprendizagem de tal tematica tém sido insatisfatérios.

Os PCNs trazem entao uma relagao das principais dificuldades enfrentadas pelos

alunos no estudo dos ntimeros inteiros:

e conferir significado as quantidades negativas;

e reconhecer a existéncia de nimeros em dois sentidos a partir de
zero, enquanto para os naturais a sucessdo acontece num unico
sentido;

e reconhecer diferentes papéis para o zero (zero absoluto e zero ori-
gem);

e perceber a légica dos ntimeros negativos, que contraria a logica
dos nimeros naturais - por exemplo, é possivel “adicionar 6 a um
numero e obter 1 no resultado”, como também é possivel “subtrair
um numero de 2 e obter 97;

e interpretar sentengas do tipo x = —y, (o aluno costuma pensar
que necessariamente z é positivo e y é negativo).

(Brasil, 1998, p.98)

Ainda conforme os PCNs, o trabalho pedagdgico pautado na memorizagao de
regras para efetuar cdlculos ndo permite ao aluno a compreensao dos niimeros in-
teiros como uma extensao do conjunto dos ntimeros naturais. E, apesar de sugerir
que sejam desenvolvidas com os alunos atividades praticas que tenham como ponto
de partida o conhecimento dos niimeros naturais e as nogoes intuitivas dos nime-
ros negativos presentes em anos anteriores, os Parametros Curriculares Nacionais

destacam que

ao buscar as orientagoes para trabalhar com os nimeros inteiros, deve-se
ter presente que as atividades propostas nao podem se limitar as que se
apoiam apenas em situac¢oes concretas, pois nem sempre essas concreti-

zagoes explicam os significados das nogoes envolvidas. E preciso ir um
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pouco além e possibilitar, pela extensao dos conhecimentos ja construi-
dos para os naturais, compreender e justificar algumas das propriedades
dos inteiros. (Brasil, 1998, p.100)

2.3 A HISTORIA DA MATEMATICA COMO RECURSO DIDATICO

Os Parametros Curriculares Nacionais apontam a Historia da Matematica como um

importante recurso para o processo de ensino e aprendizagem.

Ao revelar a Matematica como uma criagdo humana, ao mostrar neces-
sidades e preocupacoes de diferentes culturas, em diferentes momentos
historicos, ao estabelecer comparagoes entre os conceitos e processos ma-
tematicos do passado e do presente, o professor cria condi¢des para que
o aluno desenvolva atitudes e valores mais favoraveis diante desse conhe-
cimento. (Brasil, 1998, p.42)

E possivel, por meio da Histéria da Matemética, que no processo de construcio
do seu conhecimento, o aluno tenha esclarecidas ideias inerentes ao tema estudado,
respondendo alguns dos “porqués” e, assim, desenvolva um olhar mais critico sobre
os objetos do conhecimento. Entretanto, a Histéria da Matematica nao pode ser
vista como um simples rol de fatos, datas e nomes a serem memorizados e que seja
necessario que o professor a apresente para todos os conteudos desenvolvidos. Deve
ser vista, antes de tudo, como um recurso didatico com muitas possibilidades para

desenvolver diversos contetudos.



HISTORIA DOS NUMEROS NEGATIVOS

3.1 INTRODUCAO

Segundo Anjos e S& (2011), hé na trajetéria historica dos nimeros duas categorias
de construgdo: uma que tem sua origem por motivacao externa ou das atividades
de contagem e medida e outra que tem sua origem interna ou das necessidades da
propria matematica. Os ntimeros negativos tém sua trajetéria pautada na segunda
motivacdo, ou seja, das necessidades da propria mateméatica mais especificamente
nas manipulagoes algébricas.

Seguiremos neste capitulo a mesma linha de desenvolvimento apresentada em
Anjos e S& (2011), o qual apresenta o processo histérico de construcdo do conceito
de nimeros negativos e sua aceitacdo, dividindo a historia em Antiguidade, Idade

Média, Idade Moderna e Idade Contemporanea.

3.2 NUMEROS NEGATIVOS NA ANTIGUIDADE

Nao se sabe ao certo, dentre as grandes civilizagoes da Idade Antiga, em que mo-
mento surgem os nimeros negativos. Em Eves (2011), encontramos que na civiliza-
¢ao babilonica “ha tdbuas astronémicas do século III a.C. que fazem uso explicito da
regra de sinais na multiplicagdo” (EVES, 2011, p.63). Entretanto, (HOYRUP, 2002,
p.294-296, apud MEDEIROS E MEDEIROS, 2007, p.164) mostra que tal alegagao
¢ um engano.

Entre os chineses, Boyer (1974) aponta como significativo o capitulo 8 da obra
Nove Capitulos sobre a Arte da Matemdtica (séc. III a.C.), um dos mais antigos
textos e talvez o mais influente livro de matematica chinés, contendo 246 problemas
sobre a mensuragao de terras, agricultura, sociedades, engenharia, impostos, cal-
culos, solucao de equagoes, e propriedades dos triangulos retangulos. Tal capitulo
apresenta tanto a utilizacao de niimeros positivos quanto de negativos como solugoes
de problemas sobre equacoes lineares.

Na Grécia antiga, um dos matematicos que apesar de nao ter feito referéncia
alguma a utilizacao dos niimeros negativos, desempenhou um importante papel no

desenvolvimento da &lgebra, foi Diofanto de Alexandria. Segundo Eves (2011), Di-
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ofanto escreveu trés importantes trabalhos: Aritmética, Sobre nimeros poligonais e
Porismas. Foi entretanto, segundo Glaeser (1985), no inicio do livro 1 dos 6 que
restaram dos 13 livros da obra Aritimética que Diofanto, ainda que implicitamente,
fez referéncia as regras de sinais da multiplicacdo entre niimeros negativos, dizendo
que “o que estd em falta multiplicado pelo que esta em falta da o que é positivo;

enquanto que o que esta em falta multiplicado pelo que é positivo, da o que esta em
falta” (DIOPHANTES, 1959, apud GLAESER, 1985, p.47).

3.3 NUMEROS NEGATIVOS NA IDADE MEDIA

Segundo Anjos e S& (2011), entre 200 d.C. e 1200 a civilizacao de Alexandria influ-
enciou os hindus e, consequentemente, seu desenvolvimento mateméatico. Os hindus,
conforme encontramos em Anjos e Fossa (2007), obtiveram a apreciagao clara dos
numeros negativos como entidades independentes, usando inclusive, respostas finais
de problemas.

Segundo Boyer (1979), Brahmagupta, importante matematico hindu, que viveu
na India central, no século VII d.C., trouxe & &lgebra importantes contribuicoes,
mais altas do que suas regras de mensuragao, pois em sua obra encontramos solugoes
gerais para equacgoes quadraticas, incluindo duas raizes mesmo quando uma delas
¢é negativa e, também, a aritmética sistematizada do zero e dos nimeros negativos,
pela primeira vez.

Bhéskara, outro importante matemético hindu segundo Eves (2011), em seu
trabalho intitulado Siddhanta S’iromani (“diadema de um sitema astronémico”),
mostrou progressos com relagdo ao trabalho de Brahmagupta. Mas, suas obras
mais importantes sao o Lilavati e o Vija-Ganita, nos quais, segundo Anjos e S&
(2011), “encontramos numerosos problemas sobre os tépicos mais utilizados pelos
hindus como equagoes lineares e quadraticas” (ANJOS E SA, 2011, p.4). Em um
desses problemas, Bhéaskara, ao resolver uma equagao quadratica, encontrou as raizes
xr = 50 e x = —5, porém considerou o segundo valor inadequado, uma vez que as
pessoas nao aceitavam ainda soluc¢oes negativas. Ele préprio, afirmava que as raizes
negativas nao podiam existir, uma vez que um nimero negativo nao ¢ um quadrado.
Entretanto, uma vez introduzidos, os nimeros negativos foram usados de forma

pratica cada vez melhor no célculo.
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Anjos e S& (2011) relatam que, apesar da presenga dos ntimeros negativos nas obras
de Brahmagupta, muitos matematicos europeus, nos séculos XVI e XVII, conside-
ravam os numeros negativos como falsos ou impossiveis quando estes apareciam em
seus cédlculos. Exemplo disto é o matematico Simon Stevin (1540-1620) que, ao
longo de sua obra, trata abundantemente dos ntimeros negativos como artificios de
calculo, porém quando sente a necessidade de interpretar as raizes negativas de uma
equagao, faz uso de uma engenhosa preposicao afirmando, serem as raizes negativas
da equagao, raizes positivas obtidas pela substitui¢do de 2 por (—z), ou seja, se —2

2 px = ¢, isto implica que +2 é raiz de (—z)% +pr = —q.

¢ a raiz de uma equagao x
Tal postura apresenta o que Glaeser (1985), chama de sintoma de evitagao.

Outro mateméatico que assumiu tal postura foi Michael Stifel. Em sua obra Arith-
metica integra, uma das mais importantes de todas as algebras alemas do século XVI,
tras como aspecto mais importante o tratamento dos ntimeros negativos e, ainda
que conhecesse muitissimo bem as propriedades dos ntimeros negativos, recusou-se
a aceita-los como raizes de uma equacao, chamando-os de “numeri absurdi”. Tal
como fez Girolamo Cardano (1501-1576) que, mesmo utilizando os nimeros nega-
tivos, presentes em sua obra Ars magna, chamava-os de “numeri ficti” (BOYER,
1974).

Além destes, outros matematicos dos séculos XVI e XVII nao aceitavam os nu-
meros negativos como mais do que meros simbolos e, os que o aceitavam, nao os

admitiam como rafzes de equagdes. (ANJOS e SA, 2011)

Pierre de Fermat (1601-1665), por exemplo, fez com que seu amigo Jac-
ques de Billy (Fermat, 1891) redigisse conselhos sobre o comportamento
a adotar diante de uma raiz “falsa” em uma equagdo diofantina. Ele
prop6s um método para obter dela, em alguns casos, uma solugdo “acei-
tavel”. (GLAESER, 1985, p.54-55)

Apesar de os niimeros negativos aparecerem naturalmente nos trabalhos de cunho
cientifico, aceitos por sua eficicia do célculo, E nos trabalhos de cunho pedagégico
que se manifestam os apuros (GLAESER, 1985). Colin MacLaurin, em seu trabalho
intitulado “Tratado dos fluxos” (1742), escreve: “o uso do sinal negativo, em &lge-
bra, da origem a numerosas consequéncias dificeis de admitir, em principio, e que
propiciara ideias aparentemente sem qualquer fundamento real”. (MACLAURIN,
1742, apud GLAESER, 1985, p.58)

Entretanto, em seu trabalho “Tratado da Algebra” (1748), obra de referéncia na

Gra-Bretanha, MacLaurin apresenta as quantidades negativas da seguinte forma:
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Chamam-se quantidades positivas, ou afirmativas, as que sao precedidas
do sinal 4, e negativas, as que sao precedidas do sinal —. Para se ter
uma ideia clara e exata desses dois tipos de quantidades, deve-se notar
que toda quantidade pode entrar num calculo algébrico, acrescentada,
ou subtraida, ou seja, como aumento, ou como diminuigao; ora, a opo-
sicdo que se observa entre aumento e diminui¢do ocorre na comparacao
das quantidades. Por exemplo: entre o valor do dinheiro devido a um
homem, e o do dinheiro que ele deve; entre uma linha tracada a direita,
e uma linha tracada a esquerda; entre a elevacao sobre o horizonte e
o posicionamento abaixo dele. Assim, a quantidade negativa, longe de
ser rigorosamente menor que nada, ndo é menos real na sua espécie do
que a positiva, mas é tomada num sentido oposto; segue-se dai que uma
quantidade considerada isoladamente nao poderia ser negativa, pois ela
s6 o serd por comparacao; e que, quando a quantidade que chamamos
positiva nao tem outra que lhe seja oposta, ndo se poderia dela subtrair
outra maior. Por exemplo: seria absurdo querer subtrair uma quanti-
dade maior de matéria, de outra menor. (MACLAURIN, 1748, apud
GLAESER, 1985, p.59-60)

Como vemos no trecho acima, apesar de MacLaurin s6 admitir quantidades ne-
gativas em comparacao e nunca isoladamente, suas ideias foram de fundamental
importancia para que se caminhasse rumo a aceitagao dos ntimeros negativos.

Leonhard Euler (1707-1783), um dos mais destacados matematicos do século
XVIII, fazia uso dos nimeros negativos com total destreza, sem porém levantar
qualquer questionamento sobre a legitimidade de suas construgoes. Entretanto, em
uma obra destinada a principiantes, sentindo a necessidade do viés pedagbgico, foi
obrigado a oferecer explicagoes quanto a regra de sinais. Glaeser (1985) apresenta
no trecho que se segue a argumentacao utilizada por Euler, fazendo uma anélise de

cada uma delas.

1. A multiplicacdo de uma divida por um nimero positivo néo apre-
senta qualquer dificuldade: trés dividas de a escudos fazem uma
de divida de 3a escudos. Logo b x (—a) = —ab.

— Observa-se, neste exemplo, que a multiplicacdo é uma operacao
erterna. O argumento fica, pois, sem valor, se o multiplicador nao
for um inteiro natural.

2. Por comutatividade, Euler deduz dai que (—a) x b = —ab.
— Argumento sem valor para uma lei externa. Que significa (—3)
ganhos de a escudos?

3. Resta determinar o que é o produto (—a) x (—b).

— E claro, diz Euler, que o valor absoluto é ab. Trata-se, portanto

de decidir entre +ab e —ab. Como (—a) x b ja vale —ab, a tnica
possibilidade restante é de que (—a) x (—b) = +ab. (GLAESER,
1985, p.64-65)
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Notamos no trecho em questao que Euler ndo tinha conhecimento suficiente para
justificar convincentemente os resultados expostos. No item 3, por exemplo, clara-
mente percebe-se que nao foram apresentados argumentos suficientes para provar ou
mesmo justificar que negativo por negativo é igual a positivo.

O comportamento de Euler, demonstra o que Boyer (1979) expoe no trecho que

se segue:

Os textos de algebra do século dezoito ilustram uma tendéncia a dar én-
fase crescente a algoritmos, ao passo que ao mesmo tempo perdurava uma
consideravel incerteza quanto & base légica do assunto. A maior parte
dos autores achava necessiario demorar-se longamente sobre as regras
que governam a multiplicagdo de niimeros negativos e alguns rejeitavam
categoricamente a possibilidade de multiplicar dois niimeros negativos.
(BOYER, 1979, p. 337-338)

Segundo Glaeser (1985), o texto que melhor expressa a confusao que viveu-se ao
final do século XVIII, encontra-se no artigo Negativo que Jean Rond D’Alembert
(1717-1783) escreveu para a Enciclopédia de Diderot:

As quantidades negativas sdo o contrario das positivas: onde termina o
positivo comega o negativo.

Deve-se confessar que nao é facil fixar a ideia das quantidades ne-
gativas e que algumas pessoas engenhosas chegaram a contribuir para
confundi-las, pelas nogdes pouco exatas que divulgaram. Dizer que as
quantidades negativas estao abaixo do nada é afirmar uma coisa que nao
se pode conhecer. (GLAESER, 1985, p.73)

3.5 NUMEROS NEGATIVOS NA IDADE CONTEMPORANEA

Segundo Glaeser (1985), os nimeros negativos, na metade do século XIX, haviam
conquistado a condicdo de igualdade com os nimeros positivos. A compreensao
das propriedades aditivas havia sido satisfeita, entretanto, a regra dos sinais na
multiplicacdo dos niimeros negativos isolados ainda necessitava de uma justificativa
aceitavel.

Augustin Louis Cauchy (1789-1857) em sua obra publicada em 1821, um curso
destinado a Escola Politécnica, compara os simbolos 4+ e — a adjetivos que, prece-
dendo um niimero, indicariam, respectivamente, grandezas a serem aumentas (quan-
tidades positivas) e grandezas a serem diminuidas (quantidades negativas). Tal argu-
mento, conforme Glaeser (1985), surge como semente de uma confusao entre os sinais

(+ ou —) operatérios e predicativos, uma vez que o modelo metaférico apresentado
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(positivo = aumento; negativo = diminui¢ao), apesar de facilitar a compreensao das
propriedades aditivas, é um obstaculo a compreensao da multiplicacao.

Apesar de inicialmente cometer a confusdo entre sinais operatorios e predicati-
vos, Cauchy busca formalizar a multiplicacdo, sem evocar a modelos metaféricos
ou concretos, definindo a regra de sinais para a multiplicacdo. Entretanto, a trans-
posicao do estagio “concreto” para o ponto de vista “formal”, mudanca essencial
na construcao da teoria dos ntimeros negativos, deu-se na obra de Herman Hankel
(1839-1873), publicada em 1867.

Na “Teoria dos sistemas dos nimeros complexos”, Hankel faz a exposicao formal
da teoria dos numeros complexos, sem dar-se conta, entretanto, que eliminou a
tensao existente desde Diofanto. Foi apenas de passagem, em algumas de suas
demonstragoes, que eliminou todas as dividas existentes relacionadas aos ntimeros
negativos.

Conforme Glaeser (1985) aponta, o grande passo dado por Hankel estd relaci-
onado ao problema da explicagao da regra dos sinais. Ele propode, a extensao da
multiplicacdo de R* a R, uma vez que “a existéncia e unicidade dessa extensdo re-
sulta do seguinte teorema: a tunica multiplicacao em IR, que estende a multiplicagao
usual em R, respeitando a distributividade (a esquerda e & direita), estd de acordo
com a regra dos sinais” (GLAESER, 1985, p.105-106).

A revolugao realizada por Hankel estd no abandonar a busca por um modelo, ou
seja, a busca por exemplos praticos extraidos da natureza que explicam de forma
metaforica os nimeros negativos, apontando nao mais para nimeros descobertos,
mas inventados, imaginados. Nesse sentido, Anjos e S& (2011) relata que no final
do século XIX, com a finalidade de construir o conjunto dos niimeros inteiros Z,
surgiram teorias nao mais preocupadas com o significado concreto ou metaférico
buscado pelos matematicos anteriores. Essas teorias podem ser divididas em dois
grupos: extensao do nimero cardinal e extensao do niimero ordinal.

A teoria dos pares ordenados, inerente ao grupo de teorias dos ntimeros intei-
ros como extensao do nimero cardinal, construida a partir da ideia de Hankel de
conceber um numero negativo como a diferenga entre dois ntimeros naturais, foi
finalmente formalizada por Richard Dedekind (1831-1916), que estabeleceu uma re-
lacao de equivaléncia entre pares de nimeros naturais e fez referéncia a subtragao
como inversa da adicao: a —b = ¢ —d, logo a +d = b+ c¢. Dedekind demonstrou
que essa relacao é de equivaléncia, e que o conjunto das classes de equivaléncia sera
o conjunto dos niimeros inteiros. (ANJOS e SA, 2011)



A CONSTRUCAO RIGOROSA DO CONCEITO DE NUMERO

A histéria da matematica nos mostra que o processo de desenvolvimento teérico do
conceito de niimero que hoje conhecemos, deu-se através de muitos anos e por meio
de varias civilizagoes. Esse processo por sua vez estd intimamente ligado a maneira
como noés realizamos a nossa préopria formulacao desse conceito.

O presente capitulo tem por finalidade apresentar a construcao dos conjuntos
numéricos (naturais e inteiros) da forma como os matemaéticos dos séculos XIX e

XX o fizeram, seguindo uma ordem légica e coerente.

4.1 NUMEROS NATURAIS

Atrelado a ideia de quantidade e, consequentemente, a necessidade de contagem, exis-
tem duas maneiras possiveis de formalizacdo do conceito de ntimero natural. Uma
delas se da através da Teoria dos Conjuntos, que expressa melhor a ideia de nu-
mero natural como quantidade. Seguiremos, entretanto, outro caminho. Conforme
encontramos em Ferreira (2011), que apresenta “uma adaptacdo para a simbologia
matematica atual daquela que foi apresentada pelo matematico italiano Giuseppe
Peano, no final do século XIX” (FERREIRA, 2011, pp. 19-20), faremos a formali-

zacao axiomatica do conjunto do’ntimeros naturais.

4.1.1  Construgdo axiomdtica do conjunto dos numeros naturais

Segundo Ferreira (2011) os axiomas de Peano tém por finalidade dar a ideia que
temos do conjunto dos nimeros naturais, como um conjunto que comega no zero e
prossegue de um em um, uma apresentagao rigorosa, apoiada em conceitos matema-

ticos tais como o de conjunto e fungoes. Fagamos entao, tal apresentagao:

Axiomas de Peano: IN é um conjunto com as seguintes propriedades:

1. Existe um tnico nimero natural, designado por 0, ao qual chamaremos de

Z€ero;

2. Existe uma funcdo s : N — IN;

13
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3. s é injetora;
4. Nao existe nenhum elemento n € IN tal que s(n) = 0, ou seja, 0 ¢ I'm(s);
5. (Principio da Indugao) Se X é um subconjunto de IN, tal que:

i)0eXe
ii) para todo k € X, tem-se s(k) € X,

entao X = IN.

IN se chama Conjunto dos Niimeros Naturais e o axioma (1) nos garante que
IN # (), pois 0 € IN.

A funcéo s presente nos axiomas de Peano, denominada fungao sucessor, nos traz
algumas importantes informagoes a cerca do conjunto dos nimeros naturais. O fato
de ser s injetora, nos garante que numeros naturais distintos possuem diferentes
sucessores (axioma 3). Por 0 ¢ Im(s), temos que 0 nao é sucessor de nenhum

nimero natural (axioma 4).

4.1.2 Adigio em IN

Definicao 4.1. A adicio de dois nimeros naturais, m e n, é designada por m + n

e definida recursivamente do sequinte modo:

{ m+0=m;
m+s(n) = s(m+n).

(FERREIRA, 2011, p.25)

Segue de imediato da definicio acima que m + s(0) = s(m +0) = s(m).
De forma recursiva, temos entdo: m + s(s(0)) = s(s(m)), m + s(s(s(0))) =
s(s(s(m))) e assim por diante.

Por meio do Principio da Inducdo, o processo acima pode ser formalizado e nos
garantir que a soma m + n de todo par de nimeros m,n € IN estd definida, ou
seja, a adicao estd fechada em IN. De fato, definamos o conjunto S,, = {n €
IN|m + n estd definida}, para cada m € IN fixado arbitrariamente. Assim sendo,

temos:
1. m + 0 esta definido, portanto, 0 € S,;

2. seja k € Sy, isto é, m + k estd definido. Segue que m + s(k) = s(m + k) estd
definido, logo s(k) € Sp,.
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Portanto S,, = IN e, como m é arbitrario, m + n estd definida para todo o par

(m,n) de naturais, ou seja, a adigao ¢ de fato uma operagao em IN.
Proposicao 4.2. 0 ¢ o unico elemento neutro para a operacio de adi¢ao em IN.

Demonstracao. Inicialmente, mostremos que 0 é um elemento neutro para a ope-
racao de adicao, ou seja, para todo m € IN, vale m +0 = m = 0+ m. De fato,
pela definicao de adicao, temos m 4+ 0 = m. Provemos agora que 0 +m = m.

Consideremos o conjunto Ag = {m € IN|0 +m = m}.
1. Por definicao, 0 +0 = 0, logo, 0 € Ag;

2. Supondo k € Ay, isto é, 0+ k = k. Temos que 0+ s(k) = s(0+ k) = s(k),
ou seja, s(k) € Ay.

Logo, por inducao, concluimos que Ag = IN.
Resta-nos mostrar que, supondo existir v € IN tal que m +u = m (ou que
u+m = m), para todo m € IN, entdo u = 0. Ou seja, 0 é o tinico elemento neutro

da adi¢do em IN. De fato, para um tal u, temos:
0=04u=u.

]

Proposicao 4.3. Indicando o nimero natural que é sucessor de 0, por 1 (lé-se

“um”), ou seja, s(0) = 1. Para todo m € N, temos m+1 = s(m) =1+ m.

Demonstragio. Para a primeira igualdade, basta observar que s(m) = s(m +0) =
m+s(0) =m+ 1.

Ja a segunda igualdade pode ser verificada por induc¢ao. Considerando o conjunto
A ={m e NJs(m) =1+ m}, temos:

(a) s(0) =1=1+40, logo 0 € A4;

(b) Supondo k € A, isto é, s(k) = 1+ k. Temos: s(s(k)) = s(1+k) =1+ s(k).
Logo s(k) e A

Diante disso, temos que A = IN e, portanto, s(m) = m + 1 para todo m natural. []
Teorema 4.4. Sejam m,n e p naturais arbitrdarios, valem as sequintes propriedades:
1. m+ (n+p) = (m+n)+p (Associatividade);

2. m+n =n+m (Comutatividade);
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3. m+p=n+p=m=n (Lei do cancelamento da adi¢io).

Demonstracao.

1. Consideremos o conjunto A, ,y = {p € N|m + (n+p) = (m +n) + p}, com

m e n fixados arbitrariamente. Aplicando inducgao sobre p, segue que:

(a) m+(n+0)=m+n=(m+n)+0,logo 0 € A, );

(b) Suponhamos que k € A, ), isto é, m + (n+ k) = (m +n) + k. Temos
que m+ (n+s(k)) =m+s(n+k) = s(m+ (n+k)) e, por hipitese
de indugao, s(m+ (n+k)) = s((m+n) +k) = (m+n) + s(k). Logo,

m+ (n+s(k)) = (m+n) +s(k) e, assim, s(k) € Ay, ).

Portanto, por serem m e n arbitrarios, A, ,) = IN.

2. Fixemos arbitrariamente m € IN e consideremos o conjunto Cy,, = {n €

IN|n +m = m +n}. Mostremos por indugao que C,,, = IN. De fato, temos:

(a) Pela proposicao 4.2, 0 +m = m + 0, logo 0 € C)y;

(b) Supondo k € C,, temos que k+m = m+ k. Logo, m+ s(k) =
s(m+k) = s(k+m) = (k+m)+ 1. Pela associatividade da adigao,
segue que m+ s(k) = k+ (m+1) = k+ (1 +m) e, novamente pela
associatividade, temos m + s(k) = (k+1) +m = s(k) +m. Ou seja,
s(k) € Cp,.

Portanto, vale a comutatividade da adicao em IN.

3. Considerando agora o conjunto S = {p € Nim+p = n+p = m = n},
fixemos arbitrariamente os naturais m e n e, provemos por induc¢ao em p a Lei

do Cancelamento da adigao.

(a) Temos que m+0=n-+0=m =n, logo 0 € S;

(b) Mostremos que, se para algum k € S temos que m+k =n+k = m = n,
entdo s(k) € S. De fato,

m+sk)=n+sk)=m+(k+1)=n+(k+1)
=m+ (1+k) =n+ (1+ k) (Proposicao 4.3)
= (m+1)+k=(n+1)+k (Associatividade)
= s(m)+k=s(n)+ k= s(m) = s(n).

E, por ser s injetora, segue que m = n. Logo, s(k) € S.
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4.1.3  Multiplicacao em IN

Definicao 4.5. Denotamos por m -n a multiplicacao de dois nimeros naturais m e

n. Definida recursivamente da sequinte maneira:

m-0=0;
m-(n+1) =mn+m.
A seguir, apresentaremos as principais propriedades da multiplica¢ao no conjunto

dos niimeros naturais. Antes porém, duas proposi¢oes enunciadas a seguir, se fazem

necessarias para a adequada demonstragao de algumas destas propriedades.
Proposicao 4.6. Para todo m € IN, temos 0-m = 0.

Demonstragio. Consideremos o conjunto S = {m € IN|0-m = 0}. Por indugdo em

m, segue que:
1. 0 € S, pois por defini¢ao, 0-0 = 0;

2. Supondo k € S, isto é,0-k = 0. Temos que 0-s(k) =0-(k+1) =0-k+0 =
0-k=0,logo s(k) € S.

Segue portanto que S = IN. O
Proposicao 4.7. Sejam m e n naturais. Se m +n =0, entao m =n = 0.

Demonstragio. Supondo n # 0, temos que existe n’ € N tal que n = s(n’) =n/ + 1.

Segue dai que
O=m+n=m+ 0 +1)=(m+n)+1=s(m+n),

ou seja, 0 é o sucessor de (m +n'), o que é um absurdo. Logo, n = 0 e, assim,
m+n=0=m+0=0=m=0. O

Teorema 4.8. (Propriedades da multiplicagio em IN) Dados m,n,p € IN arbitrd-

rios, valem:
1. A multiplicacao € fechada em IN, ou seja, mn € IN;
2. 1-n=n=n-1 (Elemento neutro multiplicativo);

3. m(n+p) = mn+mp (Distributividade em relagio a adi¢do);
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4. m(np) = (mn)p (Associatividade);

b mn=0=m=0 oun=0;

6. mn = nm (Comutatividade).
Demonstracao.

1. Considerando o conjunto F,,, = {n € N|mn € IN} e fixando arbitrariamente

m. Por induc¢ao em n, temos:

(a) 0 € F, pois por definigdo 0 = m - 0;
(b) Supondo k € F,,, isto é, mk € IN. Temos m(k + 1) = mk + m. Por

serem mk e m naturais, segue do fechamento da adigdo em IN que m(k +
1) € N, logo (k+1) € Fp,.

Portanto, mn € IN para todo par de naturais m e n.

2. Para a primeira igualdade n-1 = n, temos que n-1 = n(0+1) e, pela
definicao da multiplicacao, segue quen-1=n-0+n=04+n =n.
Agora, para 1-n = n, por definicdo temos que 1-0 = 0, isto é, a propriedade
vale para 0. Além disso, supondo que para algum natural n, valha 1-n = n,

segue que 1- (n+1) =1-n+1=mn+ 1. Logo, por indugdo, 1-n = n.

3. Consideremos o conjunto D(,, ) = {p € N|m(n + p) = mn + np}. Fixando

arbitrariamente o par de naturais m e n, por indugao em p, temos:

() 0 € D), pois m(n+0) =mn+0=mnemn+n-0=mn+0=mn;

(b) Supondo que para algum natural k, tenhamos m(n + k) = mn + mk,
mostremos que a igualdade vale também para k + 1. De fato, temos que
mn+(k+1))=m((n+k)+1) =mn+k)+m=mn+mk+m=
mn +m(k+1). Ouseja, k € D,y = (K +1) € Dy .-

Logo, D,

para todos naturais dados.

mn) = IN e, por serem m e n arbitrarios, vale m(n +p) = mn + mp

4. Novamente usando o Principio da Indugdo, fixemos arbitrariamente os naturais
m e n e consideremos o conjunto A, ,y = {p € N|m(np) = (mn)p}. Temos

que 0 € Ay, ), pois m(n-0) =m-0 = 0 e, por defini¢ao, (mn)-0 = 0. Além

m,n)
disso, dado um natural k£ € A(m’n), temos pelas propriedades anteriormente
demonstradas que m(n(k + 1)) = m(nk +n) = m(nk) + mn = (mn)k +

mn = (mn)(k +1). Concluimos portanto, que A, ,y = IN.
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5. Supondo n # 0, existe n’ € N tal que n = s(n’), ou seja, n = n’ + 1. Segue
dai que:

0=mn=m(n"+1)=mn +m

e, pela proposicao 4.7, mn’ = m = 0. De modo anélogo, supondo m # 0,

temos n = 0.

6. Consideremos o conjunto Cyp, = {n € N|mn = nm} com o natural m fixado

arbitrariamente. Por induc¢ao em n, temos:

(a) 0 € Cy,, pois por definigdo, m -0 = 0 e, pela proposigao 4.6, 0-m = 0;

(b) Supondo k € C,,, ou seja, mk = km. Segue que m-s(k) = m(k+1) =
mk+m =km+m = (k+1)m = s(k)-m. Logo, s(k) € Cp,. Portanto,

por ser m arbitrario, segue que mn = nm para todo par m e n de naturais.

]

4.1.4 Relacao de ordem em IN
Definicao 4.9. Dados os naturais m e n, escrevemos m < n (lé-se m é menor do
que ou igual a n), quando existir p € N tal que n = m + p.

Notagao: Conforme Ferreira (2011)

1. Dizemos que m ¢é maior do que ou igual a n e escrevemos n > m, como

alternativa para m < n.

2. Dizemos que m é menor do que n e escrevemos m < n, quando m < n e

m # n.

3. Dizemos que n é maior do que m e escrevemos n > m, como alternativa para

m <n.

Teorema 4.10. A relagio < definida acima é uma relacio de ordem em IN, ou seja,

¢ reflexiva, antissimétrica e transitiva.
Demonstragdo. De fato, temos:
1. Dado o natural m, existe 0 € IN tal que m = m + 0, logo m < m.

2. Dados m,n € IN, temos que se m < n e n <m, entao m = n.

De m < n segue que existe p € IN tal que n = m +p e, de n < m, existe

g € N tal que m = n + ¢. Substituindo a primeira igualdade na segunda,
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temos m = m + (p+ q). Logo, p+ ¢ = 0 e, pela proposi¢ao 4.7, p = ¢ = 0.

Portanto, m = n.

3. Sejam os naturais m,n e p tais que m < n en < p, entdo m < p.

Por serem m < nen < p, existem r,s € N taisquen =m+rep=n-+s.
Substituindo a primeira igualdade na segunda, segue que p = m + (r + s) e,

por ser (r +s) € N, entdo m < p.

Proposicao 4.11. Para todo n € IN*, tem-se 0 < n.

Demonstragcdo. Devemos mostrar que existe p € IN*, tal que n = 0+ p.
Como n € IN*, segue que n = s(n1) = s(n1) +0 = 0+ s(n1), para algum
n1 € IN. Desta forma, encontramos p = s(ny) € IN*, tal que n = 0+ p. [

Proposicao 4.12. (Lei da Tricotomia) Das relagoes sequintes, sendo m,n € IN

quaisquer, temos que uma, € somente uma, ocorre:
1. m<n;
2. m=mn;
3. m>n.

Demonstragao. Para tal demonstragao é necessario mostrar que duas das relagoes
acima nao podem ocorrer simultaneamente e que ao menos uma das trés ocorre.
De fato, temos por definicao que existem p,p’ € IN, diferentes de zero, tais que
sem < noum >n,entdon = m+poum = n+ p’, ndo ocorrendo em nenhum dos
dois casos m = n, ou seja, (1) e (2) bem como (2) e (3) ndo ocorrem simultaneamente.

Além disso, supondo que ocorressem (1) e (3) simultaneamente, seguiria:
n+0=n=m+p=m+p)+p=n+{p+p).

Cancelando n, segue p +p’ = 0 e, pela proposicao 4.7, p = p' = 0, absurdo.
Mostremos agora que para todo par de naturais m e n, uma das trés relagoes
ocorre. Consideremos o conjunto A = {n € N|m < n oum = n oum > n}, fixando

arbitrariamente o natural m, por inducao em n, segue:

i. Temos que m = 0 ou m # 0 e, nesse segundo caso, pela proposicao 4.11,
0 <m. Logo 0 € A;

ii. Supondo que k € A, isto é, k < m ou k = m ou k > m. Analisemos os trés

Casos:
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(a) k=m=k+1l=m+1= (k+1)>m=k+1ecA;

(b) k < m. Neste caso, existe p € IN*, tal que m = k+p. Como p # 0,

podemos escrever p = p’ + 1, com p’ € IN. Seguindo que:
m=k+p=k+ @ +1)=(k+1)+p.

Sep =0,entiom =k+1lek+1€A Sep #0,entdok+1<me
k+1¢€A;

(¢) k > m. Neste caso, existe p € IN*, tal que k = m + p. Segue dai que,
k+1=(m+p)+1=m+(p+1)e assim,k+1>m. Logok+1€ A

Portanto, por ser m fixado arbitrariamente, segue por indu¢ao em n que A = IN. [

Teorema 4.13. (Compatibilidade da relagao de ordem com as operagoes em IN)

Sejam a,b,c € IN quaisquer. Valem as sequintes implicagoes:
I.a<b=a+c<b+c
2. a<b= ac < bec.

Demonstracao.

1. Sendo a < b, existe p € IN, tal que b = a+ p. Segue daf, queb+c = (a+p)+c
e, assim, b+c = (a+c¢)+p. Logoa+c<b+c.

2. Da mesma forma, por ser a < b, existe p € IN, tal que b = a + p. Seguindo

dai, que bc = (a + p)c = ac + pc. Logo ac < be.
O

Note que o teorema anterior é vilido com < no lugar de < (com ¢ # 0 no caso
(2)) e a demostragao segue da mesma forma.
Uma vez definida a relagao de ordem em IN podemos demonstrar a Lei do Can-

celamento multiplicativo em IN.
Teorema 4.14. Dados os naturais a,b e ¢, com ¢ # 0. Se ac = be, entdo a = b

Demonstragdo. Supondo a # b, pela lei da tricotomia temos que a < b ou b < a. Se
tivéssemos a < b, pelo teorema anterior, teriamos ac < be, contradizendo a hipotese.
Da mesma forma que b < a contradiz a hipotese, pois teriamos bc < ac. Portanto
a =b. O]
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4.2 RELACOES DE EQUIVALENCIA

Em todo o trabalho que se segue, referente a construcao do conjunto dos ntimeros
inteiros, estara presente o conceito de relagoes de equivaléncia, fazendo-se necessaria

a apresentacao de sua definicio bem como de outros conceitos.

Definicao 4.15. Dados dois elementos a e b de um conjunto A nao vazio, define-se

o par ordenado (a,b) como sendo o conjunto {{a},{a,b}}.

Teorema 4.16. Dados a,b,c,d € A, sendo A um conjunto. Temos que os pares

ordenados (a,b) e (c,d) sio iguais se, e somente, se a = c e b = d.

Demonstragio. De fato, se a = ¢ e b = d temos {a} = {c} e {a,b} = {¢,d} o que

implica {{a}, {a,b}} = {{c}, {c,d}}, ou seja, (a,b) = (¢, d).

Supondo agora que (a,b) = (¢,d), analisemos duas situagoes: a = b e a # b:

e a=1b

Neste caso, temos que (a,b) = (a,a) = {{a},{a,a}} = {{a},{a}} = {{a}},
logo {{a}} = (¢, d) = {{c},{c,d}}, o que s6 acontece se a = ¢ = d e, portanto,

temos a =bec=d.

e a#b
Nesta situagao, temos {c} # {a, b}, pois, caso contrario, teriamos a = b = ¢,
contradizendo a # b. Logo, segue deste fato e da igualdade {{a}, {a,b}} =
{{c},{c,d}} que, {a} = {c} e {a,b} = {c,d} e, portanto a = c e b = d.

]

Definicao 4.17. O conjunto de todos os pares ordenados (a,b), onde a e b sdio
elementos do conjunto A, denotado por A x A, é chamado de produto cartesiano
de A por A, isto é, Ax A={(z,y)|z,y € A}.

Definicao 4.18. Qualquer subconjunto do produto cartesiano A x A € definido

como uma relagao R sobre o conjunto A. Ou seja, R C A x A.

Notagdo: Se R é uma relagao definida sobre o conjunto A e (a,b) € R. Dizemos

que a esté relacionado a b e escrevermos aRb, ou seja, (a,b) € R < aRb.

Definigao 4.19. Uma relagdo R sobre o conjunto A é dita relagdo de equivaléncia,

quando satisfaz as sequintes propriedades, dados a,b e c € A:

1. aRa (refexiva);
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2. se aRb, entdo bRa (simétrica);

3. se aRb e bRe, entdao aRe (transitiva).

Definicao 4.20. Uma classe de equivaléncia de a pela relagdo R é dada pelo

conjunto
a = {x € AlzRa}

onde R é uma relagdo de equivaléncia em A e a € A € um elemento fixado arbitra-

riamente.

Teorema 4.21. Seja A um conjunto e R uma relacao de equivaléncia sobre tal

conjunto. Dados a e b € R, temos:
i) a€a;
ii) @ = b < aRb;
i) a #£b=anb=10.

Demonstracio. Considerando a,b € A, temos:

i) pela propriedade reflexiva de uma relagao de equivaléncia, segue que para todo

a € A, temos aRa, logo a € a;

ii) (=) Suponhamos @ = b. Como b € b = @, entdo b € a. Logo, bRa e, pela
simetria de R, aRb.

(<) Se aRb, entao dado = € a, temos que zRa e, pela transitividade de R,
z € b, logo @ C b. De modo analogo, pela propriedade simétrica de R, temos

bRa e assim, b C a. Portanto, @ = b.

iii) Suponhamos por contradi¢do que exista ¢ € aNb. Segue dai que, cRa, cRb e,
pela simetria e transitividade de R, aRb. Logo, por (ii), temos @ = b, o que

contraria a hipétese @ # b.
O

Definigao 4.22. Denominado conjunto quociente de A por R. Define-se A/R =

{ @la € A} como o conjunto de todas as classes de equivaléncia em A pela relagdo

R.
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4.3 NUMEROS INTEIROS

A construcao que se segue do conjunto dos niimeros inteiros esta pautada na defini¢ao
deste como o conjunto das classes de equivaléncias dadas por relagoes de equivaléncia

no conjunto IN x IN.

4.3.1 Construgdo do conjunto dos nimeros inteiros

Teorema 4.23. Considerando o conjunto IN x IN e sobre ele a relacio ~ que sa-
tisfaca: (a,b) ~ (c,d) se, e somente se, a +d = b+ c. Afirmamos que ~ € uma

relacdo de equivaléncia.
Demonstragdo. De fato, temos:

i) (a,b) ~ (a,b) (reflexividade)
Pela comutatividade da adigdo em IN, segue que a +b = b+ a e dai, (a,b) ~
(a,b);

ii) (a,b) ~ (¢,d) = (¢,d) ~ (a,b) (simetria)
Segue ainda da comutatividade da adicio em N que a +d =b+c=c+b =
d+ a, isto é, (¢,d) ~ (a,b);

iii) (a,b) ~ (¢,d) e (¢,d) ~ (e, f) = (a,b) ~ (e, f) (transitividade)
Como (a,b) ~ (¢,d) e (¢,d) ~ (e, f), temos que a+d =b+cec+ f =d+e.
Adicionando b a ambos os membros da segunda igualdade, temos b+ c+ f =
b+ d+ e, de onde segue que a +d+ f = b+ d+ e e, pela lei do cancelamento
da adigdo, a + f = b+ e, ou seja, (a,b) ~ (e, f).

O

Definigao 4.24. Denotando por (a,b) a classe de equivaléncia do par ordenado
(a,b) pela relagio ~. Definimos o conjunto dos nimeros inteiros, designado por Z.,

como o conjunto quociente N x IN/ ~.

Z=(INxIN/~)={(a,b)|(a,b) € N x N}

onde,

(a,0) = {(z,y) € NxN|(z,y) ~ (a,b)}
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4.3.2 Adigdo em Z

Definicao 4.25. O inteiro (a + ¢, b+ d) é definido como a soma (a,b) + (¢, d), onde

(a,b) e (¢,d) € Z.

A priori, ha na definicdo acima um problema, pois por envolver classes de equi-
valéncia, precisamos mostrar que tal definicaio nao depende dos representantes das

classes de equivaléncias envolvidos. Desta forma, apresentamos o lema a seguir:

Lema 4.26. A adigcio em Z. estd bem definida.

Demonstragio. Para demonstrar tal afirmacao, serd necessario mostrar que se (a,b) =

(a/, V) e (¢,d) = (¢, d), entdo (a,b) + (¢,d) = (a', V) + (¢, d").

De fato, como (a,b) = (a/,¥') e (¢,d) = (¢,d’), entao (a,b) ~ (a',b') e (¢,d) ~
(d,d") e assim, a+b =b+d ec+d =d+ .

Além disso, da defini¢ao de adigao, temos:

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) e (V) + (d,d) = (d + UV +d)
Comoa+b =b+d ec+d = +d, entdo:
(a+c)+ W +d)=(a+V)+(c+d)=0b+d)+({+d) = (b+d)+ (d + ),
ouseja, (a+c)+ (0 +d) = (b+d)+ (' + ), de onde segue que (a+c,b+d) ~

( + 0V +d) e, entao, (a+c,b+d) = (a/ +,0 +d). Logo (a,b) + (¢,d) =
(a/,0) + (¢, d) O

Teorema 4.27. Valem as sequintes propriedades para a operacao de adicao em Z.:

~

. Associatividade;

2. Comutatividade;

3. Existéncia e unicidade do elemento neutro (0,0);
4. Lei do cancelamento da adigdo;

5. Existéncia e unicidade do simétrico aditivo.

Demonstragio. Dados (a,b), (¢,d) e (e, f) em Z.

L (a,0) + ((¢;d) + (e, f)) = ((a,0) + (¢, d)) + (e, f).

Temos que:
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(a,b) + ((e,d) + (e, f)) = (a,b) + (c+e,d+ f) = (a+ (c+e),b+ (d+ f))

e, pela propriedade associativa da adigao em IN, segue que:

((a+c)+e,(b+d)+f)=(a+c,b+d)+ (e, f) = ((a,b) + (¢,d)) + (e, f).

2. (a,b) + (¢,d) = (¢,d) + (a,b)

Temos que (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+ d) e, pela comutatividade da adi¢ao em
N, (a+¢,b+d) = (c+a,d+b) = (¢,d) + (a,b).

3. Inicialmente mostremos que se existe o elemento neutro na adi¢ao em Z, entao

ele é tnico.

Suponha que (a,b) e (a’,V') sejam elementos neutros. Entao, temos que
(a,b) = (a,b) + (a/, ), por (a’,b) ser elemento neutro, mas (a,b) + (a’,b') =

(a/,'), por (a,b) ser elemento neutro. Assim, ndo pode haver mais de um

elemento neutro.

Mostremos agora que a adi¢do em Z tem (0,0) como elemento neutro.

De fato, temos

(@.0) +(0,0) = (a+ 0,0+ 0) = (0,b) = (0 + @0+ b) = (0,0 + (a,0)

4. Se (a,b) + (e, f) = (¢,d) + (e, f), entdo (a,b) = (c,d).

De fato, temos que:

(a,0) + (e, f) = (c.d)+ (e, f) = (ateb+ f) =(c+ed+ f)
= (at+ebt+f)~(c+ed+f)=at+e+d+f=b+f+c+e

e, pela lei do cancelamento da adicao em IN, tem-se:

a+d=b+c= (a,b) ~ (¢,d) = (a,b) = (¢,d)

5. Dado (a,b) € Z, existe um tnico (¢,d) € Z tal que (a,b) + (¢,d) = (0,0).

Este (¢,d) é o elemento (b, a).

Inicialmente mostremos que, se existir o simétrico aditivo de (a, b), ele é tnico.

Suponhamos (¢, d) e (e, f) tais que: (a,b) + (¢,d) = (0,0) e (a,b) + (e, f) =

(0,0). Desta forma temos:
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(C7d) = (C7d) + (070) = (C7d) + ((a’b) + (eaf))
((e;d) + (a,0)) + (e, f) = (0,0) + (e, f) = (e, f)

Logo (¢, d) = (e, f)

Além disso, temos que:

(a,0) + (¢,d) = (0,0) & (a+c,b+d) = (0,0) & a+c=b+d.

Para a igualdade a + ¢ = b + d se realizar, devemos tomar ¢ = b e d = a.

Portanto, o tnico simétrico de (a,b) € Z deve ser (b, a).

]

A existéncia e a unicidade do oposto de um niimero inteiro permite que definamos

uma operagao em Z, denominada subtracao.

Definigao 4.28. A subtracio em Z, denotada por (=), é a operagio definida da

sequinte forma: Se «, B € Z., entdo:

onde —f3 (lé-se “menos beta”) é o simétrico de 3 (ou oposto de [3, ou inverso aditivo

de 3).

Assim, a subtracdo a — 3 nada mais é do que a soma de o como simétrico de f3.
Proposicao 4.29. Para «, 3,y € Z., vale:

1. —(—a)=q;

2. —a+p=0—aq;

3. a—(=f)=a+p;

4. —a—pB=—(a+p);

b a—(B+y)=a—-B-7.

Demonstragio. Sejam o = (a,b), 8 = (¢,d) e v = (e, f), temos:

2. —a+ 8= (ba)+ (¢,d) = (¢,d) + (bya) =+ (—a) = — .

3. a—(=p) = (a,b) — (d,c) = (a,b) + (—(d,c)) = (a,b) + (¢,d) = a+ (.
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4. Sabendo que a+ 3 = (a + ¢, b+ d), segue que:

—a—pB=—-a+(-p)=(ba)+ (d,c) = (b+d,a+c)=—(a+c,b+d) =
—(a+p).

5. Uma vez que +v = (c+e,d+ f), temos:

a—(B+7v) =(a,b)—(c+e,d+ f) = (a,b) + (—(c+e,d+ f)) =
(a,0) + (d+ f,c+e) = (a,b) + (d,c) + (f,e) =
(a,0) + (=(c,d)) + (=(e, ) = (a,b) = (e, d) — (e, f) =a =B —1.

4.3.3 Multiplicagcao em Z.

Definigao 4.30. Definimos o produto (a,b) - (¢,d) entre os inteiros (a,b) e (c,d)

como o inteiro (ac+ bd, ad + bc).

)

Assim como na adicdo, por estarmos trabalhando com classes de equivaléncias,
faz-se necessario mostrarmos que a defini¢do acima apresentada independe da repre-
sentacao de tais classes, ou seja, a multiplicacao em Z esta bem definida, conforme

teorema a seguir.

Teorema 4.31. Dados (a,b), (a’, V), (c,d), (¢, d") € Z tais que, (a,b) = (a/,V) e
(c,d) = (d,d'), entio (a,b) - (c,d) = (', V) - (¢, d).

Demonstragio. Sabemos que por serem (a,b) = (a/,b') e (¢,d) = (¢, d'), temos
(a,b) ~ (a',V) e (¢,d) ~ (,d), entdo,

a+b =b+dec+d=d+/7.

Além disso, temos que:

(a,b) - (¢,d) = (ac+ bd,ad + be) e (a/,V) - (¢, d') = (d/d + V', dd + V)
Mostremos que os dois segundos membros das igualdades acima coincidem. Isso

equivale a mostrar que (ac+ bd) + (a’'d' + ') = (ad + be) + (a'd + V' d').

De fato, temos:

cla+b)+d(c+d)+db+d)+V(d+) =cb+d)+d(d+)+dla+
V)+b(c+d)
< (ac+bd) + (dd + V) + b +dc+dd +bd= (ad+bc) + (/¢ +Vd') + ca’ +
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dd+dv +be
& (ac+bd) + (d/d + V) = (ad + be) + (d'd +V'd').

Portanto, (a,b) - (¢,d) = (a/,¥) - (¢, d') e, assim, a multiplicagao em Z estd bem
definida. O

Teorema 4.32. Para a multiplicacao em Z valem as sequintes propriedades:

1. Comutatividade;

2. Associatividade;

3. Ezisténcia e unicidade do elemento neutro (1,0);
4. Distributividade em relagdo a adigdo;

5. Cancelamento multiplicativo.

As demonstragoes das propriedades 1, 2 e 3 sao feitas de modo analogo a adicao.

Desta forma, faremos a seguir apenas as demonstragoes de 4 e 5.

Demonstracao.
(Distributividade em relagio a Adig¢ao): Dados a = (a,b),8 = (¢,d),v = (e, ) € Z,
temos que a(f +7v) = af + ay

De fato:

a(B+7v) = (a,b)- (c+e,d+ f) = (alc+e)+bld+ f),a(d+ f)+blc+e)) =
(ac+ae+bd+bf,ad+ af + bc+be) = (ac+ bd,ad + bc) + (ae + bf,af + be) =
(a,b)-(c,d)—i—(a,b)-(e,f):aﬁ—kay,

(Cancelamento multiplicativo): Sejam « = (a,b),5 = (¢,d),y = (e, f) # (0,0),
tais que ary = fy. Segue que:

(ae+bf,af +be) = (ce+df,cf + de) (1)
o que é equivalente a

ae+bf +cf +de =af + be + ce+df. (2)
Logo, pelas propriedades dos niimeros naturais,

e(a+d)+ f(b+c)=e(b+c)+ fla+d). (3)
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Além disso, temos e # f, por ser (e, f) # (0,0). Suponhamos assim, sem perda de
generalidade, e > f, o que equivale a e = f + g, para algum g € IN*. Substituindo
e por f+ g em 3, obtemos:

fla+d)+gla+d)+ fb+c)=f(b+c)+g(b+c)+ fla+d). (4)

De onde segue, pelas leis dos cancelamentos aditivo e multiplicativo em IN, que
(a+d) = (b+c), ou seja, (a,b) ~ (¢,d). Logo (a,b) = (¢,d) e, portanto, a =
S. O

4.3.4 Relacao de ordem em Z.

Vamos comparar os elementos de Z através de uma relacdo de ordem, conforme

defini¢ao abaixo:

Definicao 4.33. Dados (a,b), (¢,d) € Z, dizemos que (a,b) é menor do que ou
igual a (c,d) e, escrevemos (a,b) < (¢,d), quando a+d < b+ c.

Assim como feito para a relagao de ordem em IN, sao definidos os simbolos >, >

e <.

Proposigao 4.34. A relagio < estd bem definida, ou seja, se (a,b) = (a’,b) e
(¢c,d) = (¢, d') entio, (a,b) < (¢,d) & (a, V) < (,d').

Demonstragio. Temos que (a,b) < (¢,d) < a+d < b+ ce, além disso, por hipdtese
a+b =b+d ec+d =d+ . Dai, segue que:

(d+d)+(a+d) < (d+d)+(b+c)=(b+d)+(c+d)=(a+V)+ (d+ )
e, consequentemente,

(d+d)+(a+d) <V +)+ (a+d)

Logo, (' +d') < (b + ) e, portanto, (a/, V) < (¢, d")

A reciproca é demonstrada de forma analoga. O]

Teorema 4.35. A relacio < € uma relagdo de ordem em Z., ou seja, para o, 3,y € Z.

arbitrdarios, valem:
1. a <« (Reflezividade);

2. a<fef<a=a=[ (Antissimelria);
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3. a<pef<y=a<y (Transitividade).

Demonstragio. Sejam o = (a,b), 8 = (¢,d) e v = (e, f), temos:
1. a<a,poisa+b<b+a.

2. a<pfepf<aswsat+d<b+ceb+c<a—+d Logo, a+d=>b+ ce dai,

(a,b) = (¢,d). Portanto a = f3.

.alfef<ysa+d<b+cec+ f<d+e Temos entao,
(a+d)+(c+f) < (b+e)+(d+e)= (a+f)+(c+d) < (b+e)+(c+d) =

= (a+f) < (b+e).

Logo, (a,b) < (e, f) e, portanto, o < 7.
L]

Proposicao 4.36. (Lei da tricotomia) Dado o inteiro o, apenas uma das situagoes

sequintes ocorre:

Demonstragio. Seja a = (a,b) € Z.

Suponhamos que a = (0,0) e « < (0,0) (ou a > (0,0)) simultaneamente. Desta

forma teriamos:

a=(0,0)=a=0
e

a<(0,0)=a<b,

o que é um absurdo pela lei da tricotomia dos naturais.

Suponhamos agora que, a < (0,0) e a > (0,0) simultaneamente. Seguiria daf

que:

a<(0,0)=a<b
e

a>(0,0)=a>0b,

o que ainda, pela lei da tricotomia dos naturais, seria um absurdo. O]
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Teorema 4.37. A relagio < € compativel com as operagoes em Z., isto €, para

a, B,y € Z. arbitrdarios, vale:

L al<B=a+y< B+,

2. a<fBevy>(0,0)=ay<py.

Demonstragio. Sejam o = (a,b), 8 = (¢,d) e v = (e, f). Temos:

l.a<pB=a+d<b+ec

Além disso, pela compatibilidade da relagao de ordem com a adi¢do em Z,

segue que
(a+d)+(e+f)<(b+c)+(e+f),
ou seja,
(a+e)+(d+[f) <0+ [f)+ (cte).
Logo
(a+e, b+ f)<(c+ed+f)
e, portanto,

at+y <G+

2. Temos que ay = (ae +bf,af +be) e By = (ce +df,cf + de).

Além disso, como a < ey > (0,0) implicam a +d < b+ce f <e. Segue
que, existem g e h € N, taisque b+c=a+d+ g e e = f + h. Entao,

be +ce =ae+de+ ge, bf +cf =af +df +gf e ge = gf + gh

Das igualdades acima e pela lei do cancelamento, segue que:

ae+de+ge+bf +cf +gf +gh =be+ce+af +df +gf + ge
< (ae+0bf) + (c¢f +de) + gh = (af + be) + (ce + df)
< (ae+bf) + (c¢f +de) < (af + be) + (ce + df)

& (ae+bf,af +be) < (ce+df,cf + de)

Portanto, ay < 7.

Definigao 4.38. (Ferreira, 2011) Dado (a,b) € Z, dizemos que:

i) (a,b) € positivo quando (a,b) > (0,0);
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ii) (a,b) € ndo negativo quando (a,b) > (0,0)

)

iii) (a,b) € negativo quando (a,b) < (0,0

);.

w) (a,b) é nao positivo quando (a,b) < (0,

0).

Observemos que se (a,b) é positivo, pela definigao da relacio de ordem em Z,

temos que a +0 > b+ 0 e, assim a > b. Logo existe m € IN* tal que a = b+ m, o que

equivale a (a,b) = (m,0). Analogamente, se (a,b) é negativo, temos (a,b) = (0,m).

Por fim, a tricotomia em Z e as observagoes acima nos dizem que:

Z = {(0,m)lm € N"} U{(0,0)} U{(m,0)|m € N},
sendo a uniao disjunta.

Utilizando as seguintes notagoes:

Z* ={(0,m)lm e N*}, Z_=2Z* U(0,0)
* ={(m,0)lm e N*}, Z, =Z* U (0,0),

notemos que o conjunto dos nimeros inteiros nao negativos, Z, é uma “cépia
algébrica” de IN, uma vez que estd em bijecao com ele.
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O Curriculo do Estado de Sao Paulo (2011) em suas orientagoes quanto ao processo

de ensino aprendizagem dos contetidos basicos diz que

o trabalho com o bloco de contetdos denominado Niimeros tem por
objetivo principal um enriquecimento do escopo da linguagem numérica,
inicialmente restrita a situagdes e problemas envolvendo a contagem e
a medida. As sucessivas ampliagbes dos campos numéricos por meio de
situagoes significativas que problematizem essa necessidade constituem
caminho natural para tal enriquecimento.

Tais situac¢des podem estar apoiadas na histéria, como, por exemplo,
a ampliagdo dos niimeros naturais para os inteiros devido as necessidades
prementes do desenvolvimento comercial e financeiro dos séculos XV e
XVI... (Curriculo do Estado de Sdo Paulo: Matematica e suas tecnolo-
gias, 2011,p.40)

Afirma ainda que:

em qualquer disciplina, conhecer é sempre conhecer o significado, ou
seja, o grande valor a ser cultivado é a apresentacdo de contetdos sig-
nificativos para os alunos. O significado é mais importante do que a
utilidade pratica, que nem sempre pode ser associada ao que se ensina...
E, na construgao dos significados, uma ideia norteadora é a de que as
narrativas sdo muito importantes, sao verdadeiramente decisivas na ar-
quitetura de cada aula. E contando histérias que os significados sao
construidos. [...] uma fonte primdria para alimentar as histérias a se-
rem contadas é a Histéria em sentido estrito: Histéria da Matematica,
Histoéria da Ciéncia, Historia das Ideias, Historia... E é na historia que
buscamos nao apenas uma compreensao mais nitida dos significados dos
conceitos fundamentais, mas principalmente o significado das mudancas
conceituais, ou seja, o significado das mudancgas de significado. (Curri-
culo do Estado de Sao Paulo: Matemaética e suas tecnologias, 2011,p.45)

Partindo destas ideias e, tendo ciéncia de que é no 7° ano do ensino fundamental
que esté previsto o primeiro contato com o estudo dos niimeros negativos no curriculo
do Estado de Sao Paulo, podemos notar na pratica docente que é nesta etapa que
as grandes confusOes inerentes a tematica e, ja mencionadas no capitulo 2 deste
trabalho, surgem nas salas de aula.

Atualmente, é comum nas salas de aula, que os alunos sejam apresentados ini-

cialmente ao modelo comercial (débitos e créditos) quando se trata das operagoes
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com os numeros inteiros. Sendo que, por compreenderem o significado deste modelo,
nao apresentam dificuldades em sua compreensao. Porém, quando sdo apresentados
as operacoes de multiplicacao e divisao, sdo expostos as regras de sinais. Os alunos,
neste momento, por nao compreenderem o significado das regras de sinais, assumem
que tais regras sao validas para todas as situacgoes envolvendo operagées com niime-
ros inteiros e, assim, até mesmo o modelo comercial que estava bem compreendido
deixa de fazer sentido para eles.

Neste sentido, a proposta didatica presente neste trabalho refere-se a utilizacao
da historia da construcao dos niimeros inteiros, identificando as dificuldades encon-
tradas por importantes matematicos no que diz respeito a compreensao dos niimeros
negativos, até a sua formalizacdo, comparando-as com as dificuldades atuais em sala
de aula.

A principio, apresentar a construcao dos conjuntos dos niimeros naturais e intei-
ros como feita no capitulo 4 deste trabalho, esta distante da realidade dos alunos
da educacao basica, porém percebemos que a tentativa de evita-la fazendo uso de
regras sem significado nao tem surtido o resultado esperado.

Como, no 9° ano do ensino fundamental, estd previsto no curriculo do Estado de
Sao Paulo o trabalho de ampliacao dos conjuntos numéricos, sugerimos ao professor
o estudo do processo historico de construcao e aceitagao dos ntiimeros negativos e a
construcao formal destes conjuntos, para poder dar significado as regras de sinais aos
alunos, usando parte desta formalizacao no trabalho em sala de aula. Uma vez que
entendemos, que o conhecimento do processo histérico tera papel motivacional na
busca da superacao das dificuldades e a formalizacao dos conceitos dara o significado

necessario para a efetiva aprendizagem da tematica.
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12 Bimestre

2% Bimestre

MNimearos

Sisternas de numeracao

* Sistemnas de numeracdo na
Antiguidade

» {J sistema posicional decimal

Mameros negativos
# Representacao
# Qperacfes

Mameras racionais
* Representacao fraciondria e decimal

* Operagbes com dedmais e fraghes
(complementos)

Geomeatria

Geometria

* Angulos

Poligonos

Cirounferénda

® Simetrias

Construgbes geométricas
Poliedros

62 série/7° ano do Ensino Fundamental
| Comeides | Habiidades

» Compreender o funcionamento de sistemas

decimais e nao dedmais de numeragao e
realizar calculos simples com poténcias

» Compreender a relagio entre uma fracso
@ a representacao decimal de um numerno,
sabendo realizar de modo significativo as

operagies de adigio, subtragao, multiplicagio

e divisdo com decimais
» Saber realizar operagbes de adicio,
subtracao, multiplicagao e divisdo de

fragdes, compreendendo o significado das
operagtes realizadas

# Compreender o significado dos ndmeros
negativos em situagbes concratas, bem
comao das operaches com negativos

» Saber realizar de modo significativo as
operaches de adicdo, subtracio,

multiplicaco e divisdo de ndmeros negativos

» Compreender a ideia de medida de um
angula fem grau), sabendo operar com
medidas de dngulos e usar instrumentos
geométricos para construir e medir dngulos

* Compreender e identificar simetria axial e
de rotacdo nas figuras geométricas e nos
objetos do dia a dia

» Saber caloular a soma das medidas dos
angulos internos de um tridngulo e estender
tal loulo para poligonos de n lados

# Saber aplicar os conhecimentos sobre a
soma das medidas dos Sngulos de um
trigngulo e de um poligono em situagbes
praticas

» Saber identificar elementos de poliedros

& classificar os poliedros segundo diversos
pontos da vista

# Saber planificar e representar (em vistas)
figuras espaciais

Figura 1: (Curriculo do Estado de Sdo Paulo: Matematica e suas tecnologias,
2011,p.59)
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82 série/92 ano do Ensino Fundamental
| Conteudos | Habilidades

Mameros * Compreender a necessidade das
sucessivas ampliagtes dos conjuntos
numéricos, culminando com os ndmeros
irracionais

Mimeros reais
& Conjuntos numericos ; :
J * Saber representar os nlmeros reais na

# MNOmeros irracionais reta numerada

Ak s * Imcorporar a ideia bésica de que os
* Potenciacao e radiciacao em R nameros irracionais somente podem ser
i utilizados em contextos praticos por meio
L 5 E B
Notacao cientifica de suas aproximagdes racionais, sabendo
calcular a aproimacao racional de um
nimero irracional

12 Bimestre

» Saber realizar de modo significativo as
operagoes de radidagio e de potendacio
COM Nimerss reais

» Compreender o significado e saber
utilizar a notacéo cientifica na
representacdo de ndmeros muito
grandes ou muitos pequenos

Mimeros/Relagies * Compreender a resolucdo de equaches
de 29 grau e saber utiliza-las em
contextos praticos

Algebra
= : ) * Compreender a nocao de funcio como
* Equacdes de 2% grau: resolucao e relacdo de interdependéncia entre
problemas grandezas
» Saber expressar e utilizar em contextos
Funcoes praticos as relagbes de proporcionalidade
» Nogdes basicas sobre funcao direta entre duas grandezas por meio de

fungbes de 19 grau

2% Bimestre

* A jdeia de variac 4
e » Saber expressar e utilizar em contextos

« Construcio de tabelas e graficos para praticos as relagtes de propordonalidade
representar funcoes de 12 e de 22 graus direta entre uma grandaza e o quadrado de
outra por meio de uma fungo de 29 grau

» Sabar construir graficos de fungdes de
12 @ de 20 graus por meio de tabelas e
da comparacao com os graficos das
fungesy=xey=x2

Figura 2: (Curriculo do Estado de Sao Paulo: Matemética e suas tecnologias,
2011,p.63)
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