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RESUMO

Neste trabalho abordamos topicos de Geometria Euclidiana ministrados no Ensino Ba-
sico: Semelhanca de Triangulos e as relagoes métricas no triangulo retangulo. Para isto,
inicialmente fizemos um breve historico da Geometria Euclidiana, em sequencia apresen-
tamos alguns resultados sobre Congruéncia e o Teorema de Tales. Tal resultado é de
fundamental importancia para dar continuidade ao trabalho, pois a partir dele obtemos
os critérios de semelhangas e consequentemente as relagoes métricas no triangulo retan-
gulo. Finalizamos o trabalho com algumas aplicagoes e breves comentéarios sobre textos

da literatura matematica do Ensino Médio que abordam o assunto estudado..

Palavras-chave: Semelhanca de Triangulos. Teorema de Tales. Relagoes Métricas.

Ensino Bésico.



ABSTRACT

In this work we cover topics of Euclidean Geometry taught in Basic Education: Similarity
of Triangles and the metric relations in the triangle rectangle. For this, we initially made
a brief history of Euclidean geometry, in sequence we present some results on Congruence
and the Thales Theorem. This result is of fundamental importance to continue the work,
since from it we obtain the criteria of similarities and consequently the metric relations in
the triangle rectangle. We conclude the work with some applications and brief comments

on texts of the mathematics literature of High School that approach the studied subject.

Key-words: Similarity of Triangles. Tales Theorem. Metric Relations. Basic Education.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho, consiste em uma abordagem de alguns topicos da Geometria
Euclidiana Plana apresentados no Ensino basico: Semelhanca de triangulos e relagoes
métricos no triangulo.

Durante o processo de investigacao bibliografica sobre o tema usamos elementos
de natureza qualitativa de pesquisa que consistiu de um estudo sobre quais bibliografias
apresentam uma abordagem histérica da geometria de modo a motivar alunos e professo-
res a estudar verdadeiramente essa disciplina. Além disso, foram selecionados conceitos
geométricos basicos, determinantes para todo o desenvolvimento da geometria.

Apresentamos resultados sobre congruéncia de triangulos, em sequéncia desta-
camos o Teorema de Tales e os casos de semelhanca de triangulos de onde obtemos as
relacoes métricas no tridngulo retangulo. Vale salientar que os topicos estudados sao
necessarios a formagao dos alunos do Ensino Bésico, o que justifica a atencao dada.

Dessa forma, este trabalho esta organizado em cinco capitulos. O primeiro apre-
senta o objetivo central da temética; o segundo apresenta uma abordagem histoérica da
geometria; o terceiro é apresentado as nogoes basicas da geometria euclidiana plana; o
quarto apresenta alguns livros didaticos no ensino médio que versam sobre o assunto de
geometria e por fim, faz-se as consideracoes finais relevantes para o Ensino de Matematica

sobre o tema.



2 ABORDAGEM HISTORICA DA
GEOMETRIA

Neste capitulo, apresentaremos alguns aspectos histéricos da Geometria Eucli-
diana Plana através da sua formalizacao, criacao e desenvolvimento enquanto ramo da
Matemaé tica. Mostraremos também a criacao de questoes que foram fundamentais para
atender a necessidade de cada geracao, resultados estes atribuidos aos gregos e, por fim,
exibiremos alguns fatores relevantes para a criagao e desenvolvimento da Geometria Ana-

litica.

2.1 A matematica e a formalizacao da geometria

Quando se trata de Geometria é bastante comum traté-la como sendo um ramo
da Matemética, a qual é responsavel pelas inimeras aplicagoes relevantes oferecida por
essa ciéncia e além disso, ressalta-se que seus fundamentos nos faz entender sobre sua
extensao e interpretacao de tudo a cerca do mundo.

Sabe-se da existéncia de algumas historias envolvendo a nogao espacial geogra-
fica acerca do Rio Nilo e um de seus principais personagens a destacar-se como Herdédoto.
Narra-se historias antigas sobre a criagao da Matematica e a formalizagao da Geometria,
destacando-se a presenca de sabios que participaram de grandes feitos matematicos tais
como: os célculos sobre a superficie terrestre e a invencao de espelhos em formatos de
paraboloides. Contudo, essas ideias nao sao suficientes para explicar a origem e forma-
lizacao da geometria, porém esses fatos e momentos sao importantes porque remetem a
origem da disciplina.

Os egipcios foram importantes para o desenvolvimento da geometria, exemplo
disso tem-se nos papiro Moscou (ou Golenischev) com 25 problemas e Rhind (ou Ahmes)
com 85 problemas em escrita hierdtica, que sao dois textos mateméaticos de aproxima-
damente 1850 a.C. e 1650 a.C., respectivamente, os quais foram encontrados no Egito e
que juntos possuem 26 problemas geométricos, sendo a maioria sobre o calculo de areas
de terras e volumes de graos, porém sem provar (neles ou em qualquer outro documento
egipcio ja encontrado) os egipcios tinham conhecimentos de algum caso particular, do
teorema de Pitagoras e um exemplo correto que trata-se sobre o calculo do volume de um
tronco de piramide de bases quadradas no papiro de Moscou onde podem ser encontrados
em [§].

A geometria originou-se no Egito, sendo totalmente relacionada a atividades pra-
ticas do povo de acordo com a necessidade apresentada em cada geracao. A medicao

de terras, principalmente apo6s as cheias do Rio Nilo, via-se o quanto era necesséria a
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reconstrucao dos limites de terrenos.

Essas afirmacoes sao questionaveis, uma vez que ha certa concordancia com o
fato pelo qual o interesse pelas formas e suas propriedades, isto é, a propria geometria.
Percebe-se ainda que esta disciplina oferece ferramentas que vao além da necessidade de
medir terras. Indiscutivelmente, os interesses econdmicos e sociais egipcios impulsionaram
o desenvolvimento da Geometria, porém, pode-se encontrar instrumentos como: papiros;
vasos e outros, mais antigos do que a propria civilizagao egipcia, e ainda de civilizagoes
contemporaneas aos egipcios; esses instrumentos estao inteiramente relacionadas ao uso
dos principais fundamentas da geometria.

Infere-se ainda que os babilénios 2000 a.C. a 1600 a.C. estavam acostumados com
o uso das regras gerais da area do retangulo, da area do triangulo retangulo e do triangulo
isosceles (e talvez da area de um triangulo genérico), da area de um trapézio retangulo, do
volume de um paralelepipedo reto-retangulo e, mais geralmente, do volume de um prisma
reto de base trapezoidal.

Constata-se que a mensuragao pratica também esté fortemente relacionada com
geometria babilonica, onde se tem a possibilidade de uma introdugao ao estudo da geome-
tria, por meio dos babilonios. Além dos exemplos ja citados, os babilonios se detiveram a
muitos outros estudos sobre temas geométricos, alguns se mostraram erréneos quanto ao
calculo o volume de um tronco de cone e de uma piramide quadrangular regular como o
produto da altura pela semi-soma das bases, enquanto outros com uma boa aproximacao
ou totalmente corretos, como tomar o comprimento de uma circunferéncia como o triplo
de seu didmetro e a area de um circulo como um duodécimo da area do quadrado de lado
igual & circunferéncia respectiva, veja [10].

Varios estudos demonstram como encontrar o volume de um cilindro circular
reto através do produto da area da base pela altura ou tomando o estudo de triangulos,
tema central desse trabalho, para isso basta usar a nocao que os lados correspondentes
de dois tridngulos retangulos semelhantes sao proporcionais, bem como verificar que a
perpendicular baixada do vértice de um triangulo isésceles em que incidem os lados con-
gruentes divide a base ao meio, além de conhecerem o Teorema de Pitédgoras, este ultimo
comprovado através de varios ternos pitagoricos encontrados na mais notavel das tabulas
matemaéticas babilonicas ja estudadas, conhecida como Plimpton 322.

O senso algébrico é uma caracteristica marcante da geometria babil6nica, sendo
notorios diversos problemas envolvendo uma transversal paralela a um lado de um tri-
angulo retangulo e que resultam em equacgoes quadraticas. Assim, sem precisar se deter
ao fato de que também se deve aos babilonios antigos a divisao da circunferéncia de um
circulo em 360 partes iguais, temos diversos exemplos que comprovam a influéncia deste

povo no estudo da geometria, e em particular no estudo dos triangulos.



CAPITULO 2. ABORDAGEM HISTORICA DA GEOMETRIA 15

Figura 1: Tabua Babilonica.

Fonte: http://www.nytimes.com/2010,/11/27 /arts/design/27tablets.html.

Ressalta-se ainda que os resultados adquiridos da placa deve-se aos estudos de
Neugebauer (1969), a principio os notaveis nimeros registrados sobre a placa nao apre-
sentavam uma conexao de informacoes que pudessem obter naturalmente tais resultados.
Sabe- se ainda que existiram varias interpretacoes a cerca do seu conteido visivel por
alguns historiadores, pois algumas das entradas da tabela apresentam-se danificadas. Po-
rém, tais interpretagoes permitiram varios questionamentos por muitos matemaéaticos da
época, onde os quais obtiveram éxito ao final do processo investigativo. Contudo, julga-se
ainda que os erros obtidos durante o desenvolvimento das descobertas deve-se a falta de

ferramentas matemaéaticas na época.

2.2 A geometria grega

Com o declinio dos povos egipcio e babilénico e o surgir da Idade de Ferro, o
mundo passou por grandes mudangas econdémicas e politicas, o que influenciou diretamente
a Matematica. Pela primeira vez na matemaética, como em outros campos, o homem
comegou a formular questoes fundamentais como: Por que os angulos da base de um
triangulo isosceles sao iguais? e Por que o didmetro de um circulo o divide ao meio? [9].
Os processos empiricos do Oriente antigo, suficientes o bastante para responder questoes
da forma de como, nao mais bastavam para as indagacoes mais cientificas na forma de
porqueé.

Com esse aspecto estabelecido acima apresentou-se a Geometria Demonstrativa,
que embora alguns historiadores da matematica discordem, tem seu inicio dedicado, tradi-
cionalmente, a Tales de Mileto, o qual ganhou destaque por sua inteligéncia ao se dedicar
em diferentes areas, desde os negocios e estadismo a filosofia e astronomia.

A ele sao atribuidos alguns resultados elementares:
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1. Qualquer diametro efetua a bisseccao do circulo em que é tracado.
2. Os angulos da base de um triangulo isosceles sao iguais.
3. Angulos opostos pelo vértice sao iguais.

4. Se dois triangulos tém dois angulos e um lado em cada um deles respectivamente

iguais, entao esses triangulos sao iguais.

5. Um angulo inscrito num semicirculo é reto. (Resultado ja conhecido pelos babilénios

com aproximadamente 1400 anos de antecedéncia).

Tais resultados mostram que dois entre eles se referem a triangulos. Ha intimeras
narracoes medindo o conhecimento desse matemético, algumas fantasiosas ou sem com-
provagao, como o caso dele ter previsto um eclipse solar ocorrido em 585 a.C. que até hoje
nao foi comprovada, bem como diversas outras que sustentam a importancia dele para o
desenvolvimento nao s6 da Matematica, mas o desenvolvimento da humanidade.

Ainda sobre os primoérdios da matemaética grega, diferentemente da matematica
babilonica e egipcia, quase nao existem documentos que a fundamentam, por isso, quando
se fala em antiguidade, os babilonios e os egipcios superaram os gregos, os quais até
buscavam uma troca de conhecimentos.

Além dos feitos de Tales, narrados nesse material, temos a presenca de outro
importante matemaético grego, Pitagoras, o qual sempre esta envolto de mistérios e misti-
cismos, o que dificulta precisao ao narrarmos suas conquistas e de seus aliados e seguidores.
Para exemplificar isso temos o fato dos feitos descobertos dentro da escola pitagorica sem-
pre serem atribuidos ao seu lider, fazendo com que nao possamos identificar quais estudos
sao obra tnica de Pitédgoras e quais sao um trabalho coletivo ou de outro pitagoérico.

E extremamente notavel a influéncia dos pitagoricos no desenvolvimento da Teoria
dos Numeros, quer quantitativa ou qualitativamente, contudo vamos nos ater a impor-
tancia da escola para com a geometria, tendo como principal ponto o teorema que até ja
era conhecido pelos babilonios cerca de um milénio antes, mas que se atribui a Pitagoras
a primeira demonstragao geral dele e que assim atualmente recebe o nome de Teorema
de Pitagoras: O quadrado da hipotenusa de um triangulo retangulo ¢é igual a soma dos
quadrados das medidas dos catetos.

Os pitagoricos e outros matemaéticos gregos da época trouxeram um grande avango
para a matematica, em especial para a geometria, visto que em sua maioria tratavam
um numero através de um comprimento sem ter uma notagao algébrica completa para
adequar-se aos problemas. Como sao muito fartos os exemplos ao longo dos trés séculos
de matematica grega, aqui vemos necessario fazer um salto histérico, para tratar como a
geometria demonstrativa culminou com os Elementos de Euclides, por volta de 300 a.C.,

veja [7].



CAPITULO 2. ABORDAGEM HISTORICA DA GEOMETRIA 17

E desapontador, mas muito pouco se sabe sobre a vida e a personalidade de
Euclides, salvo que ele foi professor da famosa e duradoura escola de matemética de
Alexandria. Desconhecem-se também a data e o local de seu nascimento, mas é provavel
que sua formagao matematica tenha se dado na escola platonica de Atenas. Muitos anos
mais tarde, ao comparar Euclides com Apolonio, de maneira desfavoravel a este tultimo,
Papus elogiou Euclides por sua modéstia e consideragao para com os outros [7].

O fato é que devemos a Euclides a formalizacao de boa parte da Matemética
Grega, pois seus estudos nao se limitaram a sua obra mais famosa, Elementos, tendo
sobrevivido ao longo dos tempos o texto completo de cinco dos dez principais trabalhos
dele. A importancia dos Elementos deve ser defendida por todo estudante da matematica,
pois para se ter ideia, a excecao da Biblia, é a obra mais estudada no mundo e pode-se
dizer que é a que mais influenciou o pensamento cientifico.

E errado pensar que os Elementos se dedicam unicamente ao estudo da geometria,
pois nele encontramos rico material de algebra elementar geométrica e da teoria dos
ntmeros, mas se deve principalmente & organizagao das ideias geométricas que a obra se
difundiu.

Ao longo dos livros I, III, IV, VI, XI e XII, temos o estudo da Geometria Plana
e Espacial estudada atualmente em nossas escolas, tomando por exemplo o livro I que
inicia com defini¢oes, postulados e axiomas preliminares necessarios para uma introducao
ao estudo da geometria, seguidos de 48 proposigoes, divididas em trés partes: as vinte e
seis primeiras sobre as propriedades dos triangulos, o principal tema do nosso trabalho,
seis proposicoes sobre a teoria das paralelas, quando prova que a soma dos angulos internos
de um triangulo ¢ igual a dois angulos retos e dezesseis sobre paralelogramos, triangulos
e quadrados, em especial a relagao entre as areas.

Ainda que nao contivesse toda a geometria da época em que foi escrito, pois
sequer toda a matematica que Euclides sabia estava contida na obra, podemos tomar os
Elementos como um texto introdutério de matematica geral, que se transformou no maior

referencial de formalizacao de uma ciéncia.

2.3 A geometria analitica

Em meados 1660 os franceses Gérard Desargues e Blaise Pascal criaram um novo
ramo da geometria, a Geometria Projetiva, a qual estuda as propriedades descritivas das
figuras geométricas. Desse modo, construiu-se um debate para formulacao dos novos
métodos da geometria, criados por René Descartes e Pierre de Fermat, a Geometria
Analitica Moderna.

Para finalizar a abordagem historica analisaremos o inicio da geometria projetiva,
o qual se deve a genialidade de Desargues e Pascal, além de sofrer influéncia de Gaspar

Monge (1746 - 1818) e Lazare Carnot (1753 - 1823), ela se desenvolveu apenas no século
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XIX com Jean Victor Poncelet (1788 - 1867).

Apesar da Geometria Analitica, com sua correspondéncia entre os pontos do plano
com um par ordenado de ntimeros reais, ter revolucionado a matematica do século XVII,
pois Apolonio (262 a.C. - 190 a.V.) ja tinha feito uma modesta contribui¢do com a liga-
¢ao entre a algebra e a geometria através de seus estudo de conicas e Nicole Oresme, no
século XIV, ja tinha representado graficamente certas leis, foi preciso o desenvolvimento
de processos algébricos, para que uma investigagao geométrica passasse para uma inves-
tigagao algébrica, e com a contribuicao de Descartes e Fermat para se ter os primoérdios
da geometria analitica como é estudada hoje.

It is considered that sciences, as well as technologies, are historically situated
human constructions and that the objects of study they construct and the discourses they
elaborate are not confused with the physical and natural world, although this is referred
to in these discourses. It is also important to understand that, although the world is the
same, the objects of study are different as constructors of the knowledge generated by the
sciences through their own laws, which must be appropriated and placed in a grammar
internal to each science, conforme [8]. O leitor poderé facilmente traduzir o texto acima
para portugués, sugiro que assim seja caso julgue necessario.

Portanto, se apropriar do conhecimento sobre a criacao da Matematica podera
motivar os estudantes a acompanhar todo o processo evolutivo dessa ciéncia e, sobretudo,
despertar seu interesse do quanto a Matemaética se faz importante para o seu dia-a-dia e

ainda, sobre em quais ramos a mesma é aplicivel.



3 NOCOES DE GEOMETRIA PLANA

Neste capitulo abordaremos algumas nogoes elementares de Geometria Plana tais
como: conceitos basicos, congruéncia de triangulos, Teorema de Tales e semelhanca de
triangulos. Estes assuntos sao de suma importancia para o desenvolvimento dos principais

resultados apresentados pela disciplina de Geometria Euclidiana Plana.

3.1 Conceitos elementares

Nesta se¢ao, abordaremos alguns conceitos e resultados elementares de Geometria
Plana para garantir o bom andamento do texto e sobretudo, formar um conjunto de
ferramentas essenciais para o desenvolvimento dessa disciplina.

Nesse texto, admitiremos que o leitor tenha certo conhecimento dos conceitos de

ponto, reta e plano. Desse modo, iremos considerar tais conceitos como primitivos.

Definicao 3.1.1 Dados dois pontos distintos A e B em um plano qualquer. Chama-se
segmento de reta AB a unido do conjunto desses dois pontos com o conjunto dos pontos

que estao entre eles.

Figura 2: Segmento de reta AB.
A B
o ]

Fonte: Elaborada pelo autor

Usaremos AB para expressar o segmento da reta determinado pelos pontos A e

B e AB para indicar a medida do comprimento (ou distancia) entre A e B.

Exemplo 3.1.1 Trés pontos X,Y e Z pertencem a uma mesma reta r tal que Z € XY'.
Se XY =20cm e XZ =4-YZ, determine X Z.

Solucgao. Pela hipotese tem-se que

XZ=4-YZ&&YZ=4-XZ.

Portanto,
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1
XY=XZ+7Y & 20:XZ+Z-XZ
& 80=4XZ+XZ
& 80=5XZ7
& XZ =16 cm.
||

Percebe-se que quando se trata das aplicacoes referentes a pontos de um segmento

de reta AB aquele se destaca é o ponto médio M , o qual é definido como o ponto que

divide AB em dois segmentos de mesmo comprimento (AM = BM )

Definigao 3.1.2 Dados dois pontos distintos A e B em um plano qualquer. Chama-se

semirreta AB (indicada por zﬁ) a unido do segmento da reta AB ao conjunto dos pontos

X tais que B estd entre A e X.

Figura 3: Semirreta AB.

A B

AB

Fonte: Elaborada pelo autor

~ . -~ . .
Definicao 3.1.3 Sejam OA e @ duas semirretas de um plano qualquer. Diz-se que

—
um dngulo de vértice O e lados OA e O? € uma das regioes do plano limitadas pelas

H ~
semirretas OA e O@ e o indicamos por AOB.

Figura 4: Angulo AOB.

B

N

Fonte: Elaborada pelo autor

Denotaremos por o a medida do angulo AOB. Além disso, pode-se classificar «

conforme seu valor em graus ou radianos, veja
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1. AOB é um angulo agudo se 0° < a < 90°.
2. AOB é um angulo reto se a = 90°.
3. AOB & um angulo obtuso se 90° < o < 180°..

4. AOB é um angulo raso se o = 180°.

Definicao 3.1.4 Dadas as medidas de dois dngulos o e B quaisquer. Diz-se que a e (3
sao complementares (respectivamente, suplementares e replementares) quando a soma das

suas medidas € igual a o = 90° (respectivamente, 180° e 360°).

Defini¢ao 3.1.5 (Tridngulo). Dados trés pontos nao colineares A, B e C' em um plano

qualquer. Diz-se que a uniao dos segmentos de reta que unem tais pontos formam um
triangulo ABC..

Figura 5: Triangulo ABC.

Fonte: Elaborada pelo autor

Os pontos A, B e (' sao os vértices, os segmentos AB, BC' e AC sao os lados
do triangulo ABC, «, 8 e 7, sao respectivamente, as medidas dos angulos BAC’, ABC e
ACB , 08 quais representam os angulos internos do triangulo.

Considerando o tridangulo ABC podemos classificad-lo conforme o comprimento
dos lados AB, BC' e AC'. Isto é,

1. Diz-se que o triangulo ABC é equilatero quando AB = BC' = AC;

2. Diz-se que o triangulo ABC' é isosceles quando AB = BC ou AB = AC ou BC' =
AC;

3. Diz-se que o triangulo ABC' é escaleno quando AB # BC,AB # AC e BC # AC.
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A Figura 6 a seguir, apresenta ordenadamente um triangulo equilétero, is6sceles
e escaleno. Além disso, tem-se que em todo tridngulo equilatero seus angulos internos

tém a mesma medida, todo triangulo isosceles apresenta dois dos seus angulos internos
iguais e todo triangulo escaleno apresenta os trés angulos distintos dois a dois.

Figura 6: Triangulos: equilatero, isosceles e escaleno.
A
A\
'

A __\\ | I'|I IIII et o
LY / \ | e
/ \ { \ I|I ~
-;ff \_L _'f- J‘E \ H S
.-"f \". |'Il II‘l II' H-\-L‘
F, AY | \ | =
."'.l ! \ \ e
: \ N Ve \ ™~
/\‘IL 1 L Y lll L | k\l \ - S
Fonte: Elaborada pelo autor

Além da classificacao de um tridngulo quanto a medida de seus lados, pode-se
também classificad-lo quando a medida de seus angulos, veja.

1. Um tridangulo é acutangulo quando todos os seus angulos internos forem agudos;

2. Um tridngulo é retangulo quando possuir um angulo reto;

3. Um triangulo é obtusangulo quando possuir um angulo interno obtuso.

Figura 7: Triangulos: acutangulo, retangulo e obtusangulo.

Fonte: Elaborada pelo autor

Consideremos a seguir duas retas paralelas r e s cortadas por um reta transversal ¢
pertencentes a um plano qualquer, veja figura abaixo.
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Figura 8: Retas paralelas cortadas por uma transversal.

.

Fonte: Elaborada pelo autor

Pode-se perceber que a reta t determina com as retas paralelas r e s oito angulos,

onde define-se os pares de angulos na Figura 8 como:
1. Os angulos a e ¢ sao correspondentes.
2. Os angulos b e d sdo alternos internos.
3. Os angulos a e d sdo colaterais internos.

A partir desse fato, segue o resultado crucial quando tratamos sobre retas para-

lelas cortadas por ou mais retas transversais.

Teorema 3.1.1 No plano sejam r e s duas retas cortadas por uma transversal t. As
retas r e s sao paralelas quando elas determinam com a reta t dngulos alternos internos

de mesma medida.

Demonstragao. Transportando paralelamente a reta r sobre a transversal ¢ (conforme
Figura 9) os angulos determinados por r e ¢t ndo se modificam ao longo desse movimento.
Logo, os pares de angulos (a, ¢) e <B, cf) possuem a mesma medida. Como (a, ¢) e (d, cZ)

sao alternos internos, conclui-se o resultado. [ ]
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Figura 9: Transporte da reta r sobre a reta s.

bAC r

7

Fonte: Elaborada pelo autor

A seguir, apresentaremos um teorema importante para a obtencao de muitos resultados
encontrados na geometria euclidiana plana. Sobretudo, perceberemos em sua demonstra-

¢ao o uso crucial do teorema anterior.
Teorema 3.1.2 A soma dos dngulo internos de um tridngulo € igual a 180°.

Demonstragao. Sejam ABC um tridngulo qualquer e a, 5 e 7 seus angulos internos,

conforme Figura 10.

Figura 10: Soma dos angulos internos do triangulo ABC.

Fonte: Elaborada pelo autor

Tracemos pelo vértice A uma reta paralela ao segmento de reta ?& Assim,

determinamos dois angulos alternos internos a 3 e v conforme Figura 11 a seguir.
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Figura 11: Angulo agudo em A.

Fonte: Elaborada pelo autor

Dai, segue que no vértice A obtém-se um angulo raso determinado pela soma dos
angulos adjacentes «, 5 e 7, ou seja, a + [ + v = 180°.

Com isso, fica demonstrado o Teorema. [ ]

Exemplo 3.1.2 Na figura, os pontos A, B e C estao alinhados. Qual é a soma dos

dngulos marcados em cinza?

Figura 12: Soma dos angulos marcados em cinza.

L

C

Fonte: OBMEP 2014 - N2Q3 - 1 fase

Solucao. Pelo Teorema 3.1.2 sabemos que a soma dos angulos internos de um triangulo
qualquer é igual a 180°. Como no vértice B temos o angulo raso, pois pela hipdtese os
pontos A, B e C' estao alinhados.

Fazendo-se a soma dos angulos internos dos trés tridngulos em questao obtém-se

540°, logo a soma dos dngulos marcados em cinza ¢ (540° — 180°)= 360°. |

Definicao 3.1.6 Dois dngulos AOB e COD sio Opostos Pelo Vértice (OPV) se seus

lados forem semirretas opostas.
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Figura 13: Angulos Opostos pelo Vértice.

s il T

Fonte: Elaborada pelo autor.

Teorema 3.1.3 Dois angulos opostos pelo vértice tém medidas iguais.

Demonstracgao. Considere a Figura 13, assim a = AOB e b= COD. Como os pontos
A, O e C estao alinhados segue que o + v = 180°. De modo anélogo, 5 + v = 180°.
Logo, a +v=p+v=a=p.

3.2 Congruéncia de triangulos

Nesta segao, apresentaremos um conjunto de condigoes necessérias e suficientes
para que dois triangulos possam ser congruentes. Ressalta-se que ao mencionarmos no
texto dois tridngulos quaisquer de vértices e lados correspondentes, estaremos nos referindo
aos triangulos ABC e DFEF, exceto quando for especificado o contrario. Vale ressaltar

que todo o assunto pode ser visto em [18§].

Definigao 3.2.7 Dois tridngulos ABC' e DEF sao congruentes quando existir uma cor-
respondéncia entre os vértices de um e do outro, de modo que os dngulos internos em
vértices correspondentes sejam iguais, bem como o sejam os lados opostos a vértices cor-

respondentes.

Pela definicao acima dois triangulos ABC e DEF sao congruentes e indicaremos
OABC = ODFEF quando possuirem angulos internos correspondentes iguais e lados
correspondestes de mesma medida.

Considerando a correspondéncia entre vértices A «— D, B+— EFe (C +— F
dos triangulos ABC e DEF teremos que

AABOEADEF@(A:ﬁ,B:E,C’:FeAB:DE,BC:EFeAO:DF>.

A seguir listaremos alguns critérios (casos de congruéncia) para determinar se

dois triangulos quaisquer sao congruentes.
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Axioma 3.2.1 (1° Caso - LAL). Se dois lados de um tridngulo ABC e o dngulo for
mado por esses lados forem respectivamente iquais a dois lados de outro triangulo DEF e

ao dngulo formado por esses dois lados, entao os dois tridngulos sao congruentes.

Observa-se pelo axioma acima que se AB = DE, BC = EF e B = E, entao
AC=DF C=F ¢ AB=DE.
(2° Caso - ALA). Se dois angulos de um tridngulo e o lado compreendido entre esses
dois angulos forem respectivamente iguais a dois angulos de outro tridngulo e ao lado
compreendido entre esses dois angulos, entao os dois triangulos sao congruentes.
Demonstragdo. Considere que B = E, C = F e BC = EF, conforme Figura 14.
Devemos mostrar que BA = ED, pois com isso garantiremos o caso LAL, o que conclui

o resultado.

Figura 14: Congruéncia de triangulos.

Fonte: Elaborada pelo autor

Seja X um ponto pertencente a semirreta ﬁ tal que EX = BA. Dai, segue
pelo caso LAL que

(B—czﬁ,ézmﬁ:m) . AABC = AXEF
— BCA=EFX.

Pela hipotese tem-se que BCA = EF'D. Assim, pela transitividade temos EFD = EF X,
o que implica D = X. Logo, BA = ED. [ ]
3° Caso - LLL. Se os trés lados de um tridngulo sao, em certa ordem, respectivamente

congruentes aos trés lados de outro tridngulo, entao os dois triangulos sao congruentes.

Figura 15: Terceiro caso de congruéncia.

Fonte: Elaborada pelo autor
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Demonstragao. Para podermos fundamentar a demonstragao considere a Figura 16.

Figura 16: Demonstragao do terceiro caso de congruéncia.

.G |

X
Fonte: Elaborada pelo autor
Seja X um ponto tal que XDE =CAB e DX = AC. Pela hipotese AC = DF,

o que implica em DX = DF'. Considere G o ponto de intersecao entre os segmentos F'X

e DE. Dai, segue que

(AB — DE,XDE =CAB e DX = AC) = AABC = ADEX = XE=CB= XE =FL.

Como DX = DF e XF = FFE segue respectivamente que ADF X e AEF X sao isosceles
de base FX, decorrendo que DFE = DXE.

Logo, pelo caso LAL temos que ADFX = ADEX = ANABC = ADEF. |
4° Caso - LAAo. Se dois angulos de um triangulo e o lado oposto a um desses angulos
forem respectivamente iguais a dois angulos de outro triangulo e ao lado oposto ao angulo

correspondente nesse outro triangulo, entao os dois tridngulos sao congruentes.

Exemplo 3.2.3 (caso especial de congruéncia). Se dois tridngulos retdngulos sao tais que
a hipotenusa e um dos catetos do primeiro sao respectivamente congruentes a hipotenusa

e a um dos catetos do outro, mostraremos que o0s tridngulos sao congruentes.

Solucao. Seja X um ponto sobre a semirreta ﬁ tal que DX = AC, veja Figura 17.

Figura 17: Caso especial de congruéncia.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Perceba que

—_— A

(E:ﬁ,zx:bem:ﬁ) — AABC = ADEX,(LAL) = BC=EX ¢ C = X.

Por outro lado, EF = BC ¢ BC = EX decorre que EF = EX. Dai, conclui-se
que AEFX é isosceles de base FX e, portanto F=X.
Logo,

(E@:Eﬁé:ﬁeA:D):AMBOEADER
pelo caso LAA,. [ |

Exemplo 3.2.4 Se ABC' é um tridngulo isdsceles de base BC, entdo B=2C.

Solugao. Considere ABC um triangulo isésceles de base BC' como segue abaixo. Assim,

devemos mostrar que B = C.

Figura 18: Triangulo isosceles.
A

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tragando as medianas relativas aos lados AB e AC' digamos C'P e B(@) teremos

que

e

m:o—@:f‘;_ceﬁzﬁz

Como ABC' é um triangulo isosceles de base BC tem-se que AB = AC segue que

AQ =CQ = AP = BP.

Portanto,

(E:AC,A:Aem:ﬁ) = AABQ = AACP, (LAL) = CP = BQ.
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Logo,

(PC=BQ,BP =QC ¢ BC = BC) = ABCP = ACBQ, (LLL)= B =C.

Ressalta-se que para mais detalhes sobre este assunto, veja [18|.

3.3 Teorema de Tales

Nesta secao, serd apresentado um dos principais teoremas da Geometria Eucli-
diana Plana conhecido como Teorema de Tales, o qual se mostrara indispensavel dora-
vante em todo o texto. Assumiremos neste texto que o leitor tenha certa maturidade das

nogoes bésicas sobre retas, razao e propor¢ao no plano. Conforme, [18].

Teorema 3.3.4 (Teorema de Tales). Sejam r, s e t retas paralelas. Escolhemos pontos

A A er, BB €eC,C"e€ demodo que A, B,C e A', B',C" sejam dois termos de pontos
A5 _ 4B

colineares. Entao,

BC ~ B'C"

Figura 19: Teorema de Tales.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Demonstracao. Se AB = BC, entdo pelo teorema da base média de um trapézio teremos

AB A'B AB A'B
BC B'C’ BC B
Se % = 3, com a,b € N é um nimero racional, por exemplo % Entao, basta dividirmos

os segmentos AB e BC' respectivamente em 2 e 3 partes iguais, obtendo os pontos X, Y

e Z em v, tais que

AX=XB=BY =YZ=27C.
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Tracando pelos pontos X,Y e Z paralelas as retas r, s e t, as quais intersectam v’ respec-
tivamente em X', Y’ e Z’, entao aplicando-se mais trés vezes o teorema da base média de

um trapézio teremos que

AX' =X'B =BY' =Y'Z = Z'C".

Assim temos,

AB 2 _AB 2

BC 3 " BC 3
Raciocinando de modo anélogo, considere % = ¢, com a,b € N. Entao,
dividindo AB e BC' em m e em n partes iguais respectivamente teremos gl,g: =2 e

portanto,

AB m A' B’ _m AB A'B

BC n B'C" n BC B
Supondo que AB = z seja um nimero irracional. Assim, dado n € N entéo existe
yeQtalquez <y <az+-.

Escolhendo-se uma sequéncia (y,) de reais positivos tal que = < y,, < z + %, para
todo n € N. Agora, marcamos o ponto C,, € v tal que ;—C{Bn = Yn-
Seja t, a reta paralela as retas r,s e t tragadas por C,, e C! o ponto onde t,
intersecta v’. Como ¥, € Q teremos de modo analogo que
AB 1 AD

1
< — = =< —.
BC. x+n IEZed x—i—n

T <

Figura 20: t, a reta paralela as retas r, s e t tragadas por C,, e C/.

cf 5

¢! 7
o/ \c :

/ L
Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos escrever ainda que

AB A"B AB 1 AB AB AB 1

< < + - = < < + —.
BC BC. BC n BC BC. BC n
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Perceba que as desigualdades do primeiro membro acima garantem que, a medida
que n aumenta, os pontos (), aproximam-se cada vez mais do ponto C. Porém, uma vez

que t, || t teremos que os pontos C! aproximam-se cada vez mais do ponto C, de modo

~ 1R’ . . ~ 1R .
que a razao % aproximam-se cada vez mais da razao %. Ou seja,
n

AB AP
—
BC,  BC

quando n — 4o00. Por outro lado, a partir das desigualdades do segundo membro

pode-se garantir que

quando n — +00.
Pelo fato de que uma sequéncia de niimeros nao pode convergir simultaneamente

para dois ntimeros reais distintos quando n — +oo, entao concluimos que

A'B
B'C"

3l

[ |
A demonstragao do Teorema de Tales fugiu um pouco dos objetivos propostos
nesse trabalho, porém essa demonstragao ¢ devida a [18]. A seguir, apresentaremos trés

exemplos que mostrarao a utilidade do Teorema de Tales.

Exemplo 3.3.5 Trés terrenos tém frente para a rua A e para a rua B, como mostra
Figura 20. As divisas laterais sao perpendiculares a rua A. Qual a medida de frente de

cada lote para a rua B, sabendo que a frente total para essa rua mede 180 m ¢

Figura 21: Subdivisao de lotes da rua B.

Rua B et

F0m 20m

Rua A

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Solucao. Sejam z,y e z as medidas de frente de cada lote para a rua B, respectivamente
opostas a 40 m, 30 m e 20 m.

Pelo Teorema de Tales segue que
y oz
3= % k= k,y=3kez k
Pela hipotese temos,
r+y+2z=180m = 9k =180 m = k = 20 m.
Logo, © =80 m, y = 60 m e z = 40 m. [ ]

Exemplo 3.3.6 Considere o tridngulo ABC' e os pontos P e () sobre os lados AB e AC,

respectivamente. Se 45 = g—g, prove que PQ || BC.

Solugao. Suponhamos, por absurdo, que P@) nao seja paralelo a BC, veja Figura 21.

Pelo ponto P tracemos uma reta PQ)’ paralela a BC' como segue abaixo.

Figura 22: Aplicacao do Teorema de Tales.
A

Q

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dai, segue pelo Teorema de Tales que

P _ag
PB QC’

Pela hipotese temos, o
P _1Q
PB  QC’
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entao pelas equacoes acima segue que

AQ"  AQ
QC QC’
absurdo, pois os pontos @) e @)’ sdo distintos. Logo, PQ || BC. [ |

3.4 Semelhanca de triangulos

Nesta secao, apresentaremos os critérios de semelhanca de triangulos, mostrare-
mos sua eficicia durante a obtencao das relagoes métricas do tridngulo retangulo. Todavia,

se dois triangulos ABC e A’B’C’ sao semelhantes, indicaremos tal fato por
NABC ~ NA'B'C'.

Definicao 3.4.8 Dois tridngulos ABC e A'B'C’ sao semelhantes quando existir uma
correspondéncia entre os vértices dos tridngulos de modo que os lados correspondentes

sejam proporcionais e os dngulos correspondentes sejam congruentes entre si.

Em simbolos, considere a correspondéncia entre vértices A «— A’ B <— B’ e

C' +— (' dos triangulos citados acima. Dessa forma teremos,

AB BC AC
AB  BC  AC

NABC ~ NA'B'C' & =keA=A"'B=BeC=C".

Ressalta-se que ao mencionarmos no texto sobre dois triangulos semelhantes,
admitiremos todas as caracteristicas da Defini¢ao 3.4.8.
Além disso, é trivial perceber que a congruéncia de triangulos é um caso particular

da semelhanca de triangulos, ocorrendo quando a razao de semelhanca for k£ = 1.

Teorema 3.4.5 (Critério AAA de semelhanga). Se existe uma correspondéncia entre os
vértices de dois tridngulos tal que os dngulos correspondentes sejam congruentes, entao

os tridngulos sao semelhantes.

Figura 23: Primeiro critério de semelhanga de triangulos.

Cvt

B

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Demonstragao. Considere X e Y dois pontos pertencentes as semirretas 1@ e 1@
- _— ) —

respectivamente, tais que AX = A'B" e AY = A'C’. O caso de congruéncia LAL garante

que AABC?ANA'B'C’" e, portanto vale

ABC = AB'C' e BCA=B(C'A' = YXA.

Dai, segue que devemos analisar dois casos: ou XY = BC ou &H I BC.
Para o primeiro caso tem-se que B = X e C =Y . Assim, AB = A'B e
AC = A/C" e, portanto, AABC = AAB'C". No segundo caso, teremos pelo Teorema de

Tales que

AB AB AC AC
AB AG  AH @ AC"

Analogamente, pode-se demonstrar que

o que conclui a demostracao [ ]

Teorema 3.4.6 (Critério AA de semelhanga). Se existe uma correspondéncia entre o0s
vértices de dois triangulos tal que dois pares de dngulos correspondentes sejam congruen-

tes, entao os tridngulos sao semelhantes.

Demonstragao. Suponha que A= A"e B = B. Pelo Teorema 3.1.1 temos,

AL B+C=180°¢ A’ + B’ + C" = 180°

Teorema 3.4.7 (Critério LAL de semelhanca). Se existe uma correspondéncia entre os
vértices de dois tridngulos tal que dois pares de dngulos correspondentes sao proporcionais

e os dngulos que eles determinam sao congruentes, entao os tridngulos sao semelhantes.

Figura 24: Segundo critério de semelhanca de triangulos.
A A

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Demonstragao. Suponhamos que os triangulos ABC e A’B'C’ nao sejam congruentes
e aléem disso, que AB > A’B’. Considere X € B tal que AX = A'B’ e o triangulo AXFE
com X =B ¢ E e AC.

Figura 25: Segundo critério de semelhanca de triangulos.

A A
X E
/ | % } ( !
B i C B C
Fonte: Elaborada pelo autor.
Dai, segue-se que
A=A AX =AB e X = B = ANAXE = AA'B'C', (ALA).
Portanto,
X=B=X=B= XE| BC= AABC ~ ANAXE = AABC ~ NA'B'C".
|

Teorema 3.4.8 (Critério LLL de semelhanga). Se existe uma correspondéncia entre os
vértices de dois tridngulos tal que os pares de lados correspondentes sao proporcionais,

entao os tridngulos sao semelhantes.

Figura 26: Terceiro critério de semelhanca de triangulos.

A A

B ' c B’ [

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A demonstracao do Teorema 3.4.7 é analoga ao caso anterior, basta utilizar o

caso LAL de congruéncia entre triangulos.

Exemplo 3.4.7 Em qualquer tridngulo retingulo, a altura relativa ao vértice do dngulo
reto divide o tridngulo em tridngulos menores que sao semelhantes entre si e também

semelhantes ao tridngulo original.

Figura 27: Triangulos retangulos semelhantes entre si.

C

D B

Fonte: Elaborada pelo autor.

Solugao. Seja ABC um triangulo retangulo em C tal que CD ¢ altura desse triangulo
relativa a hipotenusa AB, conforme Figura 25. Devemos mostrar que os triangulos ACD,

BCD e ABC sao congruentes entre si. Pelo Teorema 3.1.1 temos que
BAC + ABC = DBC + BCD = CAD + ACD = 90°

Dai, segue que
BAC = BCD e ABC = ACD.

Logo, pelo Teorema 3.4.4 conclui-se o resultado. [ ]

Proposicao 3.4.1 (Relagoes métricas no triangulo retingulo). Sejam ABC um tridngulo
retingulo em A e H o pé da perpendicular baizada de A sobre BC, conforme Figura 26,

tal que
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Figura 28: Triangulos retangulos semelhantes entre si.

A

h

C my m B
a |

Fonte: Elaborada pelo autor.

(a) BC = a ¢ a hipotenusa;
(b) B
()
(
(
(

= b é um cateto;

H q\

= ¢ € um cateto;

d) CH = m ¢é a projecdo do cateto b sobre a hipotenusa;
e) BH = n & a projecdo do cateto ¢ sobre a hipotenusa;
f) AH = h ¢é a altura relativa a hipotenusa.

Mostre que

4. b-c=a-h;
5. b-h=c-m;
6. c-h=>b-n.

Demonstragao. Pela Figura 26 temos que os triangulos ABC, HAC e HAB sao seme-

lhante entre si e, portanto valem as seguinte relagoes:

= bc = ah (1)
NABC ~ ANHAB = = 2 =an (2)

= ch =bn (3)

Sl ol ol
Sloe 3l =



CAPITULO 2. ABORDAGEM HISTORICA DA GEOMETRIA 39

%z%zﬂﬁzam (4)
AABC ~ AHAC = § % = £ = be=ah (5)
\ %zﬁzﬂ)h:cm(&
¢ =L = bh=cm (7)
AHBA~AHAC = £ =17 = ch=bn (8)
\ %z%éhzzmn(Q)
Logo, conclui-se o resultado. [ ]

Exemplo 3.4.8 (Teorema de Pitigoras). O quadrado da hipotenusa € igual a soma dos
quadrados dos catetos.

Figura 29: Teorema de Pitagoras.

A

b I iy

C mo g 7] B
a |

Fonte: Elaborada pelo autor.

Solugao. Considere o triangulo retangulo acima. Assim, devemos mostrar que
a® =b*+
De fato, pelas relacoes métricas b> = a-m e ¢* = a - n temos,

¥+ = a-m+4a-n
= a-(m+n)

= CL'CLZCLQ.
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Exemplo 3.4.9 Sendo b,c e h, respectivamente os catetos e a altura de um tridngulo

retangulo ABC. Mostre que h—12 = b% + Ciz

Solugao. Usaremos como referéncia o tridangulo retangulo ABC conforme figura acima.

2

Assim, pelas relacoes métricas b> = a-m e ¢ = a - n temos que

1 1 1 1

b2 2 a-m a-n
a-n+a-m

a?-mn
a-(m+n)

a?-mn
a-a




4 LIVROS DIDATICOS DO ENSINO MEDIO

Nesse contexto, o livro didatico torna-se material de extrema importancia no
estudo particular dos alunos, bem como no bom andamento da aula pelo professor. Porém,
somente o livro nao resume uma boa aula, apesar de ser um grande responsével pelo
aprendizado do aluno. Com base nisso, quatro colecdes aprovadas pelo MINISTERIO
DE EDUCACAO para o PROGRAMA NACIONAL DO LIVRO DIDATICO PARA O
ENSINO MEDIO - PNLEM ressaltam a importancia da organizacdo dos livros e como
trabalha-los de forma significativa.

E importante estudar a estrutura e a organizacdo dos livros para se determinar
quais sao os principios norteadores do livro em si e sobretudo suas metodologias. Assim

sendo, os livros que apresentam a abordagem dos contetudos sao:

e COLECAO 01 IEZZI, GELSON |[et. al| Matematica: Ciéncia e Aplicacdes - Ensino
Médio. Volume 1. Sao Paulo: Saraiva 2010.

e COLECAO 02 PAIVA, MANOEL. Matematica. Volume 1. Sao Paulo: Moderna 2010.

e COLECAO 03 GIOVANNI, J. RUY; BONJORNO, J. ROBERTO. Matematica Com-
pleta Segunda Edicdo Renovada. Volume Unico. Sao Paulo: FTD 2005.

e COLECAO 04 DANTE, L. ROBERTO. Matematica Contexto e Aplicacbes. Volume 1.
Sao Paulo: Atica 2013.

4.1 O processo de ensino/aprendizagem em matematica

Criou-se uma ilusao sobre a aprendizagem da Matematica Moderna, a qual é
considerada pelos alunos como uma disciplina dificil de se aprender. Porém, acredita-se
que tal fato seja intitulado ao despreparo de parte de alguns professores ao abordar sobre
a Matematica Moderna e outra na falta de interesse por parte dos alunos. Além disso,
sabe-se que o processo de aquisicao do conhecimento perpassa por diversas etapas para
assegurar o ensino e a aprendizagem dessa disciplina.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais - PCNs (2007), a mate-
matica é uma componente importante na construcao e no exercicio da cidadania. Desse
modo, comprova-se que a aprendizagem dessa disciplina poderé ser melhorada através da
contextualizacao do seu ensino, sejam direcionados ao espaco fisico escolar ou até mesmo a

situagoes encontradas no convivio social. Destaca-se ainda que a aprendizagem dos princi-
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pais conceitos mateméticos ocorre pela interacao dos alunos através das suas experiéncias
vivenciadas em seu dia-a-dia.

Todo o professor deve refletir quanto a forma pedagogica de ensino, porém se
tratando de Matematica percebemos que h& uma necessidade de um olhar diferenciado
como um conhecimento que pode favorecer o desenvolvimento do seu raciocinio, de sua
sensibilidade expressiva e da sua imaginacao.

Todavia, para que se possa entender sobre a contribui¢ao do professor de Mate-
mética na formacao do cidadao, deve-se primeiramente perceber até que ponto seu papel
esta garante aos alunos de todas as classes sociais assimilarem os contetidos da disciplina,
0s quais sao relevantes na sua pratica social.

O Ministério da Educacao divulgou por meio do Programa Internacional de Ava-
liagao de Estudantes (Pisa) detalhes sobre a situagao dos rendimentos escolares no Brasil.
O ensino de matemaética, conforme os dados, apresentou pouca evolugao, tanto em termos
de nota quanto de aprendizagem ao longo dos tltimos anos, conforme demonstragao do

quadro:

Figura 30: Resultados do Brasil no PISA desde 2000.

Pisa 2000 | Pisa 2003 | Pisa 2006 | Pisa 2009 | Pisa 2012
Numero de alunos
.. 4893 4452 9295 20127 18589
participantes
Leitura 396 403 393 412 410
Matematica 334 356 370 386 391
Ciéncias 375 390 390 405 405

Fonte:

portal.inep.gov.br/internacional - novo - pisa - resultados, ltimoacessoem12.abr.2017.

Este exame ¢ realizado a cada trés anos, com estudantes de diversos paises, cujo
objetivo é avaliar os sistemas educacionais no mundo através de um conjunto de testes em
assuntos como leitura, matematica e ciéncias para produzir indicadores que contribuam
para a discussao da qualidade da educagao nos paises participantes, de modo a subsidiar
politicas de melhoria do ensino basico.

A ultima edicao do exame ocorreu em 2015, mas quando o pardgrafo inicial deste
trabalho cita tltimas cinco edigoes esta fazendo referéncia aquele cujo resultado ja foi
divulgado. Essa analise indica ao mesmo tempo os bons resultados tidos nos ultimos anos,

ressalta também considerar valida a necessidade de continuar melhorando-se a educacao,
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pois estes resultados ainda nao sao suficientes para colocar o Brasil na colocagao que
se espera, ou seja, a situacao é ainda bastante preocupante. O grafico abaixo traz a
comparagao dos resultados em matematica com a média da Organizagao para Cooperagao

e Desenvolvimento Econémico - OCDE.

Figura 31: Evolucao das médias em matemética no Pisa.

500 200\7 I I
: ® OCDE——@—
! 494 495 | 494
i i ! ! Brasi] ———
400 i e e
i ' - 391*,
’-—"’_’_'?frﬁ?ﬁ ! !
356 ; ! !
300 ! | | |
2003 2006 2009 2012
Fonte:

educacao.uol.com.br /noticias/2013,/12/03/pisa - desempenho - do - brasil - piora - em -

leitura - e - empaca - em - ciencias.htm, ltimoacessoem12.Abr.2017.

A Figura 31 apresenta a pontuagao em Matematica dos estudantes brasileiros
com 391 pontos, em média, abaixo da média da OCDE e com- paravel com a Albéania,
Argentina, Jordania e Tunisia. Entre paises latino-americanos, o Brasil estd abaixo do
Chile, México, Uruguai e Costa Rica, mas acima de Colémbia e Peru.

De acordo com o levantamento dos resultados em Matematica encontrados na
figura acima nota-se que o Brasil esta entre a 57% e 60* posigao dos paises avaliados e que
67, 1% de nossos estudantes estao classificados nos menores dos 6 niveis de Matematica.
Isto é, a aprendizagem nessa disciplina dos alunos que concluem o Ensino Médio encontra-
se devassada, mostrando portanto o mau desenvolvimento das competéncias e habilidades
estabelecidos pelos Parametros Curriculares Nacionais nesta fase do ensino.

Ha exatamente nas duas ultimas décadas, existem diversos mecanismos para as
avaliacoes nacionais que mostram os baixos indices da Educagao Basica em Matematica.
Porém, sabe-se que existe uma iniciativa do governo em oferecer uma melhoria da formagao
dos professores que atuam na Educacao Basica do Brasil. Para tanto, criou-se o Mestrado
Profissional em Matematica - PROFMAT, o qual tem a conceito méximo igual a 5 e cada
ano se expande em nosso pais, e consequentemente, aumenta o nimeros de professores

capacitados em nosso pais.
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4.2 Abordagem da primeira obra

A primeira obra, do lezzi et. al (2010) contém 279 (duzentos e setenta e nove)
paginas e 13 (treze) capitulos, apresentando também como autores Osvaldo Dolce, David
Degenszajn, Roberto Périgo e Nilze de Almeida, publicado pela editora Saraiva.

O capitulo doze da obra trata-se de semelhanca e triangulos retangulos, e apresenta-
se da seguinte maneira: Semelhanga Entre Figuras; Semelhanga de Triangulos (introdugao
e razao de semelhanga); Teorema de Tales e Teorema Fundamental da Semelhanga; Crité
rios de Semelhanga (AA - angulo-angulo; LAL - lado-angulo - lado; LLL - lado-lado-
lado); Consequéncia de Semelhanga de Triangulo; O Triangulo Retangulo (semelhanga no
triangulo retangulo; relagdes métricas; aplicagoes notaveis do Teorema de Pitagoras).

No livro o contetido de semelhanca de triangulos é descrito em vinte e uma paginas
com defini¢oes e exemplos de figuras geométricas, bem como alguns exercicios propostos.
Os autores constroem os contetdos de forma significativa, clara e segura para o aprendi-
zado do aluno. Inicia-se trazendo a semelhanca de figuras a partir de uma comparagao de
figuras com a mesma forma, porém em escalas diferentes, tendo como esbogo um mapa
contendo algumas capitais brasileiras, sendo-o dividido em Figura A e Figura B. Neste
esbogo, os elementos da Figura A corresponde aos elementos da Figura B, onde pode-se
tirar conceitos basicos e importantes como a proporcionalidade entre lados homélogos e
angulos correspondentes congruentes.

A obra em anéilise apresenta a matéria de forma clara e de facil compreensao
através de defini¢oes, demonstracoes, exemplos e exercicios, no entanto, os autores deixam
de abordar o contetdo de congruéncia de triangulos, que deveria ser tratado junto com a

semelhanca. Isso traria um aumento significativo na apresentacao do contetudo.

4.3 Abordagem da segunda obra

A segunda obra de Paiva (2010) contém seiscentas paginas, quinze capitulos e o
contetido apresenta-se no capitulo dez sobre os seguintes topicos: Congruéncia de trian-
gulos (casos: LAL, ALA,LLL,LAA,, RHC), Teorema de Tales, Semelhanca de figuras
planas, semelhanga de triangulos (casos: AA, LAL, LLL), célculo da razao de semelhanga
de dois triangulos, relagoes métricas no triangulo retangulo. O contetdo inicia-se na pa-
gina trezentos e vinte e seis, onde Paiva apresenta uma ideia intuitiva de sobreposicao de
triangulos para mostrar a congruéncia de triangulos e em seguida mostrar a definicao e
Seus casos.

Os casos de congruéncia apresentam-se de cinco maneiras diferentes, a saber:
LAL (lado - angulo - lado), ALA (angulo - lado - angulo), LLL (lado - lado - lado) LLAA,
(lado- angulo-angulo oposto) RHC (4ngulo reto - hipotenusa - cateto). No topico 10.2 que

aborda o Teorema de Tales, Paiva inicia com um pequeno contexto histérico sobre Tales
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de Mileto, onde aparece Tales de Mileto é considerado o primeiro filésofo grego e é também
o primeiro pensador da Histéria a quem se atribuem descobertas matematicas especificas,
embora antes dele a humanidade ja tivesse acumulado conhecimento matematico.

Em seguida apresenta a demonstragao do Teorema de Tales, a saber: Se trés ou
mais retas paralelas concorrem com duas retas transversais, entao a razao entre dois segui-
mentos de uma mesma transversal ¢ igual a razao entre os seguimentos correspondentes
da outra transversal. Nesta segunda obra, o contetdo semelhanca de figura apresenta-
se de forma mais resumida, embora faga alguns contextos historicos antes de abordar a
semelhanca de figuras.

Conforme Paiva (2010) demonstrado na figura abaixo, teremos que dois tridngulos
sao semelhantes se, e somente se, existir uma correspondéncia biunivoca que associa os
trés vértices de um dos triangulos aos trés vértices do outro tal que: os angulos com
vértices correspondentes sejam congruentes e, os lados opostos a vértices correspondentes

sejam proporcionais.

Figura 32: Semelhanca de triangulos.

84

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os casos de semelhanga de triangulos (AA, LAL, LLL) aparecem de forma im-
pressionante tanto pelas demonstragoes e definicoes como pelos exercicios resolvidos e
os exercicios propostos. O autor aborda o conteido de forma clara e direta, resultando
numa melhor compreensao pelo aluno da matéria apresentada. No contetdo de relagoes
métricas no tridngulo retangulo, Paiva (2010) considera a seguinte situacao:

e b e ¢ sao as medidas dos catetos;

e o é a medida da hipotenusa;

e h é a medida da altura relativa a hipotenusa;

e m é a projecao ortogonal do cateto AB sobre a hipotenusa;

e n ¢ a projecao ortogonal do cateto AC sobre a hipotenusa.
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Figura 33: Relagoes métricas no triangulo retangulo..

A

h

B m g [ B
a

Fonte: Elaborada pelo autor.

Temos as seguintes relagdoes métricas no triangulo retangulo.

4. b-c=a-h
5 b-h=c-m.
6. c-h=b-n

O autor demonstra as relagoes métricas através de semelhanca de triangulos e
encerra o conteiido com mais duas paginas que constam de exercicios resolvidos bem como
propostas para as resolugoes. Percebe-se, entao, que Paiva (2010) é incisivo e objetivo no

conteudo e em suas demonstracoes, sendo considerada uma obra de alto nivel.

4.4 Abordagem da terceira obra

A terceira obra em analise ¢ a de Giovanni e Bonjorno (2005), que consta de
quinhentas e quarenta e oito péaginas e trinta e cinco capitulos. Os autores trazem na
Unidade D do livro didatico a parte de geometria e consta no capitulo 1 (semelhanca de
figuras geométricas planas) e no capitulo 2 (relagoes métricas no triangulo retangulo).

Giovanni e Bonjorno (2005, p. 409 e 410) apresentam o Teorema de Tales e o Te-
orema da bissetriz interna de forma simples e sem nenhum tipo de demonstragao, fazendo
apenas o enunciado de cada teorema. Em seguida trata-se da semelhanca de triangulos,

fazendo uma abordagem bem limitada, mostrando apenas algumas propriedades, como
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a de que se dois triangulos sao semelhantes entao os lados de um sao proporcionais aos
lados homoélogos do outro; teorema fundamental da semelhanga e as medidas dos perime-
tros de dois triangulos semelhantes sao proporcionais as medidas de dois lados homologos
quaisquer, deixando de apresentar os casos de semelhanca de triangulos.

No capitulo 2 os autores apresentam as relagoes métricas no triangulo retangulo de
forma parecida como tratou o contetido no capitulo 1, fazendo apenas um enunciado sem
nenhum tipo de demonstracao dessas relacoes. Destarte, a obra supracitada apresenta
a congruéncia de tridngulos dentre os casos de semelhanca de triangulos, tomando a
abordagem resumida. Por outro lado, a parte dos exercicios é satisfatoria na quantidade

e qualidade.

4.5 Abordagem da quarta obra

A quarta obra é a de Dante (2013), o livro possui quatrocentos e setenta e duas
paginas, sendo dividido em doze capitulos. O capitulo 12 com o titulo de Geometria
Plana é o que consta o Teorema de Tales, o Teorema da bissetriz de um angulo interno
de um triangulo, semelhanga de triangulos (casos de semelhanga de tridngulos e Teorema
fundamental da semelhanca) e Relagoes métricas no tridngulo retangulo.

O contetdo inicia-se na pagina trezentos e sessenta e um, onde Dante (2013, p.
361) destaca o Teorema de Tales e o Teorema da bissetriz interna, fazendo o enunciado
e a demonstracao de forma coerente e de facil compreensao. Além disso, apresenta al-
guns exercicios propostos bem elaborados, que farao com que o aluno se dedique na sua
resolucao.

Nas duas paginas seguintes ele apresenta a semelhanga de triangulos, onde enuncia
que dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, possuem os trés angulos ordena
damente congruentes e os lados homologos proporcionais. Em seguida o autor mostra a
razao de semelhanga e os casos de semelhancga de triangulo, que sdo AA (dngulo - angulo),
LLL (lado - lado - lado) LAL (lado - angulo - lado), bem como o Teorema fundamental
da se- melhanca, no entanto nao apresenta nenhuma demonstracao.

Dante (2013, p. 366) aborda as relagbes métricas no triangulo retangulo apon-
tando os elementos hipotenusa, catetos, projegoes e altura relativa a hipotenusa. Utiliza
ainda a semelhanca de triangulos para fazer a demonstracao das quatro relagoes métricas
e a do Teorema de Pitagoras.

Na obra de Dante (2013) a congruéncia de triangulos é apresentada nos casos de
semelhanca de triangulos, por isso é importante o professor mencionar com os alunos que

a congruéncia de triangulos é um caso particular de semelhanca.



5 CONSIDERACOES FINAIS

O Ensino de Matematica apresenta varias dificuldades em nosso pais desde os
primoérdios dos Jesuitas. Apesar das melhoras relevantes, nem todos os problemas foram
superados. Infelizmente, enquanto a Matemética universitaria brasileira se desenvolve
substancialmente, nas institui¢oes de Ensino Basico, a Matematica parece nao concordar
com os resultados dos académicos. Dessa forma acredita-se que o Ensino dessa disciplina
nas sérios iniciais do Fundamental e Médio nao consegue acompanhar tal evolugao.

Esse descompasso entre a evolucao da Mateméatica académica e do Ensino Bésico
¢ um fator marcante para o Ensino da Geometria Fuclidiana Plana, pois basta observar
através de diferentes fatos como na hipervalorizarao das humanidades classicas quando
o ensino brasileiro se estabeleceu, ou na falta de livros e cuidados na implementacao de
novas ideias.

No Brasil a Matemaética nao alcancou os méritos que tanto se deseja em uma
Educacao Nacional. Diante disso a postura do profissional pode ajudar ou simplesmente
contribuir para o aumento do ntimeros indesejados na educacao.

Além disso, estes mesmos estudantes tornam-se excessivamente dependentes do
professor e do livro didatico, uma vez que seu principal objetivo dentro da instituicao edu-
cacional é obter nota suficiente para serem aprovados. Outro grande problema refere-se ao
fato de que a matemaética € frequentemente tratada como sendo uma area do conhecimento
humano desligada da realidade e do cotidiano onde o individuo encontra-se inserido.

Portanto, sabe-se que as condicoes na qual se encontra o Ensino de Matematica
se desenvolve nas instituigoes do nosso pais ainda nao é satisfatério para melhorias edu-
cativa da disciplina. Todavia, acredita-se que as abordagens bibliograficas adotadas nesse

trabalho possam a contribuir com os métodos de Ensino de Matematica em nosso pafis.
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