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Resumo

Com Pitdgoras (560 - 500 a.C), Euclides (c. 325 - c. 265 a. C), Arquimedes (287 - 212 a. C)
e Apolonio (262 - 190 a. C) a Matematica deixou de ser intuitiva e empirica e passou a ser
estruturada em torno de axiomas, teoremas e defini¢des. A partir destes matematicos, a Geometria
Euclidiana desenvolveu-se extensamente. Uma nova abordagem surgiu na Renascenca com o
advento de coordenadas cartesianas. Esta outra abordagem € apresentada no Ensino Médio e
chamada Geometria Analitica - aritmetizacdo da Geometria Euclidiana. Geralmente tal disciplina
€ ministrada no 3° ano. A proposta deste trabalho € apresentar um roteiro para uma Geometria
Analitica Vetorial para o Ensino Médio, utilizando os conceitos aprendidos com a disciplina de
Algebra Linear. Com vetores podemos trabalhar as medidas de comprimento, de Angulo e de 4rea

de forma mais simples. Trabalharemos apenas com vetores do R

Palavras-chave: Geometria Analitica Vetorial. Algebra Linear. Produto interno. Matrizes.



Abstract

With Pythagoras (560-500 BC), Euclid (c 325 - ¢ 265 BC), Archimedes (287-212 BC) and Apol-
lonius (262 - 190 BC), mathematics ceased to be intuitive and empirical and became Structured
around axioms, theorems and definitions. From these mathematicians, Euclidean Geometry has
developed widely. A new approach emerged in the Renaissance with the Advent of Cartesian
coordinates. This other approach is presented in High School and called Analytical Geometry -
Arithmetization of Euclidean Geometry. Usually such discipline is given in the 3rd year. The
proposal of this work is to present a script for a Analytical Geometry Model for High School,
using the concepts learned with the discipline of Linear Algebra. With vectors it becames easyer
to deal with length, angle and area in a simpler way. In this work we will consider only vectors in
R2.

Keywords: Vectorial Analytical Geometry. Linear Algebra. Internal product. Matrices.
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e Pertence;

< Menor;
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> Maior ou igual;

#+ Diferente;

0 Letra grega teta;

i Letra grega eta;
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I Paralelismo;
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AB Segmento de reta com pontos extremos A ¢ B;

AB Comprimento do segmento de reta com extremos A e B;

zﬁ Segmento orientado com pontos extremos A e B;
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Introducao

Este trabalho € direcionado ao professor de Matematica que lida com contetidos do Ensino

Basico.

Ele tem o propdsito de elaborar um Plano de ensino para a disciplina de Geometria
Analitica ministrada, em geral, no Ensino Médio. A diferenca fica no tratamento teérico. Enquanto
o desenvolvimento desta disciplina nos textos disponibilizados as escolas tem um tratamento
"pontual”, a nossa proposta estd fundamentada em vetores, dai o titulo Geometria Analitica

Vetorial.

Entendemos que o tratamento vetorial simplifica a transposicao dos contetidos geo-
métricos ja estudados anteriormente pelo aluno para um estudo destes mesmos conceitos com
tratamento algébrico. Aqui distinguimos o plano euclidiano do seu modelo aritmético R?. Vetores,
elementos de R?, serdo representados no plano euclidiano por segmentos orientados. Estabele-
cida esta relagcdo, Capitulo 1, introduzimos duas ferramentas, produto interno e determinante,
que possibilitardo estudar todas as medidas usuais da geometria plana: comprimento; angulo;
area. Feito isto, completamos a proposta estudando as duas curvas cldssicas do plano, retas e

circunferéncias nos Capitulos 2 e 4, respectivamente.

Acreditamos que tal tratamento trard ganho aos alunos. Primeiro na Fisica que sempre
aborda muitas teorias utilizando o conceito de vetor. Depois na Matematica. Esta relacdo entre
Aritmética e Geometria com tratamento vetorial possibilita ao aluno expressar mais facilmente

seu raciocinio dedutivo, fugindo de formulas memorizadas.

Nao nos detemos em listas de exercicios propostos, pois os exercicios que constam nos
livros textos do Ensino Médio sdo passiveis de resolucdes com tratamento vetorial, sio abundantes.

E suficiente o professor reproduzi-los com poucas adaptacdes de linguagem.
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1 Vetores e Segmentos Orientados

René Descartes (1596 - 1650), em Regras para a diregdo do espirito (1628) anunciava o
projeto para a criacdo de uma Matemadtica Universal. Ele tinha como objetivo utilizar a geometria
para resolver problemas de constru¢do. Na resolu¢do de equacdes quadraticas com suas constru-
coes geométricas, Descartes queria aplicar a dlgebra para resolver problemas geométricos. Com
esse intuito, ele introduziu um sistema de coordenadas para representar equacoes indeterminadas,

surge entdo o plano cartesiano.

Neste capitulo estabeleceremos a relagdo entre vetores (objetos algébricos), com segmen-
tos orientados (objetos geométricos). Transporemos para o plano euclidiano as operagdes de
adicdo de vetores e de produto de um vetor por um escalar. Aqui escalar significard um nimero

real.

1.1 O plano cartesiano

Os axiomas da Geometria Plana permitem estabelecer uma correspondéncia bijetiva entre
os pontos de uma reta r e o conjunto dos nimeros reais R. Para isso escolhemos um ponto O que
serd chamado de origem, para corresponder ao nimero zero, e escolhemos um ponto U da reta
r para corresponder ao nimero 1. Escolhemos o lado de O que contém U para representar os
nimeros positivos e o outro lado para representar os nimeros negativos. Para esta construcao,
ver [Figura[T]]. Assim, com esta identificacdo, cada niimero real estard representado por um ponto

na reta.

Figura 1 — Retar

Para representar os pontos do plano euclidiano, consideramos duas retas numéricas
perpendiculares que se intersetam em um ponto, geralmente representado por O denominado
origem do plano cartesiano. As retas serdo chamadas de eixos. Podemos estabelecer uma bijecio
entre os pontos do plano e os pares ordenados de niimeros reais, para isso tomamos um ponto
P, baixamos duas perpendiculares a partir de P até os eixos, obtendo dois nimeros reais x e
1y, denominadas coordenadas do ponto, onde x serd denotado abscissa e y ordenada. Isto serd

indicado por P(z,y). Dai, obtemos o sistema de coordenadas cartesianas X OY'.
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Vemos, na Figura 2] um exemplo de um ponto onde a primeira coordenada incide no eixo

horizontal oz e a segunda coordenada incide no eixo vertical oy.

Figura 2 — Ponto P com suas coordenadas

Uma representacao do sistema de coordenadas cartesianas:

y

Figura 3 — Plano cartesiano

1.2 \Vetores

Aqui, vetor significard um elemento do conjunto dos pares ordenados de nimeros reais,

ou seja, um elemento do conjunto
2
R*={(z,y); z,y € R}.
Um vetor serd indicado por uma letra minuscula, tais como 7, ﬁ, 7, etc.

Define-se duas operacdes com vetores:

1. Adic¢ao de dois vetores;

2. Produto de um vetor por um escalar.

Estas operagdes sao definidas, respectivamente, da seguinte maneira: dados os vetores
U = (ur,uz)e U = (v1,v9) e o escalar a, define-se:
74‘7 = (Ul +U1,’LL2+UQ)

a- U = (a-ui,a-up)
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Proposicao 1.2.1 Sejam U, Ve W vetores. A adigdo de vetores possui as seguintes proprieda-

des.
i) U+ (V+W)=(d+ )+ . (associatividade)
i) U+70 =7+ . (comutatividade)
iii) Existe um tinico vetor 7, tal que U+ d="0+d="1. (vetor neutro)
iv) Para cada U existe um iinico vetor ——&, tal que U + (——1,>L) = 7. (inverso aditivo)

Demonstracao Faremos apenas as demonstracdes de duas propriedades.

(Z) Sejam 7 = (U,1,u2), 7 = (Ul,’l)g) € W = (wl,wg), onde Uiy Viy W; € R,
i=1,2.

U+ (7 + W) ut, uz) + ([v1 + wi], [vz + wo]
Uy + [’Ul + wl] Ug + [UQ + wz]
Uy + Ul] + wi, [Ug + ’UQ] + wsq

)
)
)
)

[
[u1 + Ul] [UQ + UQ]) (wl, Wo
(

Uy, ug) + (vi,v2)] + (w1, wy)

= (
= (
= (
= (
[
(7+>+w.
(77) Com as mesmas coordenadas de (i):

U+T = (ug+v1,us+ v2)

= (v + ug,v9 + uz)

=+ .

Proposicao 1.2.2 Sejam U e U vetores e a e b escalares. O produto de vetor por escalar possui

as seguintes propriedades.

i) a-U=0dsa=00utd =7.

ii) a- (7 + 7) —a-U+a-7. (distributividade em relagdo a adigdo de vetores)
iii) (a+Db) - U=a-U+b . (distributividade em relagdo a adigdo de escalares)
iv)a-(b-U)=(a-b)- . (Associatividade em relacdo ao produto de escalares)

v) 1- U= . (Elemento neutro no produto)
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Demonstracao Faremos a demonstragao de duas propriedades, as outras seguem facilmente.

(i) Sendo U = (uy, uy), se
a=0%a-7 =0 (u,uz) = (0-u1,0-u3) = (0,0) = 7.

Se
U=7<a U=a-(0,0)=(a-0a-0)=(0,0).

(ii) Sendo ¥ = (vy, v5), temos

a~(7—|—7) =a- (uy + vy, ug + vg)
=(a-(ug +v1),a- (ug+ v7))
=(a-u+a-v,a-uy+a-vy)

=(a-uy,a-vy)+ (a-ug,a-vy)

:a-ﬁ—l—a-?.

1.3 Segmentos orientados

Seja AB um segmento de reta do plano cartesiano, isto €, o conjunto de todos os pontos
que estao entreﬂ A e B unido com {A, B}. Orientar este segmento € escolher um dos seus pontos
extremos como sendo o primeiro e o outro ponto extremo como o ultimo. Feito isto, transmitimos
esta informacao por f@ . Um caso especial € o segmento orientado ﬂ Este segmento reduz-se
ao conjunto com um dnico ponto { A}. Relacionamos segmentos orientados e vetores da seguinte

forma.

Definicio 1.3.1 Sejam A(aq,az) e B(by,bs) pontos do plano euclidiano e T = (x1,71) um

vetor. Diremos que o segmento orientado AB representa o vetor U se
ry = b1 — a
i = b — a
Exemplo 1.3.1 Escolhidos os pontos P(4,5) e Q(3,2), o segmento orientado @ representa o

vetor @ = (—1,—3), pois

-1 = 3 —
-3 = 92 _

&

Quando afirmamos que o segmento orientado AB representa o vetor v, A serd o ponto

inicial e B o ponto final. Como vimos, podemos tomar outros representantes para 0 mesmo

I ESTA ENTRE é um termo indefinido nos axiomas da Geometria Euclidiana.
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vetor U, basta escolher qualquer ponto inicial ou escolher qualquer ponto final, e determinar as
coordenadas do outro extremo do segmento de modo que as condi¢des postas na Defini¢do[1.3.1]

sejam satisfeitas.

Exemplo 1.3.2 Sejam P(3,5) e v = (2,4). Existe apenas um ponto ()(z»,ys) tal que ]@
representa o vetor . Para calcular as coordenadas de (), usaremos a Defini¢do

2 = o — 3
4 = Yo — 5
O que resultaem x5 = 5 e y, = 9, logo (5, 9). &

Exemplo 1.3.3 Sejam Q(—2,3) e v = (2,4). Existe apenas um ponto P(x1,y;) tal que P@
representa o vetor . Para calcular as coordenadas de P, temos

2 = =2 — T
4 =3 - U
O que resultaem z; = —4 e y; = —1, logo P(—4, —1). &

Exemplo 1.3.4 Os segmentos orientados a seguir representam o mesmo vetor, qual seja v =
(2,2). &

Figura 4 — Segmentos orientados equivalentes

Axioma 1.3.1 (Transporte de segmento) Fixado um segmento arbitrario AB, para qualquer

segmento C' D, existe um tinico ponto E pertencente a semirreta Sc D tal que AB = CE.

Observacao 1.3.1 No caso de transporte paralelo de segmento, consideramos o segmento C'D,

citado no axioma anterior, paralelo ao segmento AB.
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Uma reta que contém os pontos A e B € chamada reta suporte do segmento orientado
—
E . A notaciio AA representa o vetor nulo 0.

Os representantes do mesmo vetor sao obtidos por transporte paralelo de um tnico
representante. Portanto, duas retas suportes de duas representacdes de um mesmo vetor ou

coincidem ou sdo paralelas.

Observamos um fato geométrico sobre representacao de vetores. A representa¢do candnica
—
de U = (21, y1) é o segmento orientado OV, onde O(0,0) e V (1, y1).

V (%)

v =(xy)

Figura 5 — Segmento orientado com origem O

1.4 Representacdes geomeétricas das operacoes

Representaremos algumas operagdes com vetores através de segmentos orientados que

representam os mesmos.

_>
Na Figura@temos a adicdo de dois vetores, onde C=U+ved=d+1b.

Figura 6 — Adi¢ao de dois vetores

Na Figura[7temos o produto de um escalar por um vetor, sendo os segmentos orientados
/@, /@ Dg e D? representantes dos vetores U, U, W e d, respectivamente, teremos:
VU =2"ed =3.
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Figura 7 — Produto de vetor por escalar

Na Figura 8] representamos a adic ¢ ao de trés vetores, onde

T=U+T+ .

Figura 8 — Adicdo de trés vetores

Na Figura@], temos o produto de um vetor pelo escalar neutro, onde v =11.

Figura 9 — Produto de um vetor pelo escalar neutro

Na Figura |10} calculamos o produto do vetor o por um escalar negativo e por um escalar

ndo-inteiro, onde ¥/ = — e W = %7
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Figura 10 — Produto de um vetor por escalar negativo e ndo-inteiro

Na Figura temos o produto do vetor o pelo escalar zero, resultando no vetor nulo 7,

representado pelo segmento orientado AA.

Figura 11 — Produto de vetor por escalar zero

Na Figura ¥ = 27 temos uma ilustracdo da associatividade em rela¢do ao produto

de escalares.

wW=37=3-2u)=(3-2)W.

Figura 12 — Associatividade em relagdo ao produto de escalares
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_>
Na Figura os segmentos orientados @ e lﬁ representam os vetores We b. Sejam
_>
v = 27, b =¥ e W = 3. Temos a distributividade em relacdo a soma de escalares, onde:

T=W+b=30+20=03+2)7 =57.

Figura 13 — Distributividade em relacao a adi¢ao de escalares

Na Figura|[[4]
%
=7+ b =217 +27.

Assim como

7 =20 =2 + 7).

Figura 14 — Distributividade em relacdo a adi¢do de vetores

1.5 Condigao de alinhamento de trés pontos

Diz-se que trés pontos A, B e C' do plano euclidiano estdo alinhados, ou sdo colineares
se, e somente se, pertencerem a uma mesma reta. Com vetores podemos facilmente determinar
quando trés pontos sdo colineares. Para verificarmos se os trés pontos estdo alinhados, verificamos
se os vetores U e W representados por 1@ e f@ , respectivamente, sdo colineares, isto €, existe

um escalar a, tal que T =aoud =at.
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Exemplo 1.5.1 Considerando os pontos A(2,3), B(5,7) e C(11, 15), o segmento orientado AB
representa o vetor o = (3,4) e BC representa o vetor @ = (6,8). Como W@ = 27/, os pontos
A, B e C estdo alinhados. %

Exemplo 1.5.2 Na Figura [I5] podemos perceber geometricamente que os pontos A, B e C
estdo alinhados. Podemos verificar algebricamente determinando as coordenadas dos vetores o

e W representados pelos segmentos orientados f@ e B( %, respectivamente. Observamos que

T =(2,1),W=(4,2)eW =27.

Figura 15 — Alinhamento de trés pontos

&

Exemplo 1.5.3 Considerando os pontos A(2,3), B(5,7) e C(8,10). Os segmentos orientados
AB e B?, sdo representantes dos vetores U = (3,4) e W = (3,3), respectivamente. Como,
para todo escalar a, w #+ av e #+ aﬁ?, entdo os trés pontos A, B e C' ndo estdo alinhados.<

1.6 Ponto médio de um segmento de reta
Definiremos ponto médio utilizando o conceito de vetor.

Definiciio 1.6.1 O ponto médio do segmento de reta AB é o ponto M (x,,, y,,) tal que os seg-
07« B
mentos orientados AM e M B representam o mesmo vetor .
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-1

Figura 16 — Ponto médio de segmento

Exemplo 1.6.1 Calculemos o ponto médio do segmento AB onde A(2,—3) e B(3,1). Seja
AN e VD
M (2, ym) um ponto tal que AM e M B representam o mesmo vetor . Sendo assim, conside-

— ——g
rando os segmentos orientados AM e M B e a definicdo de representagdo de vetor, temos
Ty — 2 = 3 — I,
Ym + 3 =1 — Ym

Portanto M (g, —1) . &

Proposi¢io 1.6.1 O ponto médio M do segmento de reta AB, onde A(x1,1,) e B(xo,ys) tem

coordenadas M (#15%2, 1tiz)

Demonstraciio Seja M (2,,, yn) 0 ponto médio do segmento AB. Sejam & = (22— 21, Y2 — Y1)
eV = (Tm — @1, Ym — Y1) Os vetores representados pelos segmentos orientados 1@ e AM,
respectivamente. Por definicdo de ponto médio temos W = 27 . Escrevendo esta igualdade em

termos de coordenadas temos

(2 — 21,92 — Y1) = (2T — 221, 2y — 2u1).

Segue que
T+ X9
T =
To — x1 = 2%, — 211 2
;>
Y2 = Y1 = 2Ym — 2 Y1+ s
Ym = 9

Portanto M (2:1 %2—@7 y ;Zh)

Considere os pontos P(x,,y,) e Q(z,, y,), tal que 1@ representa o vetor v = (v1,v9).
Se desejarmos dividir o segmento de reta P() em trés partes iguais, devemos determinar pontos
C(z¢,y.) € D(x4,yq), de modo que os segmentos orientados 1@ @ e DB representam o
mesmo vetor W = %7 Considerando ¥ = 35?, obtemos os seguintes sistemas:

v = 3x.—3mp vy = 3xg—3x. vy = 3xy— 34
v2 = 3y.—3y, va = 3ys—3y. v2 = 3y, —3ya
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Para determinarmos as coordenadas de C' e D, basta resolvermos dois desses trés sistemas.

Exemplo 1.6.2 Determinemos os dois pontos que dividem o segmento P(), na Figura[I7]em

trés partes iguais.

Figura 17 — Segmento P()

Resoluciao Sejam C'(z., y.) € D(z4,y4) estes pontos. Considerando ]@ um representante do
vetor U = (4,3) e sendo ¥ = 3, temos:

4 = 3.2,—3-2
3 = 3-4.—3-1

Obtemos z, = ¥ e y. = 2, logo C

= 3yd—32

obtemos 4 = 1} e y; = 3, logo D

(.2
{ — 3.q4—3- 1
(

%, 3) O segmento P(Q) sera dividido como na Figura

Figura 18 — Segmento P(Q) dividido em trés partes iguais
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1.6.1 Ponto médio de um segmento pela Geometria Analitica Pontual

Consideramos um segmento de reta AB com pontos extremos A(x,y4) € B(xp,yp) €

ponto médio M (27, yar), como na Figura[T9

Figura 19 — Ponto médio do segmento AB

Pelo Teorema de Tales, temos

AM = MB = ED = DC e HG:GF:>---:>M<$A+$B yA“/B)

2 72

. Portanto, a abscissa do ponto médio de um segmento serd a média aritmética das abscissas dos
extremos e a ordenada do ponto médio serd a média aritmética das ordenadas dos extremos.
Exemplo 1.6.3 O ponto médio do segmento AB da Figura[20|serd

246 145
M({——— —— ) =(4,3).
<2 ) 2) (7)

Figura 20 — Ponto médio
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2 Medindo objetos geométricos

Neste capitulo veremos como podemos utilizar o conceito de vetor para o cdlculo de com-
primentos, medida de angulos e dreas. Para isto, definiremos o produto interno e o determinante

de matrizes 2 x 2.

2.1 Produto interno

O conceito de produto interno € crucial para o desenvolvimento da proposta. A partir
dele podemos falar sobre norma de vetor, medida de angulo, projecdes, drea, equacdes da reta e

da circunferéncia, distancias e posicdes relativas, pois sdo utilizados nos célculos.
Definiciio 2.1.1 Sejam U = (uy,uz) e U = (v1,vs), vetores. A aplicagdo
(,)V:RxR—R, (U, V) =uv; + ugvs,
é chamada produto interno candnico.
Produto interno de vetores pode ser positivo, negativo ou zero.

Exemplo 2.1.1 Consideremos os vetores 7 = (2,5), ¥ = (3, —2) e @ = (2, 3). Calculemos

0S produtos internos entre estes vetores.

(W, V) = —4; (U, ) = 19; (U, W) =0. o

Listemos algumas propriedades bésicas do produto interno.

Proposicao 2.1.1 Sejam 7, o e W vetores e a um escalar. O produto interno possui as seguintes

propriedades.

(i) (U, W) >0e (W, «) =0 se, e somente se, U = 0. (positivo definido)
(i) (W, V) = (0, ). (comutatividade)
(i) (0, (U +W)) = (U, V) + (, D). (distributividade)
(iv) ((aW), V) =a((W,V)) = (W, (a?)). (associatividade)

Demonstraciio (i) Sendo @ = (uy, uy) um vetor ndo-nulo, uma de suas coordenadas nio ¢ zero.
Como quadrados de nimeros positivos € positivo e adicdo de numeros positivos € positivo, segue
que

(W, W) = ((uy, up), (uy, ug)) = u? +u2 > 0.
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Seja U = (u1,us). Entdo
0= (4, ) = {(ur,us), (w1, u9)) = u? + u2,
se, e somente se, u; = 0 = uy, ou equivalentemente, U = (0,0).
(i7) Sendo ¥ = (vy, v5), temos
(W, V) = w-vit+uz-vy

= VU1-U] + V- Us

= (7, ).

(i) Seja W = (wy, ws) e sejam W e U vetores como definidos anteriormente.

Por defini¢do de adic¢do de vetores temos T+ = (uy + vy, ug + v9). Agora,
<7> (7 + E))> = ((u1,u2), (v1 + w1, v2 + w2))

= UV1 + uiwy + Uy + UsWs

= (ulvl + UQUQ) + (Ule + u2w2)

= (U, V) + (W, D).

(iv) Sejam @ um escalar e i e ¥ como antes. Sabemos que a W = (auy, aus).

Sendo assim,
(@), V) = {((au,auy), (v1,v2))
= auiv; + augUy

= a(uyvy + ugvs)

= (U, )

A segunda igualdade segue da comutavidade do produto interno e desta ultima proprie-
dade. [

2.2 Norma de vetor e comprimento de segmento

Com a defini¢do de produto interno podemos iniciar o estudo de medida de vérios objetos

geométricos. O primeiro serd comprimento de segmento.
Definiciio 2.2.1 A norma é a funcdo || || : R? x R2 — [0,400), || 7] = (¥, V).

Usualmente diz-se que || 7/|| é a norma do vetor ©'. A norma de um vetor estd bem
definida pois o produto interno (7, 7> > 0, portanto podemos determinar sua raiz quadrada

positiva. Em termos de coordenadas, se 7 = (v1, v) temos a expressao

17| = /of + v3.
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Exemplo 2.2.1 Calculemos as normas dos vetores @ = (3,4) e ¥ = (—1, —4):

||| = V32 + 42 = /25 = 5; 1Pl =/(-12+ (42 =V1T. &

Vejamos a relagdo entre a norma de vetor e o comprimento do segmento orientado que
representa o vetor. Sejam v = (v1,v9) € P@ ¢ um segmento orientado que representa o vetor,

onde P(py,p2) e Q(q1, q2). Por definicdo de representante temos
v = 1 — N
V2 = G2 — P2

7| = \/U% + 3 = \/(Q1 —p1)? + (g2 — p2)? = PQ,

onde P(Q indica o comprimento do segmento P() que é obtido pelo Teorema de Pitdgoras.

Portanto,

Vejamos. Na Figura 17, os pontos P(p1,p2), Q(p1 + v1,p2 + v2) € R(p1 + v1, po) formam um
triangulo retangulo. Tomando os segmentos PR, R(Q) e P(), pelo Teorema de Pitdgoras, obtemos:

PO =\PR +RQ" = \/v% +v2 = \/<7,7>

Q(p; + vy, Py + Vo)

P(p;. py) R(p; +v,. )

Figura 21 — Tridngulo PQR

Exemplo 2.2.2 Calculemos o comprimento do segmento P(), onde P(1,2) e Q)(4,6).

Q=(46)

P=(1,2)

Figura 22 — Comprimento de segmento
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O segmento orientado }ﬁ representa o vetor v = (3,4). Logo, o comprimento (ou a

distancia entre P e Q) vale PQ = || 7| = v/32 + 42 = 5. >
Teorema 2.2.1 Seja || || : R x R — [0, 4+00) a fung¢do norma. Para quaisquer vetores U e

Ve qualquer escalar a as seguintes afirmagoes sdo verdadeiras.

(i) |Z|| >0 e ||| =0 se, e somente se,d = 0. (positiva definida)
(ii) |la- 3| = la| - | 7|
(iii) |7 £ 7| = || £2- (&, T) + | V|

Demonstracao As provas dos itens (i) e (i) serdo omitidas.

(iii) Por defini¢do de norma temos || 7 + V|| = (¥ + ¥, ¥ + ). Desenvol-
vendo o membro direito da igualdade utilizando a distributividade e comutatividade do produto

interno temos

17+ 7| = (W, 7))+ (W, )+ (0, «)+ (T, )
= WP+ (W, V) + (X, V) + ||V
= |Z|P+2- (U, )+ ||V

Idem para | W — || m

Observacao 2.2.1 Para determinar o comprimento de um segmento PQ), calculamos a distancia

entre os pontos P(x,,y,) e Q(z,,y,) dada por

dpq = \/(xp —2)% + (Yp — Yg)*

2.3 Medida de angulo

A préxima medida a ser definida é a medida de angulo. Para definir esta medida utilizando
vetores necessitamos de uma importante desigualdade, chamada desigualdade de Schwarz. Numa

primeira apresentacdo a demonstragdo pode ser omitida em sala de aula.

Teorema 2.3.1 (Desigualdade de Schwarz) Se U e W sdo dois vetores ndo nulos, entéo

<
[ o] {Jwl]
Demonstracao Sejam ¥ e W dois vetores. Podemos ver a desigualdade apresentada do teorema
na forma |(v, w)| < ||v|| ||w|, assim, se um dos vetores @ ou ¥ for o vetor nulo, ambos os
lados da desigualdade serdo iguais a zero, ocorrendo assim a igualdade. Supondo que o ou

¥ sdo, ambos, ndo-nulos. Pela Proposig¢do [2.2.1} p. para quaisquer escalar a e vetor v,
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temos <a7 — W, aV — ﬁ) > 0. A igualdade ocorre se os vetores ¥’ e w forem colineares.

Desenvolvendo este produto interno:
(@ — W, a? — W) = a*|[v]|* - 2a(v, w) + | T|* > 0.

Obtemos assim um polindmio de grau 2 na varidvel a. Como seu valor ndo se torna negativo,

entdo o discriminante § < 0, calculando-o, obtemos:

0 = 4v,w)* — AfJv|]*|lw]|* < 0.
Daf segue que (v, w)? < ||v||?||w||?, que é equivalente a desigualdade |(v, w)| < ||v]|||w]|. Por
uma fécil manipulagdo algébrica chegamos ao resultado [

A desigualdade de Schwarz permite definir o conceito de angulo entre vetores. Como

e fvw)

— el el =

existe um tnico 0 € [0, 7 tal que
[[o]] flwll
Este 6 € chamado de medida de angulo entre os vetores e fica estabelecida uma relagao

entre produto interno, medida de angulo e comprimento, qual seja

(v, w) = |v]l [[w]cos 6.

A medida do angulo entre dois vetores corresponde a medida do angulo determinado por

segmentos orientados que representam os vetores que possuem o mesmo ponto inicial.

Exemplo 2.3.1 Na Figura 20, tomando os segmentos orientados @ e 1@ como representantes
dos vetores @ = (3,3) e ¥ = (5,0), respectivamente, podemos verificar que a medida do

angulo entre os vetores Ueé igual a 7, pois
15 = (v, w) = ||ul| ||v]| cos § = 5v/18 cos 6.

Por simplificagéo, chegamos ao valor cos 6 = g Como existe um tnico ¢ € [0, 7] cujo cosseno

¢ este valor, segue que 0 = T
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Figura 23 — Angulo entre dois vetores

Geometricamente podemos verificar que a medida do angulo entre os segmentos orienta-

dos também vale %. O

Exemplo 2.3.2 Considere os vetores @ = (3,2) e v = (—2,4), calculemos a medida do

angulo entre eles.

i (3,2) - (—2,4) 2

R 8 i B [N e Ve

Portanto, 8§ = arccos (\/%) &

Exemplo 2.3.3 Na Figura[24] pela lei dos cossenos vale a igualdade

I + TN =12+ 22| 7| cos b + || 7|

Figura 24 — Norma da adi¢@o de vetores nao-colineares

Vejamos a Lei dos cossenos verificada vetorialmente para valores de 6 € [0, 7].
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Considere os segmentos orientados zﬁ e @ .Denote por U e U os vetores representados
por estes segmentos orientados, respectivamente e seja # a medida do ngulo entre estes segmentos.

Observamos que o segmento orientado C@ representa do vetor W=u-7.

W

Figura 25 — Lei dos cossenos

Calculemos:

7 =71 = 1P+ 17~ 2u,v)
1P+ 17N =2 1) - 7| - cosé.

Transpondo esta ultima igualdade para linguagem de Geometria Euclidiana cldssica, se a =
|? — 7|, b= ||| ec=]|7| temos a Lei do cosseno relativo ao tridngulo ABC:"

a® = b* + ¢* — 2bccos b.
Isto mostra que a medida do angulo entre dois vetores, calculado algebricamente, coincide

com a medida do angulo entre os segmentos orientados que os representam, medida esta, definida

geometricamente.

Definicdo 2.3.1 Diz-se que dois vetores ndo nulos do R? sdo ortogonais quando a medida do

N .. -
angulo entre eles é igual a 7.

Proposicao 2.3.1 Dois vetores U eV € R2sdo ortogonais se, e somente se, <7, 7> =0.

Demonstraciio Sejam « e ¢ dois vetores ndo nulos. Como sabemos (u, v) = ||ul| ||v]|| cos 6.

Desde que os vetores sdo nao nulos suas normas sao diferentes de 0. Logo

<7,7>:O<=>C089:O<=>9:g
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(consideramos 6 € [0, 7]). n

O conceito de ortogonalidade para vetores corresponde ao conceito de perpendicularidade
para segmentos orientados. Isto é, se @ e 1@ sdo perpendiculares, entdo os vetores que eles

representam sao ortogonais.

Exemplo 2.3.4 Examinemos a Figura[2.3.4]

Figura 26 — Vetores ortogonais

Para verificar a perpendicularidade entre os segmentos orientados, calculamos o produto

interno dos vetores que eles representam.
(0, 7) = ((2,3),(4.5,-3)) =9 — 9 = 0.
Logo L. Do mesmo modo, (W, @) = ((0,2),(2,0)) = 0. Logo & L a. &

Observamos que determinar um vetor ortogonal a uma vetor v = (v, v5) € simples. E

suficiente considerar o vetor denotado por v+ e definido por v+ = (—wy, v1).

2.4 Vetor unitario e projecao

Nesta se¢do veremos como podemos realizar algebricamente uma projecao de um seg-
mento sobre outro. Como sabemos da Geometria Euclidiana, se um segmento P() faz um angulo
medindo ¢ com outro segmento PR, o comprimento da projecao ortogonal de PR sobre P(Q)
digamos PS, vale PS = PR cos#.
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Figura 27 — Projecdo ortogonal

Vejamos o célculo vetorial deste fato. Diz-se que um vetor W & unitério se | 4 |=1.E

facil descrever vetores unitarios. Com um célculo simples verifica-se que os seguintes vetores
s30 unitdrios.

(2 (2

92 2 2>; @ =(0.1).

Geralmente, um vetor vetor unitdrio é da forma 7 = (cosB,send), onde 6 é qualquer

real do intervalo [0, 27]. Pela identidade fundamental da trigonometria temos

||| = (W, &) = Vecos?0 +sen?6 = 1.

Normalizar um vetor ndo nulo ¥ é considerar o vetor unitdrio @ = HTlHﬁ’ ou seja,
dividir o vetor v/ por sua norma para construir um vetor unitdrio. Esta terminologia justifica-se
pois || || = 1, vejamos,

12|l = Hémm _1

Exemplo 2.4.1 Determinemos o normalizado do vetor 7 = (3, 7).

Resolucao Para determinar o normalizado de 7 calculamos:

1 1
7_m.(3,7)_ﬁ-(3,7). o

Voltando ao problema de projecdo, agora com tratamento vetorial.

Figura 28 — Projecdo ortogonal de vetores
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Considere os vetores ¥ e W representados pelos segmentos orientados ﬁ e ]@
respectivamente. Seja U o normalizado de W e Pw(v) 0 vetor projegdo ortogonal de o sobre
W, indicado na Figura pelo segmento orientado ﬁ . Nestas condicdes temos

Po(v) = (|[v]| cos )T = ||v|| ||u| cos 6T = (v, ).

Em resumo, p,,(v) = (¥, @) . O segmento orientado Sk representa o vetor ' — p,,(v), onde
Pw(V) LV — pu(v) ou ainda W LY — p,(v).

Exemplo 2.4.2 Sendo % o normalizado de ¥/, determinar os vetores Puw(u) e - Pw(u) na
Figura[29]

Figura 29 — Projecdo ortogonal

Resoluciio Temos @ = (3,3), ¥ = (5,0) e, portanto, @ = (1,0). Calculando p,,(u):
pw(“) = <7’ E?>W = <(37 3)7 (1v 0))(17 0) = (Sv O)
Calculando agora U — py,(u):

U —pu(u) = (3,3)—(3,0) = (0, 3). &

2.5 Matrizes quadradas de ordem 2

Como utilizaremos os conceitos de matrizes e determinantes para o cdlculo de érea,
faremos uma breve apresentacdo sobre eles. Por simplicidade, apresentaremos apenas matrizes
quadradas de ordem 2, pois sdo estas que utilizaremos na teoria a seguir. Além disto, em algumas
escolas a Teoria de matrizes pode nio ter sido ainda apresentada quando do estudo de Geometria

Analitica e um desenvolvimento extensivo desta teoria ndo seria conveniente.

Uma matriz de ordem 2 x 2 é uma sequéncia finita de nimeros reais, [a;;], 1 <@ < 2,1 <
J < 2, indicada por [A]. Muitas vezes escrevemos [A]| = [a;;], onde o escalar a;; representa a ij -
ésima entrada da matriz. Uma matriz de ordem 2 x 2 também é chamada matriz quadrada de

ordem 2.
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Exemplo 2.5.1 A matriz a seguir, ¢ uma matriz quadrada de ordem 2,

4] = _64]. o

0 2

Nas matrizes quadradas de ordem 2 podemos adiciond-las e calcular o produto por um

escalar. A definicdo destas operacdes € como segue.

1. Adig¢do de matrizes: Se

11 Q12 e [B] _ b1 bio
921 A92 b21 b22 ’
ay; + b ag + b

asy + ba1  age + b

entao

[A] + [B] =

2. Produto por escalar: Se r é um escalar, entdao

r[A] =

raijr raig ]

rao1 TA22

Um modo conveniente para indicar matrizes € utilizar uma nota¢do que envolva a notacao
vetorial. Sejam U = (vy,v3) e W = (wy,w,) dois vetores. Indicaremos por [A] = [v, w] a

matriz cujas entradas por colunas sdo as coordenadas dos vetores v; € vy. Mais precisamente,

W—mw—[“wﬂ

Vg W2
As coordenadas dos vetores v € w sdo chamadas colunas da matriz.

A matriz identidade [/d] é a matriz definida por [Id] = [e, e2] onde e; = (1,0) e

10
011

Observamos que com esta nota¢ao, as operacoes de adicao de matrizes e produto por

ey = (0, 1). Sendo assim, temos

[A] =

escalar podem ser expressas por

[u, v] + [w, 2] = [u+w, v+ 2] e rlu, v] = [ru, rv].

2.6 Determinante de uma matriz de ordem 2

Continuamos a utilizar a notacdo para matrizes como explicado no final da se¢do anterior:

[A] = [v, w]. O determinante de uma matriz de ordem 2,

U1 Wy
)
V2 W2

Al =
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¢ o nimero indicado por det[A] e definido por
det[A] = vy - we — vy - wy.

Proposicao 2.6.1 O determinante possui as seguintes propriedades.

(i) det[Id) = 1.
(i) det[v, v] = 0.

(iii) det[v + ru, w] = det[v, w]| + rdetu, w].
(iv) detfv, w] = —det[w, v].

(v) Se v =0 ou W = 0, entdo det[v, w] = 0.

Demonstracao (i) Como vimos [/d] = [e;, es]. Pela defini¢do de determinante temos

10
det[ld]:detlo 1]:1-1—0-0:1.

(77) Dada a matriz [A] = [v, v], onde v = (a, b), temos

a

det[A] = det “1=ab—ba=0.
b b

(7i1) Se [A] = [v + ru,w], onde v = (a,b), w = (¢,d) e u = (p, q), segue que

a+rp c

det[v + ru, w] = det
b+ rq

] = (ad — be) + r(pd — qc) = det|v, w]| + rdet[u, w).

(1v) Se [A] = [v,w], onde v = (a,b) e w = (¢, d), temos

detv, w] = det { Z

] = ad — bc = —(bc — ad) = —det [ 4 b ] = —det[w, v].
(v) Se [A] = [v,w], onde v = (a,b) e w = (0,0), temos

det| Y —a0-b.0=0
b 0
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2.7 Area

Um paralelogramo ABC'D possui lados opostos paralelos e tém o mesmo comprimento.
Sendo assim, os segmentos orientados 1@ e D(E sdo representantes do mesmo vetor U, pois

sdo equivalentes, e os segmentos orientados B(E e Al3 representam o mesmo vetor v .

C

Figura 30 — Paralelogramo ABC' D

Proposicao 2.7.1 Seja ABC'D um paralelogramo. Se U e W sdo os vetores representados pelos

segmentos orientados Aﬁ e Ag, entdo a drea do paralelogramo é

drea(ABCD) = |det[v, w]|.

Demonstracao Consideremos um paralelogramo O ABC' qualquer, de vértices O(0,0), A(a, b),
B(a + ¢,b+d) e C(c, d), determinado pelos vetores ¥ = (¢, d) e W = (a, b), representados,
respectivamente, pelos segmentos orientados O? e OA. Para o célculo da drea de OABC,
podemos tomar O A como base, para determinar a altura, determinamos as coordenadas do vetor

v — Pw(v). Sendo U = (ﬁ, ﬁ) o normalizado de w. Calculemos estes fatores.

a b a b
T opal) = (0d) = () (mz TR VT 62>> (W TR VT b?)

a’c + abd abc + b%d
= (c¢d) - 2112 7 2 4 B2
a’+b a?+0b

a’c + b*c — a*c — abd a*d + b*d — abe — b3d
a? + b2 ’ a? + b2

b%c — abd a*d — abe
a?+0 7 a?+0? )
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Calculando | @ ||| ¥ — pu(v)]|, temos

bic? — 2ab3cd + a’b?d? + a*d? — 2abed + a?b*c?
1T —pu(o)] = @2+b2$ (a2 + 2)2

B \/(a2 + %) (b%c? — 2abed + a*d?)
B a? + b?
= 4/(bc —ad)?
= |bc — ad|
= |det @ c

b d
= |det]v,w]|.

Como o paralelogramo O ABC' é qualquer, concluimos a demonstragao. [

Exemplo 2.7.1 Para calcular a drea do paralelogramo a seguir, determinamos os vetores U =
(2,3)e ¥ = (5,0), e depois calculamos

|det|u, v]| = |det

H = 15 unidades de area.

/7

7 3 S i 0 / 2 3 4
A % ‘ c

Figura 31 — Paralelogramo

&

Proposiciio 2.7.2 Sendo ABC' um tridngulo. Se U e W sdo os vetores representados pelos

segmentos orientados f@ e ﬁ entdo a drea do triangulo é

1
drea(ABC') = 5 |det[v, w]].

Demonstracio Seja ABDC o paralelogramo determinado pelos vetores ¢ e 5, onde /@ e
@ representam o mesmo vetor w e 1@ e BD representam o mesmo vetor o' . Os tridngulos
ABC e BDC siao congruentes pelo caso LLL. Portanto,

24rea(ABC) = drea(ABDC) = |det[v, w]|.
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A

Figura 32 — Triangulo ABC

2.7.1 Area de uma superficie triangular por Geometria Analitica Pontual

Ay Ya)

B (xg.Yg) I C(Xa. Ye)

Figura 33 — Triangulo ABC' com altura H

Consideremos o tridngulo ABC' da Figura[33] Pela Geometria Plana temos que a drea do

triangulo serd
. 1
Area(ABC) = 3" BC - AH.

Considerando a distancia entre os pontos, teremos

. 1
AT’(ECL(ABC) == 5 . dB,C’ . dA,H‘

Pela férmula de distancia entre dois pontos, pela férmula de distancia entre ponto e reta e por um
algebrismo, chegamos em

. 1

Area(ABC) = §]D|

onde
Ta ya 1

D=det| zp yp 1

o yo 1
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Portanto, devemos calcular o determinante de uma matriz de ordem 3, onde vetorial-
mente, calculamos o determinante de uma matriz de ordem 2. No caso de calcular a area de um
paralelogramo ou um outro poligono de n lados, teriamos que dividir o paralelogramo (poligono)

em tridngulos, o que torna o cdlculo enfadonho.
Exemplo 2.7.2 Calculemos a drea do tridngulo ABC, onde A(2,1), B(4,3) e C(3,7).

Resolucdo Sendo AB e AC representantes dos vetores 7 = (2,2) e ¥ = (1,6), respectiva-

mente, temos o seguinte valor em unidade de drea para o tridngulo

21
2 6

1 1
area(ABC) = 5 |det[u, v]| = 3

1
= =10,
2
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3 Areta

Neste capitulo estudaremos equacdes de uma reta e examinaremos a posi¢ao relativa

entre elas dentre outros topicos presentes nos contetidos do Ensino Médio.

3.1 Equacéao paramétrica da reta

Seja r uma reta do plano euclidiano. Um vetor direcdo de r ou vetor diretor € qualquer
vetor representado por um segmento orientado ﬁ, onde A e B sdo pontos distintos da reta.
Se U e W sdo dois vetores diretores, entdo existe um escalar ¢ tal que W =1, pois os vetores

tém r como reta suporte.

Como vimos anteriormente, quando representamos um vetor ¢ = (q1, q2) por um seg-
mento orientado com ponto inicial O(0, 0), seu ponto final é o ponto com as mesmas coordenadas,
Q(q1,q2). Se @ pertence a reta r, as coordenadas de qualquer ponto P(z,y) da reta é obtido
como ponto final do segmento orientado O—fj que representa o vetor 7 + para algum escalar
t, onde ¥ = (v1,v9) € um vetor dire¢do da reta . O escalar ¢ é chamado pardmetro da equagdo

paramétrica.

Figura 34 — Reta suporte () P com vetor diretor

Portanto, se P(x,y) € r as suas coordenadas sdo
r = q -+ tu
y = @ + tv

para algum parametro ¢.

Exemplo 3.1.1 Uma equacdo paramétrica da reta r que incide no ponto (1, 2) e tem um vetor
direcio U = (2,2) fica sendo

r = 1 4+ 2t
T
y = 2 + 2t
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Para t = 0, temos ()(1,2) € r. Parat = 2 obtemos o ponto R(5,6) € r, etc.

Figura 35 — Reta suporte QR

Se considerarmos outro vetor dire¢do de r, digamos W =31 = (—6,—6), e outro

ponto no qual a reta incida, por exemplo, R(5,6) obtemos outra equagdo paramétrica da mesma

r = 5 — 6s
r:
y = 6 — 6s

Aqui estamos utilizando outro parametro, qual seja, s. &

reta,

Exemplo 3.1.2 Verifiquemos se o ponto P(2,5) pertence a reta r com equagdes paramétricas

r = —2 + t
r: .
y = 3 + 4t

Para responder a esta questdo, € suficiente verificar se existe ¢ tal que

2 = =2 +
T .
5 = 3 + 4
Como, pela primeira equacdo, o valor do parametro é ¢ = 4 e substituindo este valor na segunda

equagdo temos 5 # 3 + 4 - 4, constata-se que P ¢ r. &

Exemplo 3.1.3 Determinemos uma equagdo paramétrica para a reta r que incide nos pontos
A(2,5) e B(5,7).

Considere o segmento orientado 1@ . Este segmento representa um vetor diretor de r,

qual seja v = (3,2). Portanto
r = 2 + 3-t
y = 5 + 2-t

€ uma equacgdo paramétrica da reta r. &
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3.1.1  Equacgao paramétrica da reta por Geometria Analitica Pontual

As equagodes paramétricas de uma reta relacionam as varidveis x e y com uma terceira

varidvel ¢ chamada de parametro na forma:

z = f(t)
y = g(t)
Onde f e g sdo funcgdes sem relacionar com algum ponto da reta ou vetor diretor, ou seja, ndo ha

uma maior relagdo entre a geometria e a dlgebra que envolvem a reta em questao.

3.2 Equacao normal da reta

Em Geometria Euclidiana, um teorema que estabelece que “por um ponto P de um
segmento P() incide uma tnica reta perpendicular a este segmento”. Podemos utilizar este
resultado para estabelecer uma equagdo nas varidveis = e y de modo que um ponto A(z,y) € r

se, e somente se, as coordenadas do ponto satisfazem a equacao.

Figura 36 — Reta perpendicular a segmento

Considere o ponto P(zg,yp) em r. Seja n) o vetor representado pelo segmento orientado
]@. Um tal vetor é chamado de vetor normal a reta r. Considere um ponto qualquer A(x,y)
do plano euclidiano. Este ponto A(x,y) € r se, e somente se, o vetor w = (z — Zo, Yy — Yo)
representado pelo segmento orientado P A € ortogonal ao vetor 7. Desta forma A(z,y) € r se, e

somente se,
(w,n) = 0.

Esta igualdade nos d4 uma equagdo para a reta . Acima foram descritos os procedimentos para

determinar a equacao.
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A(xy)

Figura 37 — Reta r e seu vetor normal

Exemplo 3.2.1 Considere a reta r que incide no ponto P(3,2) e é perpendicular ao segmento
PQ, onde Q(1,5). Ver Figura38]

Figura 38 — Vetor normal a reta

—
Seja A(x,y) um ponto genérico da reta. O segmento orientado P A representa o vetor
diretor W = (x — 3,y — 2) dareta r e o segmento orientado @ representa o vetor normal a
reta, 77 = (—2,3). Logo,

0 = (@,7)
= ((#—=3,y—-2),(-2,3))
= —2x+ 3y.

Portanto r : —2x + 3y = 0 € chamada de equacdo normal da reta. Observamos que examinando
os coeficientes de x e y, quais sejam,—2 e 3, respectivamente, sdo precisamente as coordenadas,

nesta ordem, do vetor normal considerado n = (—2, 3). <&
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3.2.1 Equagao normal da reta por Geometria Analitica Pontual

Para determinar a equag¢do normal da reta r, precisamos saber as coordenadas de dois pon-
tos A(z4,y4) e B(zp,yp) pertencentes a r, consideramos um ponto genérico C'(z, y), usamos

a condicdo de alinhamento de trés pontos em que ocorre a igualdade

rg ya 1
det B YpB 1 =0
r y 1

. O que implica na equagao
(ya —yp)r + (xp — a)y + Tayp — 5Ya = 0

. Fazendo (ya — yg) = a, (xp —x4) = be x4yp — xpys = c obtemos finalmente a equagio
axr + by + ¢ = 0. Além de usarmos muito algebrismo até chegar na equacao pretendida, os
coeficientes ndo sdo triviais. Uma informac¢ao muito importante deixa de ser analisada nesse

caso, que € o fato de os coeficientes a e b serem as coordenadas do vetor normal a reta 7.

3.3 Angulos entre duas retas

Quando duas retas r e s se intersetam, elas determinam quatro angulos. Aqueles opostos
pelos vértices sdo congruentes. Portanto, temos dois valores 6, e 6, para as medidas dos angulos.

Como dois destes angulos sao suplementares, vale que 6, + 0 = 7.

I:

Figura 39 — Angulos entre duas retas

Observacao 3.3.1 0, =03 e 0y = 0,.

A questdo agora é como calcular as medidas dos dngulos entre duas retas. Pelo visto basta

calcular uma medida 6, a outra medida serd m — 6. para isto utilizamos o produto interno.

Exemplo 3.3.1 Considere as retas r e s descritas parametricamente por:

r = 2 4+ t zr =1 4+ t
T : S : .
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Escolhamos 7 = (1,4) e ¥ = (1,—5) como os vetores diretores de r e s, respectivamente.

Com eles podemos calcular as medidas dos dngulos. Uma das medidas do angulo entre as retas

seré calculada pela igualdade (7, ¥) = ||ul| ||v|| cos @ que permite calcular o angulo entre dois
vetores.
. (- ) (1,4) - (1,-5) 19
cosf = = - _ .
IV I -5) VA4
Logo, 8 = arccos (—\/%). O outro angulo tem medida 7 — 6. <&

Exemplo 3.3.2 Consideremos duas retas determinadas por equacdes normais:
r:2rx—4y—1=0; s:3x+y—95=0.

Os vetores normais de r e s, respectivamente, sdo 7, = (2, —4) e o = (3,1). Observamos
que se rotacionarmos estes vetores de 7 no sentido horario, obtemos vetores diretores de r € s,
respectivamente: ;- = (4,2); 7y = (—1, 3). Claro, o angulo entre os vetores 7; € 12 € 0 mesmo
entre os vetores rotacionados 7;- e 75 . Portanto para determinar uma medida de um dos angulos

entre as retas r € s, podemos utilizar os seus normais:

<7717772> _ 2
Im el /200

Exemplo 3.3.3 Considere as retas 7 ¢ s da Figura[40|e determine o dngulo entre elas.

cosf =

Figura 40 — Angulo entre 7 e s

Resolu¢ao Os segmentos 1@ e @ representam, respectivamente, os vetores U = (5,2) e

v = (2, —2) que sdo os vetores diretores de r e s, respectivamente. Portanto, o angulo entre r e

(W, v) 3
12|Vl /58

s sera

cosf =

3.3.1 Angulo entre duas retas por Geometria Analitica Pontual

Primeiro definimos coeficiente angular de uma reta r, que serd a tangente do angulo
. —a
formado entre a reta r e a horizontal e denotado por m, onde m = 5
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Consideremos duas retas concorrentes r € s, de coeficientes angulares m,. € mg, respecti-

vamente. Sendo 6 o angulo entre 7 € s, com um algebrismo chegamos em

mMe — M
tangz‘sr
1+m,-m,

. Se s € uma reta vertical teremos

1
tanf = ‘
my

3.4 Posicao relativa entre duas retas

Por definicdo, duas retas r e s sdo paralelas se elas ndo se intersetam e sdo perpendiculares
quando se intersetam e os angulos entre elas medem 7, ou seja, todos os dngulos entre as retas
sdo retos. A primeira posi¢do relativa indicamos por 7 || s e a segunda por r L s. Quando duas

retas se intersetam dizemos que elas sdo concorrentes.

¥

Figura 41 — Retas paralelas e retas concorrentes

Proposicao 3.4.1 Duas retas r e s sdo paralelas se, e somente se, seus vetores diretores sao

colineares e as retas ndo se intersetam.

Exemplo 3.4.1 Consideremos as retas descritas pelas equagdes paramétricas

r = 2 + t r = —4 — 2s
T ) S
y = 3 + 4t y = 1 — 8s
os vetores ¥ = (1,4) e W = (—2, —8) sdo vetores diretores das retas 7 e s, respectivamente.
Como W = —27, os vetores sao colineares, portanto as retas sdo paralelas, pois ndo se interse-
tam.

Também podemos determinar se as retas sao paralelas examinando as equagdes normais
das retas. Para r um vetor normal é n_1> = vl= (—4,1) e para s um vetor normal é 77_5 =Wt =
(8,—2). O ponto P(2, 3) pertence a reta r e ()(—4, 1) pertence a reta s. Calculando as equagdes

normais das retas temos:

r:—4r +y = —5; s:8x — 2y = —34.
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Da mesma forma, os vetores normais sdo colineares, 775 = —277 1. Logo, as retas sdo paralelas.
&

Exemplo 3.4.2 As retas 7 : (v,y) = (2.3) + - (L4) s : (2.) = (1,3) + ¢ - (3,12) sio
paralelas, pois seus vetores diretores @ = (1,4) ¢ ¥ = (3,12) sdo miltiplos um do outro,

7 = 3 - 14 e as retas ndo se intersetam. O

Proposicao 3.4.2 Duas retas v e s sdo paralelas se, e somente se, seus vetores normais sao

colineares e as retas ndo se intersetam.
Proposicao 3.4.3 Duas retas sdo concorrentes se seus vetores diretores ndo forem colineares.

Exemplo 3.4.3 Asretas 7 : (z,y) = (2,3) +t-(1,4)es: (z,y) = (1,3) +¢-(1,5) sdo

concorrentes, pois seus vetores diretores U = (1,4) e o = (1,5) ndo sdo colineares. <&
Proposicao 3.4.4 Duas retas sdo concorrentes se seus vetores normais ndo forem colineares.

Teorema 3.4.1 Duas retas r e s com vetores diretores U e 7, respectivamente, sao perpendicu-

lares se, e somente se, (7, 7} = 0.

Exemplo 3.4.4 Consideremos as retas descritas pelas equagdes paramétricas

r = 4 + 2t r = 3 — 10s
T : S :
y = 3 + 5t y = 11 4+ 4s

os vetores W = (2,5) e U = (—10,4) sdo vetores normais das retas r e s, respectivamente.

Como

(W, V) ={(2,5),(—10,4)) = 0.
Logor L s. &

Proposicao 3.4.5 Duas retas r e s com vetores normais n_f e @ respectivamente, sao perpendi-

culares se, e somente se, <77_1>, 7]_5) = 0.

3.4.1 Posicao relativa entre duas retas por Geometria Analitica Pontual

Definimos coeficiente linear de uma reta r de equacao ax + by + ¢ = 0, como sendo

—_c

n, = 3¢,

Consideremos duas retas r e s de coeficientes angulares m,. € m e coeficientes lineares
n, e ng, respectivamente.

rsem.=ms e n, #ns.
rlssem, - mg=—1.

r e s sdo concorrentes se, € somente se, 17, % M.
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3.5 Distancia entre um ponto e uma reta

Sejam r : mx + n2y + ¢ = 0 uma equagdo normal de uma reta no plano euclidiano e
A(aq, az) um ponto qualquer deste plano. Recordamos que 77 = (1;,72) é o vetor normal a 7.
Desejamos calcular a distancia do ponto A a reta r. Isto pode ser feito utilizando a projecao de

um vetor sobre outro.

Escolhamos qualquer ponto P(p;, p2) da reta r. Seja QQ(q1, g2) um ponto tal que F@ é
um segmento orientado que representa 7 Seja o o vetor representado por PA. A distancia
d(A,r) entre o ponto A e aretar serd d(P,r) = ||P7(7)||

Figura 42 — Distancia entre um ponto € uma reta

Para determinar as coordenadas de R, o pé da perpendicular baixada de A a r, € suficiente

calcular a intersecdo da reta s que incide em A e que seja perpendicular a r. Claro, o vetor normal
de s serd ﬁL = (=72, m)-

Exemplo 3.5.1 Calculemos a distincia entre o ponto A(2,3)earetar :4dx +3y—9=0eas

coordenadas do pé da perpendicular baixada de A a r.

Resoluc¢ao O vetor normal a 7 € ﬁ = (4, 3) Considere um ponto qualquer da reta, digamos
—

P(3,—1). O segmento orientado P A representa o vetor v = (—1,4). Calculemos a distancia

d(A,r). Para isso, considere o normalizado de 7/,

1 4 3
7 === (53):

e calculemos

A4, 1) = Ip ()] = I, )| = .
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Para determinar o pé da perpendicular consideramos a reta s que incide em A(2, 3) e tem

vetor normal ﬁl = (—3,4). Pelo visto na segunda secdo deste capitulo temos
s:{(z—2,y—3),(—3,4)) =0.

Calculando o produto interno obtemos s : —3x + 4y — 3 = 0. Portanto as coordenadas de R(zx, )

€ a solucgdo dos sistema constituido pelas equacgdes das retas r e s:

dr + 3y =
—3r + 4y =

Resolvendo o sistema temos R(—%, %) ©

Da mesma forma, podemos utilizar projecdes de vetores para determinar a proje¢ao do

ponto P sobre a reta r, isto €, determinar o pé da perpendicular baixada de P a r.

3.5.1 Distancia entre ponto e reta por Geometria Analitica Pontual

A distancia dp, entre um ponto P(z,,y,) e umareta r : ax + by + ¢ = 0 serd calculada

pela igualdade

dp — |aa:p+byp—|—c|.

A demonstracdo dessa igualdade serd omitida.
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4 A Circunferéncia

Este capitulo é dedicado ao exame de uma curva plana estudada no Ensino Médio
denominada circunferéncia. Fixados um ponto C' do plano euclidiano e um escalar r > 0, a
circunferéncia com centro C'e raio r € o lugar geométrico dos pontos cuja distdnciaa C' éigual ar,
ou seja, é o conjunto ¢ constituido por todos os pontos P do plano tais que PC = r. Observamos

que nos textos do Ensino Superior, uma circunferéncia € chamada de circulo.

4.1 Equacéao reduzida da circunferéncia

Como antes, para determinar equacdes de curvas, devemos fixar um sistema de eixos
cartesianos no plano. Seja ¢ uma circunferéncia de centro C'(a,b) e raio r > 0. Se um ponto
P(z,y) € ¢, o segmento orientado P representa o vetor 2 = (2 — a,y — b). Como ||z|| =

CP = r, segue que c tem equacdo, em termos de coordenadas,

Vi —a2+(y—b2=r

Como o raio, por defini¢ao, € positivo, podemos estabelecer a equacao da circunferéncia c.

ci(z—a)l+(y—0b)?=r
Nos textos do Ensino Médio, esta equacao é chamada Equacao reduzida da circunferéncia.

Exemplo 4.1.1 Na Figura[43] determinamos os seguintes elementos da circunferéncia c.

8

Figura 43 — Circunferéncia 1

1. Ocentrode cé C(5,4).
2. Oraiodecér = 3.

3. Se P(x,y) € c,entdoc: (v —5)2 + (y —4)> = 9. (Equagio reduzida)
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Verifiquemos se os pontos D(3,2) e E(5, 7) pertencem a c. Para isto, é suficiente substituir
as coordenadas dos pontos na equagdo de c. Para D(3,2) temos (3 —5)* + (2 —4)> =8 # 9.
Com isto concluimos que D ¢ c. Por substituicdo das coordenadas de E(5, 7) na equacéo de ¢
nos da (5 — 5)* + (7 — 4)> = 9. Logo, F € c. &

Uma circunferéncia merece atengao especial, pois € utilizada na generalizagao da trigo-
nometria construida com tridngulos. Esta circunferéncia € denominada circulo unitdrio candnico,
denotada por S e tal conjunto é constituido pelos ponto P tal que OP = 1. O centro de S* € a
origem do sistema de coordenadas, O(0, 0), e o raio mede = 1. Portanto sua equacao reduzida
fica sendo S! : 2% + y? = 1.

Exemplo 4.1.2 Determinemos as coordenadas do centro C' e do raio r da circunferéncia de

equagdo c : 2% — dx + y* + 10y = —4.
Resolucao Uma técnica bastante utilizada € “completar quadrados’:
2 — 4+ 4+ + 10y +25 = —4 + 4+ 25.

Feito isto, temos (z —4)? + (y +5)* = 52. Logo, a equagdo original é equivalente 2 esta equagio,

que é a equacdo de uma circunferéncia com centro C'(4, —5) e raio r = 5.

Figura 44 — Circunferéncia 2
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4.2 PosicoOes relativas

Uma circunferéncia c particiona naturalmente o plano em trés conjuntos disjuntos, a
saber, a circunferéncia, o interior da circunferéncia e o exterior da circunferéncia. Se r € o raio

da circunferéncia e C'(a, b) seu centro, definimos estes dois novos conjuntos da seguinte forma.

int(c) conjunto constituido pelos pontos P tais que C'P < r

ext(c) conjunto constituido pelos pontos P tais que C'P > r

Estas defini¢des podem ser descritas algebricamente.

int(c) : (zv—a)?*+(y—5b)? < r?
c c (r—a)+(y—0)?* = r* .
ext(c) : (x—a)*+(y—0?* > r?

Figura 45 — Posicoes relativas ponto-circunferéncia

Exemplo 4.2.1 Determinemos a posi¢dao de cada um dos pontos em relagdo a circunferéncia de

equacdo reduzida ¢ : (z — 4)? + (y — 6)? = 5.

(i) D(2,5). (i) E(3,6). (iii) F(2,3).

Resolucao A resposta obtemos por simples substitui¢ao.
(i) Para D(2,5): (2 —4)?+ (5 — 6)* = 5. Isto significa que P € c.
(i1) Para F(3,6): (3—4)*+ (6 —6)> =1 < 5. Logo, E € int(c).

6
(ii1) Para F'(2,3): (2 —4)*> + (3 —6)? = 13 > 5. Portanto F' € ext(c). <&

Exemplo 4.2.2 Sabendo que a equagio reduzida da circunferénciacé ¢ : (z—1)*+(y—2)* = 26,

determine o(s) valor(es) do escalar k para que o ponto P(2, k):
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(i) pertenca a c; (ii) pertengaa [(c); (ii) pertenga a ext(c).
Resolucdo Substituindo as coordenadas de P nas expressdes que definem ¢, ext(c) e int(c)
obtemos, respectivamente, (k — 2)% = 25, (k — 2)? > 25 (k — 2)? < 25. Portanto,

(1) P € cquando k = 7ou k = —3.
(17) P € ext(c) quando k > Tou k < —3.
(7i1) P € int(c) quando —3 < k < 7. &

Exemplo 4.2.3 Um quadrilatero tém vértices consecutivos D(2, 1), F(2,9), F(10,9), G(10,1).

(i) Mostremos que D FF'G € um quadrado.
(ii) Determine a equacao reduzida da circunferéncia c inscrita no quadrado.

(iii) Determine a equacdo reduzida da circunferéncia d que circunscreve o quadrado.

Resolucao (i) Os segmentos orientados DCeEE representam o vetor v = (8,0), portanto
o quadrilatero € um paralelogramo. Os segmentos orientados ﬁ e Cﬁ representam o vetor
w = (0,8). Como || 7|| = || ]|, concluimos que o paralelogramo é um losango. Os lados sdo
perpendiculares, pois (7, ﬁ) = 0. Portanto, D E'F'G € um quadrado.

Antes de continuarmos, observamos que ambas as circunferéncias tém o mesmo centro,

que é o ponto médio de uma diagonal. O ponto médio da diagonal DF' é C(6,5).

Figura 46 — Circunferéncia 6

(1) O raio da circunferéncia inscrita no quadrado é a metade do lado do quadrado, logo
re=3llv]|=4ec: (x—6)?+ (y—5)* = 16.

(i1) O raio da circunferéncia que circunscreve o quadrado é a metade da medida de uma
de suas diagonais, ou seja ry = %H? + W] =4v2. Logod: (x —6)2+ (y—5)2=32. <
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4.2.1 Posicao relativa entre uma reta e uma circunferéncia

A classificacdo da posicao relativa de uma reta s e uma circunferéncia € feita utilizando-se

os trés conjuntos determinados pela circunferéncia.

Seja d(C,s) distancia do centro da circunferéncia ¢ : (z — a)? + (y — b)?> =r? e areta
s:mx+ny+p=0.
s étangente acse d(C,s) =r
s éexterioracse d(C,s) > r.

s ésecanteacsed(C,s) <r.

Figura 47 — Posi¢Oes relativas reta-circunferéncia

Exemplo 4.2.4 Determinemos a posicao relativa entre a reta s e a circunferéncia c de equacao
vetorial (z — 5)% + (y — 4)? = 10, sendo:

(i) s:x—2y+1=0; (ii) s:x+y—14=0; (iti) s:3x—y—1=0.

Resolucdo Sejam C'(5,4) e r = /10 o centro e o raio de ¢, respectivamente. Sejam 7 0 vetor
normal da reta s e @ seu normalizado. Considere qualquer ponto P de s. Pelo visto no capitulo

anterior a distancia entre C e s € dada por
d(C,s) = (T, ).

onde ¥ € o vetor representado pelo segmento orientado ﬁ .
(7) Para este item tomamos P(—1,0) € s. Neste caso

d(C.5) = (6.4 S0, -2)| = |- 22 = 2 < VIO

Para verificar a tltima desigualdade basta considerar os quadrados de ambos os membros. Neste
caso temos s € secante a c.
(71) Considere o ponto P(14,0) € s. Calculando

d(C.5) = {(=9.4), (1.1 = |-

S
!
Sl

(N}

[\
Sl
[\
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(i1) Considere a ponto P(1,2) € s. Calculando.

1
V10

Portanto, s € tangente a c. <&

d(C,s) = |((4,2), (&-4»‘:‘1ﬂ::v€6

Geometricamente, temos a circunferéncia c e as trés retas de cada item na Figura

Figura 48 — Reta secante, reta tangente e reta exterior a circunferéncia c

No caso em que uma reta s é tangente a uma circunferéncia ¢, de centro C'(a, b) e raio r,
podemos determinar as coordenadas de P(x,,y,), 0 ponto na intersecdo entre s e ¢, utilizando

o vetor normal 7 de s. Sendo ﬁ = (m1,m2), PC um representante do vetor kﬁ, onde k£ é um

kEm = a—ux,
kna = b—yp

Como d(C, p) = r, temos ||k7/ || = r, de onde segue que |k| = - L-0go, o sistema ficard

escalar, teremos

r r
+ m = a— Tp = a+ m
1771 ’ ’ 177

ou ainda

r r
+ n = b—y Y, b 72
17| ! . il

Exemplo 4.2.5 Sabendo-se que s : 4z — 3y +9 = 0 é tangente ac : (x — 4)? + (y — 5)? = 4,
calculemos o ponto de tangéncia.

Resoluciio O centro da circunferéncia é C(4,5) e seu é r = 2. O vetor normal de s é 77 = (4, —3).

Pelo visto acima, temos que o ponto de t

-45¢§«-@)

ot DN

Pleyp) = (47

Logo P (%, %) ou P (%, ?), substituindo as coordenadas na equacio da circunferéncia obte-

mos P (15—2,%) O
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4.2.2 Posicao relativa entre duas circunferéncias

Sejam c; uma circunferéncia de centro ('} e raio r; e ¢, uma circunferéncia de centro

. g . - .
(U5 e raio 9. Sendo CCy um representante do vetor E) podemos classificar a posi¢ao relativa
das duas circunferéncias comparando a norma || || que ¢ igual a distincia entre os centros e os

valores |1y — 7| € 1y + 7o.

cp e co  s30 secantes, se |1 — 1o < ||W|| <1+ 7ro.
¢recy, sdo tangentes exteriores, se | W| = ri 4 ro.
¢pecy sdo tangentes interiores, se || W] = [r; — ral.

cyec, sdo disjuntas exteriores, se || > i + 7.

cyec, sdo disjuntas interiores, se ||| < |r1 — ral.

1. Secantes.

Figura 49 — Circunferéncias secantes

2. Tangentes exteriores e tangentes interiores.

Figura 50 — Circunferéncias tangentes interiores

3. Disjuntas exteriores e disjuntas interiores.
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c

Figura 51 — Circunferéncias disjuntas interiores

4. Um caso especial de circunferéncias disjuntas interiores é quando ||| = 0, diz-se que as

circunferéncias sao concéntricas.

Figura 52 — Circunferéncias concéntricas

Exemplo 4.2.6 Determina posicao relativa entre as circunferéncias c; e ¢y cujas equagdes redu-

zidas sao conhecidas.

(i) cr: (=224 (y—12=16 e cp:(x =3+ (y—2)% =1
(ii) ci:(x—4)2+(y—122=1 e cp:(z—-1)2+(y—1)?=1L
(iii) c;: (=22 +(y—12=2 e c:(x—6)2+ (y—4)? =3.
(iv) cr: (=2 +(y—12=2 e c:(x—22+(y—1)?=4
) c:1(x =32+ y—-12% =6 e c1:(z—6)2+(y—5)2?=1
Resoluciio (i) C(2,1), C5(3,2), 7 = 4 ery = 1. Temos
1] = 1L D] = V2 < [r1 = 7s].

Como 0 < /2 < |r; — ry| = 3, segue que ¢, e ¢, sdo disjuntas interiores.

(17) C1(4,1), Cy(1,1), 7 = 1 e ry = 1. Temos

1@ = [1(=3,0)|| = 3.
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Como 3 > r; 4 7y, segue que c; e ¢, sdo disjuntas exteriores.

(13i) C1(2,1), C2(6,4), r1 = 2 e ry = 3. Temos
1@ =1(4,3) = V25 =5 =11 + 1.

Logo, c; e ¢y sdo tangentes exteriores.

(iv) C1(2,1), Cy(2,1), 71 = 2 e ry = 4. Neste caso, ¢ € ¢, s30 concéntricas, pois

I = 11(0,0)]| = 0.

(v) C1(3,1), C5(6,5), 71 = 6 ery = 1. Temos
1) =113, 4) | = 5 = |r1 — ral.
Portanto, c; e ¢y sdo tangentes interiores. &

Exemplo 4.2.7 Determinemos, em cada caso, a posicao relativa entre duas circunferéncias c; e

co de raios r; e 7o, respectivamente, sabendo-se que d € a distdncia entre seus centros.

(i) ri=4r,=1ed=3. (ii) i =3, ry=4ed="1.

Resolucdo (i) d = r; — 19, 10go ¢; e ¢y sdo tangentes interiores.

(7i) d = r1 + 9, logo ¢ e cq sdo tangentes exteriores. O
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5 Conclusao

Neste trabalho foi sugerido um Plano de ensino para a Geometria Analitica. Como visto, o
desenvolvimento permite uma apresentacao rapida e clara dos contetidos, além de possibilitar ao
aluno expressar seu raciocinio 16gico sem grandes dificuldades. Além disto, o tratamento auxiliard

o entendimento de futuras disciplinas do Ensino Superior, como Algebra Linear, Mecéanica, etc.

No Ensino Médio a Geometria Analitica € geralmente abordada de uma forma que ndo
deixa clara a relacdo entra a élgebra e a geometria. Além disso, os elementos presentes nos
objetos matemadticos ficam mais evidentes, como o vetor normal, por exemplo, cujas coorde-
nadas aparecem como coeficientes na equagao normal da reta. Tornando muito mais natural a

compreensdo da Geometria Analitica.
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