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RESUMO

A modelagem em matematica tem alcancado novos rumos devido aos novos cam-
pos de pesquisa e trabalho. Muitos pesquisadores-professores tem desempenhado um
importante papel para sua divulgagao e expansao, principalmente com a criacao de cen-
tros de pesquisa. Devido a sua importancia, faz necessario conhecer um pouco de sua
histéria no Brasil e como também de seus precursores, como se da o seu planejamento
e aplicacao. O conhecimento prévio de alguns conteidos como progressao aritmética,
progressao geométrica e recorréncias sao importantes para o desenvolvimento de uma
pesquisa em modelagem matematica, a qual podera ser aplicada na visualizacao de pro-

blemas como financiamento de carros, da casa prépria ou simples planejamento familiar.

PALAVRA-CHAVE: Modelagem Matematica, recorréncias, progressoes, equacoes de

diferencas.
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ABSTRACT

The mathematical modeling has reached new directions due to new fields of research
and work. Many researchers- teachers have played an important role in its dissemination
and expansion, especially with the creation of research centers. Because of its importance,
it is necessary to know a little of its history in Brazil and as well as their precursors, gi-
ves its planning and implementation. The previous knowledge of some content such as
arithmetic, geometric progression and recurrences are important for the development of
research in mathematical modeling, which can be applied in view of problems such as car

financing, home ownership or simple family planning.

KEYWORDS: Mathematical Modeling, recurrences, progressions, difference equations
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Historico

Atualmente tem-se repensado o ensino de matematica em sala de aula deixando de ser
uma mera disposicao de conteidos e passando-se a uma aula mais pratica. Devido a essa
preocupagao tem surgido diversos grupos de estudos (pesquisas) na drea. Esses grupos
tem utilizado modelos mateméticos que tornam a aula do caderno e do livro em algo
que os alunos possam observar, examinar e formular um conceito transformando numa
expressao matematica.

Alguns grupos de professores-pesquisadores, por uma necessidade de mostrar na pratica
qual o comportamento de determinada expressao, resolveram deixar suas aulas diferentes.
Para tal teriam que usar um meio diferente do que apenas tomar um livro, um caderno,
um lapis e um professor mostrando no quadro negro como utilizar uma férmula que mui-
tas vezes nao tem sentido algum para o aluno. A modelagem matematica comecou a
se desenvolver com mais especificidade a partir da década de 1970. A principio o seu
desenvolvimento se deu como uma forma de ajudar alunos a verem uma aplicabilidade de
conceitos aprendidos em sala de aula na pratica.

Conforme Biembergut (2009, p. 12) o professor Aristides Camargo Barreto, da PUC
do Rio de Janeiro, foi um dos precursores da introducao da Modelagem Matemética em

salas de aula de célculo diferencial e Integral nas décadas de 1970 e 1980. Segundo o
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professor Dr. Dionisio Burak ! UEPG - Ponta Grossa - PR, a modelagem matematica no
Brasil comecou a ser trabalhada na década de 80 na universidade estadual de Campinas -
UNICAMP - com um grupo de professores, em Biomatematica, coordenados pelo professor
Dr. Rodney Carlos Bassanezi 2 - IMECC. E segundo Biembergut (2009, p.12), tem -se
que o professor Dr. Rodney Carlos Bassanezi e seus orientandos consolidaram a difusao
da Modelagem Matematica no pais.

Mas, o que é a modelagem matematica? Diante de tal pergunta, primeiro precisamos
responder o que é um modelo matemético? segundo Bassanezi (2012), “modelo ma-
tematico é um conjunto de simbolos e relacoes mateméticas que representam de alguma
forma o objeto estudado”. Segundo Biembengut (2011), “a modelagem matematica é um
método no qual se ensina o conteiido matematico a partir da descrigao, formulacao e re-
solucao de situagoes problemas de alguma area do conhecimento de interesse do aluno.” A
Modelagem Matematica deve ser livre e espontanea surgindo a partir de uma necessidade

do homem em querer compreender os acontecimentos que o cercaram.

1.2 Procedimentos para resolucao em modelagem

Segundo o Bassanezi (2012), “a modelagem ¢é um processo dinamico para se obter mo-
delos, sendo caracterizada por etapas que se complementam.” Ainda segundo o Bassanezi

(2012) essas etapas seriam:

1. Experimentacao

“A obtencao de dados experimentais ou empiricos sao fundamentais para a com-
preensao do problema e ajudam na sua estruturacao, formulacao e modificacoes
eventuais dos modelos.” A obtencao dos dados sao realizadas por pesquisadores
de determinada area. No entanto, na era educacional nao necessariamente sera um
especialista a obter os dados, pois os mesmos podem ser encontrado facilmente na

internet.

IDionisio Burak é licenciado em Matemética pela Faculdade Estadual de Filosofia Ciéncias e Letras de
Guarapuava, hoje Universidade Estadual do Centro Oeste - UNICENTRO. Fez pés-graduagao lato-sensu
em Célculo Avangado em 1976 pela FAFIG. Em 1983 fez especializagdo em Ensino de Matematica pela
Unesp - Rio Claro. E Mestre em Ensino da Matematica e seus Fundamentos Filoséfico-Cientificos da
Educagao pela UNESP - Rio Claro, em 1987. Dr. em Educacao pela Unicamp- SP em 1992.

2Dr. Rodney Carlos Bassanezi Possui graduacio em Matemdtica pela Universidade Estadual Paulista
Julio de Mesquita Filho (1965), mestrado em pela Universidade Estadual de Campinas (1971) e doutorado
em Matemadtica pela Universidade Estadual de Campinas (1977)
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2. Abstragao

“O processo de selegao das variaveis essenciais responsaveis pela evolucao do fenémeno
estudado.” Nesta etapa do processo sao formuladas as hipoteses e “leis” que deverao

ser testadas na validagao do modelo.

3. Formulacao do Modelo

“O modelo matematico é montado quando se substitui a linguagem usual por uma
: e : .
linguagem matemédtica”. Podemos observar o exemplo abaixo desta terceira etapa.

Assim, a variacao de uma populacao pode ser traduzida por:

d
e derivada de P(t) em relagdo ao tempo (variagao continua)em que P(t) é a

populacao no tempo t.
ou
P(t2) — P(t1): diferenca da populagdo em tempos distintos (variagao discreta)

ou

P(ty) — P(t1)

. variacao média de uma populacao
t, —tl

Se tivermos como hipdtese que a variacao populacional € proporcional a populagao,

usando a formulacao da variagao continua, temos:

dpP

= _aP
a ¢

Neste etapa passa-se a uma matematizacao do modelo o que serda de suma im-
portancia nos passos que seguem.

4. Resolucao
“A resolucao de um modelo depende da sua complexidade, podendo ser uma re-
solucao analitica ou numérica.”

5. Validagao

“Validar um modelo matematico significa comparar a solugao obtida com dados
reais.” Ou seja, precisamos verificar se o modelo em questao é vélido fazendo uma

confrontacao dos resultados obtidos com os dados reais.
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6. Modificagao
Em alguns casos é necessario fazer modificagoes no modelo, seja acrescentando novas
variaveis ou modificando a lei de formagao.

7. Aplicacao

“A modelagem eficiente permite fazer previsoes, tomar decisoes, explicar e entender;

emfim, participar do mundo real com capacidade de influenciar em suas mudancas.”

Temos assim que, em uma modelagem, nao é suficiente apenas os passos citados acima,
mas se faz necesséario ter uma aplicabilidade para o modelo encontrado.
Ja Biembengut(2004) defende que o processo de transformar uma situa¢ao problema

real em modelo matematico esta dividido em trés etapas com suas subetapas:

1. “Integragao”
Reconhecimento da situacao-problema;

Familiarizacao com o assunto a ser modelado.

2. “Matematizacao”
Formalizacao do problema;

Resolucao do problema em termos do modelo.

3. “Modelo Matematico”
Interpretacao da solugao;

Validagao do modelo.

Com o que foi exposto acima podemos responder a seguinte pergunta: Por que fazer
modelagem matematica?
Segundo Jean Carlos Silveira® e Joao Luiz Domingues Ribas* sao seis os beneficios de

trabalharmos com Modelagem Matematico:

1. Motivacao dos alunos e do proprio professor;

3Jean Carlos Silveira é académico do 5° ano do Curso de Licenciatura em Matematica da Universidade
Estadual de Ponta Grossa

4Jodo Luiz Domingues Ribas é Mestre em Educacdo, Professor do Departamento de Métodos e
Técnicas de Ensino da Universidade Estadual de Ponta Grossa, atua nos cursos de Licenciatura em
Matematica e Pedagogia
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2. Facilitacao da aprendizagem. O contetido matematico passa a ter significacao, deixa

de ser abstrato e passa a ser concreto;

3. Preparacgao para futuras profissoes nas mais diversas areas do conhecimento, devido

a interatividade do conteiido matematico com outras disciplinas;
4. Desenvolvimento do raciocinio légico e dedutivo;
5. Desenvolvimento do aluno como cidadao critico e transformador de sua realidade;

6. Compreensao do papel socio-cultural da matematica, tornando-a assim, mais im-

portante.

1.3 Aplicacao da modelagem

A Modelagem Matematica ‘consiste’ em tomar situagoes do cotidiano dos alunos e dar
um sentido pratico, ou seja, sair do abstrato de sala de aula e delinear uma aplicabilidade
de equacoes e férmulas sem sentido em algo prazeroso, levando os alunos a olhar para
uma expressao e para que possam verificar se esta tem algum sentido e poder aplica-la.

A Modelagem Matematica pode ser usada tanto no ensino fundamental como no ensino
médio. Entretanto, ainda Segundo Silveira e Ribas (2004)

A Modelagem Matematica ndo deve ser usada como uma Unica metodologia
de ensino, o professor no exercicio das suas atividades, deve sempre procurar a
melhor metodologia de ensino de matematica, como por exemplo: jogos, brin-
cadeiras, a histéria da matematica, metodologia dos trés momentos, resolucao
de problemas, emfim usar todos os seus recursos para obter o melhor resultado

possivel no ensino de matematica.
Disponivel em http://www.somatematica.com.br/artigos/a8/

A modelagem Matematica nao deve ser utilizada apenas para justificar o contetdo a
qual vamos ministrar, mas como uma ferramenta auxiliar no ensino-aprendizagem mos-
trando ao aluno o motivo pelo qual deve-se aprender matematica e também da importancia
da formacgao como cidadao responséavel e participativo na regiao a qual este aluno esta
inserido.

Na nova conjuntura sécio-economica a qual o Brasil passa tem-se disponibilizado muito
material para pesquisa nas universidades e institutos federais, principalmente devido ao

aumento de cursos médios profissionalizantes. Estes cursos profissionalizantes tentam
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aliar os conceitos expressos nos livros com a pratica a ser desenvolvida por este aluno
tornando-o capaz de realizar determinadas tarefas mediante os conceitos aprendidos.

Diante do que foi exposto acima, o atual programa do ensino podera se utilizar da
Modelagem Matemética. Podemos citar a professora Ms. Elaine Ferruzzi - IFPR que foi
bem sucedida com sua turma de eletronica do IFPR que veio a ministrar todo o programa
do curso utilizando Modelagem Matematica.

J& como avaliacao é aconselhavel se utilizar de relatérios levando em conta o grau de
desenvolvimento do aluno como também a sua evolucao neste desenvolvimento.

Lembramos que o processo da Modelagem Matematica nao busca eliminar a aula con-
teudista e sim, dar um sentido pratico aquilo que se deseje estudar. Desta maneira, sali-
entamos que a Modelagem Matematica busca auxiliar o processo de ensino-aprendizagem
tornando as aulas mais agradaveis e ao mesmo tempo praticas.

Nos capitulos seguintes faremos uma exposicao de assuntos necessarios ao desenvolvi-

mento de aulas trabalhando modelagem matematica.



CAPITULO 2

SEQUENCIAS

Na primeira seccao deste capitulo traremos uma definicao simples sobre sequéncias.
Na segunda seccao definiremos as sequéncias numéricas. Em seguida, na terceira e quarta
sec¢ao, respectivamente, exploraremos as definigoes de progressoes aritmética e geométrica
com algumas aplicabilidades no que tange ao cotidiano como taxas equivalentes.

Ainda serda dada uma explicagao de como encontrar a fracao geratriz de uma dizima

periodica.

2.1 Sequéncias

Definigao 1. Uma sequéncia ou sucessio (X)) de nimeros reais é um conjunto ordenado

onde para cada 1 € N* se associa um numero xi. A esta sequéncia representaremos por:
(X15%X2; X3+ Xm0 )

Desta forma, tem-se que uma sequéncia ¢ uma funcao de N* ={1,2,3,---} em R onde
(L,%1), (2,%2), (3,x3), -+ -

Uma sequéncia pode ser finita (se apresenta tltimo termo) ou infinita (se ndo apresenta
ultimo termo, ou seja, quando nao houver especificagoes ou ainda quando indicada por
reticéncias).

Podemos denotar uma sequéncia de trés maneiras bésicas:
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1. Por formula de recorréncia

Neste caso, identifica-se um dos termos (geralmente o primeiro) e um outro para se

calcular cada termo (x,) a partir do seu antecedente (x,,_1)

Exemplo 1. Seja a sequéncia finita f de cinco termos onde

X1:5

Xp41 = Xp — 2

Os seus cinco termos seriam expressos por:
P=1—=x11=x—2=5—-2=3,logoxy =3
P=2—"%1=%—2=3—-2=1,logoxy, =1
P=3—=%x311=%x3—2=1—-2=—1,logo xo =—1
P=4—=x411=%x4—2=—-1—-2=-3,logo xo =—3

E a sequéncia é (5,3,1,—1,—3).

2. Por féormula que expressa cada termo em funcao de sua posicao

Tem-se um férmula que expressa o valor de cada termo a partir da posicao que

ocupa na sequéncia.
Exemplo 2. Dada a formula x, = 2n+ 1 determine os quatro primeiros termos
Os seus quatro termos seriam dados por:
n=1—-x=21+1=2+4+1=3,logo x; =3
n=2—->x=224+1=4+1=5,logox; =5
n=3—-x,=23+1=6+1="7,logox; =7
n=4—x,=244+1=841=9,logox; =9
Portanto, a sequéncia é (3,5,7,9).

3. Por propriedade dos termos
Neste caso, tem-se uma propriedade a qual determinara os termos da sequéncia.
Exemplo 3. Ao citar a sequinte propriedade: 0s nimeros pares naturais maiores

que 5 e menores que 10, estariamos representando os elementos: {6, 8}.

Antes de comecarmos nosso estudo, esbocaremos algumas definicoes' importantes.

1 As definicbes citadas nesta seccio foram retiradas do material da disciplina de célculo ministrada no
curso de pés-graduagao - PROMAT-2011
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2.2 Sequéncias Numéricas

Defini¢ao 2 (Sequéncias Numéricas). Uma sequéncia de nimeros reais € uma fun¢ao
x:N — R que a cada nimero natural 1 associa um nimero real x, = x(n), chamado de

n-ésimo termo da sequéncia.

Exemplo 4. Ezxpresse os termos das sequéncias abaixo:

) (22)-(35)

Defini¢ao 3 (Sequéncia Limitada). Uma sequéncia x,, serd limitada, se existe ¢ > 0 tal

que |xn| < ¢, para todo n € N.

Definicao 4 (Sequéncia Decrescente). Uma sequéncia xn serd dita DECRESCENTE se
Xni1 < Xn para todo 1 € N. Diremos que a sequéncia é NAO CRESCENTE, S€ Xni1 < Xn

para todo n € N.

Defini¢ao 5 (Sequéncia Crescente). Uma sequéncia Xy, serd dita CRESCENTE S€ Xp 1 >
Xn para todo n € N. Diremos que a sequéncia € NAO DECRESCENTE, S€ Xni1 = Xn Para

todo n € N.

Obs 1 (Sequéncia Mondétonas). As sequéncias crescentes, nao crescentes, decrescentes,

nao decrescentes sao chamadas mondtonas.

Exemplo 5. Tomando os exemplos acima citados observaremos que:

n—1

a) A sequéncia é mondtona crescente, pois tomando X, = tem-se que Xn 11 > Xn

1
para todo n € N*. E ela também é limitada tendo x,, € (1,2),pois a,, =2 — 3

. , ) 1
b) A sequéncia é mondtona decrescente, pois tomando x,, = 1—|—3—n tem-se que X1 < an.

E ela também é limitada tendo x,, € (1,2).

N , . n
c) A sequéncia é monétona crescente, pois tomando x,, = 1+ 1 tem-se que Xn4+1 > Xn.-

1
E ela também ¢ limitada tendo x,, € (5, 2) .
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Definigao 6 (Limite de uma Sequéncia). Sequéncia Convergente Sejam x, uma

sequéncia de numeros reais e L um numero real. Dizemos que X,, converge para 1, ou

seja, € convergente, e se escreve lim x,, = l, quando para qualquer intervalo aberto 1
n—o0

contendo 1 (por “menor”” que ele seja) € possivel encontrar um natural ng = 1, de modo

que X € I para todo n > ny.

Podemos afirmar que para todo € > 0, existe um inteiro nyg > 1 tal que para todo

n > ng tem-se que x, € (L—¢, 1+ ¢€)

Figura 2.1: Sequéncia Limitada

Exemplo 6. Baseado na sequéncia Xn1 = 1+

mada de 2.

calcular a raiz quadrada aproxi-
+ Xn

Solucgao:

1
X1:1—>X2:1+—:1,5

2
1 35
15 xs =14+ — =214
X9 ) X3 +2,5 25 )
1 34
1A x =14+ — =2 =146, ..
=beox=lto =gt
x4:1,46...—>x5:1+;34:%:1,41379...
1+
24

ou poderiamos resolver tomando a definicao de limite de um sequéncia convergente onde

. . . . 1
lim xny1 = lim x,, = L. Desta maneira teriamos que a sequéncia X1 = 1 +
n—oo n—oo 1+ Xn

poderia ser escrita por

. ) 1
i = Jin (14 )



Capitulo 2. Sequéncias 11

ou ainda,

1
l=1+—
1t

1
l—-1=—
141
?—1=1
12=2

e, portanto, o valor de 1 = v/2
p—1

Com relagao ao exemplo acima, se a expressao fosse escrita da forma x, 1 = 1+ I
Xn

Y

0 que aconteceria?
Trataremos agora de sequéncias ja conhecidas e que sao trabalhadas no ensino médio:

Progressoes Aritméticas e Progressoes Geométricas.

2.3 Progressao Aritmética

Uma determinada sequéncia expressa uma Progressao Aritmética quando a dife-
renca entre um termo e o termo anterior é constante. A esta constante chamaremos de

razao representada pela letra r.

2.3.1 Formula do termo Geral de uma Progressao Aritmética

Tomando a progressao aritmética (a;; as; as;--- ;an), tem-se que cada termo conse-

quente é encontrado pelo termo anterior adicionado a razao r. Assim,

ag — a;+7r1
a3 = G+r=aq;+r+r=aq;+2r

as = a3+r=aq;+2r+r=a;+3.7r

an, = a+Mm—1)r (2.1)

Exemplo 7. O cometa Halley? visita a Terra a cada 76 anos. Sua iltima passagem por

20 cometa Halley é um cometa brilhante de periodo intermedidrio que retorna as regides interiores do
Sistema Solar a cada 76 anos, aproximadamente. Sua érbita em torno do Sol esta na diregao oposta a dos
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aqui foi em 1986. Quantas vezes ele visitou a Terra desde o nascimento de Cristo? Em

que ano foi sua primeira passagem na era crista?

Solugao: Primeiro a de se observar que o cometa Halley ao passar pela Terra a cada
76 anos nos determina uma progressao aritmética de razao 76, a qual tomaremos com um
valor negativo, pois precisamos regressar até o nascimento de Cristo. Assim, a progressao
seria determinado por (1986,1910,1834,---). Para determinar quantas vezes o cometa

passou pela Terra desde o nascimento de Cristo temos que a,, > 0. Desta maneira, temos

que:
a, = 1986+ (n—1).(—76)
a, = 1986+ 76 —T76.n
a, = 2062—76.n (2.2)
2062 .
como a, > 0 tem-se que n > 6 —n > 27,13.... Portanto, temos que os termos posi-
tivos desta progressao seriam os primeiros 27 termos, a;, as, s, - - - , dg7. Desta maneira,

o cometa Halley passou pela terra 27 vezes desde o nascimento de Cristo.

J& o0 ano a qual ele passou serd encontrado substituindo 27 na expressao 2.2.

Qo7 = 2062 — 76.27
Qo7 = 2062 — 2052

Qo7 = 10

Portanto, a primeira vez que o cometa Halley passou pela Terra na era crista foi no ano

10.

2.3.2 Grafico de uma Progressao Aritmética

Pelo exemplo acima observa-se que uma Progressao Aritmética é¢ uma funcao onde
para cada ieN* se associa um a;elR, ou seja, (1,a1), (2, as), -+, (N, a,). O grafico dessa

funcao é uma sequéncia de pontos colineares no plano.

planetas e tem uma distancia de periélio de 0,59 unidades astrondmicas; no afélio, sua érbita estende-se
além da érbita de Netuno. Foi o primeiro cometa a ser reconhecido como periédico, descoberta feita por
Edmond Halley em 1696.
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A

Agd- - - - - - - - - - - -

agp—-—---—-—————-——-=—---

alt------

Y

Figura 2.2: Funcao polinomial (Progressao Aritmética)

Obs 2. Com relacao ao grdfico da fungdo polinomial do 1° que € representado pela reta
passando pelo conjunto de pontos {(1,ay), (2, a2), (3,as3),...}. Jd o grdfico com relagao a

Progressao Aritmética, € dado apenas pelos pontos {(1,a;), (2, asz),(3,as),...}

Exemplo 8. Um bem, cujo valor hoje é de R$8.000, 00, desvaloriza-se de tal forma que
seu valor daqui a 4 anos serd de R$2.000,00. Supondo constante a desvalorizacao anual,

qual serd o valor do bem daqui a 3 anos?

Solugao: Como o bem sofre uma desvalorizacao constante observa-se que os seus
valores ano apds ano se comportam como uma progressao aritmética de valor inicial
a; = R$8.000 (valor sem desvalorizagao) e valor final as = R$2.000 (corresponde & desva-
lorizagao apds o quarto ano). Tomando a expressao (2.1) e substituindo os valores de a;

e as, a razao T sera de

as = a; + (5— 1)1‘
8000 + 4r = 2000
4r = —6000

T = —1500

Para encontrar o valor do bem apés uma depreciagao de trés anos (ay4), basta substituir
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os valor de 1 = —1500 na expressao (2.1) a qual encontraremos:

as = 8000 + 3.(—1500)

as = 8000 — 4500

Portanto, apds trés anos de depreciacao o valor do bem serd de R$4.500, 00.

2.3.3 Soma dos termos de uma Progressao Aritmética

Ainda com relagao as progressoes aritméticas uma propriedade importante é a soma
dos seus termos a qual é dada uma progressao aritmética (ai, as,--- , a,) obtém-se que

a soma dos termos sera dada por:

Prova: Seja a soma dos termos S,, é dado por
Shn=a1+a+az+---+an1+an

ou ainda

Sh=ant+ang+--taztata

Temos desta forma que:
28y =(ap+an)+(as+an_1)+(ag+ano)+---+(an+ai)
Tomando a expressao 2.1, tem-se que:
aG+a,=a+a,1=a3+ap_o="-"-"-

Desta maneira, todas as somas sao iguais a primeira (a; + a,,), como temos n parénteses,

encontraremos:
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Na expressao 2.3 substituindo a, por a; + (n — 1).r teremos:

(a1+a1—|—n.r—r> <2a1+n.r—r)
Sn = n=("—/—— | n

2 2
Sn:al.r—l—ﬁ—n—'r
2 2
n2r T
Sn:T+(a1—§> n

Se 1 # 0 tem-se que S,, é um polindomio do segundo grau a qual podera ser reescrito
como segue:
5 T T )
Sh=an“+bn,onde - =aea; — - =Db,ouseja, r=2aeaq; =a+b.
) 2 2 Y )

Em algumas sequéncias nao conseguimos identificar uma progressao aritmética entre
os seus termos (ap, as, as,--- ,an). No entanto, quando tomamos as diferencas entre seus
termos consecutivos percebemos que os mesmos formam uma progressao aritmética.

Vamos definir para as sequéncias deste tipo o operador A a qual serda chamado de

operador de diferenga onde:
AQn = Qny1— A

Desta maneira, quando se tem que as diferencas Aa, = a,y; — a, formam uma
progressao aritmética nao-estacionaria a chamaremos de progressao aritmética de se-
gunda ordem.

Observacao: Além das progressoes de segunda ordem podem existir as progressoes
aritméticas de terceira, quarta, ... ordem).

Tomando a sequéncia a, = (1,3,6,10,15,21,...) é uma progressao aritmética de
segunda ordem, pois ao tomarmos Aa, = ap,; — a4, formaremos a sequéncia b, =

(2,3,4,5,6,...) que é uma progressao aritmética de nao estaciondria.

Exemplo 9. (PROFMAT-2011) Considere a sequéncia (an)n>1 definida como indi-
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cado abaixo:

C11:1
a2:2—|—3
a3 =4+5+6

as=7+8+9+10

a) O termo ajg € a soma de 10 inteiros consecutivos. Qual € o menor e o qual € o

maior desses inteiros?
b) Calcule ayg.

c) Forne¢a uma expressao geral para o termo a,.
Solucgao:

a) O primeiro inteiro da soma que define a,, é igual ao nimero de inteiros utilizados nos
. . . . 1

termos ay, ..., an_1, isto é, 1+2+...4+n — 1 mais um, isto é, ¢ igual a §n.(n—1)+1.

O ultimo inteiro é esse nimero mais n—1. Portanto, para n = 10, o primeiro inteiro

é 46 e o ultimo é 55.

b) ajo é a soma de uma progressao aritmética de 10 termos, sendo o primeiro igual a

46 e o ultimo igual a 55. Entao

46 4+ 55).10
a = % —101.5 = 505
¢) No caso de a,, trata-se da soma de uma progressao aritmética de n termos, sendo
1 1
o primeiro igual §n.(n — 1)+ 1 e o ultimo igual §n.(n — 1)+ 1+ (n—1), ou seja,
én.(n — 1) + n, como visto em (a). Entao
inn—1)+1] + [in(n—1) +n] m—1n’+(n+n _ n’+n

an, = B n = 5 = 5

Exemplo 10. (PROFMAT - 2011) A sequéncia 0,3,7,10,14,17,21,... € formada

a partir do niumero 0 somando-se alternadamente 3 ou 4 ao termo anterior, isto é: o
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primeiro termo € 0, o seqgundo é 3 a mais que o primeiro, o terceiro € 4 a mais que o

sequndo, o quarto € 3 a mais que o terceiro, o quinto € 4 a mais que o quarto e assim

sucesstvamente.

a) Qual é o centésimo termo dessa sequéncia?

b) Qual é a soma dos 100 primeiros termos dessa sequéncia?

c) Algum termo desta sequéncia € igual a 20009 Por qué?

Solugao:

a)

Chamemos de ai, as, as,--- os termos dessa sequéncia. A sequéncia dos termos
com indices impares a;, as, as,--- € uma progressao aritmética com termo inicial 0
e passo (ou razao) 7. A sequéncia dos termos com indices pares as, a4, g, - - - ¢ uma
progressao aritmética com termo inicial 3 e passo 7. O centésimo termo é o 50° da

sequéncia dos pares. Entao ajgo =3+ (50 — 1).7 = 3 + 343 = 346.

Ha maneiras diferentes de se fazer isso. Podemos agrupar a soma assim:
(a1 + aioo) + (a2 + ago) + (a3 + ags) + ... + (aso + as:)

Veja que de a; para a; ha um acréscimo de 3 e de agg para ajg também. Entao os
dois primeiros termos sao iguais. Do segundo para o terceiro ha um aumento e um
decréscimo de 4, logo o terceiro termo é igual ao segundo. E assim por diante. Entao
todos os termos entre parénteses sao iguais ao primeiro, que vale 0 + 346 = 346.

Como sao 50 termos, a soma da 50.346 = 17300.

Outro jeito de fazer é somar separadamente as sequéncias com indices impares e
pares. No segundo caso (pares), sdo 50 termos da progressao aritmética de razao 7

comecando em 3 e terminando em 346. A soma dessa progressao da

20

ﬂ = 25.349 = 8725.

No primeiro caso (impares), sao 50 termos, mas todos 3 unidades menores do que
os termos da série par. Entao a soma desses é 8725 subtraido de 50.3 = 150, isto é,

da 8575. Juntando as duas, ficamos com 17300. Obs. Essa segunda soma também
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sairia da mesma forma como a outra, pois a PA tem primeiro termo igual a 0, tltimo

termo igual a 343, totalizando 50 termos, logo soma

0+ 343

20
2

= 25.343 = 8575.
¢) Observe primeiro que se n é impar entdo a, é multiplo de 7, e se n é par entao

an, — 3 é miltiplo de 7 (de fato, valem as reciprocas, mas nao precisaremos disso).

Como nem 2000 = 7.285 + 5 nem 1997 = 7.285 + 2 sao multiplos de 7, entao 2000

nao pode ser um a, nem para N par nem para N impar.

2.4 Progressao Geométrica

Definicao 7. Uma sequéncia expressa uma Progressao Geométrica quando o quoci-
ente entre um termo e o termo anterior € constante. A esta constante chamaremos de
razao da progressao geométrica representada pela letra q.

Ou ainda, uma Progressao Geométrica € uma sequéncia numérica na qual a tara de

crescimento (ou decrescimento) de cada termo para o sequinte € sempre a mesma.

As progressoes geométricas podem modelar fenomenos como o aumento de um capital
aplicado a uma taxa anual prefixada. As Progressoes Geométricas também podem mo-
delar o crescimento de uma populagao a uma taxa anual fixa ou, ainda, o decaimento da
radiagao emitida por um material radioativo.

Assim, as Progressoes Geométricas aparecem muito frequentemente nao so nas aplicagoes,
mas também, em varios contextos matematicos e por isso, certamente, sao muito mais

interessantes do que as progressoes aritméticas.
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2.4.1 Foérmula do Termo Geral da Progressao Geométrica

Tomando a progressao geométrica (a; as; as;--- ;an), tem-se que cada termo conse-

quente é encontrado pelo termo anterior multiplicado pela razao q. Assim,

as; = a;.9q
a3 = dy.q=a;.1.7T =a;.q>
a, = as.q=a.q9°.q=a;.q°
a, = al_qnil (24)
Exemplo 11. Se tomarmos a sequéncia (1,2,4,8,16,---) é um exemplo de progressao
4
geométrica cuja razao serd igual a q = 1=3="""= 2.

Com relacao ao exemplo anterior observa-ser que cada termo é igual ao termo anterior

multiplicado por 1+ 1 onde 1 é a taxa de crescimento.

Exemplo 12. A populagio de um pais € hoje igual a Py e cresce 2% ao ano. Qual serd

a populacao daqui a n anos?

Solucgao: Como a populacao cresce 2% ao ano tem-se que:

Py = Py 4+ 2%dePy = Py.(1 4 0,02) = Py.1,02

P, = Py +2%deP; = P;.(14+0,02) = P;.1,02 = Py.1,02.1,02 = P,.1, 022

P, =P +2%deP, | =Py_1.(140,02) = P,_;.1,02 = Py.1,02™1.1,02

P, = Py.1,02"

Portanto, a populacao daqui a n anos é de P, = 1,02™.P,.

Referente a taxa de crescimento de uma progressao, o comportamento do grafico é
muito interessante de ser observado.

Poder-se-ia tomar a observacao concernentes as progressoes aritméticas com relagao

ao gréafico. Ja que os pontos da progressao (1, a;), (2, as),(3,as),...
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Qo

1 2

Figura 2.3: Fungao exponencial (progressao Geométrica)

2.4.2 Taxas Equivalentes

Uma aplicabilidade das progressoes geométricas sao as taxas equivalentes. Seja I a taxa
de crescimento relativa a um periodo de tempo T e, i a taxa de crescimento relativamente

ao periodo t com T =n.t tem-se desta maneira que:

I+I=010+9" (2.5)

Prova: Tomando inicialmente um valor inicial, Cy, de uma certa grandeza. Sejam um

I

A
Y

0 1 1 7 2 7 3 1 7 n

Figura 2.4: Taxas Equivalentes

1

periodo de tempo T com taxa I serd gerado um valor Cy.(1 + I)*. Ja com relacao aos

n periodos de tempo t com taxa i serd gerado um valor Cy.(1 + 1)™. Desta maneira,

Co.(1+ 1)t = Cp.(1 +1)™ e, portanto
1+I=(1+i"

Exemplo 13. Se a populacao de um pais cresce 2% ao ano, quanto crescerd em 25 anos?
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Solugao: Tomando i = 2% = 0,02 e n = 25. Substituindo os valores de i e n na

expressao 2.5, tem-se que o valor de I serda dado por:
1+I1=(140,02* =1+1=1,02% = 14+1=1,6406 = I = 0, 6406

Sendo, assim, o crescimento apds 25 anos serd de aproximadamente 64, 06%.

Exemplo 14. Uma bomba de vicuo retira, em cada sucgao, 2% do gas existente em certo

recipiente. Depois de 50 sucgoes, quanto restard do gds inicialmente existente?

Solucao: o valor de i = —2% = —0,02 e n = 50. Desta maneira, tomando a expressao

2.5 obtemos

14+1=(1-0,02)%
1=0,3642—1

I=-0,6358

Portanto, a quantidade de gds diminuird de aproximadamente 63,58% restando, assim,

36,42% do gds inicialmente existente.

2.4.3 Soma dos termos de uma Progressao Geométrica Finita

Seja a progressao geométrica finita (a;, as, as,---, a,) com razao q. A soma dos n

primeiros termos dessa sequéncia serd dado por

S, = a. (qq“_—11> (2.6)

Prova: Seja a soma dos termos da progressao geométrica dada por:
Sn:a1+a2—|—a3+---+an
Tomando a expressao 2.4 temos que:

Sh=ai+a.q+aqg’+---+a.q"!

Sh=a.(l+q+q°+---+q" ")
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Na teoria dos produtos notaveis ¢ dado que:

x*—1
x—1

Xn—1=(x—1).x""+x" 2+ px+1) =>x"T x4+ x+ 1=

Portanto,

q—1
Sn = aj.
n 1 ( q 1
Exemplo 15. Diz a lenda que o inventor do wadrez® pediu como recompensa 1 grio de
trigo pela primeira casa, 2 graos pela sequnda, 4 pela terceira e assim por diante, sempre

dobrando a quantidade a cada casa nova. Como o tabuleiro de xadrez tem 64 casas. Qual

o numero de graos pedidos pelo inventor do jogo?

Solugao: O numero de graos pedidos pelo inventor do jogo seria dado pela soma dos

64 primeiros termos da progressao geométrica 1,2,4,.... Utilizando a expressao 2.6 seria
dado por:
204 1
Seppu=1.—+
64 51
Seq =20 —1

Feito o cdlculo desse nimero encontramos 18.446.744.073.709.551.615.

2.4.4 Soma dos termos de uma Progressao Geométrica “Infi-
nita”
No caso de 0 < q < 1, a expressao 2.6 que representa a soma dos termos de uma

progressao geométrica diminui muito quando o termo em n cresce. Assim, quando n — oo

chamaremos a progressao geométrica de “infinita” cuja soma dos termos sera dada por

S =1

(2.7)

3Xadrez é um jogo de tabuleiro de natureza recreativa e competitiva para dois jogadores, sendo também
conhecido como Xadrez Ocidental ou Xadrez Internacional para distingui-lo dos seus predecessores e de
outras variantes da atualidade. A forma atual do jogo surgiu no Sudoeste da Europa na segunda metade
do século XV, durante o Renascimento, depois de ter evoluido de suas antigas origens persas e indianas.
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Prova: Tomando a expressao 2.6 quando n — oo podemos escrever que:

lim S, = lim a;. (q _1)

n—o00 n—oo q— 1

Como n — oo tem-se que q™ — 0. E assim,

lim S, = lim a;. (q _1) —Q

n—o0 n—o00 q—l :q—l

Logo,

=1 4
Exemplo 16. Determinar a geratriz da dizima periddica* 0,14141414 . . ..

Seo

Solugao: Seja x = 0,14141414 ... podera ser escrito por x = 0,14 4+ 0,0014 +
14 14 14

— + + +
100~ 10000 ~ 1000000
maneira, que a soma em questao corresponde a uma soma de uma progressao geométrica

0,000014 + 0,00000014 + - - -, ou ainda, x = ---. Temos, desta

1 14
com razao 0 < q = 100 < 1 com primeiro termo a; = 00’ a qual tera por soma:
14 14
a 100 100 _ 14
= SOO = = = = —
* l1—q 1— 199 99
100 100

Uma outra maneira de responder esta questao seria tomar x,, = 0, 14141414 ... 14. Multi-
plique os dois membros da igualdade por 100, a qual determinara 100.x,, = 14,141414 ... 14.
Observe que em x,, = 0, 14141414 . .. 14 tem-se n termos 14. Jadem 100.x,, = 14, 141414 ... 14

tem-se 1 — 1. Assim,

100.xn, =14 +0,141414 .. .14
100.xp =14 4+ xn—1

100.xp —Xpn_1 = 14 (2.8)

4Uma dizima periédica é um nimero que quando escrito no sistema decimal apresenta uma série
infinita de algarismos decimais que, a partir de um certo algarismo, se repetem em grupos de um ou mais
algarismos, ordenados sempre na mesma disposicao e chamados de periodo.



Capitulo 2. Sequéncias 24

Pelas definigoes vistas na seccao 2.2 podemos escrever lim x, = lim x,,_1 = L e
X—>00 X—>00

substituindo na expressao 2.8 vamos encontrar:

100.LL—-L=14
9.L=14
14

L —

~ 99



CAPITULO 3

RECORRENCIAS

Neste capitulo tratar-se-a das recorréncias de primeira e segunda ordem. Sera definido
0 que sao as sequéncias de recorréncias na secgao 3.1. Logo em seguida iniciamos a secgao
refente a sequéncia de Fibonacci com suas vérias aplicacoes na natureza assim como
a “proporcao aurea” ou numero de ouro a qual é expresso a partir de quocientes dos
valores consecutivos da sequéncia de Fibonacci. Em seguida, na seccao 3.3 sera tratado
das recorréncias de primeira ordem com sua aplicabilidade, principalmente no ambito
escolar de ensino médio com os assuntos de progressao aritmética, progressao geométrica
e fatorial. Ja com relacao as recorréncias de segunda ordem na seccao 3.4 sera dada
prioridade a resolugao da sequéncia de Fibonacci através das recorréncias de segunda

ordem.

3.1 Sequéncias de Recorréncias

Definicao 8. A toda sequéncia de (an) de nimeros reais (ai, as,as,---,an) onde um
termo depende de seu antecessor serd chamado de equagoes de recorréncias ou sim-

plesmente de sequéncias recorrentes.

Uma equacgao de recorréncia pode representar varias sequéncias. Observando a re-
corréncia a seguir Xn,.1 = 2.Xn + 1 pode-se gerar a sequéncia (—1,1,3,---), ou ainda,

(3,5,7,---). Em equacoes de recorréncias faz necessario nomear um dos termos para que

25
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se possa identificar a sequéncia.

Exemplo 17. Tomando a expressao de recorréncia Xnis = Xni1 + Xn cOm Xg = 1 e

X1 = 2 teriamos como termos da sequéncia 0s sequintes termos:

Xo=X1+%X=24+1=3
X3:X2+X1:3+2:5
X4:X3+X2:5+3:8

Xs =X4+XxXx3=8+5=13

Logo a sequéncia teria como termos (1,2,3,5,8,13,---). No entanto, se os termos xg

e x; forem diferentes dos expressos anteriormente serd gerado uma nova sequéncia.

3.2 Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci! ¢ dada pelos termos (1,1,2,3,5,8,---) onde cada termo é
determinada a partir de dois termos anteriores, ou seja, F,,, 9 = Fry1+F, com Fg = F, = 1.
A qual vai ser resolvida na secgao 3.4 referente as recorréncias lineares de segunda ordem.

Uma curiosidade sobre a sequéncia de Fibonacci é que os termos da sequéncia estabe-
lecem a chamada “proporcao aurea”, a qual é usada na arte, na arquitetura e no design
por ser considerada agradavel aos olhos, cujo valor é de 1,618 onde quanto mais se avanca
na sequencia de Fibonacci, mais a divisao entre um termo e seu antecessor se aproxima
desse numero. A “proporc¢ao aurea” Também é chamada de: razao aurea, razao de ouro,
divina proporcao, proporcao em extrema razao, divisao de extrema razao.

Abaixo alguns exemplos em que a sequéncia ou a espiral de Fibonacci aparece:

Concha do Caramujo Nautilus®

A proporcao em que cresce o raio do interior da concha desta espécie de caramujo.

Leonardo Pisano ou Leonardo de Pisa (11701250), italiano dito como o primeiro grande matematico
europeu depois da decadéncia helénica. E considerado por alguns como o mais talentoso matematico da
Idade Média. Ficou conhecido pela descoberta da sequéncia de Fibonacci e pelo seu papel na introdugao
dos algarismos arabes na Europa.

2Concha do caramujo Nautilus. Observacdo.: até hoje nio se encontrou nenhum caramujo Nautilus
que comprove essa afirmacdo amplamente difundida! (vide ”O ntmero de Ouro”, Michel Spira, palestra
OBMEP, 2006;



Capitulo 3. Recorréncias

27

Este molusco bombeia gas
para dentro de sua concha re-
pleta de camaras para poder re-
gular a profundidade de sua flu-
tuacao. Na concha do caramujo
vé-se que cada novo pedacinho
é encontrado pela soma das di-
mensao dois antecessores.

As Grandes Piramides

Mais um mistério: cada
bloco ¢ 1,618 vezes maior que
o bloco do nivel imediata-
mente acima. Em algumas, as
camaras internas tém compri-
mento 1,618 vezes maior que
sua largura.

Cameleao

Ao se observar a contracao
do rabo do camaleao tem-se

uma das representacoes mais

perfeitas da espiral de Fibonacci.

Partenon

Os gregos ja conheciam a
“proporcao aurea”, embora nao
a férmula para defini-la. A lar-
gura e a altura da fachada deste
templo do século V a.C. estao
na proporcao de 1 para 1,618
conforme vemos na figura ao

lado.

Figura 3.1: Caramujo

Fonte: http://codigodacultura.wordpress.com/2010/04/30/a-sequencia-de-fibonacci

Figura 3.2: Grandes Piramides do Egito

http://garotadocee.blogspot.com.br/2012/01/0-que-e-sequencia-de-fibonacci.html

Figura 3.3: Camaleao

http://garotadocee.blogspot.com.br/2012/01/0-que-e-sequencia-de-fibonacci.html

Figura 3.4: Partenon

http://charlezine.com.br/sequencia-de-fibonacci/
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Pinha

As sementes crescem e se or-
ganizam em duas espirais que
lembram a sequéncia de Fi-

bonacci: oito irradiando no

sentido horario e 13 no anti- Fisura 3.5: Pinha

horario.

http://vivendocomciencia.blogspot.com.br/2013/01/as-espirais-na-natureza-e-

fibonacci.html

Girassol

Suas sementes preenchem o
miolo dispostas em dois conjun-
tos de espirais: geralmente, 21

no sentido horario e 34 no anti-

horario.
Figura 3.6: Girassol

http://garotadocee.blogspot.com.br/2012/01/0-que-e-sequencia-de-fibonacci.html

Artes

Leonardo da Vinci e Mi-
chelangelo enfatizaram em suas
artes o numero constante 1,6,
aplicando-o em suas obras sendo
uma das principais marcas do

Renascimento. A Mona Lisa

(figura ao lado), de Leonardo da
Figura 3.7: Mona Lisa

Vinci, usa a razao na relagao en-
http://charlezine.com.br/sequencia-de-fibonacci/
tre tronco e cabega e entre ele-
mentos do rosto. Da Vinci observou a presenca do niimero de ouro no corpo humano,

realizando as seguintes medicoes:

e Altura da pessoa dividida pela altura do umbigo em relacao ao solo.

e Medida inteira da perna dividida pela altura do joelho até o solo.
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e Medida do brago inteiro divida pelo tamanho do cotovelo até o dedo.

e Medida do dedo inteiro dividida pelo tamanho da dobra central até a ponta.

Devido as medigoes realizadas no corpo humano satisfazerem a constante do nimero
de ouro, algumas clinicas de estéticas realizam cirurgias plasticas faciais em pacientes que

desejam enquadrar suas medidas, visando a busca pela perfeicao.

3.3 Recorréncia Linear de Primeira Ordem

Definicao 9. Uma recorréncia é de primeira ordem quando um termo Xn1 depende do
termo Xn, ou seja, uma recorréncia de primeira ordem ocorre quando um termo conse-
quente depende do seu termo antecedente. E serd linear, quando a funcao formada pela
mesma for do primeiro grau. Podemos afirmar que uma recorréncia linear de primeira

ordem pode ser expressa por

ax, +b

Xn+1 = c

Observagao: Quando b = 0 dizemos que a recorréncia ¢ homogénea.

Exemplo 18. Recorréncias lineares de primeira ordem no ensino médio.

1. Numeros impares

Xni1=Xn+2,a=c=1leb=2

2. Progressoes Aritméticas

Xn =Xn_1+T;a=c=1leb=r

3. Progressao Geométrica

Xn =qXn-1;a=qg,b=0ec=1

4. Fatorial

Xn = N.Xn_1

5. Exponencial com expoente natural

Xn = X.Xn_1

Passemos a resolver alguns exemplos.
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Exemplo 19. Resolver a recorréncia Xn+1 = Xn + 4 para x; = 2.

Solugao: Primeiramente, vamos resolver um caso geral onde X, ;1 = X, + 1. Assim,

Xg =X1+ T
X3 =X+ T
X4 =X3+7T

Xn =Xn—1+T

Fazendo uma soma telescépica teremos x, = x; + r.(n — 1). Observando esta expressao

concluimos que a recorréncia X, 1 = Xn, + 4 para x; = 2 serd expressa por:

Xn=2+4.(n—1)
Xn=24+4n—4
Xn =4n — 2
A expressao nos dard o termo geral de uma progressao aritmética.
Exemplo 20. Resolver a equacao Xny1 = 3.Xn, com X1 = 2.
Solugao: Novamente observemos o caso geral para X, = q.Xn_1.

X9 = (.X1

X3 = (.X2

Xn = (. Xn—1

Multiplicando os termos de cada membro encontraremos:

n—1

Xn.(anl."‘ .X3.X2) =( .Xl.(Xg.Xg."‘ -anl)

Dividindo ambos os membros por (Xn_i.--- .X3.X2), a expressao anterior serd expresso

por X, = q" L.x;.
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Resolvendo a equagao xn11 = 3.Xn,, com X; = 2 encontramos que:

X = 3" 1.2

X =231
Vamos resolver a equagdo Xn11 = Xn + g(n).

X9 = X1 + 9(1)

X3 = Xo + 9(2)
Xn = Xn-1+ Q(n _ 1)
Procedendo com uma soma telescépica obtemos

Xn=%x1+9g(1)+9g2)+---+gn—-1)

ou ainda,
n—1
Xn=x1+ Y_g(k)
k=1
Exemplo 21. Resolver a equagdo Xni1 = (N4 1).xn, X1 = 1.
Solugao: Vejamos o desenvolvimento da recorréncia:

Xo = 2.X1

X3 = 3.X2

Xn = N.Xn_1

Multiplicando ambos os membros, obtemos Xg.X3. * ** Xn_1.Xn = (2.3.4++ M) .X;1.X2.X3. " ** Xn_1
a qual poderd ser escrita por x,, = (2.3.4---1n).x; = n!x; e uma solucdo particular seria

Xn =n!

Exemplo 22. (PROFMAT-2011) - Adaptado Resolva a equa¢do de recorréncia

Unt+1 = (Sn - an) +2a,.
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Solugao: Observa-se que a expressao any1 = (3™ — a,) + 2a,, pode ser escrita por

any1 = an + 3™, apenas simplificando-se a expressao. Resolvendo a recorréncia

a2:a1+31
C13:C12+32

C14:(13—|—33

an =0an-1+ 3n—1

Isto implica

an=a;+3" + 34 3 =14 (14343 +--- 431,

em que a expressao entre parénteses é a soma dos m primeiros termos da progressao

geométrica (visto na secgao 2.3) de termo inicial 1 e razao 3, que vale

3m—-1
3—1
Portanto
3" +1
an = 5

Exemplo 23. (PROFMAT-2011) Seja (Xn)n>0 sequéncia definida pela relagio de

recorréncia Xny1 = 2.Xn + 1, com termo inicial xg € R.
a) Encontre xq tal que a sequéncia seja constante e igual a um nimero real a.

b) Resolva a recorréncia com a substituicdo x, = yn + a, em que a é valor encontrado

em (a).
Solucgao:

a) Basta achar a tal que 2a+1 = a. Isto dd a = —1. Se xg = a entdo x; =2.xg+1 =
2a+ 1 = a = xq, e, da mesma forma, Xo = X1,X3 = Xo, ..., Xn41 = Xn para qualquer

n > 0, ou seja, a sequéncia é constante.

b) Com a substitui¢do sugerida, X, = yn—1. Entdo yny1 —1 =2.(yn — 1) + 1, isto é,

Yn+1 = 2.Yn, com Yo = xg + 1.
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Entao yn =2"yp=2".(xo+ 1) e xpy =yn — 1 = —1+ 2" (x0 + 1).

3.4 Recorréncia Linear de Segunda Ordem

Definicao 10. Uma recorréncia que expressa Xnyo em funcdao de seus antecessores Xn i1
e Xn serd chamado de recorréncia de segunda ordem. Serd tratado o caso de re-

corréncias homogéneo com coeficientes constantes onde:
Xni2 +PXxr1+gdXn =0 (3.1)

Para a resolucao deste tipo de equacao usa-se a equacao caracteristica onde a equacao
3.1 sera expressa por 12 + p.T + ¢ = 0 que possui solugao tnica.
Por se tratar de uma equacao quadratica tem-se que a equagao 3.1 podera ter até duas

solucoes Yy, e z,, onde:
wn =AYy, +B.z, (3.2)

a qual também é solucao da mesma recorréencia.
Exemplo 24. Resolver a recorréncia Xn o+ 5Xx11 +6xn =0, x1 =1 e X9 = 2.

Solugao: Escreveremos a equagao acima na sua forma caracteristica que serd expresso
por 12 + 51 + 6 = 0 cuja rafzes sao —2 e —3. Desta forma, a equacdo 3.2 serd expresso

por:
wn =A.(=2)" +B.(—3)" (3.3)
Para descobrir os valores de A e B, vamos utilizar x; =1 e xo = 2. Assim,

A.(—2)+B.(—3)=1
A.(=2)24+B.(-3)2 =2

) 4
Resolvendo o sistema encontramos que A = 3 e B = 3 Portanto, a equacao 3.3 serd

expresso por
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3.5 Sequéncia de Fibonacci — F,,o =F, 1 +F,

Exemplo 25. Resolver a equacao de Fibonacci Fryo = Fni1+ Fn

Solucao: Primeiramente vamos escrever a equacao de Fibonacci por sua equacao
caracteristica 12 = 1+ 1 que pode ser escrita como a equacao quadrédtica > —r—1=0 a

qual sera resolvida a seguir:

P—r—1=0
A=1+4=5

1+5
2

T =

146\ " 1—6\"
Temos desta forma que y, = ( +2\/—) ezn = ( 2\/—> e, portanto, a equacao 3.2

sera escrita como

Wy = A. (1+2\/3>n+13. (1_2\/5)n (3.4)

Passamos agora a descobrir os valores de A e B.

Sabemos que Fy = F; = 1. Desta forma,

N (1+\/3)0

1
1 _
A (557) e (57 -
2 2
assim,
A+B=1
1 1-—
A. 5 + B. V5 =1
2 2
Ao multiplicarmos a primeira equagao por ( ) encontraremos:

(50 (1) 2
() ()
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Ao somarmos as duas equagoes, encontraremos

+1

o (F200) s

1—+/5
—V5.B = 5

B:l_\/S
_2\/5

55

10

B

Para encontrar o valor de A, vamos substituir o valor de B na equacao A +B = 1.

Desta maneira, temos que o valor de A sera dado por . Portanto, a equagao 3.4

podera ser escrita por:

. (5+10¢5) | (1 +2\/3)“+ (5—10\/3> | (1_2\/5)“




CAPITULO 4

EQUACOES DE DIFERENCAS

Em alguns problemas, as equacoes com variaveis discretas sao mais apropriadas para
resolver determinadas equagoes. Segundo Bassanezi (2012) “uma equagao de diferenga
estabelece uma relacao envolvendo valores de uma variavel dependente para um conjunto
discreto de valores com retardamento da varidavel independente”.

Ainda segundo Bassanezi (2012), “a solu¢ao de uma equagcao de diferenga é uma relagao
funcional que nao envolve diferencas, definida para todos os nimeros naturais n € N, e
satisfazendo a equacao de diferencas, isto é, transformando-a numa identidade”.

Uma solucao de uma equagao de diferencas é obtida por um processo recursivo. No
entanto, nem sempre ¢ possivel expressar uma solucao geral de uma equagao de diferencas
quando a equagao nao é linear.

A forma geral linear de ordem n —m é dado por:

Yn =@ Yn 1+t @Yn 2+ + AnYn-m (4.1)
ou simplesmente:
m
Un =) QuYn-k (4.2)
k=1

com ag constantes; m<n € N, n > 1 e dadas (n — m) condigoes iniciais.

36
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4.1 Equacoes de Diferencas de Primeira Ordem

Definigao 11. Uma equacao de diferencas € de primeira ordem quando (n—m) =1. F

podemos escrever sua expressao geral da forma abaizo:

Yn = XYn—1
Yo dado
O processo recursivo fornecera:
Y1 = &.Yo

Yo = ay; = o2.yp
Yz = owys = oy
Yn = XYn—1 = & Yo

Tendo como solucao geral
_ n
Yn = Yo.&
Portanto, a equacao de diferencas de 1* ordem sera escrita por:

Yn = Yo.a™

Yo dado
Assim, dependendo do valor de yq temos que:

O se Yyo=20
Yo.a™ se Yo # 0

Abaixo trataremos de alguns modelos matematicos com equagoes de primeira ordem.

4.1.1 Crescimento Populacional

Segundo o modelo Malthusiano de crescimento populacional tem-se que: “a populagao

cresce numa progressao geométrica enquanto que o alimento cresce segundo uma pro-
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gressao aritmética”. Sendo a populacao inicial representada por Py elementos, podemos

traduzir matematicamente tal afirmacao por:

P1 :T.PO
PQ = T.P1 = T2.P0

P3 = T.PQ = TS.PO

Pn = T-Pn—l = Tn.PO

tome r como a taxa de crescimento da populagao e 1 a unidade de tempo considerada.
Também ¢é observado que as diferenca entre dois termos consecutivos representa uma

equacao linear de primeira ordem pois,

Ppo—Pni=7Pr 1 —Pr= (T‘ - 1)'Pn71 =o.Pr g

com tal expressao o modelo malthusiano podera ser reescrito por: “A variagao populaci-

onal é proporcional a populacao, em cada instante” e sua solucao seria expresso por:

Pn = Pg.T’n

4.1.2 Orcamento Familiar

Tomando uma familia com renda mensal R,, dado por um salario fixo Ry adicionado
ao rendimento da poupanca P,, do més anterior. Seja o consumo mensal C,, da familia
proporcional a sua renda mensal. Escrevamos uma férmula geral que forneca os valores
da renda, poupanca e consumo da familia em cada meés relativamente a um meés inicial
onde se conhega os valores de Cy e de Py. Lembramos que neste caso a variavel independe
é o tempo, dado em meses.

Com base com o que foi escrito acima, temos:

¢ “A populacao do més n é dada pela poupanca do més anterior (n— 1) mais a sobra

do més n”, ou seja,

Pn - Pn—l + (Rn - Cn) (43)
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¢ “A renda do més n é igual ao saldario mais o rendimento da poupanca do meés

anterior”, ou seja,

Rn = RO + T.Pn,1 (44)

¢ “O consumo do meés é proporcional a renda”, isto é,

Ch = a.Ry 0<a<1) (4.5)

Substituindo as equacoes 4.3 e a 4.4 acima teremos:

P, =Pn 1+ (Ry— xRy)

Py=Pn 1+ (1—-a)R

Pp=Po_ 1+ (1 —a).[Ry+T1.Pr_q] (4.6)
Po=P 1+ (1—oa)rPh1+(1—x).Rg

Pn=(1—aRg) +[(1—)r+1].Ph_y

Tomando b = (1 —«).Rg e a = [(1 — «).r+ 1] na tdltima equagao podemos reescrevé-la
da forma,

Pn = a.Pn_l + bRO

cuja solucao sera dada por:

Portanto

1—[(1—o)r+ 1™

Po=1[1—a)r+1]"Py+ (1 — )Ry 1—[(1—a)r+1]

Observe que o« = 1 significa que o consumo mensal é igual a renda e, portanto, neste
caso, a poupanc¢a nao varia.

Substituindo 4.7 nas equacoes 4.4 e 4.5, obteremos.

Ry + 1.Py se ax=1
se ax#1

Ry +1.Pg.a™ +1.b. >
a
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«.[Ry + 1.Pg] se ax=1
Cn = a™ —1 (4.9)
«[Rg + 1.Py.a™ + 1.b. 1 ] se a#1

Veja o exemplo abaixo:

Exemplo 26. Qual a situacdo de uma familia, depois de um ano, que term R$1000, 00 na

poupanga, um saldrio fixo de R$3000,00 e gasta 80% da renda mensal.

Solugao: Tomando os dados iniciais do problema temos que Ry = 3000 e Py = 1000

e substituindo os valores em 4.7 obteremos:

a?—1

P, = 1000.a'? + b

a—1
Comoa=(1—-a)r+1=(1-0,8)r+1=0,2r4+1eb=1—-0,8=0,2 temos que:

(0,2r+1)2—1
(0,2r+1)—1"

Py = 1000.(0, 2.7 4+ 1)*2 + 600

Nesta situacao o rendimento da poupanca dependera do valor de 7.

4.1.3 Financiamento

Uma situacao classica ao qual podemos utilizar equagoes de diferencas seriam os fi-
nanciamento, seja de veiculos seja da casa propria.
Seja um divida inicial (financiamento) Dy; A divida D,,, depois de n meses da compra,

sera dada pela divida corrigida do més anterior menos a parcela paga no mes, ou seja:
Dn=Dn1+1.Dy1—P (4.10)
ou simplesmente
D,=(14+71).Dy.1—P (4.11)

Cuja solucao sera dada por:

1— (147"
—r

D, = (1+71)".Dy—P. (4.12)
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Para que haja a quitacao da divida é necessario que D,, = 0.

Exemplo 27. Tomando um financiamento de um carro cujo valor é de R$29.528,00 que

deve ser pago em 5 anos, em parcelas fixas de R$798,00.
a) Qual a taza de juro mensal pago?

b) Se a taza de juro mensal fosse o mesmo da poupanca, quanto se deveria pagar por

meés para a quita¢ao da divida 5 anos?

¢) Quanto se deve dar de entrada para que se tenha uma parcela fiza de R$500,00 com

uma tazxa de juro igual ao da poupanca e pagando a divida em 5 anos?
solugao:

a) Para responder a primeira pergunta temos que Dy = 29.528 que serd pago em
n = 60 meses com parcela de P = 798. Assim, substituindo os valores na equagao

4.12 teremos:

1—(1 60
Dgo = (1 +1)0.29526 — 798.(_—“)

1—(1+71)%
1 1 6O_T
37.(1 4 r)o0 = Lo LT
1—(1+71)%
37T = Qs

(1 +7)59.20526 = 798.

Para resolver a equacao acima utilizaremos o método da bissec¢ao. Sejam y = 37.1
1—(1+71)9%0

ez= —(%ﬁ”)g(}’ devemos encontrar r de tal forma que y = z.

1=0,01=2y=0,37<0,449 =z

r=0,02=y=0,74 > 0,695 = z (logo, a solu¢ao de y = z estd no intervalo r € (0,01;0, 02)

0,01 + 0, 02

r:%=0,015:>y = 0,555 < 0,5907 = z
0,020,015

r:%:0,0lﬁéy —0,6475 > 0,646 = z

Portanto, a taxa de juro do financiamento foi de aproximadamente 1,7% ao més.

b) Ao tomarmos uma taxa de juro mensal de 0,5% e substituindo na equagao 4.12
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terfamos: ) 000560
—(1 5
(14 0,005)%9.29526 = P. (1+0, )

—0, 005

b o_ _147,63.1,00560

a 1 — 1,005
P = 570,82

Assim, o valor da prestacao é de R$570, 82.

¢) vamos tomar como prestacao P = 500, 00. Para se saber o valor da entrada E, tem se
que a divida inicial serd de (Dy — E). Para resolver a terceira pergunta tomaremos
a equacao 4.12 substituindo os valore de v = 0,5%, n = 60, Dy = 29.526,00 e
P =500, 00. Assim,

1— (1+0,005)%
—0,005
29526 —E = 25862, 78

E = 366322

(1+0,005)%.(29526 —E) = 500.

Portanto, o valor da entrada seria de R$3.663, 22.



CAPITULO 5

CONSIDERACOES FINAIS

O campo da modelagem matematica com tratamento sequencial tem ganho mercado
principalmente em situagoes cotidianas no ensino médio onde a interdisciplinaridade en-
volvendo situagoes da biologia, fisica, quimica, etc. Como também em outras areas do
conhecimento como engenharia, economia e tantas outras.

Neste estudo ¢ dada uma base introdutoéria ao estudo das modelagens matematicas
como algumas aplicagoes a situagdes cotidianas e levar ao aluno de educagao bésica (ensino
Médio) a ter um “gosto” com relagdo ao estudo da matematica.

A utilizagao de modelagem tem tornado o estudo da matematica mais prético, pois
leva o aluno a interagir com os conteidos ministrados, principalmente no que diz respeito
a explicar fenomenos fisicos demonstrando sua eficiéncia e utilidade, seja em sala de aula,
seja nas situacoes do dia-a-dia. Desta forma, mesmo pessoas inexperientes na utilizacao

da modelagem podem experimentar (aventurar-se) nesta nova “modalidade de ensino”.
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